
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
Seria: ENERGETYKA z. 54

_______ 1975
Nr kol. 462

Gerard KOSMAN 
Joachim J. OTTE
Instytut Maszyn i Urządzeń ikiergetycznych

METODA KOLEJNYCH PRZYBLIŻEŃ MODELOWANIA OSIOWO-SYMETRYCZNYCH 
PÓL TEMPERATUR NA PAPIERZE PRZEWODZĄCYM

Streszczenie. W pracy omówiono zastosowanie metody kolejnych przy
bliżeń do badań analogowych pól temperatur na papierze przewodzącym, 
jako ośrodku modelującym. Rozważania dotyczą osiowo-symetrycznych rozkładów temperatury w grubościennych powłokach obrotowych.Kształt 
brzegu powłoki może być dowolny. Dzięki zastosowaniu metody kolejnych przybliżeń bardzo znacznie zmniejszono pracochłonność przygoto
wania modeli, ponieważ nie trzeba zmieniać oporności papieru przez 
perforację, naklejanie lub malowanie.

Ważniejsze oznaczenia

A - zbiór punktów brzegowych elementu,
c - ciepło właściwe,
C - pojemność elektryczna,
T - temperatura,
TQ - temperatura początkowa,
t - czas,
qy - gęstość objętościowa wewnętrznych źródeł ciepła,
<lr  -  gęstość objętościowa zastępczych źródeł ciepła,
V - zbiór punktów wewnętrznych elementu,
0 - potencjał elektryczny,
x,z,y - współrzędne prostokątne,
r,z,p - współrzędne walcowe,
p - gęstość,
A - wapółozynnik przewodzenia ciepła.



58 Gerard. Kosman. Joachim  J .  Otte

1. Wstęp

Zagadnienia nieustalonego przewodzenia ciepła w izotropowych, ciałach 
atałyoh z wewnętrznymi źródłami ciepła sprowadza się do poszukiwania roz
kładu temperatury w postaci funkcji T(7,t), (x tT, t>0), spełniającej w 
obszarze V równanie

\  V  2T qv(x) - cj) (1 )

warunek początkowy
T(r,o; = t0(7; (2)

oraz warunki brzegowe na brzegu obszaru A.
pPostaó laplasjanu V  zależy od przyjętego układu współrzędnych,a ten 

z kolei należy dostosować do kształtu rozpatrywanego ciała.
W przypadku osiowo-symetrycznego rozkładu temperatury w ciałach o 

kształcie brył obrotowych wygodnie jest stosować współrzędne walcowe i wte
dy równanie (1 ) sprowadza się do postaci

£ T  + l OT + 0f T + ^ v . ę £ S T  ( )

Analityczne metody rozwiązania równania (3) rozpatrywane są szczegółowo w 
literaturze poświęconej zagadnieniom przepływu ciepła w ciałach stałych i 
teorii równań różniczkowych cząstkowych. Opisane metody mogą być praktycz
nie stosowane tylko dla ciał o regularnych kształtach. Z tego względu w
badaniu rozkładów temperatur w złożonych elementach maszyn coraz większe 
zastosowanie znajdują metody numeryczne i analogii elektrycznej.

W modelowaniu elektrycznym pól temperaturowych można wyróżnić dwa kie
runki« modelowanie w ośrodkach ciągłych oraz modelowanie w ośrodkach dys
kretnych. Jednym ze sposobów modelowania ciągłego jest modelowanie na pa
pierze przewodzącym. Metoda ta wykazuje szereg istotnych zalet w porówna
niu z innymi ośrodkami modelującymi (taniość modelu, możność modelowania 
stanów cieplnych w elementach o złożonym kształcie, prosta metodyka pomia
rów).

Papier przewodzący, jako ośrodek ciągły, umożliwia modelowanie pól dwu
wymiarowych (płaskich i osiowo-symetrycznych). Na podstawie dotychczaso
wych badań można stwierdzić, że modelowanie pól płaskich nie przedstawia 
trudności, natomiast analiza pól osiowo-eymetrycznych jest znacznie bar
dziej skomplikowana , 2, 3, 4j. Główna trudność związana jest z koniecz
nością stworzenia ośrodka przewodzącego prąd, o oporności zmieniającej się 
w jednym kierunku.



Jedną z metod modelowania uwzględniających powyższy fakt jest metoda 
transformacji brzegów obszaru polegająca na zastosowaniu przekształcenia 
lagorytmicznego promienia x * ln r.

Stosowane są również metody polegające na zmianie oporności papieru 
przewodzącego. Tę zmianę można uzyskać przezs
- perforację,
- naklejanie warstw papieru przewodzącego za pomocą klejów oporowych,
- nakładanie na papier farby przewodzącej w postaci punktowej.

Każdy z wymienionych sposobów jest albo pracochłonny albo mało dokładny. 
Wszystkie zaś dają skokową zmianę oporności i nie pozwalają modelować tem
peratur w pobliżu osi.

Przedstawiona w niniejszej pracy metoda wykazuje w porównaniu z wyżej 
wymienionymi szereg istotnych zalet. Przede wszystkim zmniejszono praco
chłonność przygotowania modeli. Wyeliminowano skokową zmianę oporności pa
pieru, co miało duży wpływ na zniekształcenie badanego pola.

2. Metoda rozwiązania zagadnienia

Rozpatrzmy bryłę obrotową ograniczoną powierzchniami r=f^(z) i r = 
= f2(z) przedstawioną na rys. 1a. Jeżeli założyć, że początkowy rozkład 
temperatury i warunki brzegowe nie zmieniają się w kierunku obwodowym, to 
szukany, nieustalony rozkład temperatury w powłoce będzie również osiowo- 
symetryczny.

Metoda kolejnych przybliżeń modelowania osiowo-symetrycznych...________59,

Rya. 1

W celu wyznaczenia pola temperatur w powłoce w oparciu o badania analo
gowe na papierze przewodzącym jako ośrodku modelującym rozpatrujemy pomoo- 
nicze zagadnienie przewodzenia ciepła w obszarze płaskim D ograniczonym 
krzywymi y = f.j(x) i y » f2(x) (rys. 1bi.
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Rozkład temperatury w obszarze D określa równanie

_s
A.

cp BT

A ^
(4 )

Jeżeli początkowy rozkład temperatury w obszarze 
są te same jak dla badanej powłoki oraz

D i warunki brzegowe

4* ' Ą 0T
Hv y f)y (5;

to pola temperatur w przekroju podłużnym powłoki i obszarze płaskim są 
identyczne.

W związku z tym w miejsce zagadnienia osiowo-symetrycznego można mode
lować prostsze zagadnienie płaskie dla odpowiednio dobranej gęstości obję
tościowej zastępczych wewnętrznych źródeł ciepła ą*. Warto podkreślić, 
że kształt brzegu obszaru płaskiego pokrywa się z przekrojem podłużnym ba
danej powłoki.

Gęstość objętościową zastępczych wewnętrznych źródeł ciepła wyznaczymy 
metodą kolejnych przybliżeń. Pierwsze przybliżenie przyjmujemy w postaci:

A*qv1 (6;

które wykorzystane w równaniu (4 ) pozwala określić pierwsze przybliżenie 
szukanego pola temperatur.

Ogólnie, dalsze przybliżenia konstruujemy według zależności
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Kolejne pola temperatur opisane równaniami (8) modeluje się na tym sa
mym modelu bez zmiany warunków brzegowych. Każdorazowo zmienia się jedy
nie gęstość wewnętrznych źródeł ciepła wg zależności (7).

Do określenia kolejnego przybliżenia nie musimy znać rozkład tem
peratury ®n_^(x,y,t) w całym obszarze płaskim D, a jedynie gradient w 
kierunku promieniowym. Podany wyżej algorytm można więc jeszcze uprościć. 
Pierwsze badania analogowe ograniczamy tylko do określenia OT/Dy, a do
piero gdy różnica między kolejnymi przybliżeniami jest dostatecznie
mała wyznaczamy rozkład temperatury.
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3. Modelowanie równań (8) na papierze przewodzącym
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Metody modelowania stanów nieustalonych opisanych równaniami (8) są 
szczegółowo opisane w dostępnej literaturze. Najbardziej ’’klasyczną" z 
nich jest metoda polegająca na wykorzystaniu bezpośredniej analogii rów
nań (8) opisujących zjawiska cieplne i równania (9) opisującego zjawiska 
elektryczne w geometrycznie podobnym modelu przewodzącym

Ą + Ą  + R . i „ acffi (9)
D y2

Ostatnie równanie można modelować w układach posiadających pewną pojem
ność właściwą, rozłożoną w modelu (papierze przewodzącym) w sposób cią
gły. Wartość tej pojemności można określić z porównania równań (8) i (9). 
Realizacja wyznaczonej w ten sposób pojemności o rozkładzie ciągłym stwa
rza wiele trudności. Z tego względu częściej pojemność tę modeluje się w 
sposób dyskretny, dzieląc powierzchnię modelu na podobszary i dołączając 
do środka każdego z nich odpowiednim przewodem kondensator.

Prowadzenie badań według przedstawionej metody wymaga odpowiedniego wy
posażenia, a w szczególności urządzenia do automatycznego ładowania i roz
ładowywania kondensatorów.

Znacznie prostszą w praktycznej realizacji jest metoda kolejnych sta
nów ustalonych [5]- W metodzie tej proces rzeczywisty aproksymuje się sze
regiem kolejnych stanów ustalonych. Rozkład temperatury w dowolnej chwili 
czasu t modelujemy jak dla stanu ustalonego przyjmując warunki brzegowe 
zgodnie z ich rzeczywistym przebiegiem w czasie. W ten sposób nie uwzglę
dnia się oczywiście wpływu pojemności cieplnej obiektu na jego stan ter
miczny. Dokładność przedstawionej aproksymacji zależy od charakteru bada
nego przebiegu, a w szczególności od wartości pochodnej temperatury wzglę
dem czasu. Dla szybkich zmian temperatur błędy są oczywiście większe.

Badania stanów nieustalonych za pomocą analizatorów dyskretnych (siat
kowych) prowadzi się najczęściej metodą iteracyjną Liebmann [6]. Istotą 
tej metody jest modelowanie upływu czasu w sposób podobny do modelowania 
współrzędnych przestrzennych, tj. przez odpowiednie wartości oporów elek
trycznych. Metodę Łiebmanna można również adaptować do modelowania na pa
pierze przewodzącym. Pierwszą taką próbę podjęto w [7] przy modelowaniu 
nieustalonych stanów cieplnych w złączu śrubowym kadłuba turbiny.
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4. Badania wstępne

Dla opanowania techniki badań oraz dla oceny dokładności metody wyko
nano pomiary na kilku modelach kontrolnych. Do analizy wybrano przykłady, 
których rozwiązanie metodami analitycznymi nie sprawia trudności, umożli
wiając porównanie wyników badań analogowych i obliczeń. Do szczegółowej 
dyskusji w tym rozdziale wybrano problem dotyczący ustalonego rozkładu tem
peratur w grubościennej powłoce walcowej, opisany równaniami

d2T 1 dT _ n
  E OT = 0

(1 0)
<m

T = Tw dla R = R„

T = T Z R = R̂, + h

W celu wyznaczenia rozkładu temperatury w oparciu o badania modelowe na 
papierze przewodzącym jako ośrodku modelującym, wygodnie jest sprowadzić 
zależności (10) do postaci bezwymiarowej

d2tf 1 dtf n

351 0 ■
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gdzieś
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Badania ograniczono do wyznaczenia I i II przybliżenia pola tempera
tury z uwagi na szybką zbieżność wyników badań analogowych do wartości dok
ładnych określonych formułą

ln [(a + 1 )/r ] , „ „ ■,
Tn f "(a""+_TJ/'ai (13;ln[ (a + 1 )/a]

Na rys. 2 podano zależność maksymalnego błędu I i II przybliżenia pola 
temperatury w funkcji bezwymiarowego promienia wewnętrznego "a". Z prze
biegu podanych krzywych wynika, że w większości przypadków II przybliże
nie daje bardzo dokładne wyniki pola temperatur. Dla powłok "mniej" grubo- 
ściennych badania można ograniczyć do I przybliżenia.
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Rys. 2

5. Przykład zastosowania metody

Opisaną wyżej metodę zastosowano do badania ustalonego rozkładu tempe
ratury w kadłubie wewnętrznym części wysokoprężnej turbiny parowej dużej 
mocy. Główne wymiary geometryczne badanego kadłuba podano na rysunicu 3. 
W przeprowadzonej analizie pominięto kołnierze, a więc rozpatrywano model 
obrotowy. Przyjęto również,że gradient temperatury w kierunku obwodowym 
jest równy zeru, tzn. pole temperatur jest osiowo-symetryczne.Powyższe za
łożenia pozwoliły skorzystać z przedstawionej metody modelowania pól tem
peratur na papierze przewodzącym. Rozkład temperatury w kadłubie poszuki
wano dla znanych wartości temperatur na brzegu. Wartości liczbowe wspom
nianych temperatur zestawiono w tablicy 1.

Tablica 1
Wartości temperatur na brzegu kadłuba

Nr obszaru t[°c ] Kr obszaru T[°C]
1 490 9 365
2 482 10 396.5

. 3 470 11 400
4 480 12 407.5
5 477.5 13 433
6 433 14 440
7 400 15 470
8 386,5 16 480
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W oparciu o otrzymane wyniki badań analogowych nakreślono przebiegi 
izoterm w przekroju podłużnym kadłuba (rys. 2). Uzyskane rezultaty porów
nano z wynikami obliczeń numerycznych przeprowadzonych metodą różnicową 
bezpośrednią w formie bilansów elementarnych [8].

Przebiegi izoterm uzyskane za pomocą obu rozpatrywanych metod różnią 
się między sobą przy brzegu kadłuba. Wynika to z różnic w zadawaniu wa
runków brzegowych. W badaniach analogowych wartości temperatur brzegowych 
zadaje się stałe na pewnych odcinkach brzegu, natomiast w obliczeniach nu
merycznych przyjmuje się, że temperatura na brzegu zmienia się liniowo mię
dzy poszczególnymi węzłami siatki różnicowej.

Metoda kolejnych przybliżeń modelowania osiowo-symetrycznych...________65.
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SUCCESIVE APPROXIMATION METHOD FOR DETERMINING OP THE 
AXIAL-SYMMETRIC TEMPERATURE FIELD BY MEANS OF THE 
ELECTRICALLY CONDUCTIVE PAPER

S u m m a r y

This paper discusses a succesive approximation method for solving the 
axial-symmetric problem of thermal conduction with arbitrary boundary con
ditions by means of the electrically conductive paper. The arbitrary sha
pe of the thick-walled shells can be used. Application of the succesive 
aproximation method has reduced time of models preparing.

The final part of the paper presents the modelling results of tempera
ture field in steam turbine cylinders.


