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S t r e s z o z e n i e .  Dla układu o g e om et r i i  naroża p r os t ego  okreś lono  
c h a r a k t e r y s t y c z n e  s t r u m ie n ie  c i e p ł a  w op arc iu  o wyznaczone wczes -  

•n ie j  po le  t empe ra tu ry  w u k ł a d z i e .  Rozwiązanie uzyskano przy z a s t o 
sowaniu metod a n a l i t y o z n y o h .
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-  umowne podobszary*

N
A

B

q -  s trum ień  o i e p ł a ,
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x
. -  w sp ó łrzęd ne  geom etryo zn e ,

y
cę -  w spó łozyn n lk  wnikania  o ie p ła »

% -  w sp ó łczyn n ik  przewodzenia o i e p ł a ,

9 — zredukowana tem p era tu ra ,

( B i )  -  l l o z b a  B io t a ,

l  _  zredukowane w sp ó łr z ę d n e .

x ) Praoa wykonana przy w spółpraoy z d oo .  dr hab . i n ż .  T . Besem



60 S te f an  P o s t r zed n i k

1.  Wprowadzenie

W różnorodnych,  układaoh n ie i z o te r m is z ny ch  pole t empera tu ry  o raz  p rze 
pływ o i e p ł a  tam występu jący odgrywają I s t o t n ą  r o l ę .  W praoy t e j  p r z e d s t a 
wiono rozw ią zan ia  odpowiedniego zagadn ienia  brzegowego,  dotyozącego pola 
t em pera tu ry  w u k ł a d z i e  o ge om et r i i  naroża p r o s t e g o .  Na r y s .  1 p rzeds tawio
no sohemat ana l i zowanego układu z zaznaczeniem podstawowyoh w ie l ko śc i  geo
metrycznych i  t e rmicznyoh .

Rys.  1 .  Układ naroża p ros teg o  (A)

Uzyskane ro zw ią za n ie  dotyczy s t a nu  us ta lon eg o  w dwuwymiarowym uk ła dz i e  
współrzędnych geometryoznyoh.  Po wykonaniu odpowiednich o p e r a c j i  matema
tycznych  okreś lo no  n a s tę pn ie  pole s t r um ie n i  o i e p ł a  w u k ła d z i e  oraz  makro- 
s t r u m ie n ie  p rzez  u s t a l o n e  powierzchnie k o n t r o l n e .
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2 .  Zastosowana metoda rozwiązan ia

S ta c jo na rn e  pole t e m p e r a t u r y , bez.  wewnętrznych ź r ó d e ł  c i e p ł a  w uk ła 
d z i e ,  op i sane  j e s t  rozwiązaniem równania różniczkowego Lap lace*a przy u -  
względn ien lu  odpowiednich warunków brzegowyoh.  Ze względu na złożony 
k s z t a ł t  geometryczny obszaru zastosowano metodę p o le g a ją c ą  na tym,że dzie- 
ląo go na dwa podobszary A 1 B ( r y s .  1 ) ,  zn a jd u j e  s i ę  na jpierw rozw iąza 
n ia  częściowe w poszozególnyoh podobszaraoh uk ła d u .  Rozwiązania t e ,  po wy
k o r z y s ta n iu  przyna leżnyoh  do danego podobszaru zewnętrznyoh warunków brze- 
gowyoh, wyznaozone są  z dok ła dn ośo lą  do pewnyoh zespołów s t a ł y o h .  S t a ł e  
t e  wyznaoza s i ę  n a s tę p n i e  w oparo iu  o dodatkowe warunki  brzegowe IV rodza
j u ,  wynikające z "zszywania" rozwiązań  na g r an l cao h  podobszarów.  Stanowią 
J e :  równość t empera tu r  o raz  równość s t r u m ie n i  o i e p ł a  [ i ]  wzdłuż g ran icy  
po dz ia łu  ( p  = b ,  0 $  <  a ),  W rozwiązan iu  wykorzystany z o s t a ł  o r togo
nalny zb ió r  f u n k o j i  w łasnyoh.  Otrzymany w t en  sposób podwójnie nie skończo
ny uk ład  a l geb ra i oz ny oh  równań l lniowyoh z o s t a ł  n a s tę p n i e  rozwiązany meto
dą odwracania macie rzy .  Do konkretnyoh o b l i c ze ń  b i e r z e  s i ę  oczywiśc ie  
skończoną i l o ś ć  wyrazów maolerzy .

3 .  Wtelkośo l  zredukowane

Dla upr osz cz en ia  zap isu  o raz  l e p s z e j  o r g a n i z a c j i  o b l i c z e ń  wprowadzono 
podane n i ż e j  w ie l k o ś c i  zredukowane ( r y s .  2 J :

-  wspó łrzędne 1 parametry geometryozne

(1 )

-  t empera tu ry

(2 )

0 <  8 k <  1 f o <  & B «  1
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-  l i c z b y  (Bi )
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(4 )

Ponadto uwzględniono różne  przewodności  m a te r i a łu  w c z ę ś o i  A i  B, co wy

r a ż a  s to sunek  (

4 .  Sformułowanie zagadn ien ia

Szukane pole t empe ra tu ry  dla  naroża p ros tego  s tanowi  ro związan ie  nas tę 
pu jącego  zagadn ien ia  brzegowego:

-  d la  podobszaru A

a )  równanie różn iozkowe:



b ) warunki  brzegowe zewnę t rzne :

9 0  ,

Przepływ o l e p ł a  p r zez  p r z e g r o d ę .« . __________________________________________ §3.

H

9 0
“ a ?

9 0

-  ( B l ) 1 @k , d la  £ =  O, b <  y  <  H ( 6 )

9 ?

-  d l a  podobszaru B

a )  równanie  różnlozkowe

A  = - ( B i ) 2 (0A- 1 )  d la  £  » a , b 4  S ( 7 )
/

0 d la  0 <  a ,  p » H  (8 )

9 2- ® „ ( £ , p )

& £ 2 d p

b )  warunki  brzegowe zewnęt rzne :  

9 0
= i B l ) ! ,  ® B ,  d l a  £ =  0 ,  C <  p  ^  b

(9 )

(10)

& fi) g,
= O , d la  s -  1,  O <  p  <  b (11)

(12)- ^ • 2  = (Bi)* 0 n , d la  O «  ś  <  1,  V  = O
3 p  1 B r

pi (u)
- ^ 2 .  = -  (BD* ( (Ś>B-1 )» d la  a <  ¿ < 1 *  p -  b (13)

Dodatkowe warunki  brzegowe IV r o d z a ju  na g ran ioy  podobszarów z a p i s u j e  s i ę

a )  • ®Ał Ś , p  ) = 0 B( Ś ,  p ) ,  d la  O <  i  «  a ,  p  = b (14)

9 0  a c __ ,b )   i  (_ iL )  = , d l a  O <  a ,  p =  b (15)
dr; a P

Równania (14)  i  (15 )  odgrywają w łaś n ie  główną r o l ę  w p r o o es ie  "zszywania" 
rozwiązań  podobszarów.
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Ch ara k te rys ty ozn e  s t r u m ie n ie  o i e p ł a  w u k ła d z ie  zaznaczone zo s ta ł y  
r y s .  3 ,  a o b l i o z ać  Je należy według poniższyoh fo rmuł :

* 9 ® .  ( ^ n ) » *
Q ■ l   — £ ~  d »  = ( B i ) .  \  ® A  > , V  ) ,  d o

1 i  / / - o  1 S ‘ / 4 ‘ °

,  ■ ' - 4 '  J  w ?" 4 ^  -  , b i 1 '  ( ^ ’ r * c i  •

ii

Q*0

a

q :

A.

* Q .

 <v q ;

\
5 T

f ‘H

_ L j

Q*0

q:
Rys.  3 .  S t rum ien ie  o ie p ła  w uk ła dz i e

51 * |  -  (B1)1 ^  |

(16)

(17)

(18)

(19)
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będąoe równaniami b i l a n s u  e n e r g i i  odpowiednioh podobszarów i  ca łego  u k ł a 
du mogą u ł a tw ić  o b l i c z e n i e  n ie k tó r y c h  w ie l k o śc i  lub t e ż  s tanowić k r y t e 
rium sprawdza jące dokładność o b l i o z e ń .  Na t e j  po ds taw ie ,  przyjmująor do
kładność wyniku np.  1%, można było u s t a l i ć  n iezbędną  i l o ś ć  wyrazów s z e r e 

gu.

5.  Rozwiązanie problemu brzegowego

Celem wyznaczenia f u n k o j i  0  ^ , p  ) ,  ( ¡» r  p  ) wykorzys tu je  s i ę
wpierw metodę F o u r i e ra  r o z d z i e l e n i a  zmiennych do podanego układu równań 
różn iczkowych.  J e s t  to  r z e c z  znana,  k l asyozna 1 d la t e g o  k o le jn e  k r o k i  po
s t .  powania w u j ę o l u  t e j  praoy n ie  muszą być p rze d s ta w io n e .  Aby j ednak za
gadn i en ie  mogło być rozwiązane  do końca ,  i s t o t n ą  r z e o z ą  j e s t  odpowiednie 
skons t ruowanie  p o s t a o l  poszozególnych wyrazów szeregów będąoych rozwią 
zaniem.  Chodzi mianowioie o o r t o g o n a l l z a o j ę  f u n k o j i  w okr eś lonych  p r z e -  
d z l a ł a o h  zmiennośc i .  Każde t ego typu zaga dn i en i e  brzegowe j e s t  problemem 
samym w sob ie  i  wymaga ipdywidualnego o ryg ina lnego  p o de j ś c i a  [i] .

W przypadku przegrody o k s z t a ł o i e  naroża p r os t ego  należy  zauważyć,  że 
z uwagi na warunek (14)  f u nk c j e  w sz e regu  d la  » p )  muszą być o r t o 
gonalne  w obszarze  0 ^  Ś  <  t z n .
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zaś  d la  f u n k o j i  ® B ( Ś , p  ) o r to go na l ne  w p r z e d z i a l e  0 < 1,  t z n .

0 ,  n ? m
I

IF® ( I  ) .  F® ( §, ) d |  = -

»'O#

przy ozym o s t a t n i ą  właściwość f u n k o j i  t r z e b a  wykorzystać z warunkami (15) 
i  (13)  ł ą c z n i e .  S t osu ją c  omówioną metodę ro związan ia  zagadn ienia  b rzego
wego» zobrazowaną dodatkowo na r y s .  4» uzyskano:

-  d l a  podobszaru A

) = k+eo « = i . +  Ej ‘ p 5 
3=1

* (B1>1 f 
o o s ( y .  S  ) + -= — *• s i n ( y .  S )J V-ł O
---------------- re ir;--------------

o o s ( y . a )  + — — Ł s i n ( y 1a )3 j

(23)

gdzie

ob [ y .  (H- n  )1
E , ( n )  -  E. (b ) ------------------------ ,

i  ( i  oh [ y . ( H - b ) l

3 = 1* 2* 3* • • • (24)
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w _ B(1+A ) v  _ -  AB
* -  A+B+Jb » Ło ~ A+B+A3 »

A = (Bi). ,  a ,  B = ( B i )2 a

-  d la  podobszaru B

' b ( * = f i ( 003
1=0

g d z i e :

f i  ah [ «  ( b -  p  )] sh(  ¿u. n )
F. ( « )  = F. (b ) <! ----------------pi 5 T  ---- ^ -------   +  Ł ^ ~

1 ‘ 1 I sh(  ftjb ) [ ( B i ).,+ Ą J  3h [  Ą. b] s h *

i  s  O j 19 2 f ••*

Wartośc i  własne ^  o raz  o b l i o z ać  należy z naa tęp u jącyo h  równań:

t g  ( = (BI)^J » 1 = O, 1 , 2 , . . .

i  r  ( B 1 ^  n
[ (Bi) . ,  -  v j  t g  i ^ a ) ]  + ( B U 2 [1 + — ^  t g  (y^a = O

J = 1» 2 ,  3» . . . »

k tó r ego  r oz w ią zan ie  zobrazowano na r y s .  5. 
Podwójnie nieskończony układ  współozynnlków

Ej ( b ) f J = I», 2» 3# . . .

o raz

F^(b)  f i  = Oj 2» . . .

(25 3

(26 3

(27)

(28)

rozw ią zan ia  wyznacza s i ę  w op arc iu  o warunki  (14)  i  (15)» przy wykorzysta 
nlu właóolwości  f u n k c j i  o r togonalnyoi i  [i] w odpowiednich p r z e d z ia ła o h
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zm iennośc i .  Uzyskuje s i ę  wtedy nas tępu j ący ,po dw ójn ie  nieskończony l e c z  l i 
niowy układ  równań a lgebraioznych.

1 .  f f c Nk v m  = £  ej  ^  v m -  ( B i f 2 £  V
3-1

+ ( B i ) 2 Ck

3=0

k = 2 f  €  •  4 (29)

oo

2* V3 E3 i M  = E Ä3 i * i  
i=c

Aj4 F.Cb) -  D.

3 = 1.  2 .  3 , (30 )

Rys.  5.  War tośo l  własne równania
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g d z i e :

Ą
f * ■ -  « • 0,11 ‘ * i ’ 

e j  = -  Vj t h  [v1 (H-bl]

Nk = 2 + 1 s l n  (2

1 J s i n  s i n  [( Ą H l - a ) ]
3l , k  = 2 |  fti ' - Ą  + ( ¿¿ ‘+ ‘ ą

A = 1  [<T. 1 ~ a c >i T.1<eln ^ H t B l ^ C o o a  ty
■*»k 2 (v2 -  ¿¿j^l [VjOOS (Vj8 ) +

[ ( y ^  + ^ ~ 8 l ° Ą W(31 V 3lD

(31 1

(321

(331

(34 1

-009

^ s in iy^aY ]

K - * V a + < V h } (351

c k -  9ln [ > k  (1- a >] (361

2a [vj + (3112j + VjSln(2 y^a 1 + 4(BI^sln2(Vj8 1 [~2y^~ + 1]

'3 4 JjVj cos (V j8 1 + (B11̂  s in  (Vjal]
(371

D. =

(311.
(E+Eo 1 j s l n i y ^ a l  - [cos (y^a 1-lJ _

j p o s i y ^  1-1

Ji Li___
vJ~ÓóTTyJaTT“

( B i l .  r s l n ( y 1a1 -ii
+ a s i n  (y^a ij + -  y 1 --------ę-J aoos(v .ja  1J ł-

+ < B i^  s in  ł y j ś ) (381
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Układ równań ( 2 9 ) ,  (30)  można, po wykonaniu obszernych  p r z e k s z ta ł c e ń  i  od
powiednich o p e r a c j i  matematyoznyoh,  sprowadzić do układu

oo
^ F^(b ) — Hjj. k — i , 2 , 3 ,  . . .

S ° k - j

z k tó rego  o b l i c z a  s i ę

F^(b ) = 'y  ^ = 0 , 1 , 2 , . . . ,
oo

k=1

a n a s tę p n i e

! i M  =  ^ { £ A 3 , i F i ( M " D d }  ’  J
1,  2,  3,

gdz ie

' l , k ,  d la  i ^k

' i , k
?i , k  -  f k Nk * 319 1=k

(39)

(40 )

(41)

(42)

o raz

&i‘k = 5  -  ( B I >2 Bi f k  (43)

OO .

Hk -  -  (B1)2 Ck (4 4 ł
J=1 3

Funkcje ( 2 3 ) ,  ( 2 4 ) ,  (26 ) ,  (27 )  o raz  z e s p ó ł  s t a ł y c h  ( 4 0 ) ,  (41)  o p i s u j ą  Jed
noznaczn ie  pole t emp era tu ry  w u k ł a d z i e .  W opa rc iu  o t o  rozw ią zan ie  można 
o k r e ś l i ć  b l i ż e j ,  podane równaniami od (16)  do (2 1 ) ,  odpowiednie s t ru mi e 
n ie  c i e p ł a .  Po wykonaniu wskazanych o p e r a c j i  matematycznyoh uzysku je  s i ę  
wzory :

/  ^  -i <¿5)
^  E . ( b )  sh (y.(H—b )j

Q1 = ( B i ) J ( E - E o ) (H-b)  + 2 ^ - 7 ------------------------------ ( bH ~
J=1 oh[v . j (H-b) ] [aos (v . j a )  + L s in(v. ja) ]v. j
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•' r V
Q1 = 1 7  ( B U i  2 _ , Fi (b )

i o

oh( ^ b  ) -  1 ch(  b )  -  1~1 
“  + i r r ź r n ~ 7 d C0Ssh2 ( ^ b  ) [{31 )*+ / ¿ J  shł

(46 )

• ^  i JL
Q* =(T ^  (B i  Z i Fi ( b ^

1=0

s in  ¿4 

sh ( f^b) [(31 )*  + ^ l ]

q* = ( 3 l f ,* T siCl l Ą  <'•‘-a >] 1
2 h » - ^ V b' ---7^----

r f 1 th [v (H-b)]“j
Q2 ( B l ) 2 I(H-b 1 (1 -E)  — > _ , Ej ( M   v----------

L J=1 3 J

(47 )

(48)

(49)

Powyższe r o zw ią za n i e  można wykorzys tać również do ro związan ia  podobnego 
zagadn ien ia  l e o z  z n ieco  innymi warunkami brzegowymi; należy wówozas odpo
wiednio przyjmować w a r t o ś c i  l i o z b  ( B i ) .

6 .  Przykładowe pola t e mpera tu r  i  s t r u m ie n ie  o l e p ł a  w u k ła d z i e  naroża pro
s tego

Dla i l u s t r a c j i  i  sprawdzenia uzyskanego rozw ią zan ia  a n a l i t y c z n e g o  wyko
nano s z e r e g  o b l i c z e ń  przy użyciu odpowiedniego programu na EMC. P r z y j ę t e  
dane o raz  uzyskane wyniki  z o s t a ł y  p rzedstawione  na ko le jn ych  wykresach -  
r y s .  6 ,  7 ,  8 ,  9 ,  10,  11,  12,  13.

f rogram ob l i czen iowy nap isany  z o s t a ł  w języku SAKO, a same o b l i c z e n ia  
wykonano na EMC ZAM-41. O b l i c ze n ia  wykonano z d o k ł ad noś c i ą  co wyma
ga ło uwzg lędnienia  około 15 wyrazów s z e r e g u .
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' T
Oys.  6 .  Pole t ercperatury « uk iad z ie  

CA)
Rys.  7 .  Pole te iape ra tufy 

dz ie  (3)

1,0 t 

k u k l a -

Q-0,0
(¿‘ 0.0
Q>1.17
IV 0.642 
(V 0.528
V  0.642

Q.« 0.2505 
& • 0,1140
QVQ6695 
Qt* 02661 
Q*,‘ Q7680 
Öa= 00155

t

Rys.  8 .  Pole t empera tu ry  w u k ia d z i e  
(C)

Ryg. 9.  Po le  t emperatu ry  w uk lad z le  
CD)
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Rys.  11.  Pole t empera tu ry  w u k ł a 
dz ie  (F i

S

Rvs .  10.  Pole t empe ra tu ry  w u k ła 
dz i e  (El

Q,= 0.0 
Q> 0,2170 
Q.‘* 0,0 
Qt* 0.0818 
Q'= 0,1352 
Q»* 0,0818

Rys.  12.  Po le  t emp era t u ry  w u k ła 
dz ie  (01

Rys.  13.  Pole t empera tu ry  w uk ła 
dz i e  (Hi
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P e 3 t> u e

B c ia T te  onpexeJieHO ÄByxuepHoe noae Tennepaiypti h TeiuioBue iiotokh b npa- 
MoyroJibHOä neperopo^Ke. Pememie npobaeMH nojiyveHo npa Honojib30BaHaa aHama- 

TaaeoKHX iieTOflOB.

HEAT TRANSFER THROUGH THE STRAIGHT CORNER DIVISION

S u m m a r y

In th e  paper  th e  two -  d imens iona l  t emp era t u re  d i s t r i b u t i o n  and the 
c h a r a c t e r i s t i c  he a t  f l u x e s  in  th e  s t r a i g h t  co rne r  d i v i s i o n  have been de
t e rm in e d .  The s o l u t i o n  by us in g  the  a n a l y t i c a l  methods was g iv en .


