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P1&tJIASTKI ROWNANIA CHARAKTERYSTYCZHEGO DLA NIEUSTALONEGO,
SYIGETRYCZNEGO PRZEtfODZENIA CIEPLA W PLYCIE

Streszczenie. Problem wyznaczenia pierwiastkéw réwnania przestep-
nego ii) sprowadzono do problemu rozwigzania réwnania rézniczkowego
i4) lub (5), przy warunku brzegowym (6). Rozwigzanie to moze miec
posta¢ szeregu 17), ktdérego wspoiczynniki okreslaja rownania (8) -

(15).

Analityczne rozwigzywanie symetrycznych zagadnien przewodzenia ciepta
w phycie, diugim precie prostokatnym i w szescianie doprowadza do rozwig-
zania w postaci szeregu, "bedacego rozwinieciem funkcji opisujacej poszu-
kiwane pole temperatury wzgledem ortogonalnego uk#adu funkcji cos
Jspotczynniki sa wartosciami whasnymi zwigzanego z tym problemem za-
gadnienia 3turma-Liouville*a i spekniajg réwnanie

/etgfe m  Bi, 41)

gdzie Bi * gd/i jest liczbg Biota charakteryzujgcg warunek brzegowy
111 rodzaju, wynikajacy z konwekcyjnej wymiany ciepta ria powierzchni cia-
+a przewodzacego ciepto. Przy recznych obliczeniach sumy szeregukorzysta
sie zwykle z tablic inp. DIl) podajacych zalezno$¢ wartosci whasnych od
liczby Biota i od wskaznika Kk

Ak “*VBI) “ i*4k,Bi). 42)

Przy obliczeniach komputerowych ten spos6b postepowania jest co najmniej

niedogodny a niekiedy wrecz niemozliwy, i/igze 3ie to bowiem z wczytywaniem
do pamieci komputera duzej porcji danych liczbowych oraz z koniecznoscia
ich wyszukiwania i interpolacji. Przy tym wszystkim tablice podaja tylko
kilka pierwszych wartosci whkasnych, co w niektdrych przypadkach nie wy -
starcza.

Obliczanie wartosci wkasnych droga rozwigzania réwnania przestepnego (O
metodami przyblizonymi [2] daje mozliwo$s¢ uzyskania dowolnej dok#adnosci
i uzyskania dowolnie wysokiego wskaznika Kk, wigze sie jednak z duzym zu-
zyciem czasu komputerowego, co wynika z koniecznosci stosowania procedur
iteracyjnych.
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Pierwsza préba analitycznego przedstawienia zaleznosci wartosci whkas-
nej od wskaznika k i od liczby Biota Bi jest praca [1] , w ktérej dla
kolejnych k = 10)10 podano wielomiany aproksymujace najlepiej, w sen-
sie Czebyszewa, zalezno$¢ od liczby Biota. Aproksymowano dane liczbowe
uzyskane z przyblizonego rozwigzania roéwnania przestepnego li). Wada tej
aproksymacji jest ograniczonos$¢ wskaznika k oraz ograniczona dok#adnos¢.

Prezentowana w niniejszej pracy metoda umozliwia wyznaczenie wartosci
whasnych dla dowolnego wskaznika k, z dowolng doktadnoscig. Idea metody
polega na sprowadzeniu réwnania przestepnego 11) do réwnania rézniczkowe-
go. W tym celu rézniczkujemy je wzgledem Bi

+ N i =
1tgf). (IB(il 1 . 13)
Posta¢ zrézniczkowang 13) kojarzymy z samym réwnaniem, podstawiajac
Bi
< = - -
i =1+ tgzU =1 + 2i_ .
C0S>

Po podstawieniu i przeksztatceniu otrzymujemy

TATT = — 9 N 9
° B Bi2 + Bi + fi2

Wygodniej jest operowa¢ kwadratem wartoé%i w+as%ej  , zastepujac r5Wna—

nie 14) réwnowaznym mu

vV >

n " Bi* Bi *¢7 6>

Roéwnaniom 14) i 15) towarzyszy warunek brzegowy wynikajacy z faktu,ze dla
Bi = 0 lzagadnienie brzegowe 11 rodzaju dla przewodzenia ciepta) wartosci
wkasne sg odpowiednimi krotnosciami X/2

dla Bi =0 = = lk-1) * . 16)

tatwo zauwazy¢, zerownanie roézniczkowe jest wsp6lne dlawszystkich war-
tosci whkasnych, a zalezno$s¢ od numeru k wartosciwkasnejtkwiwwarunku
brzegowym.

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego 14) moze by¢ przedstawione w posta-
ci szeregu

<k =17 anu° Bi“ =* t7)
n=0
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Wspétczynniki szeregu obliczamy z nastepujacych réwnan

dla k >1 80=0 @)
€)
1
7 00)
n-1 "1
an = 1-2n J Z 1 aial+n-i + In“l)an-1 1D
i-2 >
dla k> 1 a0 “~ko [ik-0 f] t12)
m 2
03)
n-1
n ra, . 04)

- X

1 1 aian-i + tn-2)an-2 + "™n+3jat
=1

Rozwiniecie (7) potwierdza znane asymptotyczne przedstawienie pierw-
szej wartosci whasnej

= BIi, 06)

stuszne dla matych liczb Biota. Lepsze przyblizenie daje nastepujgaca suma
czesciowa

- Bi - ) B2y Bi .. 07)

Réwnanie rézniczkowe i5), przy warunku brzegowym (6), moze by¢ réwniez
rozwigzane numerycznie, np. metodga Runge-Kutta. Ten spos6b- rozwigzania
jest szczegdllnie dogodny wtedy, gdy obliczamy wartosci whasne dla wielu
liczb Biota, np. przy tablicowaniu funkcji (2) [lub w przypadku stosowa-
nia metod iteracyjnych do rozwiazywania problemu przewodzenia ciepta przy
zmiennej liczbie Biota.
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/PAdHEHH/1 aAPAKTEPHOH) AJIH HECTAUHOHAPHOKi
GMUSTPaEOKO+i1 TEIUIOFIPOa0JIHOCTH d IUIACTHHE

Pe3due

HpodJieua onpe”ejieHHa KopHefl ipaHCuemeHTHoro ypaBHeHKa (1) CBeaeaa z
npodJieae pememia AK"xj>epeHunajibHoro ypaBHeHak (@ ma (5 np* aagajbHox yc-
aobhh (6) . 3to pemeKHe *o*eT uteTb bhx p«Aa (7) , noToporo KO3ix{)HuaeiHU on-
pene-unoT ypaBHeHHA (8) - (15).

Thili UOOTo 0? A CHAiUCiailiWIC SwUATIOli POR
mejflBaTID V.wiJIEKT H3.iT PLOW IN AK
LVHI 1l P2

Suawveary

In the vj-ier the problem of roots calculation of the transcedental equ-
ation (1) has been resolved to the problem of the solution of a differen-
tial equation \) or (5) with an initial condition (6).

Tills solution may be in a form of series (7), the coefficients of
which define the equations 18)-(15)<



