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Streszczenie. Pole temperatury w układzie złożonym z półprzes-iase- 
ni i pręta prostokątnego lub waica <rys. 1) wyznaczono metodą zuży­
wania rozwiązań dla obu części. W ten sposób sprowadzono rozwiąza­
nie problemu zapisanego równaniami i6) - U 5) do rozwiązania nie­
skończonego układu równań liniowych 145)* Pola temperatur w obu ob­
szarach wyrażają się za pomocą równań 137) i *43)• Przedstawiona me­
toda może być stosowana do wyznaczania strat ciepła do grantu pie­
ców przemysłowych.

Metody zszywania rozwiązań 3ą często stosowane do rozwiązywania zagad­
nień przewodzenia ciepła i innych zagadnień brzegowych fizyki matematycz­
nej w układach złożonych z obszarów skończonych Vpor. np. [1]). ’>/ niniej­
szej pracy zastosowano jedną z realizacji tej metody do przypadku,gdy je­
den z podukładów układu złożonego jest półprze3trzenią. Zagadnienia tego 
typu występują np. przy obliczaniu strat ciepła do gruntu pieców posiada­
jących masywne elementy ustawione na gruncie inp. trzon wielkiego pieca). 
Konieczne jest wówczas oczywiście założenie, że współczynnik przewodzenia 
ciepła fundamentu zanurzonego w gruncie jest bliski wartości tego współ­
czynnika dla gruntu. Ponadto przyjmujemy następujące założenia:
- temperatura powierzchni gruntu na zewnątrz elementu "doczepionego" do 
gruntu jest równa temperaturze otoczenia,

- na powierzchni bocznej tego elementu inp. trzonu pieca) odbywa się wy­
miana ciepła drogą konwekcji, ze stałym współczynnikiem wnikania ciepła 
{warunek brzegowy III rodzaju),

- na powierzchni górnej elementu ^równoległej do gruntu) zachodzi wymiana 
ciepła opisana liniowym warunkiem brzegowym I, II, III lub IV rodzaju,

- współczynniki przewodzenia ciepła w obu podobszarach są stałe.
VT zakresie geometrii rozpatrywanych układów ograniczymy się do przypad­

ków, gdy podobszar skończony ma kształt długiego pręta o przekroju pro­
stokątnym Iparametr w operatorze LaplaGe’a r = 0) lub walca ir = 1). '•!* • przekroju ilustruje to rys. T. Gdy pręt prostokątny jest dostatecznie dłu-
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Rys. 1. Przekrój, układu złożonego

gi i na całej jego powierzchni bocznej panują takie same warunki brzegowe, 
a walec charakteryzuje się osiową symetrią warunków brzegowych, to w obu 
rozpatrywanych przypadkach pole temperatury jest dwuwymiarowe.

Dla uproszczenia zapisu wprowadzamy następujące zmienne bezwymiarowe:
- zredukowana temperatura

gdzie tQ jest temperaturą otoczenia, At - charakterystyczną różnicą 
temperatur. Dla jej wyznaczenia konieczne jest bliższe sprecyzowanie wa­
runku brzegowego na powierzchni górnej (£= h) podobszaru skończonego,

- zredukowane współrzędne

gdzie d jest wymiarem charakterystycznym podobszaru skończonego,tzn. po­
łową podstawy prostokąta lub promieniem walca,

- zredukowana wysokość elementu skończonego

x - y - (2)

O)

- liczba Biota

U)
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- stosunek współczynników przewodzenia ciepła

% 2 s
\ “ K 7 - < 5 )

W równaniach 14) i 15), jak i w dalszych rozważaniach, indeksem 1 bę­
dziemy oznaczać podobszar skończony, indeksem 2 podobszar nieskończony.

Z uwagi na symetrię problemu będziemy analizować pole temperatury dla 
nieujemnych x. Stosując do rozpatrywanego problemu metodę zszywania roz­
wiązań przyjmiemy, że wzdłuż linii styku obu podobszarów lxe{0,l]) roz­
kład temperatury opisuje nieznana funkcja fix). Przyjęcie tej samej funk­
cji dla obu podobszarów zapewnia spełnienie pierwszego z warunków brzego­
wych IV rodzaju, tzn. równości temperatur na styku podobszarów.

Bezwymiarowy zapis rozpatrywanego problemu, przy sprecyzowanych uprzed­
nio założeniach, jest następujący:
- Podobszar skończony

+ x ~Sx m °’ (6)

w) 
\6) 

19) 

0 0 )
przy czym w warunku brzegowym 00) operator <ę jest liniowy.
- Podobszar nieskończony

2  c i * 2  c i rwa

a 2®, a ?® 1
a  z2 d x 2

dla X 1 O

a®,
"Tx m 0f

dla x=*1
a®,
55T + Bi - 0,

dla z«0 ®1 - f ix ) .

dla z«H
a®.

^ 1 *  T ż } “ ° *

a * ®, a2
ay dx♦ — ! 4 ” )

dla y-0 @2 m f\x) hO-x), 112)

gdzie hlx) jest dystrybucją Haeviside'a, 
d 8 9dla y-oo . o, 03)

a®dla Xm -oo 'g- • O, @2 m 0. 04)

Funkcję flx) w równaniach 19) i 02) należy dobrać tak, by spełniony był 
drugi z warunków brzegowych IV rodzaju na styku podobszarów, wyrażający
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równość strumieni ciepła na linii styku
a®,¿la M  < 1

;=0

d e ,

+ %  s f :;a0

Uo obu poóol>scaróvi 2 a stasuj emy transformację całkową'' współrzędnej

!l'<“ k' = jj vyti.x) <3;:,

OO
£ 0 2U',y) xrvinx) <łx.

j obu transformacjach jądro jest wspólne i jego postać zależy jedyni 
'comet’oi układu

dla r=»0 v ix) = cos x t

dla r='; v^x) = J0iz).

■i transformacji 116) zmienna atransformowana jest zmienną dyskretną 
bierającą wartości rosnącego ciągu dodatnich pierwiastków równań

dla r = 0 /*ktê c ” 31'

dla r=1 < V l * V  = Bi Jo ^ V *

a transformacja odwrotna jest szeregiem

’i <x,z) = 2  4  ® i V V zi vV“ka  ̂•
k-1 Łk

i równaniu 122) II. jest kwadratem normy jądra transformacji

if = U,v) = | x’V ^ x ) dx

D1:j obu rozpatrywanych geometrii w;/nooi ona [2,3]
2 .2 <3 A**!. + 3i -f Bi

- 1 „______...__/•> • -Ł  4fc-la r=0 =------------
2 ytif + Bi )

0  5)

jZ

116)

117)

ć Od

US) 

0  3) 

przy-

120)

121)

122)

123)

124)
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2 133.2 + iz2) j ^.)
dla r»1 Hi =  ■■■; °— 4- • ‘?5)

transformacji (17) zmienna stransformowana jest zmienna ciągłą* a 
transformacja odwrotno wyraża się całką

oo

®2tx,.y) = (jj) j" ® 2(p y)prv(?x)dp. i26)

Jądro transformacji 11 6) V« V  ) tworzy ortogonalny układ funkcji w 
przedziale [C,'t] • iiożemy zatem nieznaną funkcję f(x), wyrażającą rozkład 
temperatury na styku podob3zarów (równania (9) i (12) rozwinąć w szereg 
Fouriera

fix) - ^  Akv^ k x) l27)
k«1

o współczynnikach

4k l fU)srV(^ X)dX* 423)

Ponieważ funkcja f(x) nie jest znana, nieznane są również współczynniki 
Ak. Dla dalszych rozważań istotny je3t związek tych współczynników z trans­
formatą funkcji, wynikający z porównania definicji (16) transformacji skoń­
czonej z równaniem (27)

I0
?<f*k) - J f(x)xrvytkx)dx = Akii2 . (29)

(Transformacja równania różniczkowego (6), przy wykorzystaniu warunkórj
brzegowych (7) i (8), prowadzi do równania

d^1  2 *
"f1 k ®i M °* i30)

Warunek brzegowy (9) transformuje się, w myśl (29), następująco

dla z-0 ®j - A^N*. (31)
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natomiast ogólnie zapisany warunek brzegowy 110) będzie po transformacji 
nadal wyrażał ten sam liniowy związek, lecz dotyczący transformaty funk­
cji © 1

dla z=H Ę l )  = 0. 132)

Całka ogólna równania 00) ma postać

= C ch fj.^z + D Bh f t y Z . 03)

Z warunku brzegowego 01) wynika wartość stałej C

C - AkH^ , 04)

natomiast z liniowości warunku brzegowego 02) wynika liniowa zależność 
stałej D od współczynnika Ak

D =f> + <fAk 05)

Stałe Ja i tf wyrażają się przez współczynniki liniowego operatora oraz
przez wyrażenia ch ¿u.kH i sh ̂ kH. Transformata 03), przyjmuje zatem'
postać

®1 = AkKkch¿“kz + ^ Ak^

Oryginał, przedstawiający rozkład temperatury w podobszarze skończonym, 
uzyskujemy po wykorzystaniu równania (22)•

|b + A.
fi, U , z )  = 2_j Âkc h ^ k z + -----2— ” s h f t kz) v ( ^ kx ) .  0 7 )

k=1 Kk

Równanie różniczkowe vi 1) przewodzenia ciepła w obszarze półnieskończo- 
nym transformujemy zgodnie z 07), wykorzystując przy tym warunki brzego­
we 04)

d2®p 9 * á - p¿ ® 9 = 0. 08)
dy ¿

Równaniu temu towarzyszą stransformowane warunki brzegowe 02) i 03) dla
współrzędnej y

oo ^

dla y=0 @2 = j  f l x ) h O -x )x Tv{px)áx  = j f U ) x r vlpx)dx 139)
O O
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dla y= ao ~3y“ = °* (40)

Do warunku brzegowego 09) podstawiamy rozwinięcie funkcji flx) w szereg 
(równanie 07)), uzyskując

dla y=0 @ 2 = ^  Ak'fk^p '̂ (39e)
k=1

tf równaniu tym vk(p) oznacza transformatę skończoną (16) jądra v(px) 
transformaty nieskończonej.(17)

vk (p) = j xrv(px)vk(^kx)dx. (41)łO
Równanie różniczkowe (38) i warunek brzegowy (40) spełnia funkcja

& 2 = G e"Py.

Stałą G wyznaczamy z warunku brzegowego (39a), otrzymując

oo
= A k^k^p^e~Py* 4̂2^

k=1

Po retransformacji (równanie (26)) otrzymujemy rozkład temperatury w pod- 
obszarze nieskończonym

1-r ^  T
® 2(x,y) = (ĵ) 2_j Ak J P1" 7k(p)v(px)e"pydp. (43)

k=1 O

Aby równania (37) i (43) stanowiły rozwiązanie poszukiwanego problemu,mu­
simy znać współczynniki A^. Dla ich określenia wykorzystamy warunek brze­
gowy (15). Po wykonaniu przewidzianych w tym warunku działań na funkcjach 
@1 i @ 2 otrzymujemy

] T  4  (p>+ 4  Ak) ć V ( < a kx) + r  £  - °. U4)
k=1 k kM

gdzie oo
ukU) = pr+1 vk(p)v(px)dp.
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Równanie 144) musi być spełnione dla wszystkich x e [0,1) .Mnożąc obustron­
nie to równanie przez xrv(^x) i całkując w przedziale {0,1] , otrzymuje-
my

1 _r o o  i

+ y | )  ] T  V uk'vj> “ °» W *
k-1

gdzie

(uk,vj) = | xr ukU)v(^x)dx.

Kładąc w równaniu 145) j »1* 2, 3»«.. otrzymujemy nieskończony układ 
równań, z którego wyznaczam;’ ciąg |Akj.

BITtfUTURÄ

[1] Kurzin V.B. - Ob odnom metodie skleiwanija dl'a reszenija liniejnych 
krajewych zadacz. ¿urn.wycz.Mat. i Mat.Piz., 5 s.1184-1188, 1969.

H  iykow A.y. - Tiepioma3soobmien. "Energia" Moskwa 1972. 
ca Ozisik M.y. - Boundary Value Problems of Heat Conduction.Intern. Text­

book Comp. Scranton, Pennsylvania 1968.

AHAJMTHHECKOE OIIPEJJRJIEHHE yCTAHOBHMHXCH TEUflEPATyPHiiX 
nOJIE^ B IByMEPHUX CHCTEMAX COCTOHMKX H3 KOHEHHOrO
H nOJiyKOHERHOrO i ip o c t a p h c t b a

P e 3 d u e

TemnepatypHoe noxe a cHciene cocxoamett X3 noxynpocrpaacTaa a cxeprax 
npxnoyroxBHOro ceaeaax u u  m u H H x p a  (pac 1) onpejexeHO nexoxoM c u m h i u  
peaeaatt odezx nacieft. T a x n  oCpaaoa caexeiio pemeoae npoOxetui sanacaa- 
H0« ypaaHĆHajuut (6) - (is) k  peieio» öecKOHevHOfl cacremu xHHettHux ypaaaemlt 
(45) . TeanepaTypHue n e u  a o 6o h x  npocepanet Bax aupaxamTCfl c noMomam y p a a m -  
h h ü  (37) a (43). npexcTaaxeHHidt wetox uoxet nprneHXTbca x m  onpexexemut ao- 
Tepb Teoaa a npoMuaaeaaux nevax.
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a n a l ít ic a !. D a ra o n ií iT ro H  of settlísd  tb h p&UiTu re
PI3LD3 IH  TY/O DIMENSIONAL 3YSTEBS COMPOSED O?
K H IT 3  H3GI0N AND SEMI E IP IN IT E  ííKJIOtf

S u m a s  r y
In  the paper temperature field, in the system composed of half- spaces 

a rc  rectangular rods or cylinder <drg.1.) hss been determined by the met­
hod of solutions connection for both parts. In this way, the solution of 
a problem noted by'equations (6) - V15) it was resolved to the solution 
of non-finite linear system of algebraic equations Í45). Temperatures 
fields in both areas have been expressed by equations 07) and ^43). The 
presentee method may be use’d for determinating of heat losses to the in­
dustrial furnaces ground.


