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Stanistaw Jerzy GDULA
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ANALITYCZNE 1/YZNACZANIE USTALONYCH POL TSTPi#iUTUE 1 D iN.raHAitO-
,/YCH UKLADACH ZELOZONYCH Z OBSZARU SKONCZONEGO 1 POjiJIBSKCNCZOiui40

Streszczenie. Pole temperatury w ukdadzie zdtozonym z pélprzes-iase-
ni 1 preta prostokatnego lub waica <rys. 1) wyznaczono metoda zuzy-
wania rozwigzan dla obu czesci. W ten sposéb sprowadzono rozwiaza-
nie problemu zapisanego réwnaniami i6) - U 5) do rozwiagzania nie-
skonczonego ukfadu réwnan liniowych 145)* Pola temperatur w obu ob-
szarach wyrazaja sie za pomocg réwnan 137) i *43)e Przedstawiona me-
toda moze by¢ stosowana do wyznaczania strat ciepta do grantu pie-

cow przemystowych.

Metody zszywania rozwigzan 33 czesto stosowane do rozwigzywania zagad-
nien przewodzenia ciepta i innych zagadnien brzegowych fizyki matematycz-
nej w ukdadach ztozonych z obszaréw skonczonych Vpor. np. [1]). ¥ niniej-
szej pracy zastosowano jedng z realizacji tej metody do przypadku,gdy je-
den z podukdadéw uktadu zHtozonego jest pOdprze3trzenia. Zagadnienia tego
typu wystepuja np. przy obliczaniu strat ciepta do gruntu piecéw posiada-
Jacych masywne elementy ustawione na gruncie inp. trzon wielkiego pieca).
Konieczne jest wowczas oczywiscie zatozenie, ze wspotczynnik przewodzenia
ciepta fundamentu zanurzonego w gruncie jest bliski wartosci tego wspot-
czynnika dla gruntu. Ponadto przyjmujemy nastepujace zatozenia:

- temperatura powierzchni gruntu na zewnatrz elementu 'doczepionego" do
gruntu jest réwna temperaturze otoczenia,

- na powierzchni bocznej tego elementu inp. trzonu pieca) odbywa sie wy-
miana ciepta drogg konwekcji, ze stakym wspédczynnikiem wnikania ciepta
{warunek brzegowy 111 rodzaju),

- na powierzchni gérnej elementu ~réwnolegtej do gruntu) zachodzi wymiana
ciepta opisana liniowym warunkiem brzegowym 1, 11, 111 lub 1V rodzaju,

- wspotczynniki przewodzenia ciepta w obu podobszarach sa state.

VT zakresie geometrii rozpatrywanych ukdadéw ograniczymy sie do przypad-
kéw, gdy podobszar skonczony ma ksztadt diugiego preta o przekroju pro-
stokatnym Iparametr w operatorze LaplaGe’a r = 0) lub walca ir = 1). !
przekroju ilustruje to rys. T. Gdy pret prostokatny jest dostatecznie dtu-



10 Stanistaw Jerzy Gdula
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Rys. 1. Przekrdj, ukdadu ztozonego

gi 1 na calej jego powierzchni bocznej panuja takie same warunki brzegowe,
a walec charakteryzuje sie osiowg symetrig warunkéw brzegowych, to w obu
rozpatrywanych przypadkach pole temperatury jest dwuwymiarowe.

Dla uproszczenia zapisu wprowadzamy nastepujace zmienne bezwymiarowe:
zredukowana temperatura

gdzie tQ jest temperaturg otoczenia, At - charakterystyczng réznica
temperatur. Dla jej wyznaczenia konieczne jest blizsze sprecyzowanie wa-
runku brzegowego na powierzchni gérnej (£= h) podobszaru skonczonego,

- zredukowane wspétrzedne

X = y - (@]
gdzie d jest wymiarem charakterystycznym podobszaru skonhczonego,tzn. po-

towg podstawy prostokata lub promieniem walca,
- zredukowana wysokos$¢ elementu skoriczonego

0)

- liczba Biota
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- stosunek wspotczynnikéw przewodzenia ciepta

%2 s

\ « k1 - <5)

W réwnaniach 14) i 15), jak i w dalszych rozwazaniach, indeksem 1 be-
dziemy oznacza¢ podobszar skonczony, indeksem 2 podobszar nieskonczony.

Z uwagi na symetrie problemu bedziemy analizowa¢ pole temperatury dla
nieujemnych x. Stosujac do rozpatrywanego problemu metode zszywania roz-
wigzan przyjmiemy, ze wzdduz linii styku obu podobszaréw Ixe{0,1]) roz-
k#ad temperatury opisuje nieznana funkcja fix). Przyjecie tej samej funk-
cji dla obu podobszaréw zapewnia spednienie pierwszego z warunkéw brzego-
wych IV rodzaju, tzn. réwnosci temperatur na styku podobszaréw.

Bezwymiarowy zapis rozpatrywanego problemu, przy sprecyzowanych uprzed-
nio zatozeniach, jest nastepujacy:

- Podobszar skonczony

a2®, a?®1
az2 dx2 * X ~Sxm*” ®
a®,
dla>c® w1y mof w)
a®,
dla ¥1 55T+ Bi - 0, \6)
dla z«0 @1 - fix). 19)
a®.
dla Z«H A 1 * TZ} 0% OO)

przy czym w warunku brzegowym 00) operator < jest liniowy.
- Podobszar nieskonczony

aZ ®i2 32 ci rwa
ay * —ux! 4 ")
dla y-0 @2 m A\x) hO-x), 112)

gdzie hlx) jest dystrybucja Haeviside®a,
d89
dla y-oo -0, 03)

a®
dla xm -00 "g- -0, @ nm 0. 04)

Funkcje fIx) w réwnaniach 19) i 02) nalezy dobra¢ tak, by spekniony byt
drugi z warunkéw brzegowych 1V rodzaju na styku podobszaréw, wyrazajacy
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réwnos¢ strumieni ciepta na linii styku

) a®, de,
Jda M <1 - . 0 5)
;=0 :;a0

Uo obu podol>scardvi 2astasujemy transformacje calkong™" wspétrzednej jz

< ke B wti.x) <, 116)

(00}
£02U",y) xrvinx) <dx. 117)

jobu transformacjach jadro jest wspélne i jego posta¢ zalezy jedyni¢ od
"comet’oi uktadu
dla =0 vix) = cos x t us)
dla r="; vx) = J0iz). 03

u transformacji 116) zmienna atransformowana jest zmienna dyskretng przy-
bierajaca wartosci rosnacego ciggu dodatnich pierwiastkéw réwnan

dlar =0 /*terc 7 31" 120)

dla r=1 <VI*V = Bi JoA~AV™* 121)

a transformacja odwrotna jest szeregiem

i<x,z) =2 4 @®iVVzi vVkare 122)
k-1 tk
i réwnaniu 122) N. jest kwadratem normy jadra transformacji
if=U,v) = | xV~"x)dx 123)

D1:j obu rozpatrywanych geometrii w;/nooi ona [2,3]

Ha—r=0 B e 124)
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1B2+i1z2) j N.)
= mE, °— 4- e “?5)

EIEN)

dla r»1 H

transformacji (17) zmienna stransformowana jest zmienna ciagla* a
transformacja odwrotno wyraza sie catkag

00

02tx,.y) = (D ¥ ®2(p y)prv(?x)dp- i26)

Jadro transformacji 116) V« V ) tworzy ortogonalny ukdad funkcji w
przedziale [C,"t] = ilozemy zatem nieznang funkcje f(Xx), wyrazajaca rozktad
temperatury na styku podob3zaréw (réwnania (9) i (12) rozwinaé w szereg
Fouriera

fix) -~ Akvkx) 127)
kel

o wspoétczynnikach

4k 1 fU)srv(® X)dx* 423)

Poniewaz funkcja T(x) nie jest znana, nieznane sg réwniez wspotczynniki
Ak. Dla dalszych rozwazan istotny je3t zwigzek tych wspétczynnikéw z trans-
formatg funkcji, wynikajacy z poréwnania definicji (16) transformacji skon-
czonej z réwnaniem (27)

<PK) - i FOOXrvytkx)dx = AKIR . 29
0

(Transformacja réwnaniarézniczkowego (6), przywykorzystaniu warunkorj
brzegowych (7) i (8), prowadzi do réwnania

dr1l 2 *
"f1k @1 M °* 130)

Warunek brzegowy (@)transformuje sie, w mysl (29), nastepujaco

dla z-0 ®j - AMN*. G
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natomiast ogdlnie zapisany warunek brzegowy 110) bedzie po transformacji
nadal wyrazat ten sam liniowy zwiagzek, lecz dotyczacy transformaty funk-
cji 01

dla z=H E1) = 0. 132)

Catka og6lna réwnania 00) ma postac
= C chfj.~rz + D Bhftyz. 03)
Z warunku brzegowego 01) wynika wartos¢ statej C
C - AKH~ 04)

natomiast z liniowosSci warunku brzegowego 02) wynika liniowa zaleznosé
statej D od wspétczynnika Ak

D = + <fAk 05)

State i twyrazaja sie przez wspoétczynnikiliniowego operatora oraz
przezwyrazenia chaikH i sh”~kH. Transformata 03), przyjmuje zatem®
postac

®1 = AkKkch{'kz + ~ AKN

Oryginat, przedstawiajacy rozkdad temperatury w podobszarze skoriczonym,
uzyskujemy po wykorzystaniu réwnania (22)-

fi, U,z) = 2_j "Mkch™kz + --I-)-+-2—A"’ shftkz) v (" k). 07)

k=1 Kk

Réwnanie rézniczkowe vil) przewodzenia ciepta w obszarze pédnieskoriczo-
nym transformujemy zgodnie z 07), wykorzystujac przy tym warunki brzego-
we 04)

d2ep _ 02 69 = 0. 08)
dy &
Réwnaniu temu towarzyszg stransformowane warunki brzegowe 02) i 03) dla
wspotrzednej y
o0 ~

dla y=0 @ = | fIx)hO-x)xTv{px)ax = ] fU)xrvlpx)dx 139)
0 0
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d SL
dla y= ao ~3y* = °* 40)
Do warunku brzegowego 09) podstawiamy rozwiniecie funkcji FfIx) w szereg
(réwnanie 07)), uzyskujac
dla y=0 @2 =N  AKK ™ (3%)
k=1
tF rownaniu tym vk() oznacza transformate skonczona (16) jadra v(px)
transformaty nieskonczonej.(17)

vk ® = i Xrv(px)vk (Mo dx . (41)

Réwnanie rézniczkowe (38) i warunek brzegowy (40) speinia funkcja
&2 = G e"Py.
Stalg G wyznaczamy z warunku brzegowego (39a), otrzymujac

[o]e]

AK~KApe~Py* M2~

k=1

Po retransformacji (réwnanie (26)) otrzymujemy rozkdad temperatury w pod-
obszarze nieskonczonym

1-r »
e2¢(.y) = M 2 Ak \]r PI' 7k (p)v(px)e”pydp. (CX))
k=1 0

Aby réwnania (37) i (43) stanowily rozwigzanie poszukiwanego problemu,mu-
simy zna¢ wspotczynniki AN, Dla ich okreSlenia wykorzystamy warunek brze-
gowy (15). Po wykonaniu przewidzianych w tym warunku dziatan na funkcjach
@1 i1 @2 otrzymujemy

1T 4 (>t 4 Ak) ¢V (<akx) + r £ - °. u4)
k=1 k kM
gdzie .

ukU) = pr+l vk (p)v(px)dp.
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Réwnanie 144) musi byc¢ speknione dla wszystkich xe [0,1) -Mnozgc obustron-
nie to réwnanie przez xrv(”~x) i catkujac w przedziale {0,1] , otrzymuje-

my
1_r oo
+vl) 1T V uk™vj> “ °» W
k-1
gdzie
(uk,vj) = | xr ukU)v(™x)dx.

K¥adac w réwnaniu 145) j »1* 2, 3»«.. otrzymujemy nieskonczony uktad
réwnan, z ktérego wyznaczam;” ciag |AKj-
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AHAIMTHHECKOE OIIPEJJRJIEHHE yCTAHOBHMHXCH TEUfIEPATYPHIiX
nOJIE* B IByMEPHUX CHCTEMAX COCTOHMKX H3 KOHEHHOrO
H nOJiyKOHERHOrO iipoctaphctha

Pelddue

TemnepatypHoe noxe a cHciene cocxoamett X3 noxynpocrpaacTaa a cxeprax

npxnoyroxBHOro ceaeaax uu muHHxpa (pac 1) onpejexeHO nexoxoM cumhiu
peaeaatt odezx nacieft. Taxn oCpaaoa caexeiio pemeoae npoOxetui sanacaa-
HO« ypaaHCHajuut (6) - (is) k peieio» 6ecKOHevHOFfl cacremu xHHettHux ypaaaemlt

(45) . TeanepaTypHue neu a o6ohx npocepanetBax aupaxamTCfl c¢c noMomam ypaam-
hha (@7) a (43). npexcTaaxeHHidt wetox uoxet nprneHXTbhca x m onpexexemut ao-

Tepb Teoaa a npoMuaaeaaux nevax.
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analitical. DaraonifiTroH of settlisd tbhp&UiTure
PI3LD3 IH TY/O DIMENSIONAL 3YSTEBS COMPOSED 0?
KHIT3 H3GION AND SEMI EIPINITE iiKJIOtf

Sumas ry

[n the paper temperature field, in the system composed of half- spaces
dIC rectangular rods or cylinder <drg.l1.) hss been determined by the met-
hod of solutions connection for both parts. In this way, the solution of
a problem noted by“equations (6) - V15) it was resolved to the solution
of non-finite linear system of algebraic equations 145). Temperatures
fields in both areas have been expressed by equations 07) and ~43). The
presentee method may be used for determinating of heat losses to the in-
dustrial furnaces ground.



