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ZASTOSOWANIE LINIOWYCH ŹRÓDEŁ CIEPŁA DO OBLICZANIA 
POLA TEMPERATUR W CHŁODNICY PŁYTOWEJ WIELKIEGO PIECA

Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowanie źródeł ciepła 
do analitycznego wyznaczania przybliżonego rozkładu temperatur w 
chłodnicy płytowej. Rozwiązanie równania przepływu ciepła otrzymuje 
się w postaci szeregu. Przedstawiono przykład obliczeniowy oraz o- 

, mówiono błędy wynikające z przyjętej metody obliczeń.

1. CHŁODNICE PŁYTOWE
Wiele obiektów przemysłowych pracujących w wysokich temperaturach mu­

si mieć chłodzone ściany. Chłodzenie to zwiększa żywotność materiału ścia­
ny a w niektórych przypadkach pozwala na wykorzystanie ciepła odpadowego. 
Obiektami, które muszą być chłodzone w sposób ciągły są hutnicze piece 
grzewcze, piece martenowskie oraz wielkie piece.

Często stosowanym elementem chłodzącym ścian są chłodnice płytowe [i] 
Chłodnicę taką stanowi płyta żeliwna z kanałem wewnętrznym Irurą), przez 
którą płynie woda chłodząca. Z jednej strony chłodnica przylega do ściany 
pieca a z drugiej, poprzez pancerz zewnętrzny, ma kontakt z otoczeniem
Irys. 1).

Tego samego typu płyty mo­
gą być stosowane jako chłod­
nice podtrzonowe wielkich pie­
ców. W tym przypadku płyta u- 
mieszczona jest między trzo­
nem wielkiego pieca a funda­
mentem.

Dla efektywnego wykorzys­
tania chłodnic płytowych ko­
nieczna jest znajomość rozkła­
du temperatur oraz rozpływu 
ciepła w płycie. Jedną z moż­
liwych metod ich obliczania 
przedstawiono poniżej.

Rys. 1. Przekrój chłodnicy płytowej 
1 - płyta żeliwna, 2 - masa 
węglowa, 3 - pancerz sta­
lowy

Koncepcję metody rozwiązania zaproponował prof. dr hab. Stanisław Jerzy 
Gdula.
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2. METODY OBLICZEŃ
Geometria płyty uniemożliwia znalezienie rozkładu temperatur drogą ana­

lityczną. Przyczyną jest prostokątna geometria zewnętrzna płyty a jedno­
cześnie cylindryczna geometria wewnętrznego kanału płyty.Najprostszą dro­
gą rozwiązania tego zagadnienia jest zastosowanie jednej z metod numerycz­
nych [2]. Metody te nie podają funkcyjnej zależności temperatury od współ­
rzędnych. 'X niektórych zagadnieniach znajomość równania opisującego roz­
kład temperatur jest jednak pożądana. Dotyczy to zagadnień wytrzymałoś­
ciowych oraz optymalizacji wymiarów i warunków pracy płyty....

Metodą pozwalającą na znalezienie przybliżonego rozkładu temperatury i 
strumieni ciepła drogą analityczną jest zastąpienie kanału chłodzącego li­
niowym źródłem ciepła o wydajności ujemnej, odpowiadającej strumieniowi 
ciepła pobieranemu przez ciecz chłodzącą [3,4] • Poniżej przedstawiono zas­
tosowanie tej metody z wykorzystaniem uśrednionego warunku brzegowego na 
wewnętrznej powierzchni kanału chłodzącego.

3. ZAGADNIENIE BRZEGOWE
W celu uproszczenia zagadnienia wydzielono w przekroju płyty powtarzal­

ny segment obejmujący połowę przekroju.kanału wraz z częścią płyty odpo­
wiadającą połowie odstępu między ka­
nałami. Na powierzchni płyty styka­
jącej się ze ścianą pieca przyjęto 
stałą temperaturę (warunek brzegowy 
I rodzaju), zaś na powierzchni odda­
jącej ciepło do otoczenia przyjęto 
konwekcyjną wymianę ciepła (warunek 
III rodzaju). Opór cieplny warstw ma­
sy węglowej i pancerza włączono do 
zastępczego współczynnika wnikania 
ciepła. Ze względu na symetrię, na 
dwóch pozostałych powierzchniach za­
łożono brak przepływu ciepła. Kanał 
z cieczą chłodzącą zastąpiono linio­
wym źródłem ciepła o wydajności ujem­
nej (-Q), umieszczonym w osi kanału, 

a przestrzeń wewnątrz kanału wypełniono materiałem płyty. Schemat układu 
wraz z warunkami brzegowymi przedstawia rys. 2.

Równanie przewodnictwa ciepła w segmencie, ze źródłem ciepła w punkcie 
(a,0) ma postać:

T = T,

Rys. 2. Schemat segmentu wraz 
warunkami brzegowymi

^ 2  + - I Q SU-a) <5(Y) - 0
a ?  ÓY2 *

(1)
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warunki brzegowe:

X  »  0 T -  T1

X -  2a -X  =* <*z IT -T 2 ) O a)

Y = 0 37 3 0

Y - b 37 3 0

W równaniach tych oznaczają:
h - współczynnik przewodzenia ciepła materiału płyty,
cę - zastępczy współczynnik wnikania ciepła od płyty do otoczenia, u- 

względniający opór przewodzenia warstwy masy węglowej i warstwy 
stalowej oraz rzeczywisty opór wnikania ciepła do warstwy sta­
lowej :

S S1 _ . JO. . JL U )

(3)

Dla uproszczenia równań wprowadzono nowe zmienne oraz oznaczenia:

t « T - T2

x m h  

y 3 h

B 3 Ta 

‘«z
3 1  "  f  ‘  1

Równanie przewodnictwa ciepła oraz warunki brzegowe przyjmą postać:

Ą  + S U  -  i )  Sly) -  0 U )«w“ « cdx 9y'

x = 0 t = t1

x = 1 + Bi . t = 0 Ua)

*
y = 0 §f 3 0
y - b §  = o
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Do równań (4) zastosowano metodę superpozycji«

t = u + w

Funkcja u spełnia równanie jednorodne«

x = 1 m

y = 0, y » B, g - 0 .

zaś funkcja w spełnia równanie niejednorodne«

*2

X = 0 W a 0

dwx - 1 33?

(5)

Ą  + Ą  = o 16)
ay*

|^ + Bi . u « 0 I6a)

ą_2 + ą_- _ 1 ł u  _ 1) 3ly) « o (7)
9 x ayz *

+ Bi . w - 0 (7a)

y = 0, y - B t § 7 “ °

Rozwiązaniem równania 16), spełniającym warunki brzegowe (6a), Jest funk­
cja:

u " *1 0  ‘ T+BT ^

Dla rozwiązania zagadnienia brzegowego I7»7a) zastosowano metodę trans­
formacji całkowych [5] . Transformata całkowa funkcji w(x,y) względem
zmiennych x i y zdefiniowana jest następująco«

w ^ ,  v n) = | j K<^.k,x) Klva,y) wCx,y) dx dy (8a)
x=0 yJ=0

a transformata odwrotna:

OÔ  «JO
wtx,y) » ^  “ <f\, *>a) K ^ k,x) Kl'V>n,y)

k=1 n=0
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x) i .K(<vn,y) są jądrami przekształcenia odpowiednio dla współrzęd­
nej x i y. Postać tych funkcji zależy od geometrii rozpatrywanego obsza­
ru; ¿¿¡f* s3 wartościami własnymi zależnymi od warunków brzegowych na
granicach obszaru.

W rozpatrywanym przypadku jądrem przekształcenia dla współrzędnej x 
jest funkcja [5] s

K<^k,x) = yir
+ Bi2 1/2

sin x (10)

a wartości własne fî  są dodatnimi pierwiastkami równania:

¿u.ctgju a - Bi (11)

Jądrem przekształcenia dla współrzędnej y jest funkcja:

K(<vn,y) » y f  cos v 0 y, (12)

gdzie K =■ 1 dla vn = 0
K = 2 w pozostałych przypadkach.

Wartości własne są dodatnimi (łącznie z zerowym) pierwiastkami rów­
nania:

sin v  B ■ 0, (13)

czyli
SÍ■ nn (13a)

Stransformowane dwukrotnie równania (7) ma postać«

- w + •n?2) » ^ sin (14)

więc
A 8i«>

* - - r — r -6— ?* fcd + V

Dwukrotna transformacja odwrotna daje równanie:
00 oo

(14a)

- I Í E 2  Akn 000 v n y sin^í^x, (15)
k=1 n»0
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„ <“ k + Bi2 sin7 ^ k  n n
Ak =  K   g 1 ' —  • “ 5 --------- * - »  U b ;Kn + Bi + Bi +<v^

K = 1 dla n ■ O i K = 2 dla n >  1 •
Podstawienie równań (8) i (1 5 ) do równania (5) daje poszukiwaną funk­

cję temperatur?:

tu,y> • *! 11 - llfe *) - S i E  hco + £  Akn 008 v n *] *
k=l N=1

. sin x, (17)

gdzie:

V-\ + Bi2 sin 
Ak0 “ + Bi2 + Bi ” 7*1 *

a p _ d L j ! i ! _  sin
kn + Bi^ + Bi /¿l+^n

W równaniu (17) nieznana jest wartość wydajności cieplnej <2 źródła 
ciepła. Dla jej wyznaczenia można zastosować nie wykorzystany dotąd waru­
nek konwekcyjnej wymiany ciepła na wewnętrznej powierzchni kanału z pły­
nem chłodzącym:

dla r - §£, -% - <*3 (t - t3), (18)

gdzie:
<¥3 - współczynnik wnikania ciepła od ściany kanału do płynu, 
t, - temperatura płynu,

1r - współrzędna: promień wychodzący z puaktu źródła (£, 0).
Warunek (18) nie może być spełniony w każdym punkcie ściany kanału,po­

nieważ wymianę ciepła na całej ścianie zastąpiono jednym źródłem ciepła. 
Powinien on być jednak spełniony w formie całkowej, to znaczy wydajność 
zastępczego ciepła powinna być równa całkowitemu strumieniowi ciepła po­
branemu przez ciecz chłodzącą.

1
Q = X  . R . <t3 (tm - t3), (19)

gdzie: t - średnia temperatura ścianki kanału.
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Dla obliczenia temperatury tm , temperaturę w równaniu (17) przedsta­
wiono w funkcji nowych, zmiennych (r, przez podstawienie« x = ipfr cos«<? 
y = r sin <p :

• .

t(r,«>) = t1 [i - lj + rcos<>)] - | $ [Ak0 +
k=1

OO

cos (<vn sin<f>)J sin j^k (^ + r cos (20)
n=s1

Średnia temperatura ścianki kanału jest równa:

«r
tm = |  t 121)

0

Podstawiając równanie (20) do (21) otrzymamy:

*m = *1 1 +Uil BA “ 2-«-1» l22)

gdzie:

SCoo oo /•
I  =  S 3 C T l ] X i A k n  )  0 0 3  R f  a i n f >  3 i n h c  +  R  C 0 8 < >  ^  ^  l 2 3 >

k=1 n=0 0

P/ = |- (24)

Podstawiając równanie (22) do (19) po prostych przekształceniach otrzy 
mamy wzór na wydajność źródła ciepła Q:

ś = 1 + jcPec3 ; r  (ti 1,1 r +*ir" " V  (25)

Y/ydajność źródła ciepła obliczona z równania (25) pozwala na wyznacze­
nie przybliżonego rozkładu temperatur w segmencie z równania (17).

Znając rozkład temperatur t(x,y) oraz wydajność źródła ciepła Q moż­
na obliczyć strumień ciepła pobieranego przez chłodnicę od ściany pieca 
Ql, oraz strumień ciepła oddawanego do otoczenia C^:

Q-j = -h
0

dy, (26)
x=0 • ‘ '
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q 2  -  - *  )  B I  i  ^  ( 2 7 )O |x=l

Podstawienie równania (17) do równań (2 6) i (27) prowadzi do równańs

1̂ “ % T+ST * *1 + 2 ^ H  Ako<^k* U8)
k=1

Q2 “ ^ T+BT B *1 + 2 ® S  Ako^k 003 <“k (29)
k=1

Dla sprawdzenia całkowitego bilansu cieplnego płyty obliczono różnicę 
ciepła pobieranego z pieca Q1 i ciepła oddawanego do otoczenia Qg. Po­
winna ona być oczywiście równa wydajności źródła ciepła Q:

OO
v  v 2 ^ E  Ak o ^ k (1 ■ cos ¿ V  =

k=1

oo 2 P 1!v-> P-t + Bi* sin
h 2 r t " ż * +  b i - T ^ P ^ 310^

1,
= $ ] $ (x - 4f) dx = Q

W ostatnim równaniu suma pod całką jest rozwinięciem funkcji 5(x - ^) 
w szereg według funkcji sin fix.

Funkcja t(x,y) oraz wzór na Q zawiera podwójną nieskończoną sumę 
ze względu na wartości własne i <\?n. Przedstawia to istotne trudności
w wykonaniu obliczeń. Dodatkową trudność stanowi słaba zbieżność szeregów. 
./ celu uproszczenia obliczeń zastosowano podstawienie za sumę szeregu [6].

oo
V 1 cos kx Ji cb a(#- x) 1 .. .  . .
2_i  = Ba ś F a -----  “  T ?  dla 0 < x < 2 J T  (30)k=1 k + a 2a

Podstawienie tej zależności do równań (17) i (2 4) prowadzi do równań
zawierających tylko pojedynczą sumę ze względu na wartość własną
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t(x,y) = t1 U  - x) - ^  ̂  sin (fî  (B-y)] 131)
k=l

fI = ~~  y   ̂sin (^ + Rr cos <£>)J chj^ (B-R̂  simp)] di(? (32)
k=1 0

gdzie
y\ + Bi2 sin ^

k /¿2 + Bi2 + Bi (\ sh ^ k  ^

Podobnie zmienią się wzory (28) i (29):

<X>

1̂ = ^ T+ST B *1 + 2 « E  Ak sh (/¿k B) (34)
k=l

Q2 “ * T7BT B t1 + 2 Q ^  Ak sh ( ^ k B) cos ^  (35)
k=l

Równanie identyczne z równaniem (31) można otrzymać krótszą drogą przez
jednokrotną transformację równania (7) względem zmiennej x oraz rozwią­
zanie otrzymanego równania w postaci:

¿ - 5  - (/ w - ^ sin \ fi • <5 (y) = 0, (36)
dy

metodą podaną przez Friedmana [7] . Przedstawiona powyżej droga,choć dłuż­
sza wydaje się jednak być bardziej przejrzysta.

Otrzymane ostatecznie równania (31), (25), (32) oraz (34) i (35) sta­
nowią podstawę do znalezienia rozkładu temperatur i strumieni ciepła w 
płycie. .

3. PRZYKŁAD OBLICZENI OY/Y
Przykładowe obliczenia wykonano dla chłodnicy wielkiego pieca. Y/ymiary, 

własności materiałów oraz warunki pracy chłodnicy są następujące:

a = 70 mm cfg = 5,8 V//m2 E
b = 125 mm c&3 = 2626 YiT/M2k
R = 16 mm t1 = 100°C

= 10 mm tQ = 20°C
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a 15 mn t^ 3 30°C
% = 29,0 W/m K
V. = 15,1 W/m K V - masa węglowa,W w
)̂s - 36,5 V//m K . )a - pancerz stalowy.

Obliczenia wykonano na maszynie cyfrowej ICL 1900. Założono dokładność
obliczeń <5 = 10“"’. Ze względu na słabą zbieżność liczba elementów sze­
regów musiała być znaczna i dochodziła do 200. W niektórych przypadkach 
nawet 200 wyrazów nie wystarczało do osiągnięcia tej dokładności. Dotyczy 
to zwłaszcza temperatur punktów w okolicy osi x (małe y). Rezultaty ob­
liczeń przedstawiono na wykresach: rys. 3 i 4.
Obliczone wartości strumieni ciepła wynoszą: 
strumień ciepła pobieranego z pieca: = 7029,1 W/m,
strumień ciepła pobieranego przez ciecz: Q = 6311,8 W/m,
strumień ciepła oddawanego do otoczenia: Q  ̂ 3 717,3 W/m.

Rys. 3 przedstawia rozkład temperatury wzdłuż osi x dla różnych,sta­
łych wartości y, oraz rozkład temperatury wzdłuż osi y dla stałych war­
tości x. Krzywa dla x = 0,5, y 3 0 jest nieciągła ze względu na źród­
ło ciepła w tym -punkcie. W tym układzie współrzędnych promień kanału wy­
nosi R 3 0,114, więc temperatura wewnątrz okręgu o tym promieniu nie ma 
praktycznego sensu.

Rysunek 4 przedstawia rozkład temperatury i strumieni ciepła na okręgu 
o promieniu równym promieniowi rury R. Na wykresie tym przedstawiono dwa 
strumienie ciepła:

§| |R (37)

3 cę3 (tR - t3) (38)

Rozbieżność między tymi wielkościami obrazuje odchylenie od warunku
brzegowego, który powinien być spełniony na wewnętrznej powierzchni rury:

5r “ **3 U  “ V

Warunek ten nie jest spełniony na całym obwodzie rury ze względu na 
fakt, że wymianę ciepła na całej powierzchni zastąpiono jednym źródłem 
ciepła w osi rury. Jest to więc błąd metody. Równocześnie z rys. 4 widać, 
że warunek ten jest spełniony w formie całkowej, to znaczy średnie war­
tości strumieni ciepła QL i QA są sobie równe.

Na podstawie tego wykresu można wyciągnąć jakościowe wnioski co do błę­
du popełnionego przez zastosowanie liniowego źródła ciepła. V/ rzeczywi­
stości, strumień ciepła pobieranego od ściany pieca (.£>*»¿0 będzie więk­
szy od obliczonego, natomiast rzeczywisty 3trumień ciepła oddawanego do 
otoczenia (^«0), będzie mniejszy.
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THE USE OF LINEAR HEAT SOURCES IN CALCULATIONS OF TEMPHtATURES IN THE COOLING PLATE OF A BLAST FURNACE

S u m m a r y
In the paper the use of heat sources to the analytical solution of the 

temperature-field problem in the cooling plate has been presented.This ap­proximate solution was obtained in the form of series. Calculational exam­
ple was presented and the inaccuracy of the methods was discussed.


