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Streszczenie. W pracy opiaano analityczno-numeryczną metodę wyz- 
naczania oola temperatur w wymiennikach ciepła w stanie nieustalo- 
nyn. Rozważania dotyczą wymienników wielostrumieniowych równoległo- 
prądowych, a także pewnych typów wymienników krzyżowo-prądowych.

Pola temperatur w wielostrumieniowych wymiennikach ciepła opisuje się 
orzy pomocy układu cząstkowych równań różniczkowych, będących bilansami 
energiL dla płynów i przegród. Równania te są w ogólności równaniami nie
liniowymi. Przyjmując jednak pewne założenia upraszczające,stosowane zresz
tą powszechnie, otrzymuje się je w postaci liniowej. Założenia te są na
stępujące!

a) entalpie płynów są proporcjonalne do temperatury,
b) właściwości termiczne płynów i przegród są stałe,
c) pomija się wpływ przewodzenia ciepła w przegrodach,
d) temperatury płynów są wyrównane w kierunku prostopadłym do przepły

wu płynu,
e) przepływ ciepła między przegrodą, a płynem odbywa się tylko na dro

dze konwekcji,
i) pomija się akumulację masy w płynach
g) przekroje kanałów Bą niezmienne,
h) pomija się straty ciepła do otoczenia.

Jeżeli strumienie płynów są niezmienne w czasie, to dodatkowo współczyn
niki równań są stałe i taki przypadek będzie przedmiotem dalszych rozwa
żań. Przy zmiennych strumieniach płynów 3tosuje się metodę linearyzacji
[1] , która prowadzi do równań liniowych o stałych współczynnikach.

t/śród różnych typów wymienników cieoło można wyróżnić grupę wymienni
ków równoległoprądowych. Równania bilansu energii dla tej grupy po trans
formacji Laplace’a i wyeliminowaniu temperatur ścianek można przedstawić 
w postaci układu n równań różniczkowych zwyczajnych, gdzie n je3t licz
bą strumieni

Fragment pracy doktorskiej wykonanej pod kierunkiem prof. dr hab. Sta
nisława Jerzego Gduli.



46 Kazimierz Kurpisz

£ - * + »  ^
<i układzie tym T jest macierzą jednokolumnową zredukowanych tempera

tur n strumieni, a A i B - macierzami współczynników. Rozwiązanie ukła
du U) jest znane i wynosi

*( Z,s) = 0>(Z,s) |i>“1 (7>,s) Mp,s)ćip «

+ # (Z,e) C(s) (2)

gdzie wektor stałych C może być także wyznaczony z zależności

CU) - #_1 (0,s) 1(0,s)
Kr zez i>-1 oznaczono macierz odwrotną względem macierzy . Macierz <$> 
stanowi fundamentalny układ rozwiązań układu równań (1 ), tzn. spełnia ona 
zależność

l f . i t  13)

Elementy tej macierzy znajduje się rozwiązując zagadnienia na wektory i 
wartości własne macierzy A, tzn. rozwiązując układ równań

A D =X D, (4)

gdzie X jest wartością własną, a D wektorem własnym macierzy A. War
tości własne X znajduje się wykorzystując warunek na istnienie niezero- 
wych rozwiązań układu równań (4), tj. warunek zerowania się wyznacznika 
głównego układu (4)

det | A -X E | = 0 (5)

gdzie E jest macierzą jednostkową.
Po rozwinięciu tego wyznacznika i przyrównaniu go do zera otrzymuje 

się równanie algebraiczne n-tego stopnia względem X , zwane równaniem ctei- 
rakterystycznym macierzy A. Rozwiązanie tego równania daje n wartości 
własnych X , a każdej z nich odpowiada jeden wektor własny B. "n" war
tościom własnym odpowiada zatem macierz kwadratowa K, której kolumnami 
są wektory własne ]>. Jeżeli wszystkie wartości własne X są rzeczywiste 
i jednokrotne (jest to najczęstszy przypadek), to macierz # fundamental
nego układu rozwiązań przedstawia się następująco:
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gdzie są elementami macierzy kwadratowej K. Wektor stałych C wy
stępujący w równaniu (2) wyznacza się z warunków brzegowych dla konkret
nego wymiennika«

Po wyznaczeniu elementów macierzy $ można znaleźć za pomocą równania
(2) wartości temperatur płynów. Jednakże rozwiązanie to dane jest w ob
szarze transformaty Laplace,a, a nie oryginału. Wobec skomplikowanej pos
taci funkcji T lZ,s) analityczne wyznaczenie retransformaty jest niemoż
liwe. Posłużono się zatem metodą numeryczną. Szczególnie dogodną okazała 
się metoda zaproponowana przez A. Papoulisa [3] . Metoda tą wyznacza się o- 
ryginał funkcji, wykorzystując znajomość transformaty w równo odległych punk
tach

s = I2i + 1)6 , i = 0,1,2, ...,n

gdzie 0 jest. dobraną liczbą dodatnią. Wybór tej liczby jest tutaj szcze
gólnie ważny, bowiem od niego zależy poprawność otrzymanych wyników. Ge
neralną zasadą jest dobór dużych wartości dla małych czasów i małych dla 
dużych czasów. Metoda pozwala uzyskać szybko wyniki obliczeń i jest szcze
gólnie przydatna przy stosowaniu maszyn cyfrowych.

1. RÓWNANIA BILANSU BNERGII
Wymiennikami, które mogą być opisane układem równań (2) są klasyczne 

typy wymienników płaszczowo-rurowych, wymienniki typu Pielda oraz wymien
niki płytowe. Bilans energii dla "i-tej" przegrody opisuje równanie (w po
staci bezwymiarowej)

h  B̂ii,i + Bii,j)6,idt

n Bi. , T, + Bi. , Tj 17)1,1 i i,j j ^

W równaniu tym @ oznacza zredukowaną temperaturę przegrody, T - zredu
kowaną temperaturę płynu, zaś

oznacza liczbę Biota, gdzie $ jest grubością przegrody. Wskaźnik i-j oz
nacza, że wielkość z nim związana dotyczy i-tej ścianki i j-tego strumie
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nie. Równanie bilansu energii dla i-tego strumienia przedstawia się nastę
pująco

./ równaniu tym

oznacza liczbę Fouriera, gdzie L jest długością wymiennika, a w pręd
kością płynu, zaś

jest liczbą kryterialną (W - oznacza pojemność cieplną płynu), rf równaniu 
(7) i (8) przez Z oznaczono czaa zredukowany, który z czasem rzeczywi
stym Z związany jest zależnością

Liczba przybiera wartość "+1" gdy czynnik płynie zgodnie z kierun
kiem osi Z, a "-1", gdy przeciwnie. Suma jaka pojawiła się w równaniu 
13) wynika z możliwości wystąpienia większej liczby sprzężeń cieplnych po
między strumieniami.

Do układu równań 17) i 18) należy dołączyć warunki początkowe i brze
gowe. Dla zagadnień liniowych, a takie są przedmiotem rozważań,można przy
jąć zerowe warunki początkowe, tzn. wyznaczać nadwyżki temperatur ponad 
pierwotny stan ustalony.

rfarunki brzegowe narzucone są przez konkretną konstrukcję wymiennika. 
Również zakresy wskaźników i,j,k,m wyznaczone są przez konstrukcję wy
miennika.

Równania (7) i 18) poddaje się transformacji Laplace'a, a następnie e- 
liminuje się z nich temperatury ścianek Sf wyniku tych operacji rów
nania bilansu energii można sprowadzić do postaci (1). Jeżeli wymiennik 
jest dobrze izolowany, tzn. jeżeli pomija się straty ciepła do otoczenia 
(założenie h), to macierz B w układzie (1) równa jeot wektorowi zerowe
mu

o.
(3)

J-k

B -= O
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2. ERZYKiAD ZASTOSOWANIA LIST ODY

Zastosowanie proponowanej metody można pokazać na przykładzie wymien
ników płytowych Irys. 1). wymienniki te mogą mieć elementy łączone szere
gowo lub równolegle.

Rys. 1. Schemat wymiennika płytowego o równoległym i szeregowym łączeniu 
elementów • ^

Równanie bilansu energii dla przegrody jest następujące (zgodnie z (7)

d@,
a f  + <3ii,i + “ i . w i  ®i " Bii,i T± + Ti+i

i—0.1,2,...,n (5)

zaś dla płynu
9T4 3T. _ ,

Poi W  + ̂ i T Z  + Ki,i(Ti " +

+ Ki,i-1lTi “ ®i-i^ 3 °* i=1.2,...,n (10)

gdzie "n" oznaczh liczbę strumieni.
Zatem liczba j w równaniu (7) przyjmuje wartość

j = i + 1

a liczby k,m w równaniu (8) odpowiednio

k = i—1, m = i

iartości liczb Biota

Bi  = 0  i Bi , = 0 (założenie h)ofo n,n+i



Z uwagi na to, że kanały są zwykle symetryczne, można zaniedbać podwójne 
wskaźnikowanie dla liczb kryterialnych. Jedynie liczby Biota dla skraj
nych kanałów mogą być niesymetryczne, stąd dalej zróżnicowano tylko licz
by Biota: z lewej strony przegrody (dwie kreseczki) i z prawej (jedna).

Po transformacji Laplace’a i eliminacji temperatur ścianek otrzymuje 
się układ równań typu (1). Jak widać z postaci równań (9), (10) macierz 
▲  jest macierzą trójdiagonalną. Jej elementy ai1 wyrażają się następu
jąco

20_________________________________  Kazimierz Kurpisz

8Ł*i-1 = ^  s + Bi. + Bii_1
*Ł Bii-1

r Bii %  Bii i. = iv.  a r + ---   s---  ~ ?°i a - 2 Ki*Ł 1 Ls .+ 3ii + Bii+1 a + Bii + Bî _.j 1

Ki Sii+1a. ... ”  5---_ i =* 1,2,...,n1,1+1 l s + Bii + §±i+i

przy czym

Bio " B*n+1 - 0

Dla wymiennika o elementach łączonych równolegle warunki brzegowe okreś
lone są wprost przez funkcję, podające zależność temperatury na wlocie do 
wymiennika f^(s).

Dla wymiennika o elementach łączonych szeregowo dodatkowo dochodzą wa
runki równości temperatur w punktach styku dwóch strumieni. Warunki te 
schematu dla przedstawionego na rys. 1 (parzysta liczba strumieni) można 
zapisać następująco

(1 ,s) =

¥41(1,s) - f 4l_2(1,s)

dla 1 - 1,2,...,ent(£),

^42+i(0,s) “ T4^_i (0,s),

T4i (°,s) - T41+2(0,a)

dla 1 - 1,2
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Liczbę można przedstawić jako

gdzie

= ent ) + 1,

dla wymiennika współprądowego

03̂  = ent l̂ ) + 2 

dla wymiennika przeciwprądowego.

Bi,*ft05 K,»40 Fo,*0.09 *
Bij »COS Kj*i5 ro,*01

Rys. 2. Przebieg temperatury wylotowej dla szeregowego wymiennika płyto
wego

Ha rys. 2, 3 i 4 pokazano przykładowe wyniki obliczeń, dla wymienni
ków płytowych. Dotyczą one przepływów przeciwprądowych.

Ha rys. 2 pokazano przebieg temperatury wylotowej czynnika.którego tem
peratura ne r/locie została zakłócona (0, t) = Hl^O, gdzie H(£") - funk
cja Heaviside’a) dla wymiennika o elementach łączonych szeregowo,przy róż
nej liczbie strumieni "n”.

Ha rys. 3 pokazano przebieg temperatury wylotowej *3 przy tych
samych warunkach.

Ha rys. 4 przedstawiono przebieg temperatury wylotowej czynnika o «ta- 
łej temperaturze na wlocie, który oznaczony jest indeksem "n-2" Ipor.rys. 
1) dla wymiennika płytowego o elementach łączonych równolegle.
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61, *  0.05 K .-4 0  Fo4 * 0.09
Bij *0  03 K,* 3.5 Fo, * 0.1

Rys. 3. Przebieg temperatury T2 dla szeregowego wymiennika płytowego

Bl^-aos K ,*40  Fo,* 0.09

Bć,-0.03 Kj *1 5  Foj *0.1

Hys. 4. Przebieg temperatury wylotowej dla równoległego wymiennika płyto
wego

Jakkolwiek obliczenia wykonano dla różnej liczby strumieni n, tempera
tura "n-2" prawie zupełnie nie zależy od liczby "n".



nieustalone jola temparatur.« 53

3. UWAGI KOLCOWE
Metoda opisana powyżej charakteryzuje się dużą prostotą i dużą szyb

kością obliczeń. W praktyce zagadnienie na wartości i wektory własne roz
wiązywano metodą Kitlowa [2j , zaś równanie charakterystyczne 15) rozwiązy
wano metodą Bairstowe [2) •

Metoda ta może być także stosowana dla niektórych typów wymienników 
krzyżowoprądowych, z uwzględnieniem pewnych uproszczeń. Przykładem takim 
może być aparat przedstawiony na rys. 5.

Wymiennik taki dzieli się na elementy o długości Az.
Ponieważ

Az «  L

równanie bilansu energii dla czynnika płynącego w przestrzeni międzyrurko- 
wej i sporządzone dla i-tego elementu o długości A x  można zapisać w pos
taci uproszczonej

F°2.i + T2.i - T2,i-1 + *2.i <72,i - * °

U równaniu tym poszczególne wielkości oznaczają

(1 1)

K‘2,i
°*2*i Ai
t ! Po

2,i
. . . -4 M ,
2 , !  p ?  Wg*

zaś T2 i jest średnią temperaturą płynu w elemencie Ax. Równania bi
lansu energii dla przegród i czynnika płynącego w rurkach pozostają bez 
zmian i są zgodne z postacią (7) i (8).
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Po transformacji Laplaoe’a i wyeliminowaniu temperatur ścianek otrzy
muje się układ równań zwyczajnych typu (1)

*1,1 + Pi ?2,i 02)

Temperatury i dane 34 następującym wzorem rekurencyjnym

®2,i = ,i + *i ^2,i-1 ^

dla 1 =1f2ę»*»jn

Współczynniki oę̂ , p±, &it ^  wyrażają się odpowiednio

««i “ v i [s - p°i,i 8 - ni,i] »

u *1.1 Bł2.i
h -  h  . . ni, >t ;'m- -

A 2
5 i ------------------------ K2 P 5 T 2"-

Po2,i a + X2,i + 2 - s + łd1tl + 'Uig~  

j. K2,i Bi1.i
tfi 3 2(8 + ftl1 Ł + M 2jiJ 1

dla i:»1,2,...,n

itykorzystując wzór rekurencyjny <13) doprowadza się układ <12) do postaci
(1)

d T,
S T  3 A I 1 + B

Macierz A jest tutaj macierzą podtrójkątną i stąd bardzo łatwo wyznacza 
się jej wartości i wektory własne. Jeżeli temperatura wlotowa

®2#0^O»^) 3

to wektor £ jest równy wektorowi zerowemu.
Jak widać z przytoczonych rozważań, przy pomocy przedstawionej metody 

można łatwo i szybko wyznaczać pola temperatur w wymiennikach ciepła, na
wet przy ich dość złożonej strukturze.
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HECTAIJHOHAPHHE TEMHSPATyPHHE ilOJIH 
B IIAPAJI JlEJIbHiJX KHOrOXOIOBiiX 
TEIUIOO EiiEHHHKAX

P e a n m e
B padoie npexciaBxeH aHajtHTHvecKO-HHCJieHHuB Meiox onpeflejieHHH Hecia- 

UHOHapHUx TeMnepaTypHHx nojtefl b TennoodMeHHincax. Meiox KacaeT&a napajuiejit>-
HUX MHO rOXOflOBHX TeiUIOOCMeHHHKO B , HO MOxeT TOXe npHMeHHTBOH B HeKOTOpUX ne- 
pexpecHOTOHHHx lenxoodMeHHHKax.

THE UNSTEADY TEMPERATURE FIELD IK PARALLEL-MULTIFLOVi ,
HEAT EXCHANGERS

S u m m a r y
In the paper a numerical-analytical method for determination of the un

steady temperature field in heat exchangera haB heen preaented. Thia me
thod deals with the parallel-multiflow heat exchangers and some kinds of 
the cross-flow heat exchangers.


