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WYZNACZANIE NIEUSTALONEGO POLA TEMPERATURY W SYMETRYCZNEJ 
PŁYCIE, PRZY NADMIARZE DANYCH OBARCZONYCH BŁgDAMI

Streszczenie. Wyznaczono nieustalone pole temperatury w syme­
trycznie ogrzewanej płycie w przypadku, gdy oprócz początkowego roz­
kładu temperatury (4) dany jest rozkład temperatury po czasie (5) 
i oba te rozkłady są obarczone błędami. Uzyskano rozwiązanie anali­
tyczne w postaci szeregu 125), którego współczynniki określają rów­
nania (20) - (2 2).

Wykonywanie obliczeń przy nadmiarze danych obarczonych błędami jest pro­
blemem spotykanym w różnych dziedzinach nauki. W zagadnieniach techniki 
cieplnej na problem ten zwrócili uwagę i wykonali pierwsze prace z tego 
zakresu J. Szargut i Z. Kolenda (por. np. [2], [3]).

W klasycznym ujęciu obarczone błędami i występujące w nadmiarze dane 
są danymi liczbowymi, a układ równań, który mają spełnić jest układem rów­
nań algebraicznych. Wiele zjawisk fizycznych jest opisanych za pomocą rów­
nań różniczkowych, którym towarzyszą warunki brzegowe i początkowe. Nad­
miar tych warunków, przy jednoczesnym założeniu, że zawarte w nich infor­
macje są obarczone błędami, stwarza problem analogiczny do klasycznego.

W niniejszej pracy rozpatrzymy przykład zjawiska przewodzenia ciepła w 
ciele stałym. Opisuje je równanie różniczkowe Fouriera-Kirchhoffa.Dla jed­
nowymiarowego przewodzenia ciepła w rozległej płycie o stałym współczyn­
niku przewodzenia ciepła % równanie to ma postać
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W klasycznym przedstawieniu tego problemu (bez nadmiaru danych [1] rów­
naniu temu towarzyszą dwa warunki brzegowe i jeden warunek początkowy.Wa­
runki brzegowe określają charakter wymiany ciepła na powierzchniach pły­
ty. W przypadku, gdy płaszczyzna środkowa płyty (x=0) jest płaszczyzną a- 
diabatyczną (symetryczne nagrzewanie płyty), a powierzchnia zewnętrzna
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(x=<5) wymienia ciepło drogą konwekcji z płynem o temperaturze tQ, warun­
ki te mają postać

dla x = 0 ^  = 0, (2)

dla x =5 -9* <Ut - tQ) . (3)

Warunek początkowy określa początkowy rozkład temperatury w płycie

dla r- 0 t - tpU) . (4)

Symetria zagadnienia wymaga oczywiście, by funkcja ta była parzysta,t_(-^>
- tpu).

Nadmiarowe dane (warunki brzegowe i początkowe) mogą być różne.Może to 
być np. dodatkowy rozkład temperatury po czasie (dana funkcyjna) lub
też temperatury t^ zmierzone w określonych miejscach x=x^ i po okreś­
lonych czasach (dane liczbowe), może to również być dodatkowy «aruDek 
brzegowy - np. zadana temperatura powierzchni t(tf,E) = t^ (f) lub stru­
mień ciepła na powierzchni jako funkcja czasu (dane funkcyjne).Różnie też 
można podchodzić do problemu błędów, którymi są obarczone warunki brzego­
we i początkowe. Jedno z tej klasy zagadnień rozwiązał numerycznie Nor- 
wisz [4] .

W niniejszej pracy przyjmujemy do rozważań przypadek, gdy dany jest do­
datkowy rozkład temperatury po czasie

dla t. f, t - t1 (x), (5)

przy czym oba rozkłady temperatury (4) i (5) są w jednakowym stopniu obar­
czone błędami. Pozostałe dane zawarte w równaniu różniczkowym i warunkach 
brzegowych traktujemy jako dokładne.

Podobnie jak w klasycznym rachunku wyrównawczym będziemy poszukiwali 
takiego rozwiązania problemu t(x,E), by wynikające z niego korekty da­
nych rozkładów temperatur spełniały warunek będący uogólnieniem zasady taj- 
mniejszych kwadratów

f 5| [t(x,0) - tp(x) ] 2 dx + j [t(x,r,) - ^ U ) ] 2 dx = min. (6)

Przedstawiony zapis rozpatrywanego problemu można sprowadzić do posta­
ci bezwymiarowej. Po przyjęciu charakterystycznej temperatury t (będą­
cej np. średnią całkową rozkładu tp(x), lub jedną z jego skrajnych war­
tości), definiujemy następujące zmienne bezwymiarowe
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I* Fo = Jf» Bi - T  » <7)<5

. t(x,f) - t
®(Ś,Fo) = —i-— r - 1 (8)

po o
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Bezwymiarowa postać równań (1) i (6) jest następująca

9 0  a 2®
( 1 0 )
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A

J ?  “  0 ( 1 1 )

d la £ = 1 | |  +  B i®  = 0 (1 2 )

d la Fo = 0 ® = ®p ( | ) (1 3 )

d la OIIoP4 0 =  0 ,  (4 ) (1 4 )

}  |® (4 , o ) - ®p ( 4 ) ] 2 d Ś  +  j  [ © ( Ś .F o . , )  -  ® . , ( i ) ] 2 d£= m in . (1 5 )

Rozwiązania będziemy poszukiwać w postaci szeregu Fouriera

OO
®(Ś,Fo) = ^  Aqcos f&n 4 expl-<ii2Fo), U6)

n=1

gdzie wartości własne ¿tzQ są rosnącym ciągiem dodatnich pierwiastków rów­
nania

Bi ctg^n = fiQ . 117)

Funkcje ®p(4) i ®i (4) można rozwinąć w Bzeregi Fouriera

OO

S p i A - E  aQcos 118)
n=1

OO

®1 (4 )  = l y s o e ^ ^  119)
n=1
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ze współczynnikami

1

an = c“ f ®D^)°0S^ n^ d^ (20)
" 6

1
t>n - i <2, (¿)cos ¿¿Q i di 121)

n 0

przy czym

9 « £ tr\ + Bi + Bicos ju. “Ś dŚ = 11 m 1 ~1 ■ -y —  • (2 2)
n 2<^2 + Bi2)

Po wstawieniu równań (16), (18) i (19) warunek (15) uzyskuje postać

oo r

Y  °n 1 An [ l+exP(~2 <ti2Po1 )J - 2An [an+bneXp l-¿¿2Fo., )] + 
n=>1 (

+ a2 + b2 n n min. (23)

Funkcjonał ten osiąga minimum dla wartości Aq wyrażających się równa-

an + bn” P(-^n Po1 JA = -3--- -— — 7̂  —  . 124)
1 + eXp(- 2 ^ 2F0i)

Ostatecznie więc poszukiwane rozwiązanie ma postać

an + b ^ e i p ) o
®- y  ----- 7 ----5-- 7 " cos ¿u £exp{-p ¥o), (25)

Si* 1 + «P(-2 0#°-,)

przy czym współczynniki an i bn określają równania (20) - (2 2). 
Skorygowany początkowy rozkład temperatury uzyskamy kładąc w równaniu (25) 
Fo « 0, a skorygowany drugi dany rozkład temperatury-podstawiając Fo»Fo1.
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OnPEflEJffiHHE HEyCTAHOBHBfflErOCH TEMIIEPATyPHOrO nOJIH 

B CMMMET PHHECKOjł IUIHTE nPH H3ENTKE JUHHHX C OIIMEKAMH

P e 3 b a e
OnpeflejieHO HeycTaHOBHBmeeca TeMnepaiypHoe nojie b csnuieTpmiecKH HarpeBa- 

eMOii njiHTe b CJiynae, KOr.ua KpoMe Ha^antHoro pacnpeaeaeHHH TewnepaTypu (4) 
aaeTca pacnpeflejieime xeMnepaTypu nor.jie BpeMSHH Z' (5) u 0 6a stu pacnpeae- 
jieHHH oSpeMeneHM onwCKaMH. nojiy^eso aHajiHTH^ecKoe pememie a Buge pH.ua (25) 
KOToporo KoainfHUHeHTu onpe.ae.MBT ypaBnennH (20) •- (22) ,

DETERMINATION OF NON-SETTLED TEMPERATURE FIELD 
IN A SYMMETRICAL PLATE UNDER EXCESS OF DATA 
BURDENED WITH ERRORS

S u m m a r y
It was determined the temperature field in symmetrical heated plate,in 

case when besides the initial temperature distribution (4) the temperatu­
re distribution after time r'1 (5) has been given and these both distribu­
tions were burdened with errors. It was obtained the analytical solution 
in a form of series (25), the coefficients of which define the equations 
(2 0 ) -  (2 2 ).


