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WYMIAROWANIE OBUDOWY SZYBIKA ELIPTYCZNEGO

Streszczenie. Na drodze rozważań teoretycznych przedstawiono spo- 
sób określania grubości obudowy szybika eliptycznego. Przeanalizo­
wano rozwiązanie dla równomiernego obciążenia zewnętrznego, przyj­
mując dla szybika na danej głębokości model pierścienia eliptyczne­
go o prostokątnym przekroju poprzecznym. Z punktu widzenia statyki 
w rozpatrywanym przypadku pierścień eliptyczny zamknięty jest ukła­
dem jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym.

Oedną niewiadomą, którą był moment zginający, wyznaczono metodą 
sił. Po wyznaczeniu pozostałych wielkości nadliczbowych, tj. sił , 
podłużnych i poprzecznych z równań rzutów, sporządzono wykres prze­
biegu momentów gnących w obudowie szybika. Wynika z niego, że mo­
ment gnący exstremalne wartości przyjmuje w przekrojach leżących na 
osiach elipsy. Wartości sił wewnętrznych, tj. momentów gnących i sił 
podłużnych w tych przekrojach, stanowią podstawę do sformułowania 
odpowiedniego warunku bezpiecżeństwa, miarodajnego przy wymiarowa­
niu obudowy.

Wprowadzenie

Zagadnienie obliczania (wymiarowania) obudowy szybowej o kształcie 
eliptycznym stawia przed projektantami wiele istotnych problemów. Gest to 
związane z faktem, że prawie wyłącznie stosowane są w praktyce szyby i 
szybkiki o kształcie okrągłym, których wymiarowanie zostało przedstawione 
w różnych pracach [l, 2, 3, 7, s]. Stosowanie szybów o kształcie okrągłym 
jest podyktowane tym, że jest to kształt racjonalny dla zewnętrznego równo­
miernego obciążenia obudowy.

W praktyce zachodzi czasami potrzeba budowy szybika o innym kształcie, 
np. eliptycznym. Z określeniem grubości obudowy szybika eliptycznego zwią­
zane są następujące zagadnienia:

- ustalenie jego obciążenia,
- wyznaczenie przebiegu sił wewnętrznych w obudowie dla przyjętej konfi­

guracji jej obciążenia,
- określenie przekroju niebezpiecznych, w których wartości sił wewnętrz­

nych stanowić będą podstawę do ustalenia grubości obudowy.

Przedstawimy pokrótce wyżej wymienione problemy.
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Ustalenie obciążenia obudowy szybika

Przy ustalaniu obciążenia obudowy szybika oparto się na rozwiązaniach 
dotyczących parcia gruntu na ściany oporowe. Parcie gruntu na ściany opo­
rowo może znajdować się jedynie między wartościami granicznymi, tj. par­
cie czynne (aktywne) i bierne [6]. Przyjmujemy, że obudowa szybika obcią­
żana jest parciem czynnym, które wynosi:

Pn = Pzn • - S r 5 - 2cnt^^45° " ™

przyjmując

An = tg2 (45° - £),

otrzymuje się

p„ = p A - 2c -\Ta 2 (la)rn rzn n n V n

gdzie:

pn - ciśnienie boczne gruntu w n-tej warstwie,

pzn - ciśnienie pionowe gruntu na głębokości n-tej warstwy od powierz­
chni, pzn - h1 . ^  + h2 . f 2 + ... + hn . ^ n ,

An - współczynnik rozporu bocznego dla n-tej warstwy,

•f - ciężar objętościowy gruntu w n-tej warstwie,

<Pn - kąt tarcia wewnętrznego gruntu w n-tej warstwie,

cn - spójność (kohezja) gruntu w n-tej warstwie.

W przypadku występowania poza ścianą oporową wody gruntowej w gruntach 
sypkich przyjmuje się poniżej zwierciadło wody zamiast $  ciężar objęto­
ściowy gruntu pod wodą •f', zaś ciśnienie wody obliczyć według zależności:

p = f  . h (2)
K W 4 W W

gdzie :

hw - wysokość słupa piezometrycznego wody w rozpatrywanym punkcie na 
ścianie oporowej.

iV przypadku równomiernego obciążenia ciągłego q naziomu, wartość 
jednostkowego parcia czynnego wzrasta w każdej warstwie o q An i , a wzór 
(1) ¡żrzyjmuje postać:

Pi - (pzn + q? . An - 2cn Y * n (3)
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Wyznaczenie sił wewnętrznych w obudowie szybika

Dla rozważań z obudowy szybika wyodrębniamy pierścień o jednostkowej 
wysokości. W tym przypadku z punktu widzenia statyki obudowa szybika sta­
nowi pierścień eliptyczny zamknięty znajdujęcy się pod działaniem zrówno­
ważonego obciężenia zewnętrznego, które przyjmuje się, że jest cięgłe, 
równomiernie rozłożono i skierowane prostopadle do jego powierzchni 
(rys. la). Obciężenie to zastępujemy równoważnym mu obciężeniem równomier­
nym względem dwóch jego osi (rys. Ib).

a)

y

mii
p

x

rrrfvnt t m '

Rys. 1. Schemat obciężenia obudowy szybika 
Fig. 1. Diagram of the loading of a smali shaft lining

W rozpatrywanym przypadku symetrii układu i obciężenia względem dwóch 
osi, pierścień jest układem jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym. Siły 
poprzeczne w przekrojach pokrywajęcych się z osiami symetrii sę równe ze­
ru, a siły podłużne w tych przekrojach oblicza się z równań rzutów na oś 
symetrii sił działajęcych na połowę pierścienia £5].
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Jedną niewiadomą, którą jest moment 
(4) rozpatrując układ zastępczy przedst

zginający, wyznaczamy z równania 
awiony na rys. 2, w którym biegun 

sprężysty jest w miejscu prze­
cięcia osi elipsy

*zzZ + A zp = 0 (4)

gdzie: 

7.

Rys. 2. Układ zastępczy do obliczenia, 
wielkości nadliczbowych i sił wewnątrz 

nych w pierścieniu eliptycznym
Fig. 2. Substitute system for tho cal­
culation of supernumerary quantities 
and internal forces in an elliptical 

ring

zp

- niewiadomy moment zgi­
nający ,

- przemieszczenie (obrót) 
od obciążenia (momen­
tu) jednostkowego,

- przemieszczenie (obrót) 
od obciążeń zewnętrz­
nych.

Przy obliczaniu przemiesz­
czeń będziemy mieli do czynie­
nia między innymi z całkami 
eliptycznymi. W szczególności 
wystąpią całki :

F(?,k)

r

J d ¥ E(«P,k)
J * * -

k sin^fd <p (5)

Są to całki eliptyczne niezupełne, pierwszego i drugiego rodzaju. Jeżeli 
całkowanie przebiega w granicach 0 - wspomniane całki nazywają się zu­
pełnymi i są oznaczone następująco:

E(k ) (6)

Wartości funkcji K oraz E(k)

F(f, k) K; E(f, k)

 ____    ____  , są stabelaryzowane dla od 0 do |  [4_
W rozpatrywanym przypadku górna granica całkowania będzie większa niż 
dlatego w celu korzystania z tablic niezbędna jest znajomość następują­
cych związków

F(nK + y, k) = 2nK + F(<p,k) 

E(nIŁ + <p, k) = 2nE(l< ) + E(<p,k)
(7)

Po tych wstępnych wyjaśnieniach przystępujemy do obliczania przemieszczeń
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Równanie elipsy (rys. 2) ma postać:

y = k'~\Ja2 - x2 ', ,<ł = a ^

Wprowadzamy współrzędne biegunowe (eliptyczne): 

x = a sinV* dx = a cos'pd'p
(9)

y = !<' o cos<p dy = -k a sinf^dy

W związku z tym pomocnicza wielkość jaką jest ds - długość elementu łuku 

elipsy wyniesie:

ds = ~\/dx2 + dy^ = a ~\] 1 - k^sin^ydV (10)

gdzie :

k2 + k'2 = 1 k = V l  - k'2'

k - mimośród olipsy.

Przemieszczenie <S obliczymy z uproszczonego wzoru Moxivclla i Mohra 

s .,2p m~ o i\r f i r

¿ZZ =J ST ds =J ÉF ds = J i ł ds {11

gdzie :

M - moment od sił jednostkowych f^z = 1,

E - moduł Younga materiału pierścienia,

X - moment bezwładności przekroju poprzecznego pierścienia,

Nz - siła normalna spowodowana działaniem momentu jednostkowego Nz = 0,

F - pole przekroju poprzecznego pręta.

Po uwzględnieniu powyższych danych w równaniu (11) wartość współczynni-

ka <$zz wyniesie

2TÍ ____________ i

ó zz = |j J  a ^ l  - k2sin2? d V =  4 gy a E(k) (12)

Przy obliczaniu przemieszczeń od obciążeń zewnętrznych skorzystamy 
z zasady superpozycji, rozpatrując oddzielenie działanie obciążenia p 
na półosie a i b elipsy pierścienia. Wtedy
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W oznaczeniach powyższych wskaźnik "a" u góry symbolu współczynnika 
oznacza, że jest to przemieszczenie spowodowane obciężeniem _L od osi a,

a wskaźnik “b" obciężeniem -L 
do osi b. Bierzemy pod uwagę 
fragment pierścienia przedsta­
wiony na rys. 3. Moment zgina- 
jęcy od obciężenia zewnętrzne­
go wyrazi się zwięzkiem

”p 4 - (14)

x = a . si ny 

stęd

Rys. 3. Schemat do obliczania przemie­
szczeń spowodowanych obciężeniem pro­

stopadłym do osi a
Fig. 3. Diagram for the calculation of 
the displacements caused by the load 

perpendicular to axis a

1 2  2 - ±  pa sin ¥

Przemieszczenie ^ Zp - bę­

dzie miało następujęcę wartość

A zp “ J “¡TT" ds = IT J “ I Pa2sin2,Pa 'Vl-k2sin2Vd'P
0 0

= - |l pa3 |̂ - |'^l-k2sin2V>sinfcos«p

f
Mc)

-* 0

+ 2k ^ l E(v<k) +
3k

+ -— ?■ F(Y. 
3k2

AzP = - Ir O “2 -  ł k' 2|<] (15)

Przemieszczenie określimy rozpatrujęc fragment pierścienia przed­

stawiony na rys. 4.
Równanie momentów od obciężenia zewnętrznego przyjmuje postać:

Mp = “ 2 (b " V)2 = " f(b - k'acos«p)2 (16)
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Rys. 4.

Fig. 4.

Majęc określone równanie momentów obliczamy przemieszczenie

= J  !!|!k ds = 2 |y j  - f(b - k' acos<p)2aVl_k2sin2V’d y  
0 O

Obliczamy kolejno całki występujące w powyższym wyrażeniu

Tl

J  ab2 V l - k 23in2V>d<P = 2ab2E(k)

bk' cos«pVl“l<2sin2V>'d'P = -2a2bk' T s i i ^ i - ^ s i n 2?’ +

-.rt

%   ( . r  |
J a 3k'2 cos2^ Z k 2sin2Pd'P = a V 2 [E(<p,k) + j V l ^ s i n Y ’Sin'iPcos'p -

O

E(¥, k )■ - ^ 4  Ff lM ol = 2k'2a3 [E(k) (1 - K1
3k - L  L 3k 2k J

O

2a2
0

irt
+ ^  arc sin(ksin<p)

2I<2-!
3k2

Sumujęc otrzymane wielkości oraz podstawiajęc kr= ^  otrzymujemy

A zP - - Ir [E(k»4k2 + *> -  k' 2|<] (17>

Schemat do obliczania przemieszczeń spowodowanych obciężeniem pro­
stopadłym do osi b

Diagram for the calculation of the displacements caused by the 
load pepedicular to axis b
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Znając wartości przemieszczeń od obciążenia jednostkowego (zależność 9) 

i obciążeń zewnętrznych (zależność 15 i 17) z równania 1 wyzneczoaiy Z

.1 A 3 + A &

§Y 2 £ ^ E ( k ) ( 2 k 2-i'+k'2K]- Iy  2ES|1 [e(k )(4k2 + i)-k'2k]

z =
4 ^  a E( k)

— --- ja2 [E(k)(2k2-l)+k,2l<] + b2 [t(k )(4k2 +l)-k' ';I<]|
6k E (k )

Obliczamy pozostałe wielkości nadliczbowe, tj. X i Y.
Z równania rzutów na oś poziomą sił działających na fragment pierście­

nia (rys. 4} wynika, że

X = pb (19)

Natomiast Y jako siła poprzeczna łożąca w przekroju pokrywającym się 
z osią symetrii (y) jest równa zero

Y = 0 (20)

Po wyznaczeniu wielkości nadliczbowych obliczamy interesujący nas mo­
ment wewnętrzny w dowolnym przekroju pierścienia, stosując następującą za­

leżność

M = Ma + Mb - Xy + Z (21)p p

Po wstawieniu- do powyższej zależności wyprowadzonych wyrażeń na H ,
X i Z przyjmuje ona następującą postać:

M = - i  p Ja2sin2|ip + (b-k'acoslp)2J - pabk' cos*? +

+ — 2-■ia2 rE(k)(2k2-l')+k'2l<l + b2 [e ( k ) (4k2 + l 1 - *<' 2 kH f (22),
6k E( k) l L J L J

Opierając się na wyprowadzonej zalożności (22) sporządzamy przebieg mo­
mentów gnących w obudowie szybika. Przebieg ten ograniczony ze względu na 
symetrię układu do jednej ćwiartki .pierścienia przedstawiony jest na 
rys. 5. Wynika z niego, Ze moment gnęcv exstremalne wartości przyjmuje 
w^przekrojach leżących na osiach przyjętego układu współrzędnych, tj. dla 

= 0° i f  + 90°, a jego wartość zależy od wielkości obciążenia obudowy 

i stosunku półosi elipsy.
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Fig. 5. Plot of the bending monents in a small shaft lining for the selec­
ted semi-axes rat ions

*
Ustalenie grubości obudowy szybika

Punktom wyjściowym do ustalania grubości obudowy szybika orzy określo­
nych jego wymiarach jest wartość sil wewnętrznych w przekrojach niebez­

piecznych, które wy noszę : .

- w przekroju leżgcytn na osi y, tj. dla f* - 0 

N = pb

M = - pb2 + 2

(23)
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- w przekroju leżącym na osi x, tj. dla <p= 90°

N = p . a
1 2 2 (24) M = - |  p(a + b ) + Z

Znając wartości sił wewnętrznych w przekrojach niebezpiecznych, prze­
chodzimy do określenia w nich naprężeń. Przy jednoczesnym zginaniu i 
działaniu siły podłużnej naprężenia normalne oblicza się z zależności

6 N M + MZ R _  (25)
A RA Y R + z

gdzie:

A - pole przekroju pierścienia,
R - promień krzywizny osi pierścienia,
z - odległość włókna od środkowej osi głównej przekroju poprzecznego 

pierścienia,

Y = f ■=—S—  z2dA - charakterystyka geometryczna przekroju poprzecznego. J R + z
A

Promienie krzywizny w rozpatrywanych przekrojach, tj. na osi x i y, 
określaj? zależności:

Do obliczania naprężeń w łuku o promieniu krzywizny R S*4d (d - gru­
bość obudowy) popełniając błęd nie większy niż 10$j [5] zamiast zależności 
(25) zastosować można wzory wytrzymałości dla pręta o osi prostoliniowej

fi - H  M
" z/w A —  W  (27)

gdzie:

W - wskaźnik zginania,
A - pole przekroju poprzecznego.

Odpowiedni warunek bezpieczeństwa, miarodajny przy wymiarowaniu obudo­
wy, przybierze postać

(28)

Warunek ten w przytoczonej formie może służyć w praktyce do sprawdza­
nia wymiarów przekroju, z góry przyjętych [s]. Najczęściej stosowanym ro­
dzajem obudowy szybów jest obudowa murowa. W rozpatrywanym przypadku szybi- 
ka o tarczy eliptycznej przy równomiernym obciążeniu jego obudowy wystą­
pią w niej momenty gnące i związane z nimi naprężenia rozciągające, które
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wykluczaję zastosowanie obudowy murowej. Opiera jęc. siłę na znanych warto­
ściach sił wewnętrznych w przekrojach niebezpiecznych możemy zastosować 
obudowę żelbetowę przyjmujęc z góry jej grubość, a klasę betonu i stopień 
zbrojenia dobierajęc wg PN-84/B-03264.

Zakończenie

Przedstawiony sposób określania grubości obudowy szybika eliptycznego 
daje wyniki przybliżone. Wynika to między innymi z tego, że w rozważa­
niach obudowę zastępiono pierścieniem, natomiast w rzeczywistości mamy do 
czynienia z powłokę. Wpływa to na zawyżenie grubości obudowy. W rozważa­
niach nie uwzględniono współpracy obudowy z gruntem - co mogło wpłynęć na 
obniżenie Jej grubości. Bioręc powyższe pod uwagę, aby nadmiernie nie za­
wyżać grubości obudowy, za podstawę wymiarowania należy brać wartości sił 
wewnętrznych z przekroju mniej niebezpiecznego, tj. leżęcego na osi y 
(rys. 2).

Opracowany sposób wymiarowania obudowy szybika może być wykorzystany 
w praktyce inżynierskiej.
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JIPOCTAHCU.CA PAol.ilSP03 APSIM SJUKOTDH'ffiCiCOrO HIl'POA 

P O 3 B M e

J pe3yjibTaTe TeopeTHHecMix paocyKfleKHii npefldaB'jieH cuccoS onpe.'ie.ieHna 
tojih;hiik Kpeim ajumnTMecKoro nypcja. IIpoaHajin3npoBaH0 pecietiHe a jib pruwioMep- 
HOii BHeranea Harpy3KH, npmiHMaH a'jih iayp<*)a na Aamioii rjiydiiHe MOsejiB s.tjikiith- 
necKoro xojibqa c npHMoyrojibkhm nonepemibiM ceneHneM. C tohkh 3peHHH ciaTHKH, 
b paccMaTpraaeMOM cjiyqae ojijmiiTHHecKoe kojibijo 3aMKHyTo cKCTeMoii ofliioKpaTiio 
oTaTim ecK H  Heo(5o3HaHeiiHo;i.

EAMHCTBeHHyio neH SnecT H yjo , K o io p o ii HBjineTCH n3rn6aiom H it m om bht , onpejiejieH O  

¡»eTOAOM c h j i .  n o  ocTaflMibiM HeJiB'JHHaM, T . e .  npoAOJitHUM n  nonepe^HUM  cmiaM  

onpeflejicHKbM  H3 ypaB H ennfl npoeK ii;n ii, cocTaB jieH bt rpa$HKH H3rn6aioinHx itoueH T oa 

3 K peim  rayp-Ja. H3 3 T o ro  c j ie n y e T , h t o  H3rn6aioinHiT m om sht 3K0TpeMajit.Hi.ie 3 H a - 

HeimH npiiHHM aei b c e n e H h h x  jiexam H x Ha o c h x  j ju iH n c a .  BejiHHHHbi BHyTpeHHKx 
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DEMENSIONING AN ELLIPTICAL SMALL SHAFT LINING 

S u m m a r y

On the basis of some theoretical considerations, a method of determi­
ning the thickness of a small shaft lining has beon presented.

A solution for an uniform external load has been analysed assuming, for 
the small shaft at the giben depth, a model of an elliptical ring of 
rectangular cross-section. From the view point of statics, the elliptical 
ring in the case considered is included in a onca-statically undetermina­

ble system.
The only unknown which was the bending moment has been determined by 

the forces method. After the determination of the remaining supernumerary 
quantities i.e., longitudinal and transverse forces from the equations of 
projections, a chart of the bending moments in the small shaft lining has 
been made. It results that the bending moment assumes the extreme values 
in the sections lying on the ellipse axes.

The Values of the internal forces i.e., the bending moments and longi­
tudinal forces in these sections are the basis for the formulation of a 
suitable safety condition, valid when dimensioning the lining.


