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Streszczenie. Powszechnie stosowaną w wyrobiskach korytarzowych 
jest obudowa z luków stalowych o profilu V. Gej elementami kon­
strukcyjnymi są trzy lub cztery łuki opisane zadanym promieniem, 
dające kontur całego układu konstrukcyjnego zbliżony do wycinka ko­
ła. »V pracy rozpatrzono wpływ kształtu łuku na jego parametry wy­
trzymałościowo. Analizie poddano trzy rodzaje kształtu łuku dwu- 
przegubowego: kołowy, eliptyczny i paraboliczny. Gako kryterium 
porównawcze przyjęto stan nośności granicznej konstrukcji. Teoria 
ta pozwala określić statycznie dopuszczalne obciążenie, w wyniku 
którego konstrukcja - poprzez powstanie odpowiedniej ilości prze­
krojów plastycznych - staje się układem geometrycznie zmiennym i 
nic może być użytkowana zgodnie z założonym przeznaczeniem.

Charakter pracy łuku zasadniczo różni się od charakteru pracy 
innych konstrukcji prętowych. Odróżniającą cechą Jest tu istotny 
wpływ sił podłużnych na nośność łuku. Dlatego postać zależności 
granicznej przedstawia się jako funkcję zarówno momentu zginające­
go, jak i sił podłużnych. Bywa ona bardzo rozbudowana, niemniej czę­
sto podczas analizy stanów granicznych korzysta się z pewnych dopu­
szczalnych uproszczeń tych postaci.

Dla każdego analizowanego kształtu łuku oraz założonego równo­
miernego obciążenia na całej jego rozpiętości zastosowano równanie 
zależności granicznej w postaci:

Przedstawiono ogólną metodykę postępowania przy określaniu prze­
krojów niebezpiecznych, jak również charakterystyczne (dla każdego 
kształtu) rozwiązanie analityczne. VI celu porównania otrzymanych
wyników rozpatrzono kształty łuków określone stosunkiem y. Dodat­
kowe warianty konstrukcyjne uzyskano poprzez zmianę rozpiętości łu­
ku oraz zmianę jego profilu (V25-V44). Wyniki przeprowadzonych ob­
liczeń przedstawiono na wykresach, zaś ich ocenę - w końcowej czę­
ści pracy.

1. Wprowadzenie

Przy wykonywaniu wyrobiska korytarzowego na różnych głębokościach ist­
nieje tendencja do wytworzenia się wokół niego tzw. naturalnego sklepienia 
ciśnień. Sklepienie takie wg Sałustowicza przyjmuje kształt zbliżony do 
elipsy, a wg protodiakonowa - do paraboli [7], Z punktu widzenia samosta-
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teczności skał w otoczeniu wyrobiska korytarzowego, powyższe kształty za­
kładają zachowanie naprężeń ściskających na obrysie wyłomu wyrobiska. Na­
tomiast uwzględniając statyczną pracę obudowy, jej konstrukcja powinna być 
ukształtowana wg linii zapewniającej przejmowanie odpowiednio wysokich 
obciążeń, przy równoczesnym szybkim wciągnięciu otaczających skał do pra­
cy w trójosiowym stanie naprężenia. Linia konturu obudowy powinna więc 
być zbliżona do kształtującej się samoczynnie krzywej naprężeń w górotwo­
rze. W pracy analizie poddano trzy rodzaje kształtu łuków:

a) łuk kołowy,
b) łuk eliptyczny,
c) łuk paraboliczny.

Optymalizację kształtu przeprowadzono wg kryterium stanów granicznych.
W metodzie stanów granicznych wyróżnić można:

a) stany graniczne nośności, które charakteryzuje trwałe odkształcenie 
spowodowane przekroczeniem granicy plastyczności materiału,

b) stany graniczne użytkowania, w których występują przemieszczenia i 
drgania uniemożliwiające normalną eksploatację konstrukcji.

Określenie nośności granicznej konstrukcji sprężysto-plastycznej osią­
gnięte może być w dwojaki sposób [lo]. Oeden z nich polega na śledzeniu 
całego procesu zachowania się konstrukcji pod działaniem narastających 
obciążeń zewnętrznych, począwszy od stanu idealnie sprężystego, poprzez 
stany sprężysto-plastyczne aż do stanu zniszczenia. Takie podejście, wła­
ściwe teorii odkształceń sprężysto-plastycznych (w zakresie słuszności 
jej związków), napotyka trudności matematyczne, ograniczające możliwość 
uzyskania rozwiązań konkretnych problemów inżynierskich. Podejście drugie, 
reprezentowane przez teorię nośności granicznej, interesuje się wyłącznie 
układem geometrycznie zmiennym (mechanizmem). Analizę przeprowadza się tu 
opierając się na sztywno-plastycznym modelu materiału i przy wykorzysta­
niu związków teorii plastycznego płynięcia. Podejście to pozwala na sto­
sunkowo łatwe rozwiązanie problemu nośności granicznej, ale nie może do­
starczyć informacji o tym, jak konstrukcja zachowywała się w stadiach po­
przedzających zniszczenie i czy nie utraciła swej technicznej przydatno­
ści wskutek wystąpienia innych zjawisk, jak np. niedopuszczalne zmiany 
w geometrii.

2. Zależności graniczne przekrojów mimośrodowo ściskanych

Rozróżnić można cztery fazy pracy przekroju (rys. 1):

a) faza sprężysta,
b) faza sprężysto-plastyczna z jednostronnym uplastycznieniem,
c) faza sprężysto-plastyczna z obustronnym uplastycznieniem,
d) faza czysto-plastyczna.
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Rys. 1. Poszczególne fazy pracy przekroju
a) faza sprężysta, b) faza sprężysto-jednostronnie plastyczna, c) faza 

sprężysto-obustronnie plastyczna, d) faza czysto plastyczna
Fig. 1. Particular phases of the section work

a) the elastic phase, b) the elastic - one sided plastic phase, c) the 
elastic - two sided plastic phase, d) the fuli plastic phase

Stan graniczny przekroju osiągnięty może być jedynie wówczas, gdy we 
wszystkicn jego włóknach naprężenia osiągną granicę plastyczności. Waru­
nek uplastycznienia całego przekroju elementu można zapisać w postaci 
funkcji sił wewnętrznych, zwanej zależnością graniczną:

(M, N, T) = 0 (2.1)

Przy założeniu pominięcia wpływu naprężeń stycznych na uplastycznienie, 
warunek (2.1) uprości się. Siła poprzeczna T, posiadająca charakter reak­
cji wewnętrznej, nie wpływa na uplastycznienie przekroju Cała teoria
nośności granicznej opiera się na odpowiednio sformułowanej postaci zależ­
ności granicznej. Zakres stosowalności równań ograniczony jest założeniem:

a) o posiadaniu przez dany materiał konstrukcyjny wyraźnej granicy pla­
styczności,

b) o "wyrównaniu" naprężeń w stanie granicznym.

Równania zależności granicznych dla różnych profili [s] mają niekiedy 
bardzo skomplikowaną postać. Przepisy wielu krajów [9] dopuszczają przy­
jęcie uproszczeń zależności granicznej w postaci (dla profilu dwuteowego):
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l| = . >Q dla |n | «  0,15 No

l| - 1,10 i:o (l - dla 0,15 N0 <  |M I «  Mq

(2.2a) 

(2.?.b '

Mn rys, 2 przedstawiono dwa 
uproszczenia zależności ¡̂ru­
nicznej dla profilu dwutcowejo. 
Dokladnę zależność przedstawia 
parabola; szoóciokęt opisany 
równaniami (2.2o ) i (2.2b) 
oraz czworokąt su kolejnymi 
stopniami jej linearyzacji.

Należy zaznaczyć, żc zależ­
ności (2.2a) i (2.2b) dotyczyć 
nogę tylke profili o względnie 
duży;.: promieniu krzywizny 
r(r ^  5li , li to wysokość pro­
filu).

Zgodnie z PN-R0/D-03200, 
cbliczanie konstrukcji budowla­
nych, do których zaliczyć nale­
ży obudowy długotrwałych wyro­
bisk górniczych, wg stanu noś­
ności granicznej sprowadza się 
do sprawdzenia warunku:

Rys. 2. Dopuszczalne postacie zależno­
ści granicznych momentu M od siły 

osiowej M dla profilu dwuteowego
Fig. 2. Allowable limit dépendances 
betwean the moment M and axial forco 

N for I - steel section

celu określenia naprężenia w przekroju krytycznym, w pracy [Cj pP-Y“ 
jęto model cia^a sztywno plastycznego ze wzmocnieniem (rys. 3) jako daję- 
cy najlepsze przybliżenie do rzeczywistości. Równania opisujęico nośność 
granicznę profilu V można wówczas przedstawić w postaci:

N = (A]_ - A2 + £  . a . a) . Ro ' (2.4) •

6 sS R (2.3)U

gdzie:

6 - naprężenie w kry tycz­
nym przekroju,

Ra " wytrzymałość oblicze­
niowa stali.

n . ( I + A . a'~ )
M . Sl ♦ G2 --------- . Re - N . a
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gdzia : 

A. , ■o, " powierzchnia przekroju znajdująca się odpowiednio powyżej i 
poniżej osi obojętnej,

- momenty statyczne powierzchni A., względem osi obojętnaj, 

- - powierzchnia przekroju poprzecznego,

- moment bezwładności przekroju względem osi x - x,

- granica plastyczności stali,

- wytrzymałość stali na rozciąganie,

- odległość osi obojętnej od skrajnego włókna ściskanego

‘m ' Ro ,C >

Rys. 3. Zależność naprężenia 6 od odkształcenia 6 odpowiadające modelom
ciała

a' sprężystego, b ' sprężysto-plastyczneno, c' spr ężysto-p.las t yr.znejo zo 
wzmocnieniem, d' sz tywno-plao ty cznego , a’< sz t ywno-plasty cznego za wzmoc­

nieniom
Hz 3. Relationship between stress 6 and strain £ for the following models
a elastic, b ' elastic-plastic, c ) elastic-plastic with the strain hat-ie- 

nut , d' rigid-plastic, o' rigid-plastic with the strain hardening
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Zależności (2.4) i (2.5) opisuję w sposób dokładny warunki równowagi 
sił osiowych i momentów gnęcych,, jodnak sę dosyć kłopotliwe przy spraw­
dzaniu warunku nośności granicznej. Dlatego nowe wytyczne [2] proponuję 
zapisywać warunek ten w postaci:

ą- + ^ R a . (* ♦ n) (2.7)

gdzie:

'.V„ - wskaźnik wytrzymałości przekroju,

m - współczynnik Schaoferaj dla kształtowników korytkowych m »  1,4.

Po przekształceniu wzoru (2.7) otrzymuje się zależność granicznę :

i ' r i r - 1 (2-8 >o o

przy czym w stanie nośności granicznej

$  = ° = W - i W -  1 - 0 (2*9 '

Zależność (2.9) ma pewien współczynnik bezpieczeństwa w stosunku do 
(2.4) i (2.5); mieści się bowiem wewnętrz dopuszczalnego pola naprężeń 
opisanego tymi dwoma równaniami.

3. Równowaga graniczna łuku - metodyka postępowania

Dla wycinkę łuku o równaniu osi y = f(x) pokazanego na rys. 4 wyraże­
nia na siły wewnętrzne przyjmuję postać [5]:

X •

M = 11° + V . ( x  -  XQ ) - H . (y - yQ ) - J  qy (X) . (x - X)dX -
xo

VJ  qx (Y) . (y - Y)dY (3.1)

O

N = ĵ V - J  qy (X)dxJ. sinot + ĵ H + J  qx (Y)dYj . cosot (3.2).

xo ’ Vo

= ĵ V - J  qy (X)dxJ . cosot - jj) + j” qx (Y)dY^ . sinot (3.3)T
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Fig. 4. A secter of arch with the axis equation y = f(x)

gdzie :

qx (Y) i q^(x) - oznaczają obciążenie ciągłe przypadające na jednostkę 
długości odpowiednio pionowego i poziomego rzutu osi 
łuku. pozostałe wielkości H°, V, H wynikają z warun­
ków równowagi (dla układów statycznie wyznaczalnych) 
bądź stanowią reakcje nadliczbowe (w układach hiper- 
statycznych). Kąt nachylenia stycznej do osi łuku okre­

ślają związki :

sin ot = & (3.5 )
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Statycznie dopuszczalno pole sił wewnętrznych, opisane równaniami 
i3.1 ) - ( 3 . 3 , będzie spełniono pod warunkiem nieprzekroczenia fi żadnym 
orzek oj u łuku zależności granicznej, co można zapisać:

Poszukiwania najwyższej ocony statycznej prowadzi do osiągnięcia w co

Metcdyka postępowania przy okraślaniu nośności granicznej łuku (przy 
przyjęciu jako zadowalającego jogo rozwiązania statycznie dopuszczalnego) 
przedstawia się następująco:

1) dla analizowanego łuku dwuprzegubowego (z jedną roakcją nadliczbową) 
należy wypisać równania równowagi,

2) vyznaczyć rozkłady sił uogólnionych,
3) dla przyjętej postaci zależności granicznej $  określić miejsce 

ekstremum funkcji $  ,
4' dla określonych w punkcie 3 miajsc ekstremum funkcji $  obliczyć 

nałoży wielkości sił uogólnionych,
51 przyrównać do zera (warunek równowagi granicznej) funkcję $  w zna­

lezionych przekrojach niebezpiecznych,
li) określić wartość reakcji nadliczbowej,
7) bezpośrednio z warunku stanu granicznego nośności w jednym z prze­

gubów plastycznych obliczyć dopuszczalne obciążenie łuku.

Z uwagi na stosunkowo kłopotliwe poszukiwanie miejsca ekstremum zależ­
ności granicznej $  oraz dodatkowo na niewielką zmienność sił osiowych 
wzdłuż osi łuku - można przyjąć miejsca ekstremum jako miejsca maksimum 
momentu li. Dalsze postępowanie jest analogiczne do przedstawionego po­

wyżej.

4. Stan graniczny nośności łuku dwuprzegubowego

j dalszej części opracowania przeprowadzono rozważania nad nośnością 
graniczną łuków dwuprzegubowych o różnych kształtach. Do analizy przyjęto 
równomierne obciążenie łuków na całej ich rozpiętości. Reakcję nadliczbo­
wą stanowi kąt zawarty między reakcją poziomą i pionową w przegubie (roz­
wiązanie dla łuku kołowego i eliptycznego). Dodatkowe równanie pozwalają­
ce określić statycznie niewyznaczalną wielkość uzyskano przy założeniu 
przekształcenia układu w mechanizm (a więc osiągnięcia stanu nośności gra­
nicznej) o (n + 1) przegubach (n oznacza krotność statycznej niewyzna- 
czalności). Ogólnie biorąc, powstanie przegubu nadaje układowi dwa stop-

(3.61

najmniej jednym przekroju - kresu górnego funkcji $  , co oznacza:

j
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nie swobody - są to obroty i odkształcenia osi Najmniejsza liczba 

przegubów powinna więc wynosić .

p. • N -1] (4.1)

gdzie : [ ] - ent ier.

Okazuje się jednak, że zniszczenie łuków występuje praktycznie w wyni­
ku powstania większej liczby przegubów, których położenie osi obrotu-może
być zupełnie dowolne. W takim przypadku niezbędna ilość przegubów wynosi:

PQ = n + 1 (4.2)

Osięgnięcie stanu równowagi granicznej w jednym przegubie (dla anali­
zowanego łuku) nie wyczerpuje jeszcze zdolności przejmowania większych ob­
ciążeń statycznie dopuszczalnych. Dopiero z chwilę uplastycznienia prze­
kroju w co najmniej (n + 1) przegubach układ staje się układem kinema­
tycznie zmiennym, a obciężenie powodujące ten stan stanowi statycznie do­
puszczalną nośność konstrukcji w warunkach równowagi granicznej.

4.1. Łuk kołowy - rozwiązanie analityczne

Łuk kołowy przedstawiony na rys. 5 poddany jest równomiernemu obciążę-
%

niu na całej swojej rozpiętości.
Zgodnie z oznaczeniami wyrażenia no siły wewnętrzne (3.1) do (3.3) 

przyjmą postać :

M = Y . r . (s in c C Q -  s in o t)  + X . r . (cosoC0 -  coso t) - M (4.1.1)

N = Y . s in o t  + X . cosot - (4.1.2)

Wielkości Mq i dla przyjętego układu obciążenia wyrażają się wzo-

Mq = r2 J  . cos<J) . (sinej) - sinot)dt|) (4.1.3)
c£

*0
= r J* q^ . cos^l . sinotdcj) (4.1.4)
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Rys. 5. Dwuprzegubowy łuk kołowy poddany równomiernemu obciążeniu na całej
swej rozpiętości

Fig. 5. Two-articulated circular arch loaded uniformly on its whole span 

wzory te po przekształceniu maję postaci 

Mq = - g  q^r2 (cos2<tQ - cos2cC) -

qy . r2 . sinot(sinoCo - sinot) (4.1.5)

Nq = qy . r . sinc£(sincC0 - sincC) (4.1.6)

Z przedstawionego rysunku 5 wynika:

1 = 2r . sino^ (4.1.7)

qv * 1Y = - Ł — --- = qy . r . sinot0 (4.1.8)
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Dodatkową reakcją hiperstatyczną X przedstawiono jako funkcję kąta 
między kierunkami działania reakcji w przegubie:

q . 1
X = — —  . t g % =  qy . r . sin<*0 . t g %  (4.1.9)

Ze względu na przyjęcie jednego kierunku obciążenia, dla przejrzysto­
ści obliczeń przyjęto:

9y = q (4.1.10)

Wstawiając zależności (4.1.5 )-(4.1.10) do równań (4.1.1) i (4.1.2) 
uzyskano następującą ich postać:

2
Mjj = q. r (cos<*o - cosec) .

. [sinoCo . tg% - |-(cosoC0 + cosatfj (4.1.11)

2
NoC = q r(sin<*0 • tg5C • cosoC+ sin ot) (4.1.12)

W celu znalezienia miejsca ekstremum M i N obliczono:

= 9 • f2 • sinot[sinot0 . t g X -  cosot]] (4.1.13)

9N
3ot q r . sin<c . []2cosot - sinoCQ . tgZj (4.1.14)

Po przyrównaniu do zera pochodnych (4.1.13) i (4.1.14) otrzymano:

M kstr ® V cos<t = sinot0 . t g %  (4.1.15)

N , _ <=> ot= 0 V cosot = i  sinot . tgZ (4.1.15)akstr ¿ o - '

Widać więc, że jednym z przegubów plastycznych będzie miejsce geome­
tryczne określone kątem <£= O. Drugi punkt znaleziono z warunku nośności 
granicznej dla <  O i >  O :

# 3 - { r  f t - 1o o

3 1 + 9  A/
— i = O <**> cosot = v . sinot . tg A, 
doC Y u

(4.1.18)



30 M, Chudek, P. Machoń, Z. Szczepaniak

gdzie :

? •  TT • rO
(4.1.19)

Po znalezieniu miejsca ekstremum funkcji (4.1.18)' obliczono warto­
ści sił uogólnionych w tym miejscu (4.1.11) i (4.1.12) i Wyznaczono za­
leżność graniczną (4.1.17) w postaci:

2
= ---- 9. -1- -b—  . f(G - 0)tg2X  + (H - G)tgX + I - f] - 1 (4.1.20)

4 . MQ . sin“

Podobną operację wykonano dla ot= 0, tzn. obliczono M( ot = 0), N(oC= 0) 
oraz ^ ( ( ¿ s  0) majęcę postać:

2
=  q -  w . [(P + P. )tgX + (R + R. )1 - 1 (4.1.21)

4 . Mq . sin <*
gdzie:

E.F.G.H.I.P.P^R.l^ - sę pewnymi funkcjami kęta rozwarcia łuku oCQ.

Po przyrównaniu zależności (4.1.20) i (4.1.21) znaleziono reakcję nad­
liczbowe X  i bezpośrednio np. z (4.1.21) określono granicznę nośność łuku:

4M sin2ot O o
i2 [(P + P ^ t g X  + R + rJ

(4.1.22)

Rys. 6. Analizowane konstrukcje dwuprzegubowego łuku kołowego o zadanej
rozpiętości

Fig. 6. Analysed constructions of two-articulated circular arch with the
given span
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Analizę nośności granicznej łuku kołowego przeprowadzono dla sześciu 
różnych promieni określonych kętem oCQ oraz dla ośmiu rozpiętości 1 
określonych niżej podanymi zależnościami:

cCQ = k . 15

gdzie : k = 1, ... ,6

1 = 3 + n

n = 0..... 7.

rys. 6 (4.1.23)

(4.1.24)

gdzie:

4.2. Łuk eliptyczny - rozwiązanie analityczne

Łuk eliptyczny (rys. 7) obciążony równomiernie na całej rozpiętości, 
opisany jest równaniem parametrycznymfe] w postaci:

x = A . sin«p 

y = B . cos<p

(4.2.1)

(4.2.2)

Rys. 7. Dwuprzegubowy łuk eliptyczny poddany równomiernemu obciążeniu na
całej swej rozpiętości

Fi*. 7. Two-articulated elliptical arch loaded uniformly on the whole span
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gdzie :

A,E3 - to półosis elipsy odcięte na osiach odpowiednio X i Y układu
współrzędnych, zaś - to kęt zwarty między półprostę wychodzę- 
cę z poozętku układu współrzędnych a osię y. Stosujęc podobny 
tok postępowania, co dla łuku kołowego oraz wykorzystujęc w za- 
leżnośiach (3.1)-(3.3) pochodne wyrażeń (4.2.1) i (4.2.2), otrzy­
mano następujęce wzory na siły wewnętrzne:

= q (cos<p - cosec [ABsin<ptgX - |-A?'(cos<p+ coscc)J (4.2.3)

Nrf =    IB . sineC . t g o C + A . s i n y .  tgZl (4.2.4)
n / 2 2 2 ^YA^ + B . tg at

Przy wyprowadzeniu równania (4.2.4) wykorzystano zwięzki (3.4) i (3.5), 
majęce dla łuku eliptycznego postać:

cos£ = ... ------A- --------------------------------------------------- (4.2.5)
V a 2 + B2 . tg2oC

sinjł = B ..r. .-t a ■ (4.2.6)
V a 2 + B2 . tg2 oć

gdzie :

fi - jest to kęt zawarty między prostę stycznę do łuku w miejscu okre­
ślonym kętem ot oraz prostę równoległę do osi x przechodzęcę 
przez zadany punkt styczności.

2 uwagi na niewielkę różnicę między nośnościę łuku liczonę względem 
przekroju, w którym zachodzi warunek równowagi granicznej (2.9) oraz noś­
nościę w miejscu maksymalnego momentu (przy wzroście ot od 15-90°, tzn. 
przy wzroście stosunku y  dla elipsy, błęd ten maleje od ok. 6JJ do ok.1% 
- (rys. 8)), obliczono granicznę nośność łuku w sposób przybliżony, nie­
znacznie odbiegajęcy od rzeczywistych wyników. To rozwięzanie przy sto­
sunkowo niewielkim błędzie jest znacznie prostsze rachunkowo, jakoże od­
pada konieczność liczenia skomplikowanej pochodnej (4.2.4). Po określeniu 
przekroju niebezpiecznego jako miejsca maksimum momentu za pomocę zależ­
ności :

*  = 0 (4.2.7)

B *vccsoCj,j - —  • sintp . tc-X (4.2.8)
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Rys. 8. Zależność błędu obliczeniowego przy przyjęciu przekroju niebez­
piecznego w miejscu maksimum momentu od wyniosłości łuku

Fig. 8. Dependence between analytical error for the plastic-section in 
the place of maksimum moment and the depth of arch

obliczono wartości sił uogólnionych w tych miejscach, po czym przyrównano 
obie zależności graniczne:

N ( « - 0 )  M ( « - 0 )  1 N (°C=otM ) (4 2 9)
N M N M ' ' * ;o O o o \

Po iteracyjnym rozwięzaniu równania (4.2.9) uzyskano z żędanę dokładno- 
ścię wielkość reakcji nadliczbowej X  . Nośność granicznę łuku eliptyczne­
go określono z równania równowagi granicznej dla ct= 0 lub dla <£ = ctM.
I tak dla cC= O ma ona postać:

“ = J r r r ^ w  (4-2 -10)

gdzie:

A> i 'tf' - sę to pewne stałe zależne od kęta rozwarcia , czyli w roz-
* W Bw i ę z a m u  elipsy zależne od stosunku j  lub
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W celu porównania wielkości dopuszczalnych obciężeń, analityczne roz-
D

wiązanie elipsy opracowano dla stosunków odpowiadających określonym
kątom rozwarcia w rozwiązaniu łuku kołowego (rys. 9). Odpowiednia
relacja S dla koła wynosi:

(4.2.11)
cosat

sin ot

Rys. 9. Analizowane konstrukcje dwuprzegubowego łuku eliptycznego o zada­
nej rozpiętości

Fig. 9. Analysed constructions of two-articulated elliptical arch with the
given span

Dla elipsy zaś, przy założeniu (ustaleniu):

A = 1,5 + 0,5 n gdzie: n = O,...,7 (4.2.12)

ot rzymano :

B = A . S (4.2.13)

lub

1 - cosoC

B - ^ ' 5 + °-5 "> 2 . slń-j (4.2.14)

Wyniki obliczeń przedstawiono na rys. 12.
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4.3. Łuk paraboliczny - rozwiązanie analityczne

Dwuprzegubowy łuk parabiliczny, obciężony równomiernie na całej swojej 
rozpiętości (rys. 10) opisany jest równaniem |V]:

f(l - 4 . 2_) 
1

(4.2.1)

Rys. 10. EV<uprzegubowy łuk paraboliczny poddany równomiernemu obciężeniu 
na całej swej rozpiętości

Fig. 10. Two-articulated parabolical arch loaded uniformly on the whole
span

Pochylenie stycznej określaj? wzory (3.4) i (3.5), które przyjmuję po­
stać :

cosoC =

sinoc

V l  + (8<|>x)Z

’I8t|>.x

Vl  ♦ (8«f> f-)2'

(4.3.2)

(4.3.3)
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Miejsce powstania przegubu plastycznego określone jest współczynnikiem 
(3, przy czym zgodnie z (rys. 10) :

P G <0. 1> (4.3.4)

Zakładajęc, że przeguby powstaję w miejscu ekstremum momentu, z warun­
ku znikania tam sił poprzecznych T (3.3) otrzymano:

x
V - J qydx

—  =* tgot (4.3.5)

H + j  qxdy
y

J
y _

Przy czym oC - to kęt styczności, równy:

tgot = - 8t[>£ = |x = - p ¿| = 4t|>p (4.3.6)

Po przekształceniu (4.3.5) i (4.3.6) uzyskano:

H = (4.3.7)

Zależność (4.3.7) ma sens tylko w przypadku osięgnięcia przez układ 
stanu granicznego nośności w jednym z przekrojów pod wpływem obciężenia q. 
Wartość siły osiowej w przekroju niebzepiecznym określono z zależności 
(3.2), która dla łuku parabolicznego ma postać:

Nx= |1 = 8^ + * (4.3.8)

Określajęc ekstremum siły osiowej w przedziale zmienności p uzyskano:

= 2cj>pql(l + 16<|>2p2 ) (4.3.9)

W przedziale określoności p , równanie (4.3.9) ma wartości dodatnie, co 
oznacza, że siła osiowa rośnie od wartości:

P = O 9 N ■ (4.3.10)

do wartości:

P = 1 — v N = j^lGCp2 + l' (4.3.11)
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Wypisując równanie momentu względem przekroju określonego parametrem 
jł , przy spełnieniu warunku (4.3.7) uzyskano zależność:

M(P) = O (4.3.12)
p e <o,i>

Z chwilę osięgnięcia przez łuk paraboliczny stanu granicznego nośności 
powstanie przegubów w miejscach p = o i p .  1 powoduje przekształcenie 
istniejgcego układu w układ trójprzegubowy. W łuku takim występuje osiowy 
stan obciążenia, a krzywa ciśnień pokrywa się z osię łuku we wszystkich 
jego przekrojach W -  W budownictwie przy projektowaniu osi łuków dęży 
się do tego, aby rozkład naprężeń we wszystkich przekrojach był możliwie 
równomierny, co zapewnia najlepsze wykorzystanie materiału i wynikajęće 
z tego najmniejsze jogo zużycie. Słuszne jest więc kształtowanie łuków wg 
przebiegu linii ciśnień; przy analizowanym sposobie obciężenia jest to 
właśnie parabola drugiego stopnia.

Ze względu na osiowy stan naprężenia, zależność graniczna ma postać:

= yy— - 1 a O (4.3.13)
o

co umożliwia obliczenie dopuszczalnego obciążenia:

Rys. 11. Analizowane konstrukcje duuprzogubowogo łuku parabolicznego o za­
dano] rozpiętości

Fig. 11. Analysed constructions of two-articulated parabolical arch with
th e  g iv e n  3pan
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8 . Nq • t

1 ~\jl + IGcjj2'
(4.3.14)

Podobnie jak w rozwiązaniach dla łuku kołowego i eliptycznego, przyję­
to do obliczeń różne warianty kształtu paraboli określone kętem rozwar­
cia
wiono na rys. 12.

oCQ dla łuku kołowego (4.2.11) (rys. 11). Wyniki obliczeń przedsta-

Rys. 12. Zależność nośności granicznej q łuków o różnym kształcie od ich
wyniosłości

Fig. 12. Dependence between limit load capacity q of the arches of diffe­
rent forms and their depth
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5. Wnioski końcowe

Na podstawie przedstawionego rozwiązania zagadnienia nośności granicz­
nej łuków o różnych kształtach sformułować można następujące wnioski:

1. Przedstawiony sposób postępowania przy określaniu granicznej nośno­
ści łuku stanowi rozwiązanie statycznie dopuszczalne spełniające jedynie 
równania statyki. Otrzymany wynik jest najwyższą ze statycznie dopuszczal­
nych ocen nośności. W pracy nie analizowano kinematycznie dopuszczalnego 
pola przemieszczeń (może się zdarzyć, że przy oszacowaniu statycznym noś­
ności łuku - jego pole przemieszczeń okazuje się kinematycznie niedopu­
szczalne [l0]), które dopiero w powiązaniu z rozwiązaniem statycznym 
pozwoli ocenić ściśle nośność konstrukcji.

2. Przyjęcie przekroju niebezpiecznego w miejscu ekstremum momentu, a 
nie w miejscu ekstremum zależności granicznej powoduje stosunkowo niewiel­
ki błąd w ocenie nośności (rys. 8). Przedstawione rozwiązanie łuku elip­
tycznego (rozwiązanie przybliżone) mieści się w granicach tego błędu i do­
datkowo upraszcza tok obliczeń.

Rys. 13. Zależność maksymalnej nośności 9,raax dwuprzegubowęgo łuku koło­
wego o określonym kącie rozwarcia cCQ ód jego rozpiętości dla różnych

profili V
Fig. 13. Dependence between maksimum load capacity <łmax of two-articula- 
ted circular arch with the given obtuse angle oCQ and its span for the 

different V-stee.1 sections
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Rys. 14. Zależność nośności granicznej q dwuprzegubowego łuku kołowego 
od kęta rozwarcia oCQ dla zadanych rozpiętości

Fig. 14. Dependence between limit load capacity q of tivo-articulated 
circular arch and obtuse angle <#o for the given spans

Fig. 15. dependence between limit load capacity q of two-articulated
circular arch with the radius and its obtuse angle cC



Wpływ kształtu łuków...

1 2 3 4  5 6 7 8 0  1D
Rys. 16. Miejsca utworzenia przegubu plastycznego w zależności od rozpię­
tości dwuprzegubowego łuku kołowego o kęcio rozwarcia <£Q = 75° dla anali­

zowanych granicznych profili V25-V44
Fig. 16. Dependence between the place of plastic-section and the span of 
two-articulated circular arch with the obtuse angle aCQ = 75° for analysed

V25-V44 steel section
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Rys. 17. Miejsce utworzenia przegubu plastycznego w zależności od rozpię­
tości dwuprzegubowego łuku kołowego o profilu V25 dla różnej jego krzy­

wizny
Fig. 17. Dependence between the place of plpstic-section and the span of 
two-articulated circular arch with the V25 steel section for its deffe-

rent



42 M. Chudek, P. Machoń, Z. Szczepaniak

3. Kształt łuku zasadniczo wpływa na wielkość granicznej nośności. 
Najwyższą nośność (rys. 12) praktycznie w całym przedziale j  e (Oj *■■) 
posiada łuk paraboliczny, w którym istnieje osiowy stan naprężenia. Ola 
łuku kołowego o zadanej rozpiętości istnieje pewien optymalny stosunek

przy którym łuk osiąga maksymalną nośność. Przy spłaszczonych łukach 
(■£■<0,1) nośność graniczna łuków parabolicznego i kołowego jest zbliżo­
na; jest to wynikiem dostosowania się kształtu paraboli do kształtu koła 
przy takiej wartości y; łuk eliptyczny ma najniższą ocenę nośności przy

W 1zadanym sposobie obciążenia. Dla Y  = 2' co odpowiada przejściu elipsy 
w okrąg, jej nośność jest identyczna z nośnością łuku kołowego, opartego 
na półokręgu.

4. Dla zadanego stosunku y, w przypadku każdego łuku, wyższą nośność 
ma łuk o mniejszej rozpiętości (rys. 14).

5. Nośność graniczna łuku kołowego o zadanym promieniu R jest odwrot­
nie proporcjonalna (nie liniowo) do jego rozpiętości, przy czym im pro­
mień mniejszy, tym nośność większa (rys. 15).

6. Optymalna relacja y  dla łuku kołowego, przy której łuk osiąga 
maksymalną nośność, w miarę wzrostu rozpiętości nieznacznie maleje (rys. 14).

7. Dla zadanego stosunku y  miejsce tworzenia się przegubu plastycz­
nego w miarę wzrostu rozpiętości nieznacznie przesuwa się w stronę piono­
wej osi łuku. Wraz ze wzrostem y  przegub plastyczny oddala się od osi 
łuku (rys. 15, 17).
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BJIHHHHE $OPMH APOK C nPO*HJIEM V HA HX nPEJffiJIbHyiO HArpy.SKy 

P e  3 to m e

OómenpHMeHHeMHM jcperuieHHeM b ropH ux BupaCoTKax hbjihbtch  cTajibHbie panu  
apOHHO0 KpeiTH C npOAHJieM V. Hx KOHCTpyKTHBHHMH 3JieMeHTaMH HBJIHIOTCH 3 HJIH 4 
apKH onnoaHHne 3aflaHHHM pa^aycoM , flaramae KOHiyp Boeit KOHCTpyKTHBHofl c a c i e -  
mh Ójm3KHft k ceKTopy K p y ra . B paÓoTe pacouaipaB aeT C H  BO3fle0cTBae $opMu 
apKH Ha e e  n ap aM eip u  K penocT a.

AHa4H3y noflB eprH yiH  Tpa po,na $opMH flByxmapHapHO0 apKH: K p y rro S p a3 H aa , 
sjiHnTHHecKaH, napaS o jiaH ecK aa. CpaBHZTeJibHHM KpuTepneM npzHHTo c o e io a H a e  
npeflejibHott narpy3K H  KOHCTpyKiiaa. 9Ta T eo p aa  no3BOJiaeT o n p e ie j ia ib  c ia T a a e c K a  
.ąonyoKaeMyio H arpy3K y, BCJieacTBae n e r o  KOHCipyKitan -  nyieM  oÓpa3osaHUh 
cooTeTCTByioniero KOJiaaecTBa njiacTHHecKax ceaeH Ha -  ciaHOBHTOH reo M eip an ecK a  
H3MeHH6MO0 OHCleMOft H He MOJiCeT ÓHTb HCn0JIb30BaHa OOrxaOHO IipHHHTOMy n p e fl-  
HasHaneHHio.

X ap aK iep  p aó o ib i paMbi a p ra o ił  ¡cpena b oohobhom oTJiHtjaeiCH ot xapaK T epa 
pafioTH f lp y ra x  oiepacHeBbcc KOHCipyKuaił. OTJiHHaiomefl a e p io f t  HBjiseTCH 3 ^eob  
fleacTBHTejibiioe BJiaHHae npoAOJibHHX ozji Ha Harpy3K y ap ica .

IlooTOMy ¡JopMy npefleJibHoft 3aBHCHM00TH npeflCTaBjmeM KaK $yHKijHio h h3 th-  
óBionero MOMeHTa, h npoflOJibHŁDC ohji. OHa ÓuBaei o z en a  pacnapeH H oii, TeM He 
MeHHe z a c i o ,  bo BpeMH aHaJiH3a npeflejiŁ H oro cootohhhh , nojib3yeM ca HeKoiopuMa. 
flonyoKaeMHMH ynpomeHHHMa 3 ia x  ępopM.

J jih Ka3flO0 aHajin3npoBaHHO0 (JopMbi apKH, a  Taioce npaHHToft paBHOMepHoS 
Harpy3KH Ha BceM n p o j ie ie ,  mu npaMeHajia ypaBHeHae npeflejibH oa 3aBHCHM0CTa 
b $opM e:

IlpeflGTaBjieHa oóąaa MeTo^HKa .n e a cm a ił npa onpe,nejieHHn onacH ux ce ze H H fi, 

a Taiote x a p a K ie p H o e  ( j u  KaaflOił $opMu) a H a jia ia ze c ico e  peraeHHe. C uejibio o p a B -  
HeHHH n o jiy ze h h h x  p e 3 y jib ia T 0 B  mu paccM OTpejia $opMu a p o K , onpeaejieHHHe  
cooTHomeHHeM j-»  floÓaBOZHue KOHCTpyKTHBHue BapnaiH iu mu n o jiy za jia  nyieM  H3Me— 
HeHHa n p o jie ia  ap K H , a  Taicsce H3MeHeHHH e ro  n p a Ja jiH .

P e 3 y jib ia T u  npoBefleHHUx noflczeTO B np eacTaBJieH u Ha rp a $ H K a x t . a  h x  oaeHKa -  
b 3aKJnoHnieJibHoft z a c i a  p a ó o iu .
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INFLUENCE OF THE SHAPE OF THE V SECTION 
ARCHES ON THEIR LIMIT LOAD CAPACITY

S u m m a r y

Steel arch lining with the V section is generally used in mining 
excavations. It consits of three or four elements defined by a radius, 
giving an outline of a whole construction system similar to circular 
sector. In this paper the influence of the shape of the arch on its 
strength parameters has been considered. Three kinds of the two-articu­
lated arch shape: circular, elliptical and parabolic have been analysed. 
The state of extreme load capacity of the construction has been assumed 
as a comparative criterion.

This theory allows to define statically acceptable load, as a result 
of which - by forming an exact number of plastic sections the constructior 
becomes a variable geometrical configuration and it cannot be used appro­
priately.

The work of the arch is quite different from other bar constructions 
because of the essential influence of longitudinal forces on the arch 
load capacity. Therefore the form of limit dependence stands as function 
both of the bending moment and longitudional forces. This dependence is 
sometime<S developed but during the analysis of the limit states some 
allowable reductions of these forms are used.

For each analysed shape of the arch and assumed uniform load on its 
whole span, an equation of the following limit dependence has been used:

General methodology of the procedure when defining plastic sections as 
well as characteristic (for every shape) analytical solution have been 
presented.

The shapes of the arches- defined by j, have been analysed in order 
to compare the results obtained. Additional constructional alternatives 
have been obtained through the change in the span of the arch and in its 
steel section (V25-V44).

The results of the above made calculations have been presented on 
diagrams and their analysis has been made at the end of this paper.


