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Streszczenie. Powszechnie stosowang w wyrobiskach korytarzowych
jest obudowa z lukéw stalowych o profilu V. Gej elementami kon-

strukcyjnymi sg trzy lub cztery +uki

opisane zadanym promieniem,

dajace kontur catego uktadu konstrukcyjnego zblizony do wycinka ko-
+a. W pracy rozpatrzono wptyw ksztattu H4uku na jego parametry wy-
trzymatosciowo. Analizie poddano trzy rodzaje ksztattu +Huku dwu-

przegubowego: kotowy, eliptyczny
poréwnawcze przyjeto stan nos$nosci

i paraboliczny. Gako kryterium
granicznej konstrukcji. Teoria

ta pozwala okresli¢ statycznie dopuszczalne obcigzenie, w wyniku
ktérego konstrukcja - poprzez powstanie odpowiedniej ilosci prze-
krojow plastycznych - staje sie uktadem geometrycznie zmiennym i
nic moze by¢ uzytkowana zgodnie z zatozonym przeznaczeniem.
Charakter pracy 4uku zasadniczo ré6zni sie od charakteru pracy
innych konstrukcji pretowych. Odrézniajgaca cechg Jest tu istotny

wptyw sit podtuznych na nosnos¢ +uku.

Dlatego posta¢ zaleznosci

granicznej przedstawia sie jako funkcje zaréwno momentu zginajace-
go, jak i sit podtuznych. Bywa ona bardzo rozbudowana, niemniej cze-
sto podczas analizy standéw granicznych korzysta sie z pewnych dopu-
szczalnych uproszczen tych postaci.

Dla kazdego analizowanego ksztattu H*uku oraz zatozonego réwno-
miernego obcigzenia na catej jego rozpietosci zastosowano réwnanie
zaleznosci granicznej w postaci:

Przedstawiono ogdélng metodyke postepowania przy okreslaniu prze-
krojow niebezpiecznych, jak roéwniez charakterystyczne (dla kazdego
ksztattu) rozwigzanie analityczne. M celu poréwnania otrzymanych

wynikéw rozpatrzono ksztatty Hukéw okreslone stosunkiem y. Dodat-
kowe warianty konstrukcyjne uzyskano poprzez zmiane rozpietosci +u-
ku oraz zmiane jego profilu (V25-V44). Wyniki przeprowadzonych ob-
liczen przedstawiono na wykresach, zas$ ich ocene - w koncowej cze-
$ci pracy.

1. Wprowadzenie

Przy wykonywaniu wyrobiska korytarzowego na réznych gtebokosSciach ist-

nieje tendencja do wytworzenia sie woké+ niego tzw. naturalnego sklepienia

cisnien. Sklepienie takie wg Satustowicza przyjmuje ksztatt zblizony do

elipsy, a wg protodiakonowa - do paraboli

[7]1. Z punktu widzenia samosta-
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tecznosci skat w otoczeniu wyrobiska korytarzowego, powyzsze ksztatty za-
ktadaja zachowanie naprezen $ciskajacych na obrysie wydomu wyrobiska. Na-
tomiast uwzgledniajac statyczna prace obudowy, jej konstrukcja powinna by¢
uksztattowana wg linii zapewniajacej przejmowanie odpowiednio wysokich
obcigzen, przy roéwnoczesnym szybkim wciagnieciu otaczajacych skat do pra-
cy w tréjosiowym stanie naprezenia. Linia konturu obudowy powinna wiec

by¢ zblizona do ksztattujacej sie samoczynnie krzywej naprezen w gérotwo-
rze. W pracy analizie poddano trzy rodzaje ksztattu *ukédw:

a) +tuk kotowy,
b) +uk eliptyczny,
c) +tuk paraboliczny.

Optymalizacje ksztakttu przeprowadzono wg kryterium stanéw granicznych.
W metodzie stanéw granicznych wyrézni¢ mozna:

a) stany graniczne nos$nosci, ktore charakteryzuje trwate odksztakcenie
spowodowane przekroczeniem granicy plastycznosci materiatu,

b) stany graniczne uzytkowania, w ktérych wystepuja przemieszczenia i
drgania uniemozliwiajace normalng eksploatacje konstrukcji.

Okreslenie nosnosci granicznej konstrukcji sprezysto-plastycznej osia-
gniete moze by¢ w dwojaki sposob [lo]. Oeden z nich polega na $ledzeniu
catego procesu zachowania sie konstrukcji pod dziataniem narastajacych
obcigzen zewnetrznych, poczagwszy od stanu idealnie sprezystego, poprzez
stany sprezysto-plastyczne az do stanu zniszczenia. Takie podejscie, wka-
Sciwe teorii odksztatcen sprezysto-plastycznych (w zakresie stusznosci
jej zwiagzkoéw), napotyka trudnosci matematyczne, ograniczajgce mozliwo$é
uzyskania rozwigzan konkretnych probleméw inzynierskich. Podejs$cie drugie,
reprezentowane przez teorie nosnosci granicznej, interesuje sie wytacznie
uktadem geometrycznie zmiennym (mechanizmem). Analize przeprowadza sie tu
opierajac sie na sztywno-plastycznym modelu materiatu i przy wykorzysta-
niu zwigzkéw teorii plastycznego ptyniecia. Podejscie to pozwala na sto-
sunkowo +atwe rozwigzanie problemu nosnosSci granicznej, ale nie moze do-
starczy¢ informacji o tym, jak konstrukcja zachowywata sie w stadiach po-
przedzajacych zniszczenie i czy nie utracita swej technicznej przydatno-
Sci wskutek wystgpienia innych zjawisk, jak np. niedopuszczalne zmiany
w geometrii.

2. Zalezno$ci graniczne przekrojow mimosrodowo $ciskanych

Rozré6zni¢ mozna cztery fazy pracy przekroju (rys. 1):

a) faza sprezysta,

b) faza sprezysto-plastyczna z jednostronnym uplastycznieniem,
c) faza sprezysto-plastyczna z obustronnym uplastycznieniem,
d) faza czysto-plastyczna.
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Rys. 1. Poszczeg6lne fazy pracy przekroju

a) faza sprezysta, b) faza sprezysto-jednostronnie plastyczna, c¢) faza
sprezysto-obustronnie plastyczna, d) faza czysto plastyczna

Fig. 1. Particular phases of the section work

a) the elastic phase, b) the elastic - one sided plastic phase, c) the
elastic - two sided plastic phase, d) the fuli plastic phase

Stan graniczny przekroju osiggniety moze by¢ jedynie wéwczas, gdy we
wszystkicn jego wkdknach naprezenia osiaggna granice plastycznosci. Waru-
nek uplastycznienia catego przekroju elementu mozna zapisa¢ w postaci
funkcji sit wewnetrznych, zwanej zaleznos$ciag graniczna:

M, N,T) =0 2.1)

Przy zatozeniu pominiecia wptywu naprezen stycznych na uplastycznienie,
warunek (2.1) uprosci sie. Sita poprzeczna T, posiadajaca charakter reak-
cji wewnetrznej, nie wptywa na uplastycznienie przekroju Cata teoria
nosnosci granicznej opiera sie na odpowiednio sformutowanej postaci zalez-
nosci granicznej. Zakres stosowalnosci roéwnan ograniczony jest zatozeniem:

a) o posiadaniu przez dany materiat konstrukcyjny wyraznej granicy pla-
stycznosci,
b) o "wyrdéwnaniu" naprezen w stanie granicznym.
Réwnania zaleznos$ci granicznych dla réznych profili [s] maja niekiedy
bardzo skomplikowang postaé. Przepisy wielu krajoéw [9] dopuszczaja przy-
jecie uproszczehn zalezno$ci granicznej w postaci (dla profilu dwuteowego):
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Il = % dla |n]« 0,15 No (2.2a)

Il - 1,10 in(l - dla 0,15 NO< M1« Mg @2.b"

Mn rys, 2 przedstawiono dwa
uproszczenia zaleznosci "jru-
nicznej dla profilu dwutcowejo.
Dokladne zalezno$¢ przedstawia
parabola; szod6cioket opisany
réwnaniami (2.20) i (2.2b)
oraz czworokat su kolejnymi
stopniami jej linearyzacji.

Nalezy zaznaczy¢, zc zalez-
nosci (2.2a) i (2.2b) dotyczy¢
noge tylke profili o wzglednie
duzy;.: promieniu krzywizny
r(r ~ Sli , i to wysokos$¢ pro-
filu).

Zgodnie z PN-R0O/D-03200,
cbliczanie konstrukcji budowla-
nych, do ktdérych zaliczy¢ nale-
zy obudowy d¥ugotrwatych wyro-
bisk goérniczych, wg stanu no$-
nosci granicznej sprowadza sie

do sprawdzenia warunku:
Rys. 2. Dopuszczalne postacie zalezno-

§ci granicznych momentu M od sity
osiowej M dla profilu dwuteowego 6 §;RU 2-3)
Fig. 2. Allowable limit dépendances dzie-
betwean the moment M and axial forco 9 )
N  for 1 - steel section 6 - naprezenie w kry tycz-

nym przekroju,
Ra " wytrzymatos$¢ oblicze-
niowa stali.
celu okreslenia naprezenia w przekroju krytycznym, w pracy [Cj pP-Y*
jeto model cia”a sztywno plastycznego ze wzmocnieniem (rys. 3) jako daje-
cy najlepsze przyblizenie do rzeczywistosci. Réwnania opisujeico nosnosc¢
graniczne profilu V mozna wéwczas przedstawi¢ w postaci:

N= (AL -A2 +£ .a .a) .Ro . .4)

M . SI & G2 ————cmeee ) _Re - N . a
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gdzia :

A. , o, " powierzchnia przekroju znajdujgca sie odpowiednio powyzej i
ponizej osi obojetnej,

- momenty statyczne powierzchni A., wzgledem osi obojetnaj,
- - powierzchnia przekroju poprzecznego,

- moment bezwtadnosci przekroju wzgledem osi x - X,

- granica plastycznosci stali,

- wytrzymatos¢ stali na rozcigganie,

- odlegtos¢ osi obojetnej od skrajnego wkdékna $Sciskanego

m " Ro c>

Rys. 3. Zalezno$¢ naprezenia 6 od odksztatcenia 6 odpowiadajace modelom

ciata
a" sprezystego, b " sprezysto-plastyczneno, c¢" sprezysto-p.lastyr.znejo zo
wzmocnieniem, d* sztywno-plaotycznego, aX sztywno-plasty cznego za wzmoc-
nieniom

Hz 3. Relationship between stress 6 and strain £ for the following models

a elastic, b " elastic-plastic, c) elastic-plastic with the strain hat-ie-
nut , d" rigid-plastic, o" rigid-plastic with the strain hardening
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Zaleznosci (2.4) i (2.5) opisuje w spos6b doktadny warunki roéwnowagi
sit osiowych i momentéw gnecych,, jodnak se dosy¢ ktopotliwe przy spraw-

dzaniu warunku no$noséci granicznej. Dlatego nowe wytyczne [2] proponuje
zapisywa¢ warunek ten w postaci:

a- +™~ R a . (* ¢n) 2.7)

"\, - wskaznik wytrzymatosci przekroju,
m - wspétczynnik Schaoferaj dla ksztattownikéw korytkowych m » 1,4.

Po przeksztatceniu wzoru (2.7) otrzymuje sie zalezno$¢ graniczne :

i- ir -1 (2-8>
przy czym w stanie nos$no$ci granicznej
$=° = W-1W- 1 -0 2*9 "
Zaleznos¢ (2.9) ma pewien wspodczynnik bezpieczenstwa w stosunku do
(2.4) 1 (2.5); miesci sie bowiem wewnetrz dopuszczalnego pola naprezen
opisanego tymi dwoma roéwnaniami.
3. Roéwnowaga graniczna 4uku - metodyka postepowania

Dla wycinke 4uku o réwnaniu osi y = f(x) pokazanego na rys. 4 wyraze-
nia na sity wewnetrzne przyjmuje postaé¢ [5]:

X -
M=1°+V . (x - XQ) - H.@ -yQ)-J ay0 - (x - X)dx -
X0
\
Jagxen . @ - vy 3.1)
0
N = v - J gy 0)dxd. sinot + jH +J gx(Y)dYj . cosot 3.2).
X0 ’ Vo
T =3V -3 qy(X)dxJ . cosot - jj) + j” gx(Y)dY”~ . sinot (3.3)
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Fig. 4. A secter of arch with the axis equation y = f(x)

gdzie :
ax(Y) 1 a”(x)

- oznaczaja obcigzenie ciagte przypadajace na jednostke

ddugosci odpowiednio pionowego i poziomego rzutu osi
tuku. pozostate wielkosci H°, V, H wynikaja z warun-
kéw rownowagi (dla uktadéw statycznie wyznaczalnych)
bagdz stanowig reakcje nadliczbowe (w uk#adach hiper-
statycznych). Kat nachylenia stycznej do osi #uku okre-
Slajag zwigzki :

& (3.5)
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Statycznie dopuszczalno pole sit wewnetrznych, opisane réwnaniami
i3.1)-(3.3, bedzie spedniono pod warunkiem nieprzekroczenia fi zadnym
orzek oju Huku zalezno$ci granicznej, co mozna zapisac:

(3.61

Poszukiwania najwyzszej ocony statycznej prowadzi do osiagniecia w co
najmniej jednym przekroju - kresu goérnego funkcji $ , co oznacza:

Metcdyka postepowania przy okraslaniu nosnosci granicznej 4uku (przy
przyjeciu jako zadowalajacego jogo rozwigzania statycznie dopuszczalnego)
przedstawia sie nastepujaco:

1) dla analizowanego 4uku dwuprzegubowego (z jedna roakcja nadliczbowg)
nalezy wypisa¢ réwnania roéwnowagi,

2) vyznaczy¢ rozktady sit uogdlnionych,

3) dla przyjetej postaci zaleznosci granicznej $ okresli¢ miejsce
ekstremum funkcji $ ,

4" dla okreslonych w punkcie 3 miajsc ekstremum funkcji $ obliczy¢
natozy wielkosci sit uogélnionych,

51 przyrowna¢ do zera (warunek roéwnowagi granicznej) funkcje $ w zna-
lezionych przekrojach niebezpiecznych,

1) okresli¢ wartos¢ reakcji nadliczbowej,

7) bezposrednio z warunku stanu granicznego nos$nosci w jednym z prze-
gubéw plastycznych obliczy¢é dopuszczalne obcigzenie 4uku.

Z uwagi na stosunkowo ktopotliwe poszukiwanie miejsca ekstremum zalez-
nosci granicznej $ oraz dodatkowo na niewielka zmiennos$¢ sit osiowych
wzdduz osi Htuku - mozna przyjaé miejsca ekstremum jako miejsca maksimum
momentu li. Dalsze postepowanie jest analogiczne do przedstawionego po-
wyzej .

4. Stan graniczny nos$nosci #4uku dwuprzegubowego

J

j dalszej czesci opracowania przeprowadzono rozwazania nad nosno$ciag
graniczng #4ukéw dwuprzegubowych o réznych ksztattach. Do analizy przyjeto
réwnomierne obcigzenie #4ukéw na catej ich rozpietosci. Reakcje nadliczbo-
wg stanowi kat zawarty miedzy reakcja poziomg i pionowg w przegubie (roz-
wigzanie dla #tuku kotowego i1 eliptycznego). Dodatkowe roéwnanie pozwalajag-
ce okresli¢ statycznie niewyznaczalng wielko$¢ uzyskano przy zatozeniu
przeksztaktcenia uktadu w mechanizm (a wiec osiggniecia stanu nos$nosci gra-
nicznej) o (n + 1) przegubach (n oznacza krotno$¢ statycznej niewyzna-
czalnos$ci). 0gd6lnie biorac, powstanie przegubu nadaje uktadowi dwa stop-
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nie swobody - sg to obroty i odksztatcenia osi Najmniejsza liczba

przegubdw powinna wiec wynosic

p-N _]] “.1

gdzie: [] - entier.

Okazuje sie jednak, ze zniszczenie #ukéw wystepuje praktycznie w wyni-
ku powstania wiekszej liczby przeguboéw, ktéorych potozenie osi obrotu-moze
by¢ zupei#nie dowolne. W takim przypadku niezbedna ilo$¢ przegubéw wynosi:

PQ =n +1 4.2)

Osiegniecie stanu réwnowagi granicznej w jednym przegubie (dla anali-
zowanego 4uku) nie wyczerpuje jeszcze zdolnosci przejmowania wiekszych ob-
cigzen statycznie dopuszczalnych. Dopiero z chwile uplastycznienia prze-
kroju wco najmniej (n + 1) przegubach uktad staje sie uktadem kinema-
tycznie zmiennym, a obciezenie powodujace ten stan stanowi statycznie do-
puszczalng nos$nos$¢ konstrukcji w warunkach roéwnowagi granicznej.

4.1. tuk kotowy - rozwigzanie analityczne

tuk kotowy przedstawiony na rys. 5 poddag/wﬂy jest réwnomiernemu obcigze-
niu na catej swojej rozpietosci.

Zgodnie z oznaczeniami wyrazenia no sity wewnetrzne (3.1) do (3.3)
przyjma postac :

M=Y . r . (sincCQ - sinot) + X . r . (cosoCO - cosot) - M (4.1.1)
N=Y . sinot + X . cosot - (4.1.2)
Wielkosci Mg i dla przyjetego uktadu obcigzenia wyrazaja sie wzo-
Mg = r2 J . cosJ) . (sinej) - sinot)dt]) (4.1.3)

[

*0
= r Jqg" . cos™l . sinotdcj) (4.1.4)
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Rys. 5. Dwuprzegubowy #uk kotowy poddany réwnomiernemu obcigzeniu na calej
swej rozpietosci

Fig. 5. Two-articulated circular arch loaded uniformly on its whole span

wzory te po przeksztatceniu maje postaci

Mg = - g g~r2(cos2t) - cos2C) -
qy . r2 . sinot(sinoCo - sinot) (4.1.5)
Ng = qy - r . sincE(sincCO - sincC) (4.1.6)

Z przedstawionego rysunku 5 wynika:

1= 2r . sino® (4.1.7)

y =y "1 - qy . r . sinot0 (4.1.8)
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Dodatkowg reakcja hiperstatyczna X przedstawiono jako funkcje kata
miedzy kierunkami dziatania reakcji w przegubie:
q -1
X = - - . tg%= qy . r . sin<*0 tg% (4.1.9)
Ze wzgledu na przyjecie jednego kierunku obcigzenia, dla przejrzysto-
Sci obliczen przyjeto:
9y = ¢ (4.1.10)

Wstawiajac zaleznosci (4.1.5)-(4.1.10) do réwnan (4.1.1)
uzyskano nastepujaca

i (4.1.2)
ich postac:

MiJ = g. r (cos<*o - cosec)

[sinoCo . tg% - ]-(cosoCO + cosatfj (4.1.11)
2
N&C = qr(sin<0 < tg5C = cosoC+ sin ob) (4.1.12)
W celu znalezienia miejsca ekstremum M & N obliczono:
= 9 e f2 e sinot[sinot0 . tgX- cosot]] (4.1.13)
%'glt q r . sin<c . [J2cosot - sinoCQ . tgZj (4.1.14)
Po przyréwnaniu do zera pochodnych (4.1.13) i (4.1.14) otrzymano:
M kstr ® V o<t =sinot0 . tg% (4.1.15)
Nakstr <=>ot= 0 V cosot :z sgnot_ ..tgZ (4.1.15)

Wida¢ wiec, ze jednym z przegubéw plastycznych bedzie miejsce geome-
tryczne okreslone katem <£= 0. Drugi

punkt znaleziono z warunku nos$nos$ci
granicznej dla <0 1 > 0:

#3—{5 fg-1

1+9
i = 0<> cosot = v
oC

14
. sinot . tgA (4.1.18)
u
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gdzie :

20 Tp - v (4.1.19)

Po znalezieniu miejsca ekstremum funkcji (4.1.18)" obliczono warto-
Sci sit uogélnionych w tym miejscu (4.1.11) i (4.1.12) i Wyznaczono za-
lezno$¢ granicznag (4.1.17) w postaci:

2
= —=9 i-b . f(G - 0)tg2X + (H - G)tgX +1-1]-1 (4.1.20)
4 _MQ . sin®
Podobng operacje wykonano dla ot= 0, tzn. obliczono M(ot= 0), N(oC= 0)

oraz ~((¢s 0) majece postac:

= q -w . [(P+P.)EgX+ R + R D)L -1 (4.1.21)
.sin <
gdzie:
E.F.G_.H_.1.P.PAR.I™ - se pewnymi funkcjami keta rozwarcia 4uku d@.

Po przyréwnaniu zaleznos$ci (4.1.20) i (4.1.21) znaleziono reakcje nad-
liczbowe X i bezposSrednio np. z (4.1.21) okreslono graniczne nosnos¢ 4uku:

4Mosin2db

B (4.1.22)
iI2[(P + PMtgX + R + rJ

Rys. 6. Analizowane konstrukcje dwuprzegubowego #*uku kotowego o =zadanej
rozpietosci

Fig. 6. Analysed constructions of two-articulated circular arch with the
given span
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Analize nosnosci granicznej 4uku kotowego przeprowadzono dla szesciu
réznych promieni okreslonych ketem olQ oraz dla oé$miu rozpietosci 1
okreslonych nizej podanymi zalezno$ciami:

aQ = k . 15 rys. 6 (4.1.23)

gdzie: k =1,...,6

1=3+n (4.1.24)
gdzie: N =0..... 7.
4.2. tuk eliptyczny - rozwigzanie analityczne

tuk eliptyczny (rys. 7) obcigzony réwnomiernie na catej rozpietosci,
opisany jest réwnaniem parametrycznymfe] w postaci:

X = A . sin«p (4.2.1)

y = B . cos<p (4.2.2)

Rys. 7. Dwuprzegubowy 4uk eliptyczny poddany réwnomiernemu obcigzeniu na
catej swej rozpietosci

Fi*. 7. Two-articulated elliptical arch loaded uniformly on the whole span
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gdzie :

A,E3 - to po6tosis elipsy odciete na osiach odpowiednio X i Y ukdadu
wsp6trzednych, zas - to ket zwarty miedzy po6dproste wychodze-
ce z poozetku uktadu wspoédrzednych a osie y. Stosujec podobny
tok postepowania, co dla #uku kotowego oraz wykorzystujec w za-
leznosiach (3.1)-(3.3) pochodne wyrazen (4.2.1) i (4.2.2), otrzy-
mano nastepujece wzory na sity wewnetrzne:

= g (cos<p - cosec [ABsin<ptgX - |-A7 (cos<p+ coscc)] (4.2.3)

Nrf IB . sineC . tgoC+A.siny. tgzl (4.2.4)

i YAk 282 2¢d a

Przy wyprowadzeniu réwnania (4.2.4) wykorzystano zwiezki (3.4) i (3.5),
majece dla #4uku eliptycznego postac:

COSE = .. P — — — -——- (4.2.5)
Va2 + B2 . tg2d

sinjt = B.r .t a n (4.2.6)
Va2 + B2 . tg2cat

gdzie :

fi - jest to ket zawarty miedzy proste styczne do #uku w miejscu okre-
Slonym ketem ot oraz proste réwnolegte do osi x przechodzece
przez zadany punkt stycznos$ci.

2 uwagi na niewielke réznice miedzy nos$noscie #+uku liczone wzgledem
przekroju, w ktérym zachodzi warunek roéwnowagi granicznej (2.9) oraz nos$-
noscie w miejscu maksymalnego momentu (przy wzro$cie ot od 15-90°, tzn.
przy wzroscie stosunku y dla elipsy, bted ten maleje od ok. 63 do ok.1%
- (rys. 8)), obliczono graniczne no$nos¢ H*uku w sposéb przyblizony, nie-
znacznie odbiegajecy od rzeczywistych wynikéw. To rozwiezanie przy sto-
sunkowo niewielkim bdtedzie jest znacznie prostsze rachunkowo, jakoze od-
pada koniecznos¢ liczenia skomplikowanej pochodnej (4.2.4). Po okresleniu
przekroju niebezpiecznego jako miejsca maksimum momentu za pomoce zalez-

nosci :

* =0 4.2.7)

ocCj,j - B. sintp . tc—y (4.2.8)
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Rys. 8. Zalezno$¢ btedu obliczeniowego przy przyjeciu przekroju niebez-
piecznego w miejscu maksimum momentu od wyniostos$ci +uku

Fig. 8. Dependence between analytical error for the plastic-section in
the place of maksimum moment and the depth of arch

obliczono wartosci sit uogélnionych w tych miejscach, po czym przyréwnano
obie zaleznos$ci graniczne:

N(«-0) M(«-0) 1 N(°C=otM) 429
N Mg No o \ ;

Po iteracyjnym rozwigzaniu réwnania (4.2.9) uzyskano z zedane doktadno-
Scie wielkos¢ reakcji nadliczbowej X . Nosno$s¢ graniczne #uku eliptyczne-
go okreslono z réwnania roéwnowagi granicznej dla ct= 0 lub dla <£=ctM.

I tak dla cC= 0 ma ona postac:

“ = lrrrAw (4-2-10)

gdzie:

A> i1 T - se to pewne state zalezne od keta rozwarcia , czyli w roz-
*
wiezamu elipsy zalezne od stosunku w Tub
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W celu poréwnania wielkosci dopuszczaln}sch obciezen, analityczne roz-
wigzanie elipsy opracowano dla stosunkow odpowiadajgcych okreslonym
katom rozwarcia w rozwigzaniu 4uku kotowego (rys. 9). Odpowiednia
relacja S dla kota wynosi:

cosat
sinaot (4.2.11)

Rys. 9. Analizowane konstrukcje dwuprzegubowego +*uku eliptycznego o zada-
nej rozpietosci

Fig. 9. Analysed constructions of two-articulated elliptical arch with the
given span

Dla elipsy zas, przy zatozeniu (ustaleniu):

A=1,5 + 0,5 n gdzie: n=0,...,7 (4.2.12)
otrzymano :
B=A .S (4.2.13)
lub
1 - cosoC
B - ~A"5 4+ °-5"> 2 _ sli-j (4.2.14)

Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 12.
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4.3. tuk paraboliczny - rozwigzanie analityczne

Dwuprzegubowy 4uk parabiliczny, obciezony réwnomiernie na catej swojej
rozpietosci (rys. 10) opisany jest roéwnaniem |V]:

fa -4 .2) (4.2.1)

Rys. 10. EV<uprzegubowy +uk paraboliczny poddany réwnomiernemu obciezeniu
na catej swej rozpietosci

Fig. 10. Two-articulated parabolical arch loaded uniformly on the whole
span

Pochylenie stycznej okreslaj? wzory (3.4) i (3.5), ktére przyjmuje po-
stac :

cosoC = (4.3.2)
VI + (B<]I>X)Z

8t]-
sinoc f (4.3.3)

VI ¢ @R F)2"
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Miejsce powstania przegubu plastycznego okreslone jest wspétczynnikiem
@, przy czym zgodnie z (rys. 10) :

PG<0. 1> (4.3.4)

Zaktadajec, ze przeguby powstaje w miejscu ekstremum momentu, z warun-
ku znikania tam sit poprzecznych T (3.3) otrzymano:

\Y% —qudx

- = tgot (4.3.5)
H +j gxdy
y_
Przy czymdC - to ket stycznosci, roéwny:
tgot= - 8t[>E =|x = -p ¢| = 4t]>p (4.3.6)

Po przeksztatceniu (4.3.5) i (4.3.6) uzyskano:
H = (4.3.7)
Zaleznos$¢ (4.3.7) ma sens tylko w przypadku osiegniecia przez uktad
stanu granicznego nosnosci w jednym z przekrojow pod wpktywem obciezenia g.

Wartos¢ sity osiowej w przekroju niebzepiecznym okreslono z zaleznosci
(3.2), ktora dla *uku parabolicznego ma postac:

Nx= |1 = 8~ + (4.3.8)

Okreslajec ekstremum sity osiowej w przedziale zmiennos$ci p uzyskano:

= 2cjopgl(1 + 1&p2p2) (4.3.9)

W przedziale okreslonosci p , rownanie (4.3.9) ma wartos$ci dodatnie, co
oznacza, ze sita osiowa rosnie od wartosci:

P=0 9N (4.3.10)

do wartosci:

P=1- v N-=jrGCp2 + I" (4.3.11)



Wptyw ksztattu +ukow.. 37

Wypisujac roéwnanie momentu wzgledem przekroju okreslonego parametrem
., przy spe#nieniu warunku (4.3.7) uzyskano zaleznos$¢:

M(P) =0 (4.3.12)
p e<o,i>

Z chwile osiegniecia przez #uk paraboliczny stanu granicznego nosnosci
powstanie przegubéw w miejscach p = o i p. 1 powoduje przeksztatcenie
istniejgcego ukdtadu w ukdad trojprzegubowy. W *uku takim wystepuje osiowy
stan obcigzenia, a krzywa cisnien pokrywa sie z osie H*uku we wszystkich
jego przekrojach W - W budownictwie przy projektowaniu osi #4ukéw dezy
sie do tego, aby rozktad naprezen we wszystkich przekrojach by+ mozliwie
réwnomierny, co zapewnia najlepsze wykorzystanie materiatu i wynikajece
z tego najmniejsze jogo zuzycie. Skuszne jest wiec ksztattowanie H*ukéw wg
przebiegu linii cisnien; przy analizowanym sposobie obcigzenia jest to
wtasnie parabola drugiego stopnia.

Ze wzgledu na osiowy stan naprezenia, zalezno$¢ graniczna ma postac:

=w -1a0 (4.3.13)
¢}

co umozliwia obliczenie dopuszczalnego obcigzenia:

Rys. 11. Analizowane konstrukcje duuprzogubowogo #uku parabolicznego o za-
dano] rozpietosci

Fig. 11. Analysed constructions of two-articulated parabolical arch with
the given 3pan
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8.Ng -t (4.3.14)

1Al + IGgR "

Podobnie jak w rozwiazaniach dla 4uku kotowego i eliptycznego, przyje-
to do obliczen rézne warianty ksztattu paraboli okreslone ketem rozwar-
cia dO dla 4uku kotowego (4.2.11) (rys. 11). Wyniki obliczen przedsta-
wiono na rys. 12.

Rys. 12. Zalezno$¢ nos$nosci granicznej q 4ukéw o réznym ksztakcie od ich
wyniostosci

Fig. 12. Dependence between limit load capacity g of the arches of diffe-
rent forms and their depth
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5. Wnioski koncowe

Na podstawie przedstawionego rozwigzania zagadnienia nos$nos$ci granicz-
nej dukéw o roéznych ksztattach sformutowaé mozna nastepujace wnioski:

1. Przedstawiony sposéb postepowania przy okreslaniu granicznej nosno-
Sci tuku stanowi rozwigzanie statycznie dopuszczalne spedniajgce jedynie
réwnania statyki. Otrzymany wynik jest najwyzszg ze statycznie dopuszczal-
nych ocen nosnosci. W pracy nie analizowano kinematycznie dopuszczalnego
pola przemieszczen (moze sie zdarzy¢, ze przy oszacowaniu statycznym no$-
nosci duku - jego pole przemieszczen okazuje sie kinematycznie niedopu-
szczalne [10]), ktdére dopiero w powigzaniu z rozwigzaniem statycznym
pozwoli oceni¢ $cisle nosnosS¢ konstrukcji.

2. Przyjecie przekroju niebezpiecznego w miejscu ekstremum momentu, a
nie w miejscu ekstremum zalezno$ci granicznej powoduje stosunkowo niewiel-
ki b#ad w ocenie nosnosci (rys. 8). Przedstawione rozwigzanie 4uku elip-
tycznego (rozwigzanie przyblizone) miesci sie w granicach tego bd#edu i do-
datkowo upraszcza tok obliczen.

Rys. 13. Zalezno$¢ maksymalnej nos$nosci 9raax dwuprzegubowego +4uku koto-
wego o okreslonym kacie rozwarcia o 6d jego rozpietosci dla rdéznych
profili V
Fig. 13. Dependence between maksimum load capacity <max of two-articula-
ted circular arch with the given obtuse angle oXRQ and its span for the
different V-stee.l sections
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1 2 3 4 5 6 7 8 O 1D
Rys. 16. Miejsca utworzenia przegubu plastycznego w zaleznos$ci od rozpie-
tosci dwuprzegubowego #uku kotowego o kecio rozwarcia <) = 75° dla anali-

zowanych granicznych profili V25-V44
Fig. 16. Dependence between the place of plastic-section and the span of

two-articulated circular arch with the obtuse angle aXQ = 75° for analysed
V25-V44 steel section
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Rys. 17. Miejsce utworzenia przegubu plastycznego w zalezno$ci od rozpie-
tosci dwuprzegubowego #uku kotowego o profilu V25 dla réznej jego krzy-
wizny
Fig. 17. Dependence between the place of plpstic-section and the span of
two-articulated circular arch with the V25 steel section for its deffe-
rent
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3. Ksztatt *Huku zasadniczo wptywa na wielko$s¢ granicznej nosnosci.
Najwyzszg nosnos¢ (rys. 12) praktycznie w catym przedziale j e (0 ‘m
posiada 4uk paraboliczny, w ktdérym istnieje osiowy stan naprezenia. Ola
tuku kotowego o zadanej rozpietosci istnieje pewien optymalny stosunek

przy ktérym Hduk osigga maksymalng nosnos¢. Przy sptaszczonych +ukach
(m£m<0,1) nosnos¢ graniczna #ukéw parabolicznego i kotowego jest zblizo-
na; jest to wynikiem dostosowania sie ksztattu paraboli do ksztattu kota
przy takiej wartosci y; 4uk eliptyczny ma najnizszg ocene nos$nos$ci przy
zadanym sposobie obcigzenia. Dla v/: i' co odpowiada przejsciu elipsy
w okrag, jej nosnos¢ jest identyczna z nos$noscia *uku kotowego, opartego
na poétokregu.

4. Dla zadanego stosunku vy, w przypadku kazdego #uku, wyzsza nos$nos¢
ma Huk o mniejszej rozpietosci (rys. 14).

5. No$nos$¢ graniczna +*uku kotowego o zadanym promieniu R jest odwrot-
nie proporcjonalna (nie liniowo) do jego rozpieto$ci, przy czym im pro-
mien mniejszy, tym nos$nos¢ wieksza (rys. 15).

6. Optymalna relacja y dla duku kotowego, przy ktérej +uk osigga
maksymalng nosno$¢, w miare wzrostu rozpietosci nieznacznie maleje (rys. 14).

7. Dla zadanego stosunku y miejsce tworzenia sie przegubu plastycz-
nego w miare wzrostu rozpietosci nieznacznie przesuwa sie w strone piono-
wej osi *uku. Wraz ze wzrostem y przegub plastyczny oddala sie od osi
fuku (rys. 15, 17).
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BJIHHHHE $OPMH APOK C nPO*HJIEM V HA HX nPEJffiJlbHyiO HArpy.SKy

Pe 3tome

0O6menpHMeHHeMHM jcperuieHHeM b ropHux BupaCoTKax hbjihbtch cTajibHbie panu
apOHHOO KpeiTH C npOAHJieM V. Hx KOHCTpyKTHBHHMH 3JieMeHTaMH HBIHIOTCH 3 HIH 4
apKH onnoaHHne 3afltHHHM pa”“aycoM, flaramae KOHiyp Boeit KOHCTpyKTHBHofl cacie-
mh Ojm3KHft k ceKTopy Kpyra. B paOoTe pacouaipaBaeTCH BO3fleOcTBae $opMu
apKH Ha ee napaMeipu KpenocTa.

AHa4H3y noflBeprHyiH Tpa po,na $opMH fIByxmapHapHOO apKH: KpyrroSpa3Haa,
sjiHnTHHecKaH, napaSojiaHecKaa. CpaBHZTelibHHM KpuTepneM npzHHTo coeioaHae
npeflejibHott narpy3KH KOHCTpyKiiaa. 9Ta Teopaa no3BOJiaeT onpeiejiaib ciaTaaecKa
.gonyoKaeMyio Harpy3Ky, BClieacTBae nero KOHCipyKitan - nyieM oOpa3osaHUh
cooTeTCTByioniero KOJiaaecTBa njiacTHHecKax ceaeHHa - ciaHOBHTOH reoMeipanecKa
H3MeHHB6MOO OHCIeMOft H He MGT OHTb HCn0JIb30BaHa OOrxaOHO lipHHHTOMy npefl-
HasHaneHHio.

XapaKiep pa6oibi paMbi apraoit jcpena b oohobhom 0TJiHtjaeiCH ot xapaKTepa
pafioTH flpyrax oiepacHeBbcc KOHCipyKuait. OTJiHHaiomefl aepioft HBjisesTCH 3”"eob
fleacTBHTejibiioe BliaHHae npoAOJibHHX ozji Ha Harpy3Ky apica.

1looTOMy jJopMy npefleJibHoft 3aBHCHMOOTH npeflCTaBjmeM KaK $yHKijHio h h3th-
6Bionero MOMeHTa, h npoflOJibHEDC ohji. OHa OuBaei ozena pacnapeHHoii, TeM He
MeHHe zacio, bo BpeMH aHaliH3a npeflejitHoro cootohhhh, nojib3yeMca HeKoiopuMa.
flonyoKaeMHMH ynpomeHHHMa 3iax epopM.

Jjih Ka3flo0 aHajin3npoBaHHOO (JopMbi apKH, a Taioce npaHHToft paBHOMepHoS
Harpy3KH Ha BceM npojieie, mu npaMeHajia ypaBHeHae npeflejibHoa 3aBHCHMOCTa
b $opMe:

llpeflGTaBjieHa o6gaa MeTo”HKa .neacmait npa onpe,nejieHHn onacHux cezeHHfi,
a Taiote xapaKiepHoe (ju KaaflOit $opMu) aHajiaiazecicoe peraeHHe. C uejibio opaB-
HeHHH nojiyzennhx pe3yjibiaTOB mu paccMOTpejia $opMu apoK, onpeaejieHHHe
cooTHomeHHeM j-» floOaBOZHue KOHCTpyKTHBHue BapnaiHiu mu nojiyzajia nyieM H3Me—
HeHHa npojieia apKH, a Taicsce H3MeHeHHH ero npalajiH.

Pe3yjibiaTu npoBefleHHUx noflczeTOB npeacTaBlieHu Ha rpa$HKaxt.a hx oaeHKa -
b 3aKJnoHnielibHoft zacia padoiu.
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INFLUENCE OF THE SHAPE OF THE V SECTION
ARCHES ON THEIR LIMIT LOAD CAPACITY

Summary

Steel arch lining with the V section is generally used in mining
excavations. It consits of three or four elements defined by a radius,
giving an outline of a whole construction system similar to circular
sector. In this paper the influence of the shape of the arch on its
strength parameters has been considered. Three kinds of the two-articu-
lated arch shape: circular, elliptical and parabolic have been analysed.
The state of extreme load capacity of the construction has been assumed
as a comparative criterion.

This theory allows to define statically acceptable load, as a result
of which - by forming an exact number of plastic sections the constructior
becomes a variable geometrical configuration and it cannot be used appro-
priately.

The work of the arch is quite different from other bar constructions
because of the essential influence of longitudinal forces on the arch
load capacity. Therefore the form of limit dependence stands as function
both of the bending moment and longitudional forces. This dependence is
sometime<S developed but during the analysis of the limit states some
allowable reductions of these forms are used.

For each analysed shape of the arch and assumed uniform load on its
whole span, an equation of the following limit dependence has been used:

General methodology of the procedure when defining plastic sections as
well as characteristic (for every shape) analytical solution have been
presented.

The shapes of the arches- defined by j, have been analysed in order
to compare the results obtained. Additional constructional alternatives
have been obtained through the change in the span of the arch and in its
steel section (V25-V44).

The results of the above made calculations have been presented on
diagrams and their analysis has been made at the end of this paper.



