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Kazimierz KURPISZ

OGOLNE ROZWIAZANIE ROMNA]} BILANSU ENERGII
W STANIE NIEUSTALONYM DLA WYMIENNIKOW CIEPLA

Streszczenia. W pracy przedstawiono metode, umozliwiajgacg wyzna-
czanTe'TozICEac[(Ow temperatur w stanie nieustalonym w wymiennikach
ciepta, dla ktorych uwzglednia sie wpkyw pojemnosci cieplnej prze-
grody. W tym celu ukdad rownan rézniczkowych sprowadza sie do ukta-
gu rownan catkowych i poszukuje sie ogélnego rozwigzania tego ukta-

u.

Wykaz oznaczeh*

Bi XS liczba Biota,
a2 L~ liczba Fouriera,
LA - liczba kryterialna,
L - ddugosd wymiennika,
T - zredukowana temperatura piynu,
w - predkos¢ phynu,
w - pojemnos¢ cieplna pitynu,
z F - zredukowany wymiar wzdduz przeptywu,
S - grubos$é przegrody,
- bezwymiarowy czas
*1 K1 B il
X2 % K1 Bi2 pomocnicze oznaczenia
= N
250 s Bl

y2 " K2 Bi2

Funkcje opisujace pole temperatur w wymienniku ciepta w stanie nieusta-
lonym otrzymuje sie z rozwigzania ukfadu réwnan czastkowych, bedacych réw-
naniami bilansu energii. Réwnania te wyprowadza sie przy typowych zatoze-
niach upraszczajacych [i]*- Ukkad taki, przy stakych strumieniach, mozna
sprowadzi¢ do uk#adu réwnan catkowych (por. [1])
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gdzie jadro
Ki3 -V+ Bij exp[-(Bi., + Big) T--H) exp Ki (Z-7)].

a * +1 odnosi sie do wymiennika wspotpradowego, V - -1 do przeciwpra-
dowego, za$ Zoi oznaoza wspédrzedna przekroju wlotowego do wymiennika.Réw-
nania powyzsze zostaly wyprowadzone przy zatozeniu, ze zredukowane tempe-
ratury w chwili poczatkowej réwnaja sie zero oraz przy warunkach brze-

gowych
T+ (Zoit% ) - @, i- 1,2, (1a)

Dotycza one przypadku pomijania wpdywu przewodzenia oiepta w przegrodzie,
co, jak wykazaty obliczenia, jest w pedni dopuszczalne.

Uktad réwnan (1) jest ukdadem réwnan catkowych typu Volterry 11 rodza-
jJu, ktdéry rozwigzuje sie metoda kolejnych przyblizen £2]. Kazde z roéwnan
jest w innym ukdadzie wspétrzednych, co uniemozliwia znalezienie rezolwen-
ty. Dla kazdej funkcji ~Cl) nalezatoby zatem szukad kolejnyoh przyblizen
od poczatku. Niedogodnos¢ te mozna jednak obejs¢, stosujac twierdzenie o
splocie i wykorzystujac liniowos¢ ukdtadu. Zaktada sie najpierw, ze

fgCt) - 0

wyznacza funkcje T?, a nastepnie przez symetryczng zamiane wskaznikow

przyjecie f.,(I) ® 0, wyznacza funkcje 3~. Rozwigzanie ujmujace wpiyw

obydwéch funkcji fA(t) uzyskuje sie przez superpozycje rozwigzan dla kaz-
dej funkq&i z osobna. W dalszej czesci przedmiotem rozwazan bedg tylko

funkcje Stosujac twierdzenie o splocie, funkcje T~CZ, t.) moga by¢ za-
pisane w postaci

Tixz, 1) - fo,(t-t) Wijiz, t) at 1- 1.2 (2)
Funkcje w~r(Z,X ), zwane wagowymi albo impulsowymi, sa rozwigzaniami ukda-
du () przy przyjeciu
f1CT -6(L)

gdzie« S (%; jest funkcja (dystrybucja) Diraca. Spedniaja one zatem ukdad
réwnan

2 Z t *
wo,u,t) -y o wil2, S**l forz-v)]
1=-1 Zol O
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K18aC*.T .* »t) d~de+tftt-TN Pol 2 exp(- K1 2 (©))
2 Z t
w2(Z, t ) / J Wi\ . B~r2 po2iT _12 *K2 jizZz,i »X
>1 Zo,, O L J

Jzyskane w ten sposéb przyblizenia funkcji Wagowych maja charakter uni-
wersalny. Mozna dla nich wyznaczy¢ og6lng zalezno$¢ na m-te przyblizenie.
Dalsze rozwazania ograniczone zostanag do wymiennika wsp6dpradowego
@.| * Zog ” 0, Wl a =+ 1). Mozna je takze =z powodzeniem, po pew-
nych modyfikacjach, zastosowa¢ do wymiennika przeciwpradowego.
Uktad réwnan (3) poddaje sie dwukrotnej transformacji Laplace®a wedtug
czasu i wspotrzednej przestrzennej, otrzymujac

. K1 B11
wli(g’ 8) mNO, S + KL f q)VS + Biy V Big) wi(q* a> +

K Bi *

Fa1747 s v 1+ 1)1 t+ siy v ow 2) "2(q* a» + k ., «+ el + q

O
K2 Bil
W2(gq* s) “ VPo2"s' +' gg V g) (s + Bit + Blg) w/ q' a> +

K> BiP
2__2 qu|
+ (Po2 s + K2 + q)Cs + Bil + Big) 2

S)

Z uk#adu (4) mozna wprost wyznaczy¢ V21 i Wg, ale analityozne znalezienie
retransformaty dla nich jest niemozliwe, stad ta droga jest mniej przy-

datna.
Dla uproszczenia zapisu wprowadzmy pomocnicze oznaczenia

x1 - K1 jji,," Xg - K1 Big, yl » Kg Bi” yg - Kg Big

*2 ” Bil + Big
/-
Rozwigzania uktadu (4) mozna poszukiwa¢ droga kolejnych przyblizen o-

trzymujao

*1tgq” a " Fo™" + ®1,m(q” &
a” @ g+ 0L D 5)

0o

w2({@, s) » N~ N 2,m(q« @)
m»0
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Tub
-K.Z
NZ.t ) =6"U -7?012 e 1 S, mvZ, X))

K=0
%0 ®

w2vz,t) N2>m(Z, X)

m=0

Szeregi N1 m i I0 sg stransformowang postacia rezolvventy ukdadu

(3), a ich skfadniki wyrazaja sie nastepujgcymi wzorami rekurencyjnymi [ZJ

N1,m “ yA :#ira-1 + x2 B2,m-1 (6)

A2m =yi ®Lm-1 +y2 *2,m-i’

gdzie:

Xl
1.0 (POl s K1+ a (s + x)

yi
2,0 Crols+KI + g)CP02 s + K2 + gqHs + X,

Funkcje te sg wielomianami, przy czym w kazdym sk#adniku pojawi sie wspot-
czynnik liczbowy, odpowiednia kombinacja liczb X.,, x0, y.,, y,, oraz jakas$
funkcja Z 1 t .

Gdyby wyrowadzie pewne funkcje o5 ,j,{Z,%) takie, ktorych trensforma-
ta dana bedzie wzorem

G, s) = T ——— 2 -w (@)
1¢ (Fole + KL +¢) “Fc”s i- +3)3 (s +x1
gdzie Kk jest sumg wyktadnikdéw wystepujacych przy Xg, y1, y2, to +a-

two mozna przez indukcje wykaza¢, ze K1lm * Np m zaPi3a™ mozna w po-
staci

N1FO(Z.t) » x, G2iqVZ,X)
N2°0CZ,t) =y, GAlZ.t)

ml m-21+1
N1,miz’t) “ *4 1 Gm+2,0 °*m,1, k+1 *

k 1 1 m-21-k+1 r
* X1 *2 yly2 k+1+1, m-k-I+iw
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mg m-21+2 \Y, 5,
- EZN,l.,« 41 ~ AKR-
0

1=1 k=

e Gk+1, m-k-1+2iZ,%

gdziei
ml = ent (™1), m2 = ent ,

za$ oce , @sa wspotczynnikami liczbowymi. Sposéb ich wyznaczania podaje al-
gorytm X.

W dalszej kolejnosci nalezy retransformowaé funkcje Gm n(g,s). W tym
celu wprowadza sie funkcje gleI(X), ktérych transformata dana jest zalez-
noscia

Sj -lis) = i r (9)

[(FOlI - Fo2) S + K1 - KIJI*3 (s + jeq)l

Rozwazany bedzie przypadek m> n . Gdy m<n, to z uwagi na sy-
metryczng posta¢ Gl n(Z,X), przez zmiane oznaczeh otrzymuje sie rozwa-
zany przypadek.

Jezeli =0, to, jak dtatwo sie przekonacé

W  2-*) atsprrr 3m-i,0 - Poi z>e’Kl 2 (10>
Wskaznik *m-1" przy funkcji gi ~Ct) uwzglednia juz fakt, ze przy G Qw
réwnaniu (8) wystepuje w potedze "m-1", stad i1 wykkadnik przy "s+iy

wynosi "'m-1".
Kolejne wyrazenia na Gm n(Z,X) mozna uzyska¢, wykorzystujac fakt, ze

J , _CFo?s + K )CZ -i?)
Gi,j+1CZ» 8) m Gifj(® di?

I -(*0.8 + K )(@Z ->2)
Gi+1,j(z»8) J Gi,j¢™ S) e ir2

Operacja ta polega za$ na wyznaczaniu catki typu

y -J z* e’ax d*.

0
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Poniewaz znany jest wzér ogélny na powyzsza catke, mozna podadé ogoélny
wzor na funkcje n(Z, »?)

K271 N
GhiB(z, t) - e 1 7 rafi+l a~ .1, U - P01 fr +
i-0
an
-z E
+ e 2 ~Dtnfk+tl AH.n_1f m+tn-k-1 iX “ Po22) fr
k-0

Spos6b wyznaczania wspotczynnikéw liczbowych i i # podaje algorytm I1.
Pozostato tylko wyznaczenie funkcji gl n('0. Podobnie jak poprzednio

rozwazany jest przypadek m > n.

Jezeli n =0, to

T ml XAt
Smo(T>“u™yre 3 H(t> <12>

gdzie H(t) jest funkcjg Heaviside®s.
Wyznaczenie funkcji eriyii(t) stanowi identyczny problem Gm n- Stad

gnNt) - H(t)[e 3 ]T TB +1 ii +
i-0 X
a3)
-y N dm-k-1 ki
+® 2”7 Xnk+l "57n-V-~' kij’

gdziei

Kl - K2
y - To ; - to2

d = Pol - Po2
X - d j3 - (K1 - Kg)

W ten sposéb wszystkie elementy funkcji w”Z.t) i WgCzZ.t) =zosta-
4y wyznaczone. Obliozenia catki (3) mozna przeprowadzi¢ dwojakoi albo wy-
korzystujac fakt, ze jedynie w funkcjach gi . wystepuje czas, wprost je
catkowa¢ (co np. jest szczegllnie proste, gdy f~t) jest funkcja skoko-
wg) albo numerycznie. Opracowanie procedur pozwalajacych na wyznaczanie
wspodczynnikéw of , 6 (wg algorytmu 1),y , € (wg algorytfiu I11), funkcji

Gi,j(za) @S d°). (11)). «ifi(t) (wg (12), (13)) oraz N, m(Z,t) i
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Ng (W8 wzoru (8)) nie przedstawia zadnyoh trudnosci, a czas obli-
czen kolejnych przyblizen na maszynie cyfrowej jest bardzo krotki.
Na wykresach 1 i 2 przedstawiono kolejne przyblizenie N i Ng.

81,«0,1 BI*AOI K,*4 K, =05 Fo,*O0M5  Fo," 0,096

Rys. 1. Kolejne przyblizenie funkcji N1 m

B4l 3@ K4 K€ b '@

Rys. 2. Kolejne przyblizenie funkcji Ng m

Jak wida¢, tworza one szeregi dobrze zbiezne dla niezbyt duzych cza-
sow. Dla czaséw bardzo duzych zbieznos¢ ta jest dos¢ staba, ale mozna w
tym zakresie zastosowa¢ rozwigzanie asymptotyczne lub, w szczegélnym przy-
padku np. skokowej zmiany temperatury na wlocie, rozwigzanie konstruowane
z dwu stron, tzn. od stanu poczatkowego 1 cu nowego stanu ustalonego. E-
fekt takiego postepowania pokazano na rys. 3, gdzie dobrg zbieznos¢(dla
skokowej zmiany temperatury na wlocie) osigga sie po 3-4 przyblizeniu.
Z uwagi jednak na proste i szybkie wyznaczanie kolejnych przyblizen po-
stepowanie takie moze okazac sie niepotrzebne.
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BL=01 Bi.~0,01 K*=4  K,*Q5 Fo,«0,115  F02«0.096

Rys. 3. Superpozycja rozwigzania konstruowanego od stanu
nowego stanu ustalonego

Algorytm 1 wyznaczania wspédczynnikow ce. i B.

i >U»K

ml = ent (~rO , m2 = ent

*1,1,1 = <111 “ 112 1

Dla > 2,3,«»
Dla i» 2,3,
~N2i-2,i,1 1
Dla i=1,2,...,m1
Pm,1,1 “1
am,1l,m =m
Am,1,m 1
im, 1,m1 > L

“m,11 “Pm-1,1,1

Dla m3 3,4....

poczatkowego

k . Kurpisz
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Dia i 22,3, ece m-1

«m,11 “«m-l,1,1-1 + m-1,1,1

im1, ml, m-2ml+3 * ~

Dla 1 *2,3, ee=.ml

Dla i» 1,2,eee m-21+3

m,1,1 ™ *13-1,1-1,1 + fm1,1,1

*m, 1,1 “ S*m-1,1,1

Dla m 3 4,5,ee
Dla 1» 2,3,...,m
Dla i « 2,3,ee=,m-21+2
**mfl fi “ **14-1,1,1-1 + I*m-1,1,1

Uwagat algorytm powyzszy ma do$¢ zdozong budowe z uwagi na to, ze jako
nadrzedny Indeks przyjeto tu numer kolejnego przybllzenla m'.
Znacznie go mozna uprosci¢, gdyby przyja¢ jako nadrzedny indeks "1"

Algorytm 11 wyznaczania wspétczynnikow 3L ~ i1 *lc
la i 3 1,2,,..,m
**1,1 “**im " 1

Dia i ™ 2,3, eee.m

Dla J = mra-1l,e..,2

*1,3-1 ““«i-i ,j-i +«i,j

Dla J - 1,2,,...m

Dla 1* 1,2,...,ra-1

*1,1+1 “ 0



130 K. Kurpisz

Dla | * 1 Xy |D
Dla 1»
Dla jmi1,2,....m1

i+1, j+1 © *i,j
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GENERAL SOLUTION OP THE ENERGY BALANCE-EQUATIONS
FOR HEAT EXCHANGERS IN NON-STEADY-STATE

Summary

In this paper a method for general solution of non-ateady temperature
field in heat exchangers with thiok walla is considered. For this purpose
the system of the differential equations is transformed to the system of
the integral equations and the general solution of the latter is sought.



