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Kazimierz KURPISZ

OGÓLNE ROZWIĄZANIE RÓWNA]} BILANSU ENERGII 
W STANIE NIEUSTALONYM DLA WYMIENNIKÓW CIEPŁA

Streszczenia. W pracy przedstawiono metodę, umożliwiającą wyzna­
cz anTe"TozlćEac[(Jw temperatur w stanie nieustalonym w wymiennikach 
ciepła, dla których uwzględnia się wpływ pojemności cieplnej prze­
grody. W tym celu układ równań różniczkowych sprowadza się do ukła­
du równań całkowych i poszukuje się ogólnego rozwiązania tego ukła­
du.
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- liczba Biota,

- liczba Fouriera,

- liczba kryterialna,
- długośó wymiennika,
- zredukowana temperatura płynu,
- prędkość płynu,
- pojemność cieplna płynu,
- zredukowany wymiar wzdłuż przepływu,
- grubość przegrody,
- bezwymiarowy czas

pomocnicze oznaczenia

Funkcje opisujące pole temperatur w wymienniku ciepła w stanie nieusta­
lonym otrzymuje się z rozwiązania układu równań cząstkowych, będących rów­
naniami bilansu energii. Równania te wyprowadza się przy typowych założe­
niach upraszczających [i]*- Układ taki, przy stałych strumieniach, można 
sprowadzić do układu równań całkowych (por. [i] )
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gdzie jądro

Ki3 - V ± Bij exp [-(Bi., + Big) (t -•$) exp Ki (Z-*)],

a * +1 odnosi się do wymiennika współprądowego, V - -1 do przeciwprą- 
dowego, zaś Zoi oznaoza współrzędną przekroju wlotowego do wymiennika.Rów­
nania powyższe zostały wyprowadzone przy założeniu, że zredukowane tempe­
ratury w chwili początkowej równają się zero oraz przy warunkach brze­
gowych

T± (Zoit% ) - (1), i - 1,2. (la)

Dotyczą one przypadku pomijania wpływu przewodzenia oiepła w przegrodzie, 
co, jak wykazały obliczenia, jest w pełni dopuszczalne.

Układ równań (1) jest układem równań całkowych typu Volterry II rodza­
ju, który rozwiązuje się metodą kolejnych przybliżeń £2]. Każde z równań 
jest w innym układzie współrzędnych, co uniemożliwia znalezienie rezolwen- 
ty. Dla każdej funkcji f^Cl) należałoby zatem szukaó kolejnyoh przybliżeń 
od początku. Niedogodność tę można jednak obejść, stosując twierdzenie o 
splocie i wykorzystując liniowość układu. Zakłada się najpierw, że

fgCt) - 0

i wyznacza funkcje T?, a następnie przez symetryczną zamianę wskaźników
2i przyjęcie f.,(l) ■* 0, wyznacza funkcje 3^. Rozwiązanie ujmujące wpływ 

obydwóch funkcji f^(t) uzyskuje się przez superpozycję rozwiązań dla każ­
dej funkcji z osobna. W dalszej części przedmiotem rozważań będą tylko 1
funkcje Stosując twierdzenie o splocie, funkcje T^CZ, t.) mogą być za­
pisane w postaci

1
T j X Z ,  1 ) -  f . , ( t - t )  W j i z ,  t )  a t  1 -  1 . 2  ( 2 )

Funkcje w^(Z,X ), zwane wagowymi albo impulsowymi, są rozwiązaniami ukła­
du (1) przy przyjęciu

f 1 ("l) -ó(t)

gdzie« S (%; jest funkcją (dystrybucją) Diraca. Spełniają one zatem układ 
równań

2 Z t *
w , u , t )  - y ;  f  / w j [ ,2 ,  -**-1 f o ^ z - v ) ]

1=1 Zo1 0
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K1§aC*.T .* » t) d ^ d ę + t f t t - T ^  Po1 Z) exp(- K1 Z) (3)
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Jzyskane w ten sposób przybliżenia funkcji Wagowych mają charakter uni­
wersalny. Można dla nich wyznaczyć ogólną zależność na m-te przybliżenie.

Dalsze rozważania ograniczone zostaną do wymiennika współprądowego 
(Zo.| * Zog ” 0, ■v’1 a = + 1). Można je także z powodzeniem, po pew­
nych modyfikacjach, zastosować do wymiennika przeciwprądowego.

Układ równań (3) poddaje się dwukrotnej transformacji Laplace'a według 
czasu i współrzędnej przestrzennej, otrzymując

K 1 B 1 1
wl ( q ’ 8) ■ no,' S + K1 f  q)VŚ + B iy  V Big) wi ( q * a> +

K Bi *
+ 1 7 ^ 7  s  v  r ,1 +  1 ) 1 * +  s i y  v  w 2 )  " 2 ( q *  a > +  k ,  « +  e 1  +  q

(4)
K2 B i 1

W 2 ( q * s )  “  V P o 2 " s ' + '  g g  V  ą )  ( s  +  B i t  +  B l g )  w / q '  a > +

Ki> BiP
--------------------------------------2 _ _ 2 ---------------------------------  w  Cq, S )

+ (Po2 s  + K2 + q)Cs + Bi1 + Big) 2

Z układu (4) można wprost wyznaczyć v?1 i Wg, ale analityozne znalezienie 
retransformaty dla nich jest niemożliwe, stąd ta droga jest mniej przy­
datna.

Dla uproszczenia zapisu wprowadźmy pomocnicze oznaczenia

x 1 - K1 j j i,,' Xg - K 1 B ig , y 1 » Kg B i ^  y g - Kg B ig

*2 ” B i1 + B ig

/ •
Rozwiązania układu (4) można poszukiwać drogą kolejnych przybliżeń o- 

trzymująo

*1tq’ a) " Fo'" q + ®1,m(q’ a)
m-0 (5a)

oo
w2(q, s) » ^ ^ 2,m(q« a)

m»0



124 V. Kurpisz

lub
-K.Z

^Z.t ) = ó'U - ?o1 Z) e 1 S, mvZ, X )
K=0

(5)90
W2vZ,t) N2>m(Z,X)

m=0

Szeregi N. i II0 są stransformowaną postacią rezolvventy układu l ,m ..

(3), a ich składniki wyrażają się następującymi wzorami rekurencyjnymi [2 J

N1 ,m “ y'Ą :łi,ra-1 + x2 B2,m-1 

^2,m = yi ®1,m-1 + y2 ^2 ,m -i’

( 6)

gdzie:
X1

1 , 0 (Po1 s -r K1 + a) (s + x-) 

yi
2,0 CFo1s +K1' + q)CPo2 s + K2 + qH s + X-,)

Funkcje te są wielomianami, przy czym w każdym składniku pojawi się współ­
czynnik liczbowy, odpowiednia kombinacja liczb X.,, x0, y.,, y„ oraz jakaś 
funkcja Z i t .

Gdyby wyrowadzie pewne funkcje G -  ,{Z,%) takie, których trensforma-i , j
ta dana będzie wzorem

G, s) =  T— --- 2---------- ----------w (7)
1 “ (Fo1e + K1 + c) ^Fc^s i- + ą )3 (s + x^)

gdzie k jest sumą wykładników występujących przy Xg, y1, y2, to ła­
two można przez indukcję wykazać, że K1 m * Np m zaPi3a  ̂można w po­
staci

N1f0(Z.t) » x, G2 iqVZ,X)
N2’0CZ,t) = y, G ^ l Z . t )

m1 m-21+1
N1,miZ’t) “ *4 1 Gm+2,0 °*m,l, k+1 *

I-i k=0 , %(8)
k 1 1 m-2l-k+1 r

* X1 *2 y1 y2 k+1+1, m-k-l+iw
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m2 m-21+2 v „
- j r  Z N , ! . ,«  4  1 ^ 21_kł2 •

• Gk+1, m-k-l+2iZ,'t

gdzie i
m1 = ent (^^1) , m2 = ent ,

z a ś  oę , (?> są współczynnikami liczbowymi. Sposób ich wyznaczania podaje al­
gorytm X.

W dalszej kolejności należy retransformowaó funkcje Gm n(q,s). W tym 
celu wprowadza się funkcje g. H(X), których transformata dana jest zależ-1 f Jnoscią

Sj -lis) = —--------------  1-----—----------------r  (9)
^  [ ( F 0 l  -  F o 2 )  s  +  K 1 -  K J * 3 ( s  +  j c -j ) 1

Rozważany będzie przypadek m >  n . Gdy m <  n, to z uwagi na sy­
metryczną postać Gffl n(Z,X), przez zmianę oznaczeń otrzymuje się rozwa­
żany przypadek.
Jeżeli n=*0, to, jak łatwo się przekonać

W 2- * )  a ł s p r r r  3m -i,o -  Poi z> e’ Kl 2 (10>

Wskaźnik "m-1" przy funkcji gi ^Ct) uwzględnia już fakt, że przy G^ Q w 
równaniu (8) występuje w potędze "m-1", stąd i wykładnik przy "s+iy 
wynosi "m-1".

Kolejne wyrażenia na Gm n(Z,X) można uzyskać, wykorzystując fakt, że

, -CFo?s + K )CZ -i?)
Gi,j + 1CZ» 8) mJ Gifj(̂  8) e dl?

f - , -(*0.8 + K )(Z ->2)
Gi+1,j(Z»8) “J Gi,j(** s) e ir2

Operacja ta polega zaś na wyznaczaniu całki typu

y - j  z* e”ax d*.
0
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Ponieważ znany jest wzór ogólny na powyższą całkę, można podaó ogólny 
wzór na funkcję n(Z, »?)

_K 2 ^“1 ^
tB( z ,  t ) - e 1 ^  rafi+1 a ^ . 1 , U  - P01Z) fr +Gm

i-0

(1 1 )
— Z ]£

+ e 2 ^ D t nfk+1 Ą,H.n_1f m+n-k-1 iX “ Po2Z) fr 
k-0

Sposób wyznaczania współczynników liczbowych i i #  podaje algorytm II.
Pozostało tylko wyznaczenie funkcji gffl n("0. Podobnie jak poprzednio 

rozważany jest przypadek m >  n.
Jeżeli n = 0, to

-r m-1 “X-jt
Sm,o(T> “ u ^ y r e 3 H (t> <12>

gdzie H(t) jest funkcją Heaviside's.
Wyznaczenie funkcji e (t) stanowi identyczny problem G . Stąd niyii m,n

g ^ t )  -  H (t) [e  3 ] T  TB +1 j j  +
i -0  x

- y ^  dm-k-1  ̂ki
+ ® 2 ^ Xn,k+1 "57n-V-~' k i j ’

(13)

gdzie i
K1 -  K2 

y -  To ; - t o2

d = Po1 - Po2 
x - d jc3 - (K1 - Kg)

W ten sposób wszystkie elementy funkcji w^Z.t) i WgCZ.t) zosta­
ły wyznaczone. Obliozenia całki (3) można przeprowadzić dwojakoi albo wy­
korzystując fakt, że jedynie w funkcjach gi . występuje czas, wprost je 
całkować (co np. jest szczególnie proste, gdy f^t) jest funkcją skoko­
wą) albo numerycznie. Opracowanie procedur pozwalających na wyznaczanie 
współczynników of , ¡6 (wg algorytmu I), y , 9£ (wg algorytfiu II), funkcji
Gi,j(z«t:) (WS d°). (11)). «ifj(t) (wg (12), (13)) oraz N., m(Z,t) i
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Ng (w8 wzoru (8)) nie przedstawia żadnyoh trudności, a czas obli­
czeń kolejnych przybliżeń na maszynie cyfrowej jest bardzo krótki.

Na wykresach 1 i 2 przedstawiono kolejne przybliżenie N^ i Ng.

81,« 0,1 B l^Ą O I K,*4 K, = 0,5 Fo, * 0,M5 Fo," 0,096

Rys. 1. Kolejne przybliżenie funkcji N1 m

Bi., «0,1 81** 0,04 Kt*4 K, = 0,5 Fo,-0,115 Fo," 0,0<„u

Rys. 2. Kolejne przybliżenie funkcji Ng m

Jak widać, tworzą one szeregi dobrze zbieżne dla niezbyt dużych cza­
sów. Dla czasów bardzo dużych zbieżność ta jest dość słaba, ale można w 
tym zakresie zastosować rozwiązanie asymptotyczne lub, w szczególnym przy­
padku np. skokowej zmiany temperatury na wlocie, rozwiązanie konstruowane 
z dwu stron, tzn. od stanu początkowego i cu nowego stanu ustalonego. E- 
fekt takiego postępowania pokazano na rys. 3, gdzie dobrą zbieżność(dla 
skokowej zmiany temperatury na wlocie) osiąga się po 3-4 przybliżeniu.
Z uwagi jednak na proste i szybkie wyznaczanie kolejnych przybliżeń po­
stępowanie takie może okazać się niepotrzebne.
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Rys. 3. Superpozycja rozwiązania konstruowanego od stanu początkowego i
nowego stanu ustalonego

Algorytm I wyznaczania współczynników oę. . , i B. .i >u»K

m1 = ent (^rO , m2 = ent

* 1 ,1 ,1  = <*1,1,1 “ ^*1,1,2 1

Dla ni =» 2, 3,««»

Dla i » 2,3,

^2i-2,i,1 “ 1

Dla i = 1,2,...,m-1

Pm,1,i “ 1

a m,1,m => m

 ̂m,1,m - 1

î m, 1 ,m+1 » 1

^m , 1,1 “ Pm-1,1,1 

Dla m 3 3 , 4 . ...



Dia i =* 2,3,••• ,m— 1

«m, 1,1 “ «m -l, 1,1-1 + m-1,1 ,1

î m-1, ml, m-2m1+3 * ^

Dla 1 ** 2,3, • • • ,m1

Dla i » 1,2,•••,m-21+3

^m,1,1 "“ *13-1,1-1,1 + f*m-1,1 ,1

**m, 1,1 “ S*m-1,1,1 

Dla m 3 4,5,•••

Dla 1 » 2,3,...,m1

Dla i « 2,3,•••,m-21+2

**mf l f i  “ * * 1 4 - 1 , 1 ,1 - 1  +  I * m - 1 ,1 , 1

Uwagat algorytm powyższy ma dość złożoną budowę z uwagi na to, że jako 
nadrzędny Indeks przyjęto tu numer kolejnego przybliżenia "m".
Znacznie go można uprościć, gdyby przyjąć jako nadrzędny indeks "1"

Algorytm II wyznaczania współczynników “JL ^ i * ±,lc

lla i 3 1,2,,..,m

**1,1 “ **i,m " 1 

Dia i ** 2,3, • • • ,m

Dla j = m,ra-1,♦..,2

*1,3-1 “'«i-i ,j-i + «i,j 

Dla j - 1,2,„..,m

*1,1+1 “ 0
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Dla 1 ** 1,2,...,ra-1
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Dla i  * 1 • •• |D)

Dla 1 »

Dla j m 1,2,...,m-1

i+1, j+1 “ *i,j
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OEOHEHHHE PEEEHHE yPABHEHHft EAJIAHCA 3HEPrHH 
flJIfl TEHJIOOBMEHHHKOB B HECTAIiHOHAPHOM COCTOHHIffl

P e 3 » u  e

B pafioTe onucano ueio,n o6o3namaaun leunepaTyp b lenjtooBueHHHKajc c 
tojiciłohi cTeHKaua b aeciaiiBOBapBOM ooctoahhe. fljta aioro OHOiewy iH$$epeH- 
UaazBHtoc ypaBHeHHii CamaHca aneprHH npeo0pa3OBaHO b cnoxeuy HHierpajiBBHx y— 
paBHeHna H pemeHO b oOoÓiąeHBOU BH^e.

GENERAL SOLUTION OP THE ENERGY BALANCE-EQUATIONS 
FOR HEAT EXCHANGERS IN NON-STEADY-STATE

S u m m a r y

In this paper a method for general solution of non-ateady temperature 
field in heat exchangers with thiok walla is considered. For this purpose 
the system of the differential equations is transformed to the system of 
the integral equations and the general solution of the latter is sought.


