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PRZEDMOWA

Oddajemy w rece specjalistow z dziedziny mechaniki pozycje o wyjatko-
wym znaczeniu.
Praca ta, poza niewatpliwymi walorami naukowo-dydaktycznymi, uzasadnia-

jacymi wydanie jej w naszych zeszytach, nalezy do pos$miertnej spusécizny

prof. dr inz. Wiodzimierza BURZYNSKIEGO. Nieoczekiwana choroba i $mier¢
uniemozliwity prof. Witodzimierzowi Burzyriskiemu wydanie Mechaniki uktadow
odksztatcalnych - efektu swojej diugoletniej pracy naukowo-dydaktycznej,
przeprowadzonej na Politechnikach Lwowskiej i $laskiej.

Publikacje wydajemy w wersji oryginalnej, opracowanej przez prof. Wto-
dzimierza Burzynskiego. W zwigzku z tym w pracy nie Jest stosowany uktad
jednostek SI.

Wydanie tej pracy nieprzypadkowo zbiega sie z dwudziestoleciem Pol-
skiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. Pragniemy w ten
spos6b ztozy¢ hotd pamigci wielkiemu Uczonemu i Cztowiekowi, ktéry od 1966
roku byt Cztonkiem Honorowym PTMTSu.

Przypuszczamy, ze poprzedzenie pracy "Sylwetka” skre$long onegdaj przez
orof. dr inz. M.T. Hubera i wspomnieniem po$miertnym napisanym przez prof.
dr inz. Mariana Janusza przyblizy wspétczesnemu czytelnikowi osobowos$¢ te-
go wielkiego Uczonego.

Réwnoczeénie serdecznie dziekuje Pani Irenie Burzynskiej za zaufanie i

udostepnienie materiatéw, ktére ztozyty sige na niniejszg edycje.

Doc. dr inz. J6zef Wojnarowski

Przewodniczgcy Gliwickiego Oddziatu PTMTS

Gliwice, sierpien 1977 r.






Prof. dr WLODZIMIERZ BURZYNSKI

Sylwetka wybitnego wspoétczesnego inzyniera-badacza

Sposréod wielu setek studentéw wydziatu Inzynierii Politechniki Lwow-
skiej w okresie mej dziatalnosci na katedrach Mechaniki w tej uczelni
Witodzimierz Burzyhski wyrézniat sie szczegodlnie wybitnym uzdolnieniem i
zamitowaniem do pracy badawczej w dziedzinie zagadnien Mechaniki Tech-
nicznej jako gtéwnej podstawy naukowej wielu dziatéw techniki. Jego walo-
ry naukowe rozwijaty sie szybko i pieknie w latach kiedy pracowal jako moj
asystent. Widomym dowodem tego byta Oego praca doktorska nt. "Studium nad
hipotezami wytezenia", ktérej temat byt jednym z kilku obmys$lonych prze-
zen samodzielnie i przedtozonych mi do wyboru. Juz w tej pracy miesci sie
idea uogélnienia hipotezy energetycznej z r. 1904, ogtoszonej przeze mnie
i uznanej obecnie prawie powszechnie, z zastrzezeniem stosowalnos$ci tylko
do metali elastoplastycznych - uogélnienia takiego, ktoére by byto stoso-
wane do innych materiatéw technicznych makroizotropowych , jak kamienie,
beton itp. Burzynski uprzedzil te prace ogtoszenie niemal identycznego po-
mystu naukowego przez przodujgcego obecnie badacza - prof. F. Schleichera.

Jego zmyst krytyczny, wyostrzony pézniej studiami specjalnymi za gra-
nice jako stypendysty i gruntownym przygotowaniem matematyczno-przyrodni-
czym, przebija z kilku publikacji naukowych, jak np. "0 wyboczeniu po-
sprezystym" (1930), "O ograniczeniach twierdzenia Castigliano'a”, “W spra-
wie naprezen w przegrodach" (1931) 1 innych.

Nalezy zwréci¢ uwage na wysokie walory Jego pracy habilitacyjnej nt.
"0 rozwinieciu potencjatu sprezystoéci", chociaz teorii tam przedstawio-
nej nie wyzyskat po6zniej technicznie, jak mozna sie byto spodziewaé¢; nie-
watpliwie z powodu nawatu tematéw konkretnych, JakieMu nastreczata prak-
tyka inzynierska w wielkim stylu. Tak powstata "Nowa metoda obliczenia i
wykonania tuku betonowego i zelbetowego" (1936) oraz szereg innych grun-
townych i twoérczych prac, ktérych nie moge wymienic, piszac ten artykut

na wczasach wakacyjnych.

Prof. W. Burzynski zdradzat czesto swg rozlegta i gruntownag wiedze w
recenzjach, ksigzkach i pracach z réznych dziedzin mechaniki technicznej,
ogtoszonych w kraju i za granicag. Po mistrzowsku wytawiat przy tym uster-

ki nieraz nie dostrzegane przez wielu specjalistow.
Zdaniem moim prof. W. Burzynski nalezy do grona - niestety bardzo
uszczuplonego przez wojnge - najwybitniejszych naszych inzynieréw-badaczy

starszej generacji. Jego znaczenie dla wspéiczesnego gospodarstwa pan-
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stwowego polega nie tylko na warto$ciach czesto naukowych, jakie wykazat,
ale takze na wieloletnim dos$wiadczeniu jako wybitnego twdérczego konstruk-
tora, tj. inzyniera, ktéry podstawy naukowe techniki umie wyzyska¢ znako-

micie w zaprojektowaniu i wykonaniu budowli inzynierskich.

/-/ Prof. dr inz. M.T. Huber

Zakopane, 25 lipca 1950 r.

"Anna - Maria"



WELODZIMIERZ BURZYNSKI - WSPOMNIENIE POSMIERTNE*"

Profesor zwyczajny mechaniki technicznej, docent habilitowany mechani-
ki kontinéw, doktor nauk technicznych, inzynier drég i mostow - Wiodzi-
mierz BURZYNSKI - urodzit sie w Przemy$lu 29 kwietnia 1900 r. Do szkoty
Sredniej uczeszczat w PrzemyS$lu, gdzie w 1918 r. ztozyt egzamin dojrzato-
§ci. Studia wyzsze odbyt na Wydziale Inzynierii Ledowej i  Wodnej Poli-
techniki Lwowskiej ; dyplom inzyniera drég i mostow uzyskat w 1925 r. Od-
byt ponadto dodatkowe studia w latach 1928/29 na Uniwersytecie w Getyndze
i na Politechnice w Zurichu Jako stypendysta 6wczesnego Funduszu Kultury
Narodowej.

Prof. dr inz. Witodzimierz BURZYNSKI od roku 1922 do roku 1939 pracowat
bez przerwy na Politechnice Lwowskiej, przechodzec kolejne stopnie nauko-

we w Katedrze Mechaniki. Samodzielne wyktady rozpoczet prof. BURZYNSKI w

1927 r ., prowadzec je w zakresie réznych gatezi mechaniki na Wydziale Me-
chanicznym oraz Wydziale Inzynierii Ledowej i Wodnej Politechniki Lwow-
skiej .

Prof. W. BURZYNSKI posiadat wszystkie stopnie akademickie w  polskim
szkolnictwie wyzszym. Na doktora nauk technicznych promowal sie w Poli-
technice Lwowskiej 5 maja 1928 r ., na docenta mechaniki kontinéw habili-
towat sie réwniez w tej uczelni 8 listopada 1933 r. Na profesora nadzwy-
czajnego Katedry Mechaniki Technicznej na Wydziale Mechanicznym Politech-
niki Lwowskiej powotany zostat 29 wrzednia 1934 r.

Okres wojny i poczetek okresu powojennego, tj. czas od wrzes$nia 1939 r.
do lipca 1946 r. spedzit prof. BURZYNSKI we Lwowie, sprawujec obowiezki
profesora Katedry Mechaniki Technicznej, ponadto dziekana Wydziatu Mecha-
nicznego , a takze dyrektora wzglednie zastepcy dyrektora Lwowskiego In -
stytutu Politechnicznego, na ktéry zamieniona zost8ta Politechnika Lwow-
ska po objeciu jej przez wtadze radziecke.

W potowie lipca 1946 r. przybyt prof. W. BURZYNSKI do Gliwic, gdzie
objet stanowisko profesora zwyczajnego i kierownika Katedry Mechaniki
Technicznej na Wydziale Mechanicznym Politechniki $leskiej , ktéore to ka-
tedrg zorganizowat, stawiajec Je na bardzo wysokim poziomie naukowym i
dydaktycznym, tecznie z nowoczesnym laboratorium wytrzymatosciowym. Przy-
gotowat tutaj do pracy naukowej i dydaktycznej w zakresie mechaniki tech-

nicznej caty zastep pracownikéw, a miedzy nimi dzisiejszych docentéw i

~"Wygtoszone na posiedzeniu Oddziatu PTMTS dnia 5.X.1970 r. przez prof.
dr inz. M. ¢(lanusza i opublikowane w zeszytach Mech. Teoret. i Stos. 2,9
(1971) s. 227-229.
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profesoréow. Byt réwniez dyrektorem Zaktadu Badania Materiatéw Politechni-
ki Sleskiej, ponadto wspé6torganizatorem Poradni Racjonalizatorskiej przy
tym zaktadzie.

Od roku 1936 byt prof. BURZYNSKI stalym cztonkiem Polskiego Komitetu
Normalizacyjnego i przewodniczyt jednej z Podkomisji Komitetu. W 1928 r.
zostat zaproszony do wspotpracy z wydawnictwem "Zentralblatt far Mecha-
nik". W 1938 r. zostat mianowany cztonkiem korespondentem o6éwczesnej Aka-
demii Nauk Technicznych oraz wspdipracownikiem Komisji Technicznej Pol-
skiej Akademii Umiejetnoséci. Byt cztonkiem czynnym $lesko-Debrowskiego To-
warzystwa Naukowego i cztonkiem zatozycielem Polskiego Towarzystwa Mecha-
niki Teoretycznej i Stosowanej. W dniu 28 maja 1966 r. na wniosek Oddzia-
tu Gliwickiego tego Towarzystwa prof. dr inz. Wtodzimierz BURZYNSKI zo-
stat obrany cztonkiem honorowym Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teore-
tycznej i Stosowanej.

Prof. BURZYNSKI wydat drukiem ponad 30 oryginalnych prac naukowych w
zakresie mechaniki oérodkéw ciegtych. Rezultatami swoich prac przyczynit
sie bardzo powaznie do rozwoju nauki polskiej w danej dziedzinie, rozsta-
wit Jej imie w skali ogélnokrajowej oraz pcza granicami kraju.

Oako bsdacz naukowy najwyzszego stylu ujawnia sie Wtodzimierz BURZYN-
SKI przede wszystkim w swoich pracach traktujeoych o wytezeniu. Prace te
kwalifikuje ich autora do grona najpowazniejszych znawcéw tej gatezi wie-
dzy i zapewniaje mu najbardziej poczesne miejsce w literaturze przedmio-
tu. Mozna z cate pewnoscie twierdzi¢, ze w pracach swoich nad wytezeniem
podezat BURZYNSKI po linii wytyczonej przez swojego mistrza Maksymiliana
Tytusa Hubera, a prowadzecej do ustalenia hipotezy wytezenia mozliwie naj-
bardziej zgodnej z wynikami dos$wiadczalnymi. Idee hipotez wytezenia usi-
towat W. BURZYNSKI skutecznie rozszerzyé¢ w kierunku postawienia hipotezy
uniwersalnej, nadajecej sie réwnoczeénie do materiatéw plastycznych i kru-
chych. Ukoronowaniem tych prac byto "Studium nad hipotezami wytezenia",

(Akademia Nauk Technicznych, Lwéw 1929). W $lad za te prace poszty dalsze

o podobnej tematyce, jak np. "Teoretyczne podstawy hipotez wytezenia—
("Czasopismo Techniczne" , Lwéw 1929) oraz "Uber die Anstrengungshypothe-
sen", "Schweizerische Bauzeitung" (1930 r.).

Druge grupe prac naukowo-badawczych prof. BURZYNSKIEGO stanowie prace
z zakresu sprezystos$ci. Se to prace pionierskie Jak na czasy, w jakich
powstaty, nie zatracajece jednak swojej wartosci i obecnie.

Odznaczaje sie one szczegdlnie precyzyjne analize matematyczne, wyni-
kajece z gtebokiego merytorycznego ujecia tresci rozwiezanych zagadnien.
Interesuje sie BURZYNSKI w tej grupie swoich prac specjalnie metodami e-
nergetycznymi, a ws$réd nich dwoma twierdzeniami minimalnymi teorii spre-
zystodci i zastosowaniem ich do rozwigzan przyblizonych. Mozna tu wyréz-
ni¢ nastepujece pozycje: "O ograniczeniach twierdzenia Castigliano" (Cza-
sopismo Techniczne, Lwéw 1931 r.), "O rozwinigciu potencjatu sprezysto-

$§ci" (Akademia Nauk Technicznych, Lwéw 1932 r.), "O dwoéch twierdzeniach
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minimalnych teorii sprezystoéci i zastosowaniu ich do rozwigzan przybli-
zonych" (Czasooismo Techniczne, Lwéw 1933 r.), “Przyblizone metody teorii
sprezystos$ci” (zycie Techniczne, Lwéw 1934 r.). Po wojnie pojawita sie

jedna z powazniejszych prac prof. BURZYNSKIEGO pod tytutem “0 niektérych
niedomaganiach i koniecznych uzupetnieniach de Saint-Venantowskiej teorii
pretéw prostych" (Wroctawskie Towarzystwo Naukowe, Wroctaw 1951 r.).

Poza pracami wymienionymi pojawit sie caty szereg innych prac teore-
tycznych i praktycznych. Niezaleznie bowiem od pracy czysto naukowej i dy-
daktycznej prof. BURZYNSKI miat rozlegte praktyke zawodowe w dziedzinie
budownictwa ledowego i wodnego, jak budowy drég, tuneli, mostéw, przegréd

dolin itp. Byt autorem kilkunastu powaznych projektéw budowlanych, miedzy

innymi byt posiadaczem rekordu rozpietosci w budownictwie zelbetowym w
Polsce z tytutu wykonywania projektu mostu tukowego na Sole w Tresnej-
Czernichowie i kierownictwa budowy tego mostu. Wystepowat czesto jako rze-

czoznawca przy budowie wielkich obiektéw, np. przegréd dolin w Porebce i
Roznowie.

W powiezaniu z dziatalno$cig inZzyniersko-konstrukcyjne prof. BURZYN-
SKIEGO mozna wymieni¢ dla przyktadu nastepujace publikacje: "Z teorii tu-

kéw bezprzegubcwych. Ksigga pamigtkowa ku uczczeniu prof. dra inz, M. Thul-

tiego" (Lwéw 1931), "Nowa metoda obliczania i wykonania tuku betonowego i
zelbetowego", Referat na |l Zjazd Inzynieré6w Budowlanych w Katowicach -
1935 r ., "W sprawie naprgezen w przegrodach" (Czasopismo Techniczne, Lwow
1931 r.).

Wéréd publikacji naukowych prof. BURZYNSKIEGO znajdujg sie ponadto po-
zycje z zakresu wyboczenia takze posprezystego, z dziedziny zagadnien pty-
towych, teorii powtok cienkos$ciennych i inne.

Prof. BURZYNSKI byt $wietnym wyktadowca i wychowawca wielu pokoleA stu-
denckich oraz inzynierskich. By} autorem dwéch skryptéw z Mechaniki Ogél-
nej i z Wytrzymatosci Materiatow.

Nalezy jeszcze na zakonhczenie zauwazyé¢, ze po przybyciu w 1946 r. do
Gliwic i objeciu stanowiska profesora zwyczajnego i kierownika Katedry
Mechaniki Technicznej na dawnym Wydziale Mechanicznym Politechniki $lg-
skiej, i/rof. BURZYNSKI byt bardzo aktywny naukowo, dydaktycznie i zawodo-
we az unieruchomienia go przez obtozng i nieuleczalng niestety chorobe
w 1949 r. Opublikowat w tym czasie 5 prac naukowych, w tym Jednag nader
powazng na temat "De Saint-Venantowskiej teorii pretéw prostych".

Réwnolegle do swoich zaje¢ naukowo-dydaktycznych wspétpracowat prof.

Burzyniski bardzo intensywnie z odbudowujgcym sie powojennym przemysiem
polskim, wydajac duzo orzeczen naukowych i ekspertyz, przeprowadzajgc wie-
le obliczen. Jak dzwigéw portowych dla Gdyni i Szczecina, fundamentéw pod

maszyny, kominéw itp.
Z powodu trwatego i ciezkiego schorzenia przestat prof. BURZYNSKI pra-
cowa¢ pod koniec 1949 r. i 17 lipca 1970 r. zmart ku- wielkiemu zalowi nas

wszystkich, Oego dawnych studentéw, uczniow i wspoéipracownikow, ku wiel-
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kiej stracie nauki polskiej. Dednakowoz dawni studenci i wspotpracownicy
prof. BURZYNSKIEGO sa dzisiaj w niematej ilo$ci doktorami nauk technicz-
nych oraz samodzielnymi pracownikami nauki i ksztatca dalsze pokolenia
studenckie oraz dalsze pokolenia pracownikéw naukowo-badawczych. W ten
sposéb powstata szkota BURZYNSKIEGO Jako kontynuacja szkoty HUBERA, kto6-
rego BURZYNSKI byt uczniem.

Prof. zw. dr inz. Wiodzimierz BURZYNSKI dobrze przystuzyt sie nauce
polskiej w zakresie mechaniki stosowanej i chociaz odszedt od nas na za-
wsze, zy¢ bedzie zawsze ws$réd nas.

Cze$¢ Oego Pamieci.
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Rozdziat 1

OGOLNE WIADOMOSCI Z MECHANIKI

UKLADOW ODKSZTALCALNYCH



Wstep

Mechanika uktadéw sztywnych pozwals nam rozwigza¢ wiele interesujgcych
i waznych zagadnien. Niemniej nie Jest ona nauke zupeine. albowiem pozo-
stawia nierozstrzygnieta wielkg grupe zagadnien niewyznaczalnych, ponadto
za$ jest technicznie niewystarczajgca, albowiem 2z natury rzeczy nie liczy
sig z ostabieniem mechanicznych wtasnoéci m aterii, spowodowanych obcigze-
niem.

Tym samym na gruncie tej nauki nierozwigzalne Jest najwazniejsze 1 osta-
teczne zagadnienie mechaniki technicznej, jakie sformutowaé mozemy na-
stepujaco: ukitad materialny rzeczywisty danej postaci geometrycznej pod-
parto i obcigzono w okresdlony sposéb; ile razy nalezy zwigekszy¢ obcigze-
nia, aby zniweczy¢ catkowicie nos$nos$¢ tego uktadu? Odnosny wspoéiczynnik
zwiekszajgcy nazywamy stopniem bezpieczenstwa danego uktadu. Caty szereg
innych zagadnien stanowi albo fragment poprzedniego albo Jego odmienng for-
me.

Tak tedy najogodlniejszym celem mechaniki technicznej Jest wyznaczenie
wspotczynnika pewnos$ci rzeczywistych uktadéw materialnych. Sprawie tej

poswiecimy niniejszy kurs.



1. PRZEMIESZCZENIE | ODKSZTALCENIE

Zatozenie idealnej sztywnos$ci materii prowadzi do rezultatu, ze naj-

ogo6lniejszy ruch ciata sztywnego da rozbi¢ sie w nieskonczenie wiele spo-

sob6éw na przesuniecie i obrét. W szczegélnosci drobny (w mechanice teore-
tycznej w nieco innym znaczeniu - chwilowy) ruch takiego ciata okresSlaje
rébwnania :

u " uo "Ny +* 2z’

v =vo -fz +Vx’

" - «0 -*X + Ty -

w ktérych uQ, vQ, wQ oznaczajg skitadowe przesuniecia ciata, zas$ o, X
sktadowe drobnego obrotu ciata w kierunku wzglednie dokota osi prostokat-

nego uktadu wspodirzednych X, ¥, z. W ten sposéb na przemieszczenia u, v,

w  punktu (x, vy, z) uktadu w kierunku osi x, y, z sktadaja sie prze-
mieszczenia wynikagjagce z przesunie-
cia uktadu i przemieszczenia wynika-
jace z obrotu uktadu. W szczegd6lnosci przemieszcze-
nia punktu (0,0, 0O) wynoszg uq,vQ, wQto znaczy ze saréwne skta-
dowymprzesunigcia, zczego wynika, zeo$ obrotu ustalono wtych réwna-

niach przez poczatek ukitadu wspodirzednych.

Odrzucajac zatozenie o sztywnos$ci materii, jako mato wprawdzie, ale
zanadto odbiegajace od rzeczywisto$ci doswiadczalnej, musimy Je zastgpic
innym, bardziej do tej rzeczywistoéci zblizonym. Zaktadamy w tym celu. ze
ciata materialne sa jednolite, to znaczy, ze wypetniajag zaje-
ta przez siebie przestrzen w sposéb ciggty, tworzac tzw. kontinuum mate-
rialne, ponadto rozszerzamy stosownie réwnania okreélajgce drobne prze-
mieszczenia tego rodzaju uktadu. Bardzo wazne jest przy tym, aby pamie-
ta¢, ze w kazdym wypadku nalezy tego rozszerzenia dokona¢ tak, by zacho-
wacé warunk.i nierozdzielnos$c.:i poszczegblnych,
drobnych czgstek ciata Ilub tez skorficzonych czes$ci uktadu ztozonego.

Przyjrzawszy sig¢ ostatnim réwnaniom widzimy, zZe w prostocie swej nie

sg one nawet najogodlniej liniowe. Najprostsze przeto ich rozszerzenie o-
trzymamy, je$li przyjmiemy, ze punkty ukitadu materialnego przemieszczaja
sig tak, ze proste pozostajg prostymi, réwnolegte réwnolegtymi, tj., ze

przemieszczenia s dowolnie liniowymi funkcjami wspoétrzednych. Gdy stare
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rébwnania zawierajg sze$¢ statych, réwnania rozszerzone moga ich zawierac

dwanascie. Obojetne jest, jak te state oznaczymy; z uwagi na dotychczaso-

we i przyszite nadajemy nowym réwnaniom nastepujacg postac:
u - uQ+Exx + (| yz -v)y + (jry * *)z <
V -vOo+(|ly 2 +S>)x + £yy + (| yx - <Pz , (r.n

w*V@"‘(Sry—X)x+ Tx + "~  * ez2

W réwnaniach (l.1) poznajemy od razu dawne dodajnikii dostrzegamy no-
we. Cze$¢ nowag nazywamy przemieszczeniami wynika-
jacy mi z odksztatcenia uktadu. Szes$¢ wielko-
$§ci niemianowanych - Ex, fey, £z, yx«y”, yz - nazywamy s kta d o wy -
mi stanu odksztatltcenia. Muszg one by¢é mate w tym

sensie, w jakim mate sat y . x e Y e

Powyzej przyjeliSmy, ze skladowe £,y sg wielkosciami statymi to zna-
czy aktualnymi dla wszystkich punktéw uktadu. Tego rodzaju odksztatcenie
nazywamy Jednorodnym. W takim szczegd6lnym wypadku, podobnie
jak moéwimy o przesunieciu ciata, czy o obrocie ciata, mozemy réwnie ogdél-
nie moéwi¢ o odksztatceniu ciata jako catos$ci, tj. bez wyszczegdlnienia te-
go czy innegb jego miejsca.

Rozwazmy, czym charakteryzuje sie odksztatcenie Jednorodne. Odrzuémy z
rownan (l.1) cze$¢ okres$lajgcg ruch uktadu sztywnego i zbadajmy pozostalg
reszte, tj. ;

u * £x + k t2v + i v "

v * k?2zx+£yy + | ' (2.1)

"ol ry*+ | txV + £zz -

Pierwotny, dowolnie wybrany punkt (x, vy, z), przejdzie w punkt (x +
+u, y +v, z + w). Z liniowej budowy réwnan (2.1) wynika, ze istotnie
ptaszczyzna jako utwér réwniez analitycznie liniowy przejdzie w ptaszczy-
zne, zatem prosta jako krawedZz dwoéch ptaszczyzn przeksztatci sie nadal w
prosta. Poniewaz wspoétczynniki £,y sg state, przeto ptaszczyzny réwno-
legte przejdag znowu wtakie, a proste réwnolegteprzeksztatca sie ponow-
nie w takieproste. Wrezultacie uktad odksztatcony wypetnionybedzie w
dalszym ciggu bez luk, tak, ze warunki nierozdzielno$ci begedg w zupetnosci

zachowane. Dowolne powierzchnie przejdg przy tej sposobnos$ci w spowino-
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wacone, tj, zachowaj? swoéj stopien analityczny. Tak np. kula odksztatci
sie w elipsoide tréjosiowe.

Znaczenie wielkos$ci £,y wyjdzie na jaw, gdy do réwnahn (2 .l) zastosu-
jemy zasade superpozycji. Wezmy tedy pod uwage w*ypadek, w ktérym wszyst-
kie sktadowe z wyjetkiem £Xx sa zerami, tak, ze przemieszczenia okres-

laj? réwnania:

u » £xx, v » 0, w m 0.
Odcinek réownolegty do osi x-6w, ograniczony odcietymi a i b, czyli o
dtugosci: b - a, po odksztalceniu ograniczony bedzie odcigetymi a + gxa,

tudziez b + £xb, tj. bedzie dtugi:

(b + Exb) - (a +8xa) = (b - a)(l +£x).

to znaczy, ze kazda jednostka jego pierwotnej dtugos$ci przyrosnie o £
Przeto wielko$¢ Ex jest wydituzeniem jednostkowym w kierunku osi x-6w;
analogiczne znaczenia maj? £y i £z. Bedziemy £ nazywa¢ z dt uze m
ujemny zdtuz Jest skrétem.

Wezmy z kolei pod uwage wypadek, w ktéorym wszystkie wielkos$ci z wyjet-

kiem y z sa zerami, a przemieszczenia okre$laj? wobec tego réwnania:

uam y vy, vV = —yzXx, w m o

Widzimy, ze przekroje ciata ptaszczyznami prostopadtymi do osi z-6w
przemieszczaj? sig same w sobie. Umies¢my sie wobec tego w ktérejkolwiek

z nich. Proste réwnolegte do osi x-6w przemieszcze sie w proste nachylone

wzgledem tej osi pod ketem g 7 ze tak samo nachyl? sie pod ketem ~vy
proste réwnolegte pierwotnie do osi y-6w. W rezultacie pierwotnie prosty
k?t zawarty miedzy kierunkami +x i +y lub tez - X i-y zmniej-
szy sie o Tz' na odwrot, k?t prosty zawarty miedzy osiami + X i- y
lub - x i +y zwiekszy sig o yz.Tak zdefiniowane y z uwazaé¢ be-
dziemy za dodatnie. Analogiczne umowy dotycz? wielko$ci Yy i yy . Skta-
dow? typu vy bedziemy nazywac skosem.

Widzimy ostatecznie, na czym polega odksztatcenie jednorodne. Wyobraz-
my sobie, ze w mys$li podzieliliSmy uktad trzema zbiorami ptaszczyzn na

sze$Sciany wspodlnej wielkos$ci. Sktadowe £ powoduj?, ze sze$ciany te prze-

chodze w prostopadtos$ciany, skiadowe zas$ vy sprawiaj?, iz prostopadto-
Sciany odksztatcaj? sie w réwnolegtoéciany. Rys. 1.1 ilustruje sytuacje
przed i po odksztatceniu w przekroju ptaszczyzn? z = 0.

Nie nalezy przy tym zapominaé¢, ze podany rysunek Jest obrazem réwnan
(2.1). W istocie za$, zgodnie z réwnaniami (l.1), do przemieszczen wynik-

tych z odksztatcenia uktadu dotgczyé¢ jeszcze nalezy ruch wynikty z prze-



sunigecia i obrotu ciata jako sztywnej catos$ci. WielkosSci okres$lajace ten
dodatkowy ruch, tj. ug, Vv , wQ tudziez <, x - 15 sa z reguty zawsze da-
ne. Sa one mianowicie okres$lone tzw. warunkam:i brzego-
wy mi zagadnienia. Nalezy to rozumie¢ w ten sposéb, iz potozenia nie-
ktéorych punktéw ciata po majgcych sige dokonaé¢ catkowitych przemieszcze-
niach (I1.1) sa z go6ry ustalone tekstem zadania. Po prostu owe punkty ukta-
du sg w okreslony sposéb prowadzone lub podparte. Z tego to powodu te ro-
dzaje warunkéw brzegowych nazywamy warunkam.i podporo-
wymi. Oak z powyzszego wynika, warunki podporowe maje charakter g e-
ometryczny.

Wyzej przeprowadzona operacja naktadania wzglednie rozbijania w dowol-
nym porzadku skutkéw poszczegdlnych przyczyn jest - jak wiadomo - stoso-
waniem tzw. zasady superpozyciji. Zastanébwmy sie do-
datkowo, czy zasada ta byta tu stosowalna. Wezmy pod uwage prosty wypadek
nastepujacy: ukitad doznaje kolejno dwéch odksztatcen e' i e" w tym sa-
mym kierunku. Pierwotna diugoé¢ <c¢ przybiera wskutek przyczyny e' dtu-
gosé¢: c(l *£). Z kolei ta znbw uwazana za pierwotng, zmienia sie na nowa
c(l +e')(i +e”) =c(l +e' +e"+ ES"). Zdrugiej strony z zastosowania za-
sady superpozycji wynika, Ze rzecz nalezy traktowa¢ tak, jak gdyby uktad
doznat w rezultacie odksztatcenia E,+E" czyli, Ze jego zdeformowana dtu-
go$¢ powinna wynosi¢ c (Il +e' +£I). Obawyniki bedg zgodne, jes$li w pier-
wszym skres$limy dodajnik e'+e" do tego za$ konieczne jest by e' i £”by-
ty wielkos$ciami matymi w poréwnaniu do jednostki,
wtedy bowiem ich kwadraty, szes$ciany i odnos$ne iloczyny sa pomijalne. Pod
wyjasnionym przeto warunkiem wolno stosowaé¢ zasade superpozycji do stanu
dksztatcenia. Powyzsze uwagi dotyczg réwniez wielkos$ci tp, X, ! nie sto-
jja sie one jednak do wielkosci uQ, v , wg jako dymensyjnie réznych od
ooprzednich, nadto jako figurujacych w réwnaniach w postaci niezaleznych
dodaj nikow.

W obrebie rozwazan mechaniki technicznej zaj$¢ moga odnos$nie deforma-
cji uktadu dwa wypadki. W tej jej czesci, ktdéra obejmuje tzw. teoria spre-

zystosdci i teoria plastycznos$ci odksztalcenia sg matej wielkosci £,Y nie
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przekraczaje w pierwszej z tych nauk 0,001, w drugiej 0,025. W czesdci
skrajnej, obejmujecej tzw. wytrzymato$é¢, odksztatcenia se duze i moge prze-

kroczy¢ nawet warto$¢ 0,25, W wyktadzie naszym inte resowaé¢ nas bedewszyst-

kie powyzsze czes$ci mechaniki ciat rzeczywistych. Oednakze teoretycznie
bedziemy usitowali ujeé tylko zagadnienia matych odksztatcen; pozostate
bede nas interesowaty ze wzgledéw czysto praktycznych. Doda¢ przy tym

trzeba, ze zagadnienia wytrzymatosciowe doznatly wielostronnego zbadania
laboratoryjnego, ale do dzi$§ nie doczekatly sie nalezytego ujecia teore-
tycznego. Mozemy przeto poprzesta¢ na znajomos$ci teorii matych deforma-
cji.

Z zatozenia matych odksztatcen nie wynikaje bynajmniej mate przemiesz-
czenia uktadu. Te bowiem zaleze ponadto od wspdéirzednych x, y, z, to zna-

czy od rozmiaré6w geometrycznych uktadu. Przemieszczenia nazywamy matymi,

gdy wyktadnik stosunku przemieszczenia do aktualnego wymiaru liniowego
uktadu jest liczbe mate w poréwnaniu do jednoS$ci. W zagadnieniach tech-
nicznych przewazaje te z malymi przemieszczeniami; spotykamy réwniez i

inne z przemieszczeniami duzymi.

Odksztatcenie jednorodne spotykamy wyjetkowo. Z reguty ciata doznaje
odksztatcenia nie;j ednorodnego; wtedy széstka 6,'Y nie
jest 8tata,lecz zmienia sie wraz z miejscem (x, vy, z). Model tego typu
deformacji sprowadzamy do poprzedniego, postepujgec nastepujeco. Rozwinmy
przemieszczenia u, v, w punktu (x, y, z), wychodzec z przemieszczen
uQ, v , wQ punktu (0, 0, 0). Stosujec szereg potegowy Taylora, znajdzie-
my:

du du 3u

dxx+37y+3zZ+

dv 3v
dx  +ay Y * 3% (3.1)
dw dw 3w

aXX+ayy+32 Z +

Figurujece w tym rozwinigeciu pochodne maje wartosci lokalne przynalez-
ne miejscu (0, 0, 0); nie wypisane dodajniki se typu A
nie wyzszego. Mozemy zaleznie od wartos$ci lokalnych tych pochodnych wyz-
szego rzedu tak ograniczy¢ zasieg X, y, z dokota punktu wyjsciowego, ze
dodajniki tu nie wypisane mozna bedzie pomineé. Tak wtasdnie postepujemy,
zyskujec w ten sposéb w tym matym obszarze obraz odksztailcenia zgodny z
jednorodnym. W obrebie przeto dostatecznie malego obszaru mozemy odksztat-
cenie niejednorodne traktowac¢ jako jednorodne.

Poréwnujec obecnie réwnania (3.1) z (Il.1) znajdziemy okre$lenia skta-
dowych stanu odksztatcenia niejednorodnego w nastepujecej postaci matema-

tycznej :



Przy tej sposobnos$ci znajdziemy tez:

ow 3v _ du 3w _ . Sv du
f 3y "5* 25¢"57° 57- 2/ “aT "ay-

Poniewaz rozwiniecia mozna byto dokonaé¢, wychodzec z dowolnego punktu
uktadu, przeto powyzsze okres$lenia se wazne w kazdym punkcie uktadu.

Znajomoé$¢ przemieszczen u, v, w jako ciegtopochodnych funkcji miej-
sca (x, vy, z) pozwala z tatwos$cie wyznaczy¢ wedtug (4 .1) sktadowe 6 ,y
stanu odksztatcenia.

Mozemy przeto przyje¢ dowolne funkcje u, v, w, np. z obserwacji Ja-
kiego$ konkretnego wypadku i z nich otrzymaé¢ obraz odksztatcenia w kaz-
dym punkcie uktadu. Réwnie dowolne postepowanie odwrotne jest niemozliwe
lub wysoce utrudnione. Trzeba tu bowiem pamieta¢, ze sktadowe S,y stanow
niejednorodnych se¢ réwniez funkcjami miejsca. GdybySmy przeto przyjeli
owych szeé$¢ funkcji zbyt dowolnie, to wprawdzie w obrebie kazdego, nie-
dawno wyjasnionego obszaru zyskalibyS§my zrozumiate przedstawienia defor-
m acji, jednakze poszczegdlne obszary nie przylegatyby po odksztatceniu
szczelnie do siebie, bo powstalyby miedzy nimi wigeksze lub mniejsze luki.
Innymi stowy dobér szedciu wielkos$ci 'S.y Jako dowolnych funkcji miejsca
z go6ry skazuje na zagtade nlerozdzlelno$¢ elementéw, z ktérych sktada sie
uktad. Tymczasem ten postulat geometryczny powinien by¢ zgodnie z name-
calne rzeczywistoscie w kazdym prawidlowym rozwiezanlu speiniony.

W $cisle matematycznym kursie kinematyki odksztatcenn podaje sie, jakim
to relacjom musze czyni¢ zados$¢ funkcje . Okazuje sie. ze warunki
nierozdzielnos$ci maje posta¢ szes$ciu réwnan rézniczkowych czestkowych dru-
giego rzedu. Rzecz nie mieéci sig w ramach niniejszego wyktadu. Dla do-
sadniejszego jednak podkres$lenia Istoty rzeczy zademonstrujemy je jeszcze
na prostym przyktadzie. Wyobrazmy sobie mianowicie, ze chcemy zdjecie te-
renowe umieé$ci¢ w mapie katastralnej. Zdjecie to niestety lezy w obrebie
kilku lub'kilkunastu oddzielnych arkuszy sekcyjnych. Papier, podlegajec
wptywom atmosferycznym, deformuje si¢ nier6wnomiernie, kurczec sige. Przy-
pinajagc tedy owe arkusze sekcyjne obok siebie stwierdzimy, ze krawedzie
ich réznie sie widocznie miedzy sobge co do diugos$ci i ksztattu, ponadto,
iz suma czterech przylagtych ketéw nie daje keta peinego. Tak wigc arku-
sze, tj. elementy naszego uktadu, odksztatcajec sie samodzielnie, wiec

dowolnie, nie czynieg w rezultacie zado$¢ warunkom nierozdzielnoéci.
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Zadanie 1.1. Ptytka prostokagtna zostata réwnomiernie ogrzana. Claki po-

wstat stan odksztatcenia?

Odpowiedz 1.1. W kazdym kierunku jednostka diugos$ci przyrosta o oC t,
gdzie a jest wspoéiczynnikiem rozszerzalnos$ci termicznej, t za$ oznacza

podwyzszenie temperatury. Odksztatcenie Jest tu Jednorodne.

Zadanie 2.1. Wszystkie skltadowe stanu odksztatcenia s¢ zerami. Wyzna-

czyé¢ przemieszczenia.

Odpowiedz 2.1. Z réwnosci n ° 0 wynika. Ze kazde z prze-
mieszczen jest funkcje tylko dwéch zmiennych, a wiec: u m f(y,z), v m

=g(z ,x), w « h(x,y).

Uwzgledniajec powyzsze kolejno w warunkach ~ + — =0, =0,
Sv nu | ¢ ¢ ¢ X
dx + dy “ widzimy, Ze kazda z funkciji f, g, h moze przynalezne Jej

zmienne zawiera¢ co najwyzej w pierwszej potedze. Abstrahujec przeto od
wzajemnych zwigzkéw miedzy statymi wspoétczynnikami moglibySmy napisa¢:
u =uo + ayz - tpy + %,z, vV « vQ + bzx - 92z +1,2~" w = wQ + cxy - X3x +
+'PjY. Weryfikujec wspoétczynniki wstawmy te wyrazenia w ostatnie trzy
warunki: znajdziemy a » b mc » O, cp2 > (p3 «(p, %3 =Xj = X . "
a%P2 e tp ..W rezultacie przeto znajdziemy przemieszczenia jak dla uktadu

sztywnego.

Zadanie 3.1. Wszystkie skltadowe etanu odksztatcenia se¢ liczbami staty-

mi. Znalez¢ przemieszczenia.

OdpowiedZz 3.1. Postepujec w nieznacznie zmodyfikowany sposéb znajdzie-

my grupe wzoréw 1.1.

Zadanie 4.1. Cienka ptytka proatoketna doznata w kierunku swej szero-
koéci nier6wnomiernej zmiany temperatury; zmienia si¢ ona liniowo od -t°C
wzdtuz Jednego brzegu do +t°C wzdituz drugiego brzegu. Okresli¢ ksztatt

ptytki po deform acji.

l+at

Rys. 2.1

Odpowiedz 4.1. Poniewaz w kierunku dtugoéci ptytki warunki se réwno-
mierne, przeto w tym kierunku mozemy wzig¢ pod uwage cze$¢ pitytki dowol-

nej dtugoséci, np. réwnej jednos$ci. W kierunku szerokoéci ptytki zmiana
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temperatury przebiega liniowo, zatem prostolinijne ograniczenia pomys$la-
nej czes$ci pozostane prostolinijne. Na krawedziach ograniczajecych dtu-
gos¢ 1 przejdzie w : 1 +c(t i w : 1 -Ut. Skoro tak samo musi by¢ dla
kazdej czes$ci ptytki, przeto kazdy element prostoketny przejdzie w wyci-
nek pierécienia jak na rysunku 2.1.

Z réwnania:

1 +at r +c
1 -at r - ¢
znajdziemy promien zakrzywienia osi ptytki r = Stan odksztatcenia
jest niejednorodny.
Zadanie 5.1. Sktadowe stanu odksztatcenia se funkcjami tylko dwoéch
zmiennych, np. X i y.Wyznaczy¢ og6lne posta¢ przemieszczeh.

Odpowiedz 5.1. Zgodnie z powyzszym napiszemy na razie:

3w 3v > u 3w i \ 3w »
Tx =ay +a¥ =F(x'V)' Ty =37 + 37 =G(x'V)' £z = = H(x'V}-

Catkujec trzecie réwnanie, znajdziemy: w = h(x,y) + zH(x,y), Wstawia-

jec ten rezultat w dwa pierwsze réwnania i catkujec otrzymamy:
u = \N(x,y)i + Z(G - ah, —Zg— . 9H Y, =g/(x,y)* * z(F - ?fss - 22 . 3—H.

Przy pomocy powyzszych u, v, w wyrazmy obecnie pozostate trzy skta-

dowe, pamietajec, ze se one wedtug zatozenia réowniez funkcjami tylko xiy.

«, m57 mft e - 0> - £ % - *'Fr e <len> W
«V - 87 mit e *8? -f7> - il = $ ] «“mE»> |

v du ﬁ] 3f /3F 3G , 32h * 2 /§2H , . r s
Tz =37 +97 = +ay +2(87 +37 - 2a7a7} - z = funkcJa

3 H 3 H
Znajdujemy sted zwiezki dla funkcji F, G, H. Z réwnosci: - N

= — = o0 wynika H(x,y) = 2ax + 2by + 21li gdzie a, b, I> se statymi.

Z warunkéw zas: - —i =— - 2_Jl =0 otrzymujemy:

G - 677 “n(y), F - =0 - m(x), co wstawione w warune* ;



8§87 + |y “ 2 dxuy “ O ds;>e + = °' Z8tent ‘o ~kx-® n(y) =
= k.y +X . gdzie <px, k sg statymi.
Ostateczny przeto rezultat brzmi:

u = f(x.y)-az + kyz + xz >

v » g(x.y)-bz2 - kxz - tpz ,

=
1]

h(x,y) +2axz + 2byz +”"z-

Wezmy pod uwage dowolny stan odksztatcenia, okre$lony szeéciu sktado-
wymi £ ,y .W obszarze niedawno wyjasnionym mozemy £ ,y uwaza¢ za wiel-
koéci state. Odetnijmy z punktu 0(0,0,0) w dowolnym kierunku odcinek
n = OA w obrebie wyjasnionego obszaru i obliczmy, jakie odksztatcenia
przynaleze do tego kierunku. Wazne to zagadnienie nazywamy przeksztatce-

niem stanu odksztatcenia.

Dostawy kierunkowe odcinka n, tj. i, —, oznaczymy krétko przez
nx’ ny’ nz‘ Przemleszczeni8 punktu O se¢ uge' vo’ wo’ przemieszczenia
punktu sagsiedniego A (x,y,z) mozemy wyznaczy¢ réwnaniami (3.1). Wprowa-
dziwszy oznaczenia:

u-u V-V _ w - w,
fooo Q., £ m— 0 f a-mm O
X n y n z n

mozemy tym réwnaniom nadaé postac:

Ou n 3u du
fx 9x = X +57 - ny ST =

9v av
+
Ox * nx é)l/ * ny az *

dw . 3w aw
dx e nx +ay ‘< ny az -

Znaczenie wielkos$ci f jest jasne. Tak np. u - uQ oznacza nadwyzke
przemieszczenia punktu A w poréwnaniu z przemieszczeniem punktu O a to
w kierunku X. Przeto f Jest skitadowe x-owe przemieszczenia wzgledne-
go, odniesione do Jednostki dtugos$ci odcinka n. Analogiczne wuwagi doty-

cze wielkosci f i f2. Catkowity zdtuz kierunku n wynosi wiec:

(7.1)
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czyli po podstawieniu relacji (6.1) i uwzglednieniu okres$len (4.1):

e» exn® +6yny +V z +Tx nyn2 +Ty nxnz + Yz nxny. (3.1)

Znajec przeto sze$é skiadowych e ,7 dla kierunkéw x.y,z mozemy przy

pomocy (8.1) obliczy¢ zdtuz 8 w dowolnym Kkierunku n.

Rys. 3.1
Rys. 3.1 ilustruje nastepujece sytuacje: Punkty O i A przemies$city
sie w potozenie o' i a' tak iz odcinek n przeszedt w n”nierownolegty
do n. Operacji tworzenia réznic: u-u, Vv or W - wQ odpowiada prze-

sunigecie w mys$li odcinka OA w potozenie réwnolegte o0'A . Wzgledne prze-

mieszczenie punktu A wynosi AqgA’ f*n, Je$li:
»2 .2 .2
fx + fy + fz (9.1)
W ptaszczyznie tréjketa OlAga' rzut a' na AO daje punkt A*. Ob-
liczone przed chwile* E okreé$la wydtuzenie OoA, = n*£ odcinka n w Je-

go kierunku. Wielko$¢ n <E Jest Jego catkowitym wydtuzeniem, albowiem =z
tytutu uwag tyczecych rzedu wielkos$ci e,y ré6znica miedzy o'A1l i 0" A*
Jest pomijalna. Wielkos¢ £ odnosi sig do Jednostki diugos$ci kierunku n,
jest wiec zgodnie z definicje zdiluzem tego kierunku. Na podkreélenie za-
stuguje fakt, iz £ wyraza sige tylko przy pomocy szes$ciu skiadowych sta-
nu odksztatcenia, tj., ze na obliczenie tej wielkos$ci nie wptywaje skta-
dowe obrotu <, X . ij* . ktére tkwie w szes$ciu pochodnych czestkowych typu

Itp. Oest to zrozumiate, albowiem sktadowe te se réwniez liczebnie

mate 1 spowodowane nimi ketowe odchylenie nf wzgledem n Jest pomijalne.

Inaczej sie rzecz ma, gdy chcemy obliczy¢ wtasnie owo odchylenie, co
pozostato nam jeszcze wykonaé¢. Na odchylenie to wptywa 1 obrét, i skos
wywotany deformacje. Poniewaz przy danych < , x , Y obroét sktadowy w

dowolnym kierunku Jest nam znany, przeto ograniczymy sie do wyznaczenia
tylko skosu. W tym celu musimy sobie wyobrazi¢, ze w réwnaniach (6.1) od-

rzucamy sktadowe obrotu, co nadaje im postac:



fx " ex"x +JV y t klynz.
fy mlr znx +eyny + 5Yxnz’ (ro -1)
fz > h y nx * 2 r xny + eznz.

W tych warunkach ket zawarty miedzy Ol i OlAl jest wedtug definicji

potéwke catkowitego skosu, czyli powinien mie¢ oznaczenie "~y . Z trojke-

ta prostoketnego A~ Al znajdziemy:

(1r)y2 » f2 - £2, (11.1)
co rozwiezuje sprawe wielkoéci skosu. Mozemy tez przy uzyciu (8.1) i (9.1)
napisac:
(Ey)2 = (fynz-fzny)2 e (fznx - fxnz)2 + (fxny -fynx)2. (12.1)

Ola zupetnos$cinalezy okredli¢ kierunek posunieciaA*a' przez podanie
jego dostaw kierunkowych m my, m, Znajdziemy Je, zwazywszy, Ze rzuty
wektora Aqga’ mozemy okres$li¢ Jako sumy rzutéw wektoréow dodajnikéw AoA*

i A,A. Zatem:
fx “ enx +iY rax- fy ' Eny + fz -Enz +
sked wyznaczy¢ mozna m ., m m np. w postaci:

y I

m (Ex - 6)nx + 1 r 2ny +Z V * e

lrnmy - |r2'x + <y - e)ny +Z Yxnz’ i13-1)

lt1z “ ZTynX +Z7x"y + (Ez" e)nze

Wyznaczenie zdtuzu £dla dowolnie obranego kierunku n z okredleniem

przynaleznego skosu i Jego orientacji m wyczerpuje sprawe pr z e -
k sztatcenia dowolnego.

Wréémy jeszcze na chwile do réwnan (10 .1). Widzielismy, ze wielkos$ci
fx‘ fy‘ fZ wystarozaje do wyznaczenia skiadowych odniesionych do dowol-

nego kierunku n. Ulozenie dodajnikéw w réwnaniach tych wskazuje na pewne

szczego6lne symetrie tak z uwagi na dostawy nx, ny, nz Jak i sktadowe

e, r-



Utwoér symetryczny, przeksztatcajacy sie w przestrzeni w powyzszy i
niowo-symetryczny sposéb, nazywamy tensorem Mozemy przeto powiedzie¢. Ze

stan odksztatcenia w dowolnym punkcie <ciata okreélony jest tenso -

rem odksztatcenia
Chcac przez dany punkt umies$ci¢ w przestrzeni prosta. musimypodaé¢ dwie
jej niezalezne dostawy kierunkowe, albowiem wszystkie trzyzwigzane sa

relacje: n‘>2( + ngl + nE = 1* Ola drugiej, do poprzedniej prostopadtej, wy-
starcza poda¢ tylko jeden warunek, albowiem dostawy obu kierunkéw nli n"
zwigzane sa warunkiem prostopadtos$ci: n™ n® + n* n” + n® n” = o. Wreszcie
trzecia prosta, do obu tamtych prostopadta, wymaga co najwyzej zoriento-
wania przestrzeni, tj. zatozenia prawego lub lewego uktadu osi. W sumie
wiec umieszczenie trzech wzajemnie prostopaditych 6si przez okres$lony punkt
wymaga podania trzech niezaleznych postulatow.

Powyzsza uwaga postuzy nam do przeprowadzenia s z c z e g 6 Il nego

przeksztatcenia sktadowych stanu odksztatcenia. Przyjrza-
wszy sie réwnaniom (1.0) widzimy, Ze prosta pokrywajgca sie pierwotnie
np. z osig z-6w odchyla sie od niej wskutek deformacji o kat +ynN.

Odchylenie nie istniatoby, gdyby byto: y = 0. Ten postulat przedstawia dwa

niezalezne warunki, a mianowicie: vy » O, yy =0. Gdyby tak istotnie by-

X
to, to o0$ z-6w nazwalibySmy . gt 6 wn g osia odksztat-
cenia w punkcie 0, wzglednie ptaszczyzne x y gtow-
na ptaszczyzne bezwtadno$c.i w punkcie

0, Podkreé$lanie punktu O w stanach Jednorodnych jest oczywiécie bez zna-
czenia, w stanach niejednorodnych musi sie jednak pamieta¢ o tym, Ze od

punktu do punktu kierunki gtdwne zmieniajg sie. Gdyby réwniez byto: 72=0,

to warunki: yy =yz =0 okreslatyby 0$ x-6w jako o$ gitownag, warunki zas:
7z =7X+* 0 o0$ y-bw jako taka. Mimo tego jednak, Ze kazda 0$ od-
dzielnie okres$laja dw a warunk:. w sumie trzy gtéwne o-
s i e wyznaczone sg trzema postulatami. Wynika to

z tego powodu. Ze sa one wzajemnie do siebie prostopadte.

Zatézmy ogélnie, Ze yx<'y , yz sa roznymi od zera skosami niejed-
norodnego stanu napigcia i postawmy sobie za zadanie wyznaczy¢ kierunki
gtéwne w dowolnie ustalonym punkcie uktadu. Musimy najwidoczniej znalez¢
na razie przynajmniej jeden taki kierunek n, dla ktérego catkowity skos

znika. Wtedy jednak zerujg sie relacje (13 .1), dajgc Jednorodny uktad ré6-

wnan z uwagi na niewiadome n™, n , n”. Oak wiadomo, uktad taki posiada
pierwiastki, jes$li znika wyznacznik utworzony z odno$nych wspoétczynnikéw,
tj. jesli spetnia sie wymoég:

Ex-£ eTz 1T

hz ey-6 tvY

1 1
2Ty 2Tx Ez
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Rozwingwszy powyzszy wyznacznik otrzymujemy réwnanie:

E3 - eg2 + e'e - e" - 0, (14 .1)

gdzie dla krétkos$ci potozono:

e - ex +ey & ez ,
- - +8zex +exey -h | -hy ' h | ’ i15-15
e " Exey6z + 7TTxTyTz - DeExr: - Deyr; - DEZT2Z-
W algebrze poswieca sie oddzielne uwage réwnaniu sekularnemu (14 .1);
migdzy innymi dowodzi sie tam, ze trzy lJego pierwiastki E,, £2< Ej se¢ za-
wsze rzeczywiste. Bedziemy Je nazywac zdtuzaml gtownymi.

Kazdemu ze znalezionych e przynalezy kierunek gtdbwny. Aby wyznaczy¢
ktéorykolwiek z nich wré6émy do zzerowanych réwnan (13.1) i przeksztatémy
je w trzy inne, pozostawiajec wyrazy zawierajece 8 na jednej stronie, a
zawierajace vy na drugiej. Z kolei wymnézmy Je stronami po dwa. Otrzyma-

my np. z dwéch ostatnich:

(ey -e)(ez -e )nynz « + 2(7y7znx + TzYxny + TxYynz)nx.

W powyzszym réwnaniu przerzuémy pierwszy dodajnik prawej strony na lewe,

podzielmy stronami przez n. ny n, i odwréémy stronami. Analogiczne ope-
racje zastosujemy do cyklicznie podobnych dwéch réwnan pozostatych. Otrzy-

mamy w rezultacie:

2 2 2
n n n
X z

(ey-£)(ez-e)- iy & [ez-Bh(ex-e)- $y% (ex-ef(ey-£)- B2

nx ny nz

X(YyTz e nx +TzTxny +YxTynz)

lub inaczej: n2 : n2 s n2 a :a :a dzie a a a oznaczaj
u i zej: n_ y ®” 2. T3y oA, gdzi ar 8y A z zaje
. o 2 2 2 L - . .
mianowniki pod n ny, n, w poprzedniej proporcji. Ostatnia proporcja w
poteczeniu z relacje ni + n5+ ni =1 daje poszukiwane rozwigzanie, a

to:



Ktadgac w ax, , a2 kolejno w miejsce £ wartosci gtowne ei'e2'£3’
znajdziemy ze wzoréw (16.1) przynalezne kierunki gtéwne n, nr n".

Interesujgce zakonczenie przeprowadzonego obliczenia moze stanowi¢ na-
stepujaca uwaga: Z matematycznego punktu widzenia ciekawe moze by¢ znale-
zienie extremum wielko$ci okres$lonej formutg (8.1) Jako funkcji kierunku
n. Odnos$ny rachunek prowadzi znowu do wartosci gtdéwnych. Po prostu z trzech
zdtuzy gtéownych jeden stanowi analityczne maximum, drugi minimum i trzeci

tzw. wartos$¢ siodetkowg.

Stan odksztatcenia lJest tréjosiowy, gdy wszystkie trzy
gtoéowne zdtuze sg r6zne od zera; do tego wystarcza i konieczne jest
by byto e" ~ 0. Oest to najogoélniejszy, przestrzenny stan
odksztatcenia.

Gdy e" =0, el=0 stan odksztatcenia jest dwuosiowy czy-
i ptaski; wtedy Jeden z pierwiastkéw réwnania (14 .1) znika, wiegc
np. £, mO. Pozostate dwa zdiuze gtéwne znajdziemy =z rébwnania (14 .1),
skréconego do postaci kwadratowej: E2 - e( +e = 0 kierunki gtowne za$

ze wzoréw (16.1).

Najczeséciej jednak wypadek e"= 0O zachodzi z tytutu nieobecnoéci nie-
ktéorych sktadowych. Wtedy wzory (16.1) sg nieprzydatne. Tak np. w zagad-
nieniach technicznych rozpatrujemy niekiedy wydtuzone uktady pryzmatyczne
o unieruchomionych koncach i poddane tego rodzaju wpltywom zewnetrznym, ze
dowolne przekroje tego ciata, prostopadte do Jego diugosci, nie doznaja

przemieszczen w tym kierunku. Przyjawszy o8 z w kierunku dtugosci ukta-

du, osie zas$ x i y w ptaszczyznie dowolnego przekroju widzimy,ze przy
powyzszych zatozeniach lJest e" »0, albowiem yx *yy - 0, nadto 6Z «
mEj = 0. Zatem stan odksztatcenia Jest tu istotnie dwuosiowy, poniewaz
za$ fakt ten ma miejsce w kazdym punkcie uktadu, przeto moéwimy
tu o ptaskim zagadnieniu odksztatcenia
Gdy e" »0, el=0 rownanie (14 .1) przybiera postaé E » e, tzn.

okresla Jedyne rézne od zera odksztatcenie gtdbwne. Tego rodzaju, rzadko
pojawiajgcy sie stan odksztatcenia nazywamy Je d n o o s i owy czy-
i liniowy.

Zadanie 6.1. Ptaski stan odksztatcenia okreélony lJest réznymi od zera
sktadowymi EX, Ey v Y- Stransformowaé¢ ten stan w ptaszczyzZnie x y,nad-
to okresdli¢ kierunki i zdiuze gtéwne, upraszczajgc dotychczasowe formuty.

Odpowiedz 6.1. W dotychczasowych wzorach nalezy potozy¢ £z“Tx“Ty *

nadto nx = cosct, n™ = 8in X n2 mo0, Jes$li cl oznacza kat mierzony w
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ptaszczyznie xy od osi x-6w. Celowe jest wprowadzi¢ obecnie funkcje try-

gonometryczne podwdjnego kagta. Formuta (8.1) przyjmie postac:

e= |(ex + ey) + |(ex -ey)cos2a + | zsin2ct. (17.1)

Po uzyciu skréconych formut (10 .1) otrzymamy z (12 .1):

- |(ex ' ey)sin2ct+ |y z cos2ct, (18.1)
przy czym dwuznaczno$¢ znaku wynikta z pierwiastkowania usuwamy, zwazyw-
szy, ze dla a * 0 winno byé y » +'i2* K*adec powyzej y =0 znajdzie-

my:

(19.1)

dla oznaczenia kierunkéw gtéwnych. Zwazywszy, ze okresem funkciji tg jest
JT, widzimy, ze powyzszy wzdér okres$la dwa wzajemnie prostopadte kierunki
«™N =ctQ i a2 =otQ +31/2. Oes$li wreszcie z tymi szczegdlnymi wartos$ciami

katow wrécimy do formuty (17.1), otrzymamy zdiuze gtédwne:

Qo.1)

Identyczne rezultaty da rozwigzanie skréconego réwnania (14 .1).

Znajomo$¢ kierunkéw i wartoéci gtownych upraszcza znakomicie wszelkie
obliczenia, mozemy bowiem kierunki te przyje¢ za osie odniesienia prosto-
katnego uktadu wspétrzednych 1, 2, 3, a zdituze e”, Eg, 6~ za wartosci
wyjéciowe. W ten sposéb np. wzory (10 .l1) przyjma posta¢: f1 melnl* f2 =
=82n2, f3 =e3n3. Formutly zas (8.1), (12.1) i (13.1) skroca sie do po-

staci :

| Tml = (E1 -e)ni, ¢ rm2 “ (£2 ~en2-2rm3 = (E3 'e)n3-

Tutaj nl, n2. n3 oraz n™, nm2, mB oznaczajg dostawy katéw mierzonych

od osi 1, 2. 3.
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Wzory (21.1) jak i (17 .1) wraz z (18 .1) mozna w interesujgcy sposé6b
przedstawi¢ wykreélnie. Nie robimy tego, bo znajdziemy na to analogiczng
sposobnos$¢ gdzie indziej.

Zadanie 7.1. Przeprowadzi¢ transformacje ptaskiego stanu odksztatcenia

wychodzac z kierunkéw i wartosci gtdbwnych.

Odpowiedz 7.1. Postepujac jak w zadaniu (6.1) otrzymamy:

e=](ei +e2) +|(el -e2)Cos2a, | y= - |(ei -e2)sin2a. (22.1)

Oddzielng uwage nalezy poswieci¢ wielkosciom (15 .1). Wielkos$ci te sta-
nowig wspoétczynniki réwnania sekularnego (14 .1). Okres$la ono trzy warto-
$ci gtobwne i w konsekwencji dalszej trzy kierunki gtébwne. Zechciejmy przy-

ja¢, ze punktem wyjscia dla przeprowadzonej transformacji byta nie szést-

ka 8x.ey, £z, Yx>Ty' 12" zwigzana z ukladem X, Yy, z, lecz inna
sz6stka , YNy ,yn wynikta z odniesienia stanu od-
ksztatcenia do uktadu prostokatnego osi 4 . n .t . Fakt ten nie moze
oczywiscie wptyngé ani na wartosci gtéwne £2, en, ani na potoze-
nie kierunkéw gtéwnych. Sg to wielko$c.i naturalne,

zwigzane w kazdym punkcie z ukladem materialnym, a nie z ukiadem wspodt-
rzednych, ktéry odgrywa tu tylko role pomocniczg. Wielkos$ci e, e, e" w
uktadzie £, s t, bedg tak samo symetrycznie zbudowane jak w uktadzie

X, Yy, z. Poszczegélne dodajniki zmieniajg sie, ale sumy ich nie ulegaja

zmianie, bo nie ulegng zmianie pierwiastki réwnania (14 .1). Wielkosciom
tak zachowujgcym sie nadaje sig w matematyce nazwe niezmiennikéw. Zatem
e, e, e" sq niezaleznymi niezmiennikami tensora odksztatcenia. Ich war-

toéci najszybciej obliczymy, obracajac uktad w potozenie gtéwne. Otrzyma-

my :

6 ' EIl +E2 +E3' e' =E2e3 + 83gl + 8182- e" = eie2£3’

Zauwazmy wreszcie, ze z niezmiennikéw (15 .1) mozemy tworzyc¢ inne nowe.
beda one Jednak niezmiennikami zaleznymi.

Zmiany liniowe pociggaja za sobg réwniez zmiany powierzchniowe i obje-
tosciowe. Chcemy obliczy¢ ile wynosi zmiana objetos$ci pierwotnej Jednost-
ki objetosci wycietej w dowolnym miejscu odksztatconego uktadu. Wartos¢
ta nie moze zaleze¢ od orientacji uktadu wspéirzednych; najprosciej tedy
postapimy, wycinajac w obszarze odksztatcenia pseudo- jednorodnego pros-
topadtoscian o krawedziach a a 2. a”, réwnolegtych do kierunkéw gtow-
nych. Przy takim obiorze kierunkéw krawedzi zmieni sig on znéw na prosto-
padtos$cian; Jego odksztatcone krawedzie bedg wynosi¢: a”~Il+ Sj), a2(l+e2),
a3(l+£3). Objetosé¢ odksztatcona wyniesie przeto: al a2 a3 (I +en) = (1 +
+62) = il +£3)mczyli po uzasadnionych pominigciach: al a2 a3(l +61 +

+s2 +73)» gdy objetos¢ pierwotna wynosita: al a2 a3. Odejmujac, znaj-
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dziemy catkowity zmiange objetos$ci. Dzielagc J¢ przez objetos¢ pierwotna,
znajdziemy wreszcie zmiange objetosci jednostkowej, a to: + S2 * 83*
Powyzsze - jak sie mozna byto spodziewaé¢ - symetryczne, wyrazenie jest

jednak wartos$cig pierwszego niezmiennika. Przeto réwniez w dowolnym ukta-

dzie odniesienia zmiana jednostkowa objeto $-
c i okreslona Jest wartosciag:

e .ex tey +e2. 23.1)

Interesujgce jest, ze zmiana ta nie zalezy od skosé6w Y . Analogicznie

dowodzi sie, ze zmiana Jednostkowa pola jest su-

mag zdtuzy dwéch wzajemnie prostopadtych kierunkédw, umieszczonych w ptasz-
czyznie pola pierwotnego.

Wiadomo juz nam jest, ze istoty deformacji dopatrujemy sie w powstawa-
niu zdtuzy i skoséw. W niektérych wypadkach mozna Jednak rzecz zdefinio-

waé inaczej. Mozemy mianowicie odksztatcenia uktadu dopatrywaé¢ sie w tym,

iz zmienia sie Jego objetos¢ i Jego posta¢. Odksztatcenie nazywamy od-
ksztatceniem objetosciowym, gdy wyraza sie ono tylko zmia-
ng objetosci bez zmiany postaci. Z geometrycznego podobienstwa uktadu
pierwotnego i zdeformowanego wynikajg dla tego rodzaju odksztatcenia na-

stepujace warunki:

Ex * 8y =Ez- Tx “ Ty * 7z * °*
Odksztatcenie nazywamy odksztatceniem postaciowym, gdy wy-
raza sige ono tylko zmiang postaci bez zmiany objetos$ci, to znaczy, gdy

Jest ono uwarunkowane relacja:

Szczegoblnie prosty wypadek odksztalcenia objetoSciowego przedstawia roé-
wnomierna przestrzenna zmiana objeto$ci, tj. wypadek Ej “82 " 83 " T
Wzory (21.1) pouczajg nas, ze w stanie takim w kazdym kierunku jest E» j
nadto 7 - 0.

Odpowiednikiem dwuosiowym tego zjawiska Jest réwnomierneptaskie od-
ksztatcenie, tj. wypadek Ej « 82' 63 » °

Wzory (22.1) informujag nas, ze w ptaszczyzZznie zagadnienia w kazdym

kierunku lJest £ =Ej =e2' nadt0 T ==
Najprostszym wypadkiem drugiej kategorii Jest szczeg6lnie wazne, tzw.

proste odksztatcenie postaciowe. Tutaj Jest: +£2 7" 83 ooex
Znaczac £. »¢c, 6- =- ¢, znajdziemy z formut (22.1): E = ¢ cos Z2ct,
= - c sin2a. Des$ll przeto potozymy: ct =Jt/4, otrzymamy: E =0, f «

=-c¢c » - Ej =e2. Istote tego rodzaju odksztatcenia mozemy przeto zde-
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finiowaé¢ prosto w dwojaki sposdéb. Kwadrat o bokach usytuowanych réwnoleg-
le do kierunkéw gtéwnych przechodzi w prostokat o niezmienionym polu. Kwa-

drat obrécony o K/A wzgledem potozenia poprzedniego przechodzi w romb

o réwnym polu i niezmienionych bokach. Rys. 4.1 ilustruje powyzszy wypa-
dek.
Rys. 4.1

Zadanie 8.1. Stosujgc zasade superpozycji rozbié sktadowe E , vy do-
wolnego stanu odksztatcenia na sktadowe e' , y' odksztatcenia objetoscio-
wego i sktadowe e" , y" odksztalcenia postaciowego.

Odpowiedz 8.1. Nalezy potozyé: £ = e'+ s" , y =y +y" i do sktado-
wych czeéciowych zastosowaé¢ ostatnio podane okres$lenia. Otrzymamy z ta-

twosdcig: e'x =e'y =e2 =*x(ex 6y+ ez), TXx =Ty - yz =o0:

£ " t(2ex - £y - e2) m ey =x(2ey -ez - ex):

£z =} (26z - ex -V * Tx =Yx'Yy =Ty’ Yz " Yz’

W wypadkach dynamicznych przemieszczenia wu. v, w sa hnie tylko funk-
cjami miejsca, lecz réwniez czasu. Wtedy predkos$ci i przyspieszenia wyni-
kte z obecnos$ci przemieszczeh znachedzimy tworzac ich pierwsze i drugie
pochodne czasowe. Tak np.:

du Blu Slu dx au dv su dza
37 - 3t +5%x ' 37 +dy ' 3t +sz * 3T’

d2
Rézniczkujac drugi raz otrzymamy stad — *m Gdy przemieszczenia uktadu
dt
sa mate w wyjasnionym juz raz sensie, mozemy dodajniki iloczynowe pominag¢
i krdtko napisa¢: Eirur » Su -i  podobnie EZ%ZS_ZU
dt ot
UzywaliSmy we wszystkich naszych rozwazaniach prostokatnego uktadu

wspoétrzednych. Analogiczne obliczenia przeprowadzié rbwniez mozna w in-

nych systemach, np. w uktadzie wspétrzednych walcowych luo zulistych.
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Istniej? pomystowe przyrzady do pomiaru wzglednie rejestracji przemie-
szczen i odksztatcen statycznych lub dynamicznych. Oczywiscie pomiaru te-
go dokona¢ mozna tylko w punktach powierzchni ograniczajacej uktad. Czuj-
niki do pomiaru przemieszczen maja budowe zalezng najczesciej od postaci
uktadu. Bardzo chetnie do pomiaru odksztatcen postugujemy sie tzw. t e n-
sometrami. Poniewaz instrumentem tym zmierzy¢ mozemy tylko skta-
dowe typu E ,przeto nieznajomos$¢ skoséw y likwidujemy pomiarem dodat-
kowychzdtuzy. Zastosowanie tensometréw Jest szczegodlnie uzyteczne przy

dwuosiowych stanach odksztatcenia.

Rys. 5.1 wyjasnianam schematycznie zasade budowy takiego przyrzadu.
Gdy ditugos$¢ pomiarowa lzmienia sie, nastepuje obrét dzwigni, ktéry prze-
nosi sie na réwniez dzwigniowag wskazéwke. Powiekszenie wydtuzenia 1 . £

wynosi " ~ iw istniejgcych tensometrach
waha sie zaleznie od konstrukcji od 500 do

2000. Dtugo$¢ pomiarowa wynosi normalnie 1 cm
lub 2 cm; mozna Jg przy matych odksztatceniach
doé¢ dowolnie zwiekszyé, np. nawet do 1 m.

Gdy dtugo$é pomiarowa musi byé bardzo mata

z racji zakrzywienia obiektu pomiarowego czy

wybitnie zmiennego wydtuzenia, stosujemy ten-
sometry budowane na innej zasadzie. Tak np.
powojenny francuski Solux daje powiekszenie

200 000-krotne.

Tensometr staje sig bezuzyteczny, gdy obiekt
pomiarowy doznaje znacznych przyspieszen. lJak
np. samolot. W tym wypadku bowiem odnos$nych
sit bezwtadnos$ci doznaje réwniez przyrzagd po-
miarowy. Nalezy woéwczas konstruowac¢ instrumen-

ty kierujac sie inna zasadga.

Tak np. w ciggu ostatniej wojny nader roz-
powszechnit sig w Ameryce nastepujacy prosty
spos6b eksperymentalnego wyznaczania zdtuzy.
Rys. 5.1 Do badanego uktadu przylepiamy specjalny dru-

cik1”~, tak ze odksztatca sie on wraz z odnos-
nym miejscem tegoz uktadu. Pomiar zmiany oporu
elektrycznego, wywotany odksztatceniem drucika, stuzy wprost do wyznacze-
nia e w przyjetym kierunku. Pomiaru dokona¢ mozna od razu na trzech dru-

cikach zorientowanych rozetowo Ilub tréjkatnie w trzech ré6znych kierun-

~Autor miat na mys$li tensometr oporowy, por. np.: Z. Rolineki: Zarys elek-
trycznej tensometrii oporowej , WNT, Warszawa 1963 - przyp. 3.W.

2}Czyli za pomocy rozety tensometrycznej - przyp. 3.W.
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Zadanie 9.1. W zagadnieniu ptaskim pomierzono zdiuze w rozecie dwodch

kierunkéw wzajemnie prostopadtych i trzecim potowigcym kat zawarty miedzy

tamtymi dwoma. Obliczy¢ kierunki i zdiuze gtoéwne.
Odpowiedz 9.1. Znamy przeto £x, ey oraz En, tj. 6 dla a =~ lub
- co na jedno wychodzi - ct = 21. Rzecz redukuje sie do wyznaczenia 'iz- Ze
wzoru (17.1) mamy:
en “ | (ex +ey} ++tr 2' czVli: Tz =2en ' ex " V
Wstawiajac powyzsze do formut (19 .1) i (20.1) otrzymamy:
26 -6 -e

tg2Q0 = n x
1- £y Y' E1 =?(£x +Ey) 1 ?V(ex - V 2 + (26n " £€x ' Ey)2-

Zadanie 10.1. Rozete pomiarowag stanowia trzy kierunki - a, b, ¢ - wza-

jemnie nachylone pod katem j jr. Znalez¢ kierunki i zdtuze gtowne.

Odpowiedz 10.1. Znamy Eg, e”, tQ. Oesli kierunek a przyjmiemy zgo-

dnie z osig X, to dla Kkierunku b jest a = dla kierunku za$ c jest

4jr
a » dl Stosujgc zatem wzé6r (17 .1), mamy: ex = £g, nadto:

8b =1 (Ex + Ey) - 4" x -£y) -~ T 2 *
e AfP ). c > AfC c ~ V?
C - 2<k€x +Ey) TH(EX - £y) + T iz’
Réwnania te dajg: £y =|(2ec + 2eb - ea), 7z =y|(ec - 8b)- Podstawia-
jac  Ex, E Yz do wzoréw (19 .1) i (20.1) znajdziemy
"l mi<E. * eb * so> -Iv '5 *eb *eb - sb* - 'cB. - e
Ostatni rezultat jest nader piekny; jego - oczywista zreszte - symetria

jest uderzajeca.

Wyrazenie podpierwiastkowe mozna tez przedstawi¢ inaczej, np. w posta-

?7<Eb - Ec>2 - (£c - £a)2 & (ea - eb)2

.sb-



lub tez w postaci: (eg + Eb + ec)2 - 3(ebec +eceg + 6aet,)* Widzimy prze-
to, Ze zdiuze gtébwne wyrazaje sie ptltaskimi niezmiennikami: eg + £b + ec
tudziez E£bEc + Ec£a + £aEb’ tudz?co podobnymi do odnos$nych przestrzen-
nych.

Temat 1.1. Opracowa¢ konstrukcje dwuramiennego i tréjramiennego tenso-

metru.

Temat 2.1. Opracowaé¢ teorige wyréwnania pomiaru tensometrem dwuramien-

nym w dwéch réznych potozeniach.

Temat 3.1. Opracowaé¢ teorie pomiaru wybitnie wzdiuz prostej zmiennego

zdtuzu przez przesuwanie zwykiego tensometru o utamek rozstawu jego ostrzy.



2. SILA | NAPREZENIE

Wptywy, jakim podlegaj? ciata rzeczywiste, podzieli¢ mozemy na dwie
grupy. Do Jednej nalez? przyczyny natury mechaniczneij,
do drugiej przyczyny natury niemechaniczneij. Wpily-
wami mechanicznymi s? sity. Przyczyny pochodzenia niemechanicznego s? roz-
maitej natury, a wiec chemicznej, jak np. skurcz betonu, termicznej, jak
np. podgrzanie stali, montazowej, np. rozmys$lne uchybienia podporowe itp.
Wptywy mechaniczne okreélone s? wprost danymi obciezeniami, niemechanicz-
ne uwarunkowane bywaj? z reguty Jakim$ postulatem natury geometrycznej.
Te ostatnie interesuj? nas w mechanice w wypadkach hyperstatycznych, wte-
dy bowiem s? one znéw przyczyn? powstawania sit. W ten sposéb w obu wy-
padkach rzecz sprowadza sie do rozpatrywania dziatania sit. Niemniej po-
dziat na dwie grupy charakterystyczne jest istotny dla zagadnien mechani-
ki technicznej z powodu odmiennego w obu przypadkach schema-

tu rozwiezywania.

Sity zewnet rzne, Jakim podlega uktad, dzielimy na o b-
ciezenia 1 odpory. Odpory s? sitami powierzchniowymi,
obcigezenia stanowie sity powierzchniowe i objetoSciowe (masowe). Zaliczy¢

tez do nich mozemy sity bezwtadnos$ci, uwarunkowane przyspieszeniami cz?-
stek uktadu.

Wezmy pod uwage w otoczeniu dowolnego punktu O powierzchni ograni-
czajecej uktad jakieé obciezone pole A A. Wiadomo nam jest. Ze sity

dziatajece na to pole redukuj? sie w najogdlniejszym wypadku do jakiej$

sity AP i jakiego$ momentu (pary sit) A K. Zaktadamy, Ze natura sit

powierzchniowych jest tegg rodzaju, Ze r6zna od zera jest tylko jedna z
AP

granic stosunkow i ~ , a mianowicie. Ze jest:

lim ~ » p f O, natomiast lim =0.
AA— O AA— O
Wielko$¢ p nazywamy natezeniem sity powierz-
chniowe]| w uwazanym miejscu O lub tez sit? odnie -
sion? do (pomys$lanej) jednostKk.@ pola w tymze

miejscu. Sita powierzchniowa Jest w powyzszym sensie sit? r ozt oZ o-
n ?; ne elementarne pole dA przypada sita p.dA. Znajomos$¢ wielkos$ci p
pozwala na odwrét zredukowaé¢ obciezenie skonczonej powierzchni do sity
i momentu. Gdy odnos$ne pole jest mate w pordéwnaniu z polem ograniczajgecym

caty uktad, a p znika poza tym polem, rezultatem redukcji jest tzw. po-
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wierzchniowa sita lub powierzchniowy moment skupiony. Ta,w me-
chanice uktadéw sztywnych, nader pozyteczna abstrakcja jest w mechanice
uktadéw odksztatcalnych osobliwos$ciag przysparzajagca wiele klopotéw. Wyzna-
czenie prawdziwego pola jej dziatania wymaga rozpatrzenia problemu styku
dwéch ciat rzeczywistych; obecnos$¢ jej powoduje wybitne lokalne ostabie-
nie materiatu uktadu.

Wezmy z kolei pod uwage w otoczeniu dowolnego punktu O, potozonego we-
wnatrz uktadu, jakas$ objetos¢ i i) . Sity dziatajgce na przynalezng tej ob-
jetosci mase redukujg sie do jakiej$ sity AQ i jakiego$ momentu A L.
Tu réwniez zaktada sie, ze tylko jeden ze stosunkéw ma granice ré6zng od
zera, a to. ze:

lim .. =g ~o i Wprzeciwienstwie do tego, ze:

Ait
Al>~ 0

lim = °-
AQ»0

Bedziemy respektowaé¢ tego rodzaju rozpowszechnione w nauce mechaniki
zapatrywanie, jakkolwiek nie jest ono zawsze stuszne. Wiadomo jest bowiem
ze dziatania elektromagnetyczne prowadzg do pojecia natgegzenia momentu ma-
sowego; w ten sposéb zagadnienie np. réwnowagi igietki magnetycznej uchy-
la sig od naszych badan. Wielko$¢ q nazywamy n ate zeniem s i -
ty objetosciowe,]; w rozpatrywanym punkcie O lub tez s i-
ta odniesiona do (pomys$lanej) j ednostk. obje-
tosci w tym miejscu. Znajomo$¢ wielkosci q pozwala zredukowaé¢ si-
ty objetosciowe skonczonej czes$ci uktadu do sity i momentu. Gdy objetos¢
rozwazana jest mata w poréwnaniu z objetoécig catego uktadu, a q znika
poza tym malym obszarem, rezultatem redukcji jest objetosciowa sita lub
objetosciowy moment skupiony.

Sity objetosSciowe sg proporcjonalne do objetosci czgstek uktadu. Nie-
kiedy celowe jest rozumie¢ pod nimi tylko te z sit, ktére pochodzg od
obecnosci pola, jak np. ciezar wtasny. W tym wypadku sity objetos-
ciowe, pochodzace od czasowych zmian przemieszczen, a wiec od przyspie-

szen typu — itp., wydzielamy w osobng grupe jako s ity b e z-
dtn
wtadnos$ci

Sity zewnetrzne wywotuja wzmozone dziatanie sit miedzyczgsteczkowych.
Interesujgcg nas tu nadwyzke obejmujemy mianem s it wewnetrz-
nych.

Czagsteczki, z ktoérych zbudowana jest materia, majg wymiary liniowe rze-
du tysiecznej czes$ci mikronu. Tego samego rzedu jest tez wzajemny odstep
molekutéw. Zasigg ich wzajemnego dziatania wynosi okoto setnej czes$ci mi-
kronu. Ce$li wiec przez uktad materialny wykonamy mysSlowy przekréj, to za
siedzibe sit. jakimi Jedna cze$¢ uktadu dziata na druga, nalezy przyjac

warstewke wymienionej ostatnio grubos$ci. Oes$li za element powierzchni prze-
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kroju przyjmiemy kwadrat o boku Jednej tysiecznej milimetra, to i tak gru-
bos¢ ptytki dziatania bedzie mata w poréwnaniu do boku elementu. Powyzsze
wzgledy pozwalaje nam, podobnie jak w teorii stanu odksztatcenia, przyje¢

uzyteczne zalozenie, ze materia jest jednolita, a nadto przypisa¢ sitlom

wewnetrznym réwniez nature ciegte i powierzchni o-
w e.

Wewnetrzne site powierzchniowe bedziemy
nazywaé¢ kroétko naprezeniem. Aby sobie owo naprezenie wyo-

brazi¢, przeprowadzamy nastepujece operacje mysSlowe: Niech sity zewnetrz-
ne Z~, dziatajece na uktad, pozostaje w réwnowadze réwniez w sensie 0go6l-
niejszym, wyrazonym zasade bezwtadnos$ci. Wtedy w réwnowadze pozostaje tak-
ze uktad materialny. Poniewaz Jest to uktad staty, przeto kazda dowolnie
odcieta jego cze$¢ trwa rowniez w réwnowadze. Gdy tak jest, to sity dzia-
tajece na te czes¢ pozostaje réwniez w réwnowadze. Do sit tych zaliczamy
sity zewnetrzne, przynalezne odcietej czes$ci uktadu, ponadto te sity, kto-
re zastepuje dziatanie odrzuconej czes$ci uktadu. Te ostatnie se dla cato-
$§ci sitami wewnetrznymi) dla odcietej czeséci przybraty charakter sit zew-
netrznych. Ich ogélna suma S i og6lny moment M dadze sie wyznaczy¢ z
rébwnan roéwnowagi wypisanych dla odcietej czeé$ci uktadu. Ot6z uwazamy, zgo-
dnie z zatozeniem, ze wielkos$ci S i M pochodze z redukcji sit elemen-
tarnych e . dA roztozonych na powierzchni wykonanego prze-

kroju. Wyrazem przeprowadzonej tu kalkulacji jest rys. 1.2.

Rys. 1.2

Site elementarng w otoczeniu miejsca O Jest g . dA. Site te rozkta-
damy na czegs¢ O . dA - normalne do pola elementarnego dA i na czes$é
CdA - styczne do tegoz elementu.

Wielko$¢ g nazywamy naprezeniem catkowitym,
wielko$¢ | naprezeniem normalnym, wielkos$¢ z n a-

prezeniem stycznym. Seto naprezenia w punkcie
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O, przynelezne orientaciji n. Prawie caty nasz wy-
sitek zmierza w mechanice uktadéw rzeczywistych do tego, by w dowolnym
punkcie dla dowolnej orientacji wyznaczy¢ wtasnie owe naprezenia <8, z
Zbadamy obecnie, jakim warunkom musze one czyni¢ zado$¢ w poprawnym roz-
wigezaniu i jak sie one przeksztatcaje.

Zajmiemy sie prostopadtosciennym elementem wyodrebnionym z uktadu ma-

terialnego. Site objetosciowe jednostkowe roztozymy na sktadowe q , q ,

d

q : sity bezwtadnos$ci odniesione do jednostki objetosci wynosze 8 -

5 —3£—X, 6§25, gdzie 5 jest gestos$cie materiatu. Mnozec te sity jgetd—
dtn dtn
nostkowe przez objetos¢ elementu dx dy dz, otrzymamy sity skladowe, dzia-

tajece na zawarto$¢ elementu w kierunku osi prostoketnego uktadu x, vy, Zm
Naprezenia normalne, dziatajece na ograniczenia elementu, otrzymaje roz-
maite oznaczenia Ox’ 0 y Oz’ Naprezenia styczne natomiast otrzymac
musze z koniecznos$ci - przynajmniej na razie - podwdjny wskazniki pier-
wszy oznacza orientacje przynaleznego pola, tj. indeks odnos$nej normal-
nej , drugi za$ okres$la réownolegtos¢ do wtasciwej osi przyjetego uktadu
wspo6trzednych. Mamy przeto dla naprgzen stycznych oznaczenia zyz * czy'
tzx i cxz, tXy i Tyx- De$li naprezenia o ,¢c pomnozymy przez przynalez-
ne im pola, wiec dydz, dzdx Ilub dxdy, otrzymamy sity powierzchniowe
elementu. Na dwoéch $cianach przeciwlegtych o normalnej, np. x, naprezenia
ré6znie sie o przynalezne rézniczke czestkowe, wiec o — dx, dx. Ana-
logicznie Jest w kierunkach 'y i z.

Musimy koniecznie przyje¢ jake$ zasade regulujece sprawe al g e b r a -

icznych znakow naprezen. Naprezenia normalne mozemy uwazac
za dodatnie, gdy ich zwroty se skierowane na zewnetrz elementu, tzn. od
S§cian ograniczajecych go. Ta reguta Jest niewystarczajeca dla naprezen

stycznych. Przyjmiemy wobec tego take, ktéra jednolicie stuzy¢ moze dla

jednych i drugich.

Naprezenie uwazamy za dodatnie, gdy na $cianie dodat-
nie;j normalne]j zewnetrzne]| ma kierunek d o-
datnie] osi uktadu lub gdy na $cianie ujemne] nor -
malne]j zewnetrzne.|j ma kierunek ujemne.] osi

uktaduj w kazdym przeciwnym wypadku jest naprezenie ujemne.
Dla ilustraciji na rys. 2.2 zaznaczone dwa niepeine warianty wprowadzo-
nych tu wielkos$ci i oznaczenn. Wszystkie wielko$ci zaznaczono jak dodat-

nie. Dla uproszczenia oznaczono
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Rys. 2.2

Dla przejrzystoséci za$ nie zaznaczono przy naprezeniach Jako mnoznikéw
przynaleznych im poé6l dydz, dzdx, dxdy, a przy gx mnoznika dxdydz.
Sity dziatajece na element musze czyni¢ zado$¢ szedéciu warunkom réwno-

wagi. Z trzech réwnan momentéw wypiszemy tu to wzgledem prostej réwnoleg-

tej do osi X i przechodzegcej przez $rodek elementu. Zwazywszy, ze sity
rbwnolegte i przecinajece sie z te osie daje zerowe momenty, skorzystamy
z lewej czes$ci rys. 2.2 i napiszemy:

(cyz +Vvyz) = dxdz = ~ - K vy + ~Zy)dxdy * H R

Analogiczne réwnania mozna napisa¢ dla dwéch pozostatych osi. Po uza-

sadnionych pominieciach otrzymujemy sted rezultat i

Tyz " czy =cX “cy- cxy“cyx=cz* (12)

redukujecy liczbe niezaleznych naprezen stycznych do trzech. Okazato sie

bowiem, Zze naprezenia styczne, rézniece sie tylko porzedkiem wskaznikéw,

se wzajemnie réwne. Mozemy to twierdzenie o réowno -
wartos$c.i odpowiadajecych naprezen stycz-
nych wyrazi¢ nastgpujeco. Naprezenia styczne, w dwoéch prostopadtych

przekrojach, skierowane prostopadle do ich krawedzi przecigcia, se wzaje-
mnie réwne. W zwiezku z powyzszym zrezygnowalismy w (1.2) z podwdjnych
wskaznikéw, zaetepujec je indeksem wuzupetniajecym pojedynczym.

Warto zaznaczy¢, ze powyzszy prosty rezultat zawdzigczamy zatozeniu

nieobecnoséci objetosciowego momentu, na ktéry to szczegdt zwrdéciliSmy Juz

raz uwage. Przy takim zatozeniu stan napiecia w dowolnym
punkcie ciata oznaczony jest sze$ciu niezaleznymi sktadowymi, a mianowi-
cie trzema naprgzeniami normalnymi i trzema stycznymi.

Zadanie 1.2. W pewnym, symetrycznym wzgledem ptaszczyzny z = O ukta-

dzie, w symetrycznie wzgledem tejze ptaszczyzny potozonych przekrojach o
symetrycznie dobranych normalnych naprezenia se réwniez wzgledem tej pta-
szczyzny symetryczne. Dak sig zachowuje funkcje okres$lajece o,c wzgledem

zmiennej z.
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OdpowiedZz 1.2. Funkcje okreélajagce naprezenia c¢cx, O , dz. zz se
parzyste, okres$lajgce za$ naprezenia tX zy - nieparzyste w zmiennej z.

Z trzech réwnan sit napiszemy tutaj to dla osi X. Zwazywszy, ze sity
prostopadte do niej daja zerowe rzuty, skorzystamy z prawej czesci rys.
2.2 i napiszemy:

(o'x - ax)dydz + (z'z - rz)dzdx + (c'y - cy)dxdy + gx dxdydz = 0 .

Analogiczne réwnania mozna wypisa¢ dla Kkierunkéw y i z. Po uprosz-

czeniu znajdziemy:

dziny mechaniki uktadéw odksztatcalnych winno czyni¢ zado$¢ powyzszym ré6-

wnaniom .

Stan napigcia jest jednorodny, gdy wszystkie skitadowe 6,c
saq w obrebie catego uktadu state: gdy skiadowe s funkcjami miejsca, na-
zywamy stan napigcia niejednorodnym. Z réwnan (2.2) wyni-
ka, ze koniecznym, lecz niewystarczajagcym warunkiem istnienia stanu jed-
norodnego jest nieobecnos$¢ sit masowych q. Wiele myS$li poswiecili bada-

cze laboratoryjnemu konstruowaniu stanéw jednorodnych. Z nich tylko mozna
wysnué¢ nalezyte wnioski o zachowaniu sie materii w procesach mechanicz-
nych. Niestety dajag sie one realizowa¢ tylko w nielicznych wypadkach; w

przyrodzie prawie nie istniejg.

Kierunkowi x przynalezy naprezenie normalne OX i styczne r = zt

y z

a>2< * z% * r)%— Oznacza to - jak juz wiemy - ze je-

$li w badanym punkcie O napietego uktadu wykonamy w my$li przekrdéj o nor-
malnej X, to stwierdzimy w nim takie wtasnie naprezenia. Analogicznie
jest z kierunkami 'y i z. Stan napiecia w punkcie O jest okres$lony,

gdy dana tam jest szé6stka skiadowych Ox, py, o0z, Zx- ty- tze Rozu-

miemy to tak, ze znajomo$¢ tej szo6stki pozwala nam obliczy¢ naprezenia ojr
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dowolnej orientacji n w punkcie ©O. Obliczanie zmierzajece do tego celu
nazywamy przeksztatceniem sktadowych stanu napiegcia.
Azeby dokona¢ tej transform acji, przeprowadzamy nastepujece spekulacje
mysSlowe: W Jakimkolwiek innym przekroju réwnoleglym do poprzedniego znaj-
dziemy te same O, v, jes$li stan napiecia jest jednorodny. Wtedy jednak
trzeba konsekwentnie przyje¢, ze sity masowe nie istnieje. Przy takiej
koncepcji zagadnienie przeksztatcenia zamieniamy na zagadnienie réwnowagi
dowolnego elementu skohczonego pod dziataniem jedynie sit powierzchnio-

wych, a mianowicie pochodzecych od naprezen. Rozwazanie przeto rzedu owych

ewentualnych sit masowych - ktére tak czesto spotykamy u wielu autoréow -
jest w powyzszym oéwietleniu nie tylko zbedne, ale w ogdle fatszywe, w
istocie swej bowiem zagadnienie transformacji jest czym$ zgota roéz-
nym od zagadnienia réwnowagi.

Rye. 3.2

Rozwazmy tedy réwnowage sit dziatajecych na czworos$cian jak na rys.3.2.
Mozemy dla prostoty przyjeé¢, ze pole trojketne przynalezne normalnej n wy-
nosi 1. Wtedy pola tréjketne odciete na ptaszczyznach uktadu odniesienia
X, Y, zZ wynosze po prostu: nx, ny, nz> czyli se liczebnie réwne odnos$nym

dostawom kierunkowym. 2 pomnozenia naprezen catkowitych przez przynalezne
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pola otrzymany sity. Warunek réwnowagi w postaci wektorialnej da-

je:

en =ex"x +Cyny +ez = nz*

Niektérzy autorzy nazywajag utwoér, powstaty z przyporzgdkowania kierun-

kom przestrzeni skalaré6w jednorodnie - liniowo zaleznych od dostaw kie-
runkowych, wektorem. Ci sami wtedy nazywajg utwdr, powstaty z przypo-
rzagdkowania kierunkom przestrzeni wektoréw jednorodnie - liniowo zalez-

nych od dostaw kierunkowych, tensorem. Z tym drugim wypadkiem wtasnie sie
tu spotkaliSmy - jak na to wskazuje ostatni rezultat.

Zyskamy na wyrazistos$ci, jes$li powyzsze réwnanie wektorowe rozbijemy
na trzy skalarowe. Zwazmy, ze gXx nie jest réwnolegte do x >fin nie Jeet
rébwnolegte do n. Wprowadzenie sktadowych réwnolegtych do osi wuktadu z
zachowaniem oznaczenia g wymagatoby wprowadzenia podwdjnych znaczkéw.
Unikniemy ich, wprowadzajagc z powrotem oznaczenia o , ¢, nadto p = Qn.

Znajdziemy:

P :Oxnx :Tz y * r)'; z
by OV x +°yny +Ax'z (3-2)

Pz "V * +rxny +eznz

Réwnania (3.2) sa doktadnie tak samo zbudowane jak réwnania (1o .1) w
teorii odksztatcenia. Istotnie, wtedy stan napigecia w dowolnym punkcie cia-
ta okresdlony lest tensorem napiecia.

Wiadomo juz nam Jest, ze skiadowe 6 ,v muszg wewnatrz uktadu czynicé

zado$¢ réwnaniom rézniczkowym (2.2). Dodajmy, ze na powierzchni ograni-
czajacej uktad musza one czyni¢ zados$¢ warunkom brzego-

wym, toznaczy - muszg by¢ one tam zgodne z danymitematem zagadnie-
nia obcigzeniami, a wigc pewnymi sitami powierzchniowymi. W warstewce

przybrzeznej nie moga przeto naprezenia 6,T przyjmowaé¢ dowolnych war-
tosci, lecz na zasadzie réwnosci dziatania i oddziatywania obliczone z ich
brzegowych wartoéci wyrazenia P, py, P, muszg by¢é réwne skiadowym ob-
cigzenia powierzchniowego. Tego rodzaju warunki brzegowe nazywamy w a-
runkam.i obcigzenia. Des$li zatem n”, n”, nz o0znaczaja
dostawy kierunkowe normalnej zewnegtrznej brzegu, to réwnania (3.2) sa wa-

runkami obcigzenia.

Zadanie 2.2. Uktad pryzmatyczny, o tworzgacych réwnolegtych do osi z i
ograniczony przekrojami prostopadiymi do tej osi, obcigzony Jest tylko na

owych przekrojach kohcowych. Poda¢ warunki brzegowe.



- 48 -

Odpowiedz 2.2. Na pobocznicy jest n2 =0. Px =Py =P2 =0, czyli
n +z A m 0O, Z n +o0on = 0, on +rvn = 0. Na ograniczeniach
A a + a y y y X X a
koricowych jest n_ = ny =0, n_ -1, czyli ry =p,, r_ = py. OZ =p,-
Zadanie 3.2. Poda¢ mechaniczng i geometrycznag interpretacje warunku
Oon + Tyn =0 z zadania 2.2.
y x Xy

Odpowiedz 3.2. Mechaniczna interpretacja wymienionego warunku brzmi:
W kierunku osi z pobocznica uktadu nie jest obcigzona. Dla znalezienia

wyjasnienia geometrycznego zwazmy na twierdzenie o réwnowartoéci odpowia-

dajagcych naprezen stycznych i nakres$imy Zx i Ty przy brzegu dowolne-
go przekroju z = statej jak na rys. 4.2. Niech normalna w dowolnym punk-
cie konturu zawiera z osig x kat a . Wtedy skiadowa catkowitego napre-

zenia stycznego =Yr + y w kierunku n wynosi Zycosd.+TXsina s

z X
czyli wtasnie t;ynx + rxny Wedtug zatozenia ma ona wynosi¢ zero. Zatem
interpretacja geometryczna brzmi: Catkowite naprezenie styczne Z w kaz-
dym punkcie brzegu musi mie¢ kierunek s styczny do niego. Zwroty dodat-
nie dla Zx i Ty w miejscu wskazanym na lewej czeS$ci rys. 4.2 nie sa
tam mozliwe. Naprezenia te sa tam odmiennych znakéw, Jak w prawej czesci
rys. 4.2.

Zgodnoé¢ formalna réwnan (10 .1) i (3.2) pozwala wszelkie inne rozwaza-
nia znakomicie upros$ci¢. W tym celu nalezy tylko w odnoénych wzorach teo-
rii odksztatcenia wstawi¢ w miejsce litery 8 litere O tudziez zamiast
wielkosci 7~y wielko$§¢ Z ; wskazniki nalezy zatrzymaé¢ bez zmiany. Stre-
szczamy sie przeto,jwzamian celowo rzecz uzupetniajac innymi szczeg6tami.

Naprezenie catkowite p orientacji n okreslone jest relacja:

(4.2)



Oego sktadowg normalng dajag wzory (5.2) lub (6.2) :

0 = px"x + pyny + pznz ’ (5'2)
O =0xn2 +yny +02zn2 + 2cxnynz + 2Tynznx +2y X ny . (6.2)
Sktadowg styczng wyznaczy¢ mozna z (7.2) Ilub (8.2), a to:
Z2 =p2 - 02, (7.2)
*2 -(Pynz -Pzny)2 + (pznx - Pxnz)2 & (pxny - pynx)2 (8.2)
Oej orientacje m okres$lajg dostawy kierunkowe nx, my, nz, a to:
xmx " (ox - °)nx +Tzny +*ynz
Tny =czmx + (°y " 0)ny +'x nz >
Tmz =Tymx +xxny & (dz - o)nz .
Naprezenia normalne gtoéowne Nj e N2*% 3 pierwia9tkami roé-
wnania kubicznego:

653 - s62 +80 - s". o. (10.2)
gdzie niezmienniHk:@ s,s, s" tensora napre -
zen wynoszg :

't X +°'y +°z
s't ’ytz +°z°x + px°y "rx “ Ty *Tz ! (rr=2)
s" = oxoyoz & 2rxxyrz - Oxr2 - oyxJ - 0zt2 .

Z niezmiennikéw tych tworzy¢ mozemy tez inne, jak np. zawsze dodatni:

s2 - 2 s', bardzo czesto pojawiajacy sie réwniez stale dodatni: s - 3 s,

wreszcie: s2 - 4 s' przy s"=0 réwniez dodatni. Niezmiennik s odgry-
kierunk.

wa matg role. Przynalezne trzy wzajemnie prostopadte

gtowne stanu napiecia podaja formuty



b =bx + by + bz » (122)
bx = (oy-o0)(oz-0)-cx. by = (02-0)(6x-6)-cy, b2 = (ox-0)(oy-0) - cz,
w ktérych kolejno w miejsce o nalezy wstawié 61, c2, Oj. Naprezenia
gtéwne se ekstremami funkcji o okreslonej wzorem (6.2).

W kazdym punkcie uktadu, w ktérym istnieje niejednorodny stan napie-
cia, wyznaczy¢ mozemy trzy kierunki gtbwne w sposdéb ostatnio wskazany. Wy-
obrazmy sobie, ze operacje te wykonaliSmy w pewnym, =zreszte dowolnie wy-
branym punkcie P. PrzejdZzmy od punktu P, posuwajec sie o krétki odcinek
As w jednym z kierunkéw gtéwnych do punktu sesiedniego P1 W punkcie P1
stwierdzimy inny stan napiecia, a zatem inne réwniez kierunki gtéwne.
PrzejdZzmy tedy od punktu P1 do sesiedniego P" , posuwajec sie o maly od-
cinek A s' w nowym, najmniej od poprzedniego odchylonym, kierunku gtéow-
nym. Operacje powyzsze kontynuujemy dalej. Granice otrzymanego wieloboku
stanowi krzywa, zwana trajektorie naprezenia gtbwnego lub wedlug propozy-
cji Lamego izostate. Zatem izostata posiada te wtlasnos¢, iz styczna, na-
kreslona w dowolnym jej punkcie, wskazuje kierunek naprezenia gtébwnego w
tymze punkcie. Widoczne jest, ze przez kazdy punkt uktadu przechodze trzy

ortogonalnie przecinajece sig¢ trajektorie.
Zadanie 4.2. Kiedy trajektorie naprezen gtéwnych se liniami prostymi?

Odpowiedz 4.2. Z pewnos$ci¢ wtedy, gdy stan napigcia jest jednorodny.
Ogdlnie za$ wtedy, gdy skiadowe stanu napigcia se¢ tego rodzaju funkcjami
miejsca, iz dostawy kierunkowe okreslone wzorami (12.2) nie zaleze od
miejsca,

Gdy s"j O, wszystkie trzy naprezenia gtéwne s¢ rézne od zera, a stan

napiecia jest trdédjosiowy, czyli przestrzenny
Gdy s" =0, sl O jedno z naprezen gtéwnych jest zerem, a stan napie-
cia jest dwuosiowy czyli ptaski. Gdy s" « 0, s'=0,
s f O jedno tylko naprezenie gtdwne jest rézne od zera, a stan napiecia
jest jednoosiowy czyli liniowy.

Warto przy tej sposobnos$ci zwréci¢ uwage na pewien znany z algebry

fakt. Gdy wszystkie trzy pierwiastki réwnania stopnia trzeciego se licz-

bami rzeczywistymi, nie dadze sie one bezposérednio wyrazic¢ przy pomocy
wspotczynnikéw tego réwnania. Zatem w wypadku ogélnym s"N 0, aby zna-
lez¢ naprezenia gtéwne on, 02, 07, musimy zna¢ wprost 1icz e b-

n e wartos$ci niezmiennikéw s, s\ s Gest to przyczyne pewnych kitopo-

tow.



Zadanie 5.2. Dane sg¢ nieliczebne wartosci niezmiennikéw s, s'; ponadto
wiadoma jest wartos¢ Ogq jednego naprezenia gtébwnego. Wyznaczy¢ pozo-

state dwa O~, Og i uporzedkowac wszystkie trzy wediug wielkoS$ci.

Odpowiedz 5.2. Czworomian lewej strony réwnania (10.2) jest podzielny

przez dwumian: 6 -0 albowiem zgodnie z tekstem zachodzi réwno$¢ d3 -
- s . Og + sl'éo - s":OO. Po podﬁieleniu i przyréwnaniu do zeﬁa otrzymuje-
my réownanie drugiego stopnia: o - (s - 0Q)6 + (s' - s00 +0Q) =0, a sted

pozostate naprezenia gtébwne:

2
dla ktérych widocznie jest O <= Og. Zadanie sprowadza sieg obecnie do
umiejscowienia w tej nieré6wnos$ci wielkos$ci 0Q. Rozwigzujecy powinien

dojs¢ do nastepujgcego rezultatu: Gdy s'- 2 s 6Q * 3 00 » O nadto s~ 3&b
jest 6 05» O 02; gdy sl- 2soq + 30Q >0, nadto s m=30q jest ol>m
62 & OO: %dy wreszcie s '- 2500 + 306 -=0, to niezaleznie od s 3 0

"0
jest o”N > 0Q > <5~ Przypadek s = 3o0q nalezy do nierbwnosci s' - 2s6Q+
+ 30% < 0O, czyli o4 OO> Oﬁ» gdy jednoczes$nie s'- Zscb +§ck =0,

= 1 0% = =6
nadto s 3¢, jest 61 -0(3 69.
Zadanie 6.2. Stan napiecia jest dwuosiowy. Rozstrzygne¢ znaki alge-

braiczne naprezen gtéwnych.

Odpowiedz 6.2. Odpowiedz zawarta jest w poprzednim zadaniu; nalezy tam

potozy¢ oQ @ O. Naprezenia gtbwne wynosze:

‘EI. " Vvez)l

Ola s'A- O, nadto 8<o0, jest O 5» dla s'A0, nadto s >0,
jest on 023* 0; dla s'<0QOniezaleznie ods-S; 0 jest 0js-0~ 6~.
Nie nalezy zapominaé¢, Ze s"= O, dzieki czemu wyrazenie podpierwiastkc-

we jest dodatnie.

Zdarza sie. Ze stan napigcia jest dwuosiowy w obrebie catego uktadu.
Tak jest np. w czesto pojawiajecym sig w technice wypadku, gdy uktad ogra-
niczony jest dwiema réwnolegtymi ptaszczyznami, ktérych oddalenie jest

mate w poréwnaniu do innych wymiaréw tak powstatej tarczy, obciezenia za$

leze w ptaszczyznie tej tarczy, czyligz =1, pz = 0. W kazdym punkcie
ptaszczyzn ograniczajecych jest é =zy =(I) =0, tj. s =0, czyli w
kazdym punkcie uktadu istnieje dwuosiowy stan napiecia. W takim
wypadku moéwimy o ptaskim zagadnieniu napie-
cia.

Poniewaz ptaskie stany odgrywaje wazne role, rozpatrzymy je tu szcze-

gétowo, mimo iz zawarte s¢ one w teorii ogdélnej, juz przedstawionej. Zgo-
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dnie z powyzszym okreéleniem jedynymi réznymi od zera skiadowymi sg i s

Oy, c¢z. R6ownania réwnowagi (2.2) i warunki brzegowe (3.2) redukuje do
dwéch. Naprezenia O , ¢ dowolnej orientacji n otrzymamy ze wzoréw
(6.2) i (8.2), ktadec w nich nx = cosa, n”~ = sinci, n, « 0.

Wolimy jednak rzecz jeszcze raz powtdérzy¢é metodycznie, W lewej czesci

rys. 5.2 zaznaczono kierunek n w uktadzie Xy i przynalezne mu przez
nas poszukiwane sktadowe O , ¢ . Wszystkie wielko$ci uwazamy za alge-
braiczne; chcemy je zaznaczy¢ na rysunku jak dodatnie. Respektujec nasze
umowe odnos$nie znakéw naprezen zaopatrzyliSmy 0X, o”, tz w zaznaczo-
ne na rysunku zwroty. Wobec tego 6 orientaciji n otrzymato réwniez
strzatke od przekroju. Widzimy, ze przy nakre$lonym jedynie kierunku n

znak przynaleznego mu ¢ pozostaje nieoznaczony. Chcec go ustali¢, musi-
my okres$li¢ dodatni kierunek jakiej$ pomocniczej osi, prostopadtej do n.

Wobec tego przyjeliSmy, ze uktad xy zostat obrécony w potozenie nowei™*

ij i o§ E zidentyfikowaliSmy z kierunkiem n. W ten sposéb uczyniliSmy
d = <53, nadto ¢ « z”~ , przy czym dla "C» mozemy juz obecnie ustali¢
dodatni zwrot. Rzecz mozna rozszerzy¢ naprezeniem kierunku ij ; przy-
nalezne mu naprezenie styczne wynosi znéw , a to zgodnie z twierdze-
niem o réwnowartoéci odpowiadajecych naprezen stycznych. W ten wigec spo-
séb tréjke Ox, 6y, cz mamy przeksztatci¢ w tréojke 0~,0",
Zagadnienie transformacji zamienimy - o czym juz byta mowa - na zagad-

nienie rownowagi jednorodnego stanu. Grubo$¢ tréjkatnego elementu wycie-
tego z tarczy lJest stata. Gdy przeto diugos$¢ przekatni przyjmiemy tak, ze

pole przeciwprostokatne wyniesie 1, to pola przyprostokatne beda réwne

cos a i sina. Mnozac pola przez przynalezne naprezenia sktadowe otrzyma-
my sity skladowe. Za osie rzucania przyjmiemy kierunki i tj. . Otrzy-
mamy w tej chwili réwnanias

2 .2 .
o = = oxcos a + OySin"a + 2czsinacosa



= = - - i + — H
z Zf,(3 (oX oy)smacosa zZ(cosz.a sin 2ot) ,
zgodnie ze skréconymi formutami (6.2), (8.2). Ciesliw formule na o w
miejsce a wstawimy a +Jt/2, otrzymamy wyrazeniedla
Zadanie 7.2. Wyznaczy¢ 6~ , rozpatrujagc réwnowagedotychczas nie-

zuzytkowanego drugiego elementu tréjkatnego na rys.5.2.

Odpowisdli 7.2. Poséepujqc w sgoséb podany przy wyznaczaniu 6 .,r* znaj-

dziemy: OT( =cy sin tt + oy cos a - 2cZ sinacosa, nadto trc jak wyzej bez
zmiany. Stwierdzamy przy tej sposobnosci: » OX +
Wzory dla przeksztatcimy celowo wprowadzajgc podwdjny
kat transformacji. Rezultaty brzmig:
+dy) ~ |(cx “ ty)cos2a i czsin2ot ,
n (13.3)

Zt,> * 27~°X - °y)sin2ct+ CzCOs2ct,

przy czym we wzorze pierwszym gorny znak odnosi sie do gérnego wskaznika
i przeciwnie. Widoczny Jest zwigzek a 2Cj poszukiwanie przeto kierun-
kéw gtéwnych c =0 Jest identyczne z poszukiwaniem extreméw naprezenia

O . Powyzszy zwigzek pozwala nam tez zaopiniowa¢ zachowanie sig funkcji

o= a tym samym i pozostatej . Mianowicie dla a =0 jest t =cz;

gdy przeto jest zz =0, to w okolicy ot =0 naprezenie ro$nie i prze-

ciwnie, gdy z « 0, to w okolicy a =0 naprezenie o maleje.
Wyznaczmy kierunki i naprezenia gtowne. Kiladac z =z~ =0, otrzymamy

dla poszukiwanych szczegdélnych kierunkéw relacje:

2r
tg 2« = ————- — . (14.2)
o ox t ooy
Poniewaz okresem funkcji tg Jest n , przeto formuta powyzsza okre-
$la dwa wzajemnie prostopadte kierunki gtéwne cl = oraz a2 = ocl+it/2.

Mozemy, wracajac do funkcji pojedynczego kata, wyznaczy¢ z (14.2):

<X - Y) i Va7~ oy2 +4zZ

tgot. = — 4 (15.2)

2
Widzimy, Ze przy tt =0 jest katem ostrym, czyli rozwar-
tym i na odwrét, przy rz< 0 jest cil katem rozwartym, czyli ct2 ka-

tem ostrym. Znak réznicy: o, o y decyduje dodatkowo o potozeniu Kkie-

runkéw gtéwnych wzgledem dwusiecznych uktadu xy.



Wstawiajec w wzglednie za 2a szczeg6lng wartos¢ 2ctc > "Y”

znaczong z (l4.2), otrzymamy naprezenia gtéwne, a to:

i " w "l (ox + V 1!V (0* - 06y)Z + 4cz- (16 -2>

2 m
Wiemy Juz, ze se one extremami analitycznymi w ptaszczyznie XYy. Nie
chcemy ich jednak - jak to robie inni autorzy - oznacza¢ przez “max 1

<Smin, albowiem pamietamy o tym, ze w zagadnieniu naszym istnieje jeszcze
trzecie naprezenie gtdbwne, wynoszece zero; przy réwnych znakach wyznaczo-
nych tu naprezen ™ i 02 owo trzecie jest przeto zaleznie od znaku

tamtych maksymalne lub minimalne. Wyrézniamy wobec tego wyznaczone na-

prezenie wieksze i mniejsze znakami w i m.

Streszczajec nasze uwagi dotyczace roli naprezenia Zz podajemy rezul-
tat ostateczny. Przy >0 naprezenie ow przynalezy ostremu ketowi
normalnej zewnetrznej przekroju, czyli o ketowi rozwartemu; odwrotnie
jest przy z -c 0. Inaczej moéwiec, wskaznikowi 1 formuty (15.2) odpo-

wiada wskaznik 1 formuty (16.2); wiec indeksowi 2 w jednym wzorze od-

powiada réwniez indeks 2 w drugim.

Zadanie 8.2. Przedstawi¢ rezultaty powyzszej dyskusji szkicem, biorec
pod uwage znaki naprezenia z, oraz réznicy oy - dy.
OdpowiedZz 8.2. Rezultaty przedstawia rys. 6.2, na ktéorym linie przery-

wane oznaczajg symetralne ketéw (xy).

®2>0 , excy>0 t2>0, eAo0y<O rz<0, ox-oy<O0 c2-<0, ax-Gy~0

Zadanie 9.2. Poda¢ réwnania obu trajektorii w ptaskim zagadnieniu na-
piecia. Poda¢ ich potozenie na brzegu prostopadle obcigzonym Ilub tez nie-

obcigzonym.

OdpowiedZz 9.2. Réwnania te maje charakter rézniczkowy; nalezy w formu-
tach (15.2) w miejsce tgnapisac w stanach niejednorodnych se
2

<V Oy, zz funkcjami miejsca. Rzecz sprowadza sig¢ wigc do catkowania



dwéch réwnan postaci ~ = f(x,y). Niech normalna w pewnym miejscu brzegu
zawiera ket (B z osie X, to warunki brzegowe (3.2) brzmig px = O~cos (i+
+ t2 sin(i, Py = zz cos|3 * O” sin(3. Zatozenie prostopadtosci obciezenia
wyraza sie warunkiem px sin {3= Py cos(3, czyli (6x - Oy)sin |3cos|3=tz .

cos2|3- sin2(3). Gd 3 = O Ilub @3 =2z2/2 znachodzimy sted z~» = 0, czy-
y y ste y

i tg 2ci0 =0, tj. cii =0, otc, =7t/2, chyba ze o —20 = 0, <co prowa-

dzi do nieoznaczonych ot., a,._Przy 3 dowolnym i t M znachodzimy z

powyzszego réwnania tg 23 = —, czyli 23 =2ct , co oznacza, ze je-
x 4oy

dna z trajektorii przebiega stycznie, druga prostopadle do brzegu. Skoro

jednak przy dowolnym I3 jest z » O, to znajdujemy z réwnania wyjscio-
wego ox - 0~ =0, co prowadzi do nieoznaczonych Kkierunkéw obu trajekto-
rii na brzegu. Rzecz sie powtarza w wypadku brzegu nieobciezonego. Przy

Cz # 0 jedna trajektoria przebiega stycznie, druga prostopadle do brze-
gu; przy = 0 ich kierunki na brzegu se nieoznaczone, bo réwniez jest
0X - Oy - 0.

Obliczenie zwigezane z uzyciem réwnan (13.2) zastepie mozemy konstruk-
cje wykreélne, podane na rys. 7.2, W prostoketnym uktadzie osi 0,Z odci-
namy od poczetku O odcinki OA :GX i OB :6y i uzupetniamy rzednymi
prostopadtymi AC' =z = BC", dajec im zaznaczone potozenie, gdy Ccz =>E>,
wzglednie odwracajec potozenie, gdy z~ -c 0. Odcinek Ci1C" jest S$rednice
kota napigecia. Gdy ket transformacji wynosi ot , odcinamy w zaznaczonym

kierunku od prostej ClC" ket 2ot,znachodzec w ten sposéb punkty F'i F tu-

dziez ich rzuty D i E. W ten sposdéb okresSlamy =00, o~ = OE, zZ~n=
= DF1= EF". Celemzweryfikowania konstrukcji oznaczmy promien kota lite -
re g i wprowadZzmy ket 20tQ jak na rysunku. Znajdziemy:

OD wzgl. OE = OS — Qcos(2ctQ-2ct) = OS —gcos2aocos2ct —gsin2d0 sin2ct ,

OFllub Ef"= gsin(2do-2d) = - gcos2dQ sin2ct + gsin2ao cos2ct |,

Lecz: OS = + oy), nadto gcos2cio =j(ox - Gy), esin2aQ =cz,

z czego wynika catkowita zgodno$¢ konstrukcji ze wzorami (13.2),

W konstrukcji opisanej mieszcze sie réwniez wzory (l14.2) i (16.2), co
usprawiedliwia uzycie dla keta C'SA oznaczenia 2dQ. Istotnie tg tego
keta wynosi ACASA =—————— - — .Poza tym transformacja oket dQ prowadzi

x - °y
do punktéw G i H,tj. do t =0 oraz OG wzgl. OH = 0S —6; lecz g =
= - oy)2 + czY1Li00 ="°i> OH = °2* Przy konstruowaniu kota
napiecia nalezy pamieta¢, ze 0 odcinamy ponad koricem 6x lub cz-<O
pod koricem Ox, niezaleznie od nieréwnoésci o X Oy.

Oezeli kierunki gtéwne i przynalezne wartos$ci naprezen gtéwnych se

znane, to najpros$ciej uzy¢ je jako podstawy do operacji przeksztatcenia.



Formuty (3.2) przyjme postaé: px =c.", p2 =o02n2> p3 =03n3-a wzory

(6.2), (8,2) i (9.2) skréce sie do formy:

0=0"2 +028 +03n2 J

C2 = (02 -03)2n|n2 + (03 - 01)2n3n2 + («~ _ 62)2n2n2 , (17 .2)
tSj - (cii® -o )rij, cro2 = (02 -0o)n2, tij « (<=8 -o0)n3 .
Zadanie 10,2. Wykaza¢, ze sktadowa o0,z przynalezne kierunkowi n, »
= n2 = n3, wyrazaje sie wartoéciami niezmiennik6w stanu napiecia.
9,dp0wiedi 10.2. Istotnie, skoro: n2 + n, + nf = 1, jest: nf ~ ng ]
V} 1 ¢ . o0 .
=n3 *« 3 czyii naprezenie normalne tej orientacji wynosi: G= ~(o, +G, +
+ G3) = 3 8- naprezenie za$ styczne wyznaczone jest przez: 9c2 = (c?
- 03)2 + (c% -02)2 + (03 - )2 =2~ +02 +G3)2 - 6(02G3 + 030l  +

+ G,G,). Lacz oba tréJmian%) przedstawiajg warto$¢ niezmiennikéw stanu na-

piecia. Przeto: 9z =2 s - 6 s, czyli



Z- .yfs2 - 3s.
L 3N - s
Kierunek m naprezenia Z podaje dostawy: m, » — . — mm— (i=],2,3).
Poniewaz s i s’ se niezmiennikami, wigc wtasnos¢ te posiada réwniez:
2
s - 3si tak napisany niezmiennik drugiego rzedu odgrywa wazneg¢ role w me-
chanice .

Odpowiednio skréce sie rowniez wzory dla transformacji ptaskiej (13.2)

z potozenia 1, 2 w potozenie Xy. Otrzymamy tu:

X " b (°l + cC2) *i (0l * &2~cos2a ’
y (18.2)
uz “ ~ ~ 62)sin20i>
przy czym d mierzone jest od kierunku gtéwnego 1.

Konstrukcja kota napieciadla formu#(l8.2) réwniez skraca sie, jak to
ilustruje rys. 8.2. Odcinamy on = 06, O~=O0OH i na S$rednicy HGotrzy-
mujemy poszukiwane koto. Nakres$liwszy ket 2a w podanym kierunku znacho-
dzimy C1 wzglednie c¢" a sted OA =0Ox, OB =6 i ACl=BC'=Zz. W sy-
tuacji na rys. 8.2 jest n — o. Promien kota wynosi 5(°1 - °2~* 3sst to
jednoczed$nie najwieksza w stanie ptaskim warto$¢ naprezenia stycznego.
Przynalezne mu naprezenie normalne wynosi + 62* NaPr?zenia te ist-

nieje w przekrojach potowiecych ket miedzy przekrojami gtownymi. Konstruk-
cje kota z danych naprezen gtéwnych podat po raz pierwszy wybitny badacz

niemiecki 0. Mohr.

Rys. ¢*.2
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W teks$cie oryginalnym punkt <c¢' znajdujemy, kreslac katy (n,x) =
wzglednie (n,y) =it/2 - ct jak na rysunku.

Gdy punktem wyjscia sa sktadowe gtéwne, to réwniez wzory (17.2), wyni-
kte z transformacji tréjosiowego stanu napigecia, mozna przedstawi¢ w pro-
sty spos6éb wykres$inie. Doteczmy w tym celu do formut na O i c2 waru-
nek: n™ + ng + n" =1 i rozwigzmy je z uwagi na nz‘, n%, nz. Po pros-

tych rachunkach znajdziemy:

(o2 - 01)(03- o"n2 = (d2 - 6)(03 - 6) +v2,
(03 - 02)(°1- 02)n% = (63 -0)(01 - 0) +c2,
(0i - 03)(c2-03)n3= (i - 0)(62 - o) +c2.

Kazde z tych réwnahn przedstawia w ptaszczyznie O ,c koto. Tak np. pier-

wsze z tych réwnan napisa¢ mozemy w postaci:

D, * i, 2 . 0 -0 2
(0 - m@g. 2 m@) f c2 = (02 - Oi)(d3 - Gi)n2 +

przedstawiajgcej istotnie koto, ktérego $érodek lezy na osi O i ma odcig-

ta +—0|3 niezalezng od kierunku n, a kwadrat promienia jest réwny:
2 0O -0 2 *

(°2 " + (-——g— -) . tj. zalezny tylko od n~» Zmieniajac

o
parametr ni od O do 1 otrzymamy gromade koét wspétsrodkowych o pro-

- . l°2 " °31 [ 2+ °3 1 X .
mieniu zmieniajagcym sie od \~~~-% d° | i " —-2 r Analogicznie

rzecz ma sig z pozostatymidwoma réwnaniami. Przy przyjetejorientaciji n
niewiadomymi w tychtrzech réwnania sa O. . ; wtedy jednak z trzech tych
rébwnan tylko dwa sg niezalezne z tytu}uzalezlnos’ci,2 tzn.2 ni 2+ n2 + n3 = 1.
Innymi stowy, trzy kota, przynalezne przyjetej orientacji n, przecinaja
sie w jednym punkcie; jego wspoitrzedne O, c stanowia wykres$lne rozwiag-
zanie zagadnienia przeksztatcenia.

Kota :

N
a—
1

N

1<°2 + °3>" I K - °31'" ?2(°3 *V - I3 - °1r 2 (4

stanowig ograniczenia pola, wewnatrz ktérego mieszczg si¢ wszystkie punk-

ty (o ,c) . Wymienione trzy kota brzezne przynalezg orientacjom: ni = 0,
n| + n2 - 1; n2 =0, n2 + n2 = 1; n3 =0, n2 + n2 =1, to znaczy ilu-
strujag one kolejno transformacje w ptaszczyznie gitéwnej n2n3 > n3ni' nin2

na wzoér tej , ktéorag przedstawia rys. 8.2. Najwieksze naprezenie styczne wy-

nosi: z = p'(Om3x - towarzyszace mu naprezenie normalne wynosi:



0= j (°max + Przynaleze one przekrojowi, ktérego normalna n poto-
wi ket migdzy Gmax i omin.

Rys. 9.2 ilustruje powyzsze rozwazania. Celem bardziej przejrzystego
przedstawienia rzeczy punktowi O nadano posta¢ kuli, ktoérej O6semke po-

daje lewa strona rysunku.

Rys. 9.2

Ketowi (n, 1) odpowiada powierzchnia stozkowa, ktéra z kule przecina

sie wzdtuz kota n”; koto brzezne n™ =0 lezy w ptaszczyznie 23. Podob-

nie rzecz si¢ ma z kotami n2 i n”. Koto n™ =0 przecina si¢ z kotami
n2 =0 i n3 = O w punktach g~ i C”, Ich odwzorowania na kotach na-
pieciowych, tj. w prawej czeéci rysunku, znajdziemy, kreSlec - zgodnie z
rys. 8.2 - z punktu 1 ket (n, 1). Poniewaz wszystkie kota nl maje wspol-
ny $érodek, przeto punkt 8, lub wyznacza promien kota przynaleznego
nakreslonemu ketowi (n, 1). W ten wiec sposéb koto napieciowe ‘N jest

oznaczone.

Podobnie mozna wyznaczy¢ takze drugie. Przez ich punkt przecigecia mu-
si tez przejs¢ koto trzecie. Wspotrzednymi punktu rzecigcia se sktadowe
O i z . Poniewaz przyjecie kierunku n nxe ustala dla ¢ znaku algebr -
icznego , przeto jest obojetne, czy konstrukcje przeprowadzimy nad czy pod
osie 6

Rys. 10.2 ilustruje przy pomocy ko6t napieciowych niektére podstawowe

stany napigeé¢. Naprezenia gtowne uporzadkowano wediug wielkos$ci nieréwno$-
(I+cjoj~ + (lI-c

cie »0Oj. Mozna tez to uczynié¢, ktadec 02 = . ‘e
gdzie parametr ¢ ogranicza nierb6wnos¢: I< c <1.

W jednoosiowym rozcieganio jest o O, 62 -
u o3 =0, czyli ¢ = - 1j tutaj komplet trzech ko6t sprowadza sie do dwoéch

pokrywajecych sie ze sobe i jednego, zdegererowanego dc punktu. W prze



Rys. 10.2

krojach, ktérych normalne leze w ptaszczyzZznie 23, nie ma ani naprezen nor-
malnych ani stycznych, wobec czego kazda ptaszczyzna zawierajeca kierunek
1 Jest gtéwna. We wszystkich przekrojach nachylonych pod 3t/4 wzgledem 1
naprezenie styczne osiega najwieksze mozliwe wartos¢ (31/72. Rzecz ilu-

struje lewa czeé¢ rys. 10.2.

Oednoosiowe S§ciskanie c =+1 r6zni sie od omoé-
wionego wypadku jedynie znakiem jedynego naprezenia Oj réznego od zera.
Ptaskie rownomierne rozcieganle <X =0,

<1 «G2 =0 ~ 0 przynalezy kategorii ¢ = +1.

Z pozoru komplet koét, przedstawiony na $Srodkowej cze$ci rys. 10.2, nie
ré6zni sie od kompletu poprzedniego. W istocie za$ koto zdegenerowane do
punktu ma obecnie odcigte o0Q / 0. W przekrojach, ktérych normalne leze
w ptaszczyznie 1,2, nie ma nigdy naprezeh stycznych, czyli kazdy taki
kierunek lJest gtobwnym i kazdemu odpowiada takie samo naprezenie normalne
0 Q. sked zastosowanie nazwy réwnomiernego ptaskiego rozciegania. Pta-
s kie réownomierne S§ciskanie c =-1 rézni sie od
oméwionego wypadku lJedynie zmiane znaku naprezen.

Bardzo wazny przypadek dwuosiowego stanu napigcia stanowi skret,
zwany tez prostym $cinaniem, przedstawiony w prawej czeéci rys. 10.2. Tu-
taj: Sj +01 a o2 =0, czyli c =0. Aby zatozeniu uczyni¢ zados$¢, po-
t6zmy N =CQ, Oj =-12 i stransformujemy kierunki o tt/4 w ptaszczy-
Znie 31. Widzimy, Ze w tak przyjetych przekrojach nie ma naprezen normal-
nychj Istnieje tam tyl ko naprezenie styczne, a to o wartosci c¢ =
=cq; sted tez stosowana przez niektérych autoré6w nazwa czystego Scina-
nia. Zaleznie od okoliczno$ci stosujemy oznaczenie tego stanu albo napre-

zeniami gtéwnymi albo wykazanym charakterystycznym naprezeniem stycznym.
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Przestrzenne rownomierne rozcieganie
on = =0j ~ 0 jest stanem trudnym do zrealizowania. Natomiast nader
czesto spotykany w przyrodzie jest przestrzenne réwno -
mierne S§ciskanie =c2 = 0j 0. Komplet trzech kot

napieciowych degeneruje sie tu do punktu. W zadnej orientacji przestrzen-
nej nie ma tu naprezen stycznych, czyli kazdy kierunek jest gtéwny; kaz-
demu odpowiada takie samo naprezenie normalne. Parametr ¢ jest tu nieo-
znaczony.

Zadanie 11.2. Czy stosujec zasade superpozycji mozna dowolny stan na-

piecia rozbi¢ na wszechstronne, réwnomierne rozcieganie i skrety?

Odpowiedz 11.2. Stosujec skitadowe gtéwne zapiszemy o =c+ o"gdzie o'

oznacza cze$¢ pierwsze a 0" cze$¢ druge. Dla czesci pierwszej nalezy
przyjec GN =02 = 0j, dla drugiej za$ c'AN + 02 + Oj =0. Znajdziemy sted:
0j =o0g =0j = +°2 + °37 = na<Mto!

0;1. 1(20l - Og - Oj), 07 =i(2G2 - Oj - 0l), o; =i(2Gj - 6+ - 6£).

Sktadowe czes$ci drugiej oznaczaje istotnie skrety, albowiem mozemy tez
napisa¢: O[ =m|@i - 02) - i(0j - OJ =|(0o2 - Gj) - m|oi - 62).

o, =~/~(dj - - "i(°2 - 0j), w czym poznajemy superpozycje wtasnie trzech
prostych $cinan. Zagadnienie mozna uogdlni¢, stosujec sktadowe dowolnych

kierunkéw x, y, z. Bedzie wtedy: o'A =o‘y =°'2‘=b(°¥a + y + A W oCK =
=cy =cz =o0, nadto: 0X =i(2ox - oy - 0Z). o~ =f(20y - 02 - Ox),

7 =¥ 29z m°x " Gy), Cx =cx, cy =C c2 =cz. Cze$é pierwsza ni-
czym istotnym nie rézni sig od poprzedniej; w czes$ci drugiej przybyty do-
datki, ktére znowu s¢ skretami, bo wyrazaje sie skiadowe Z

Wiadomo nam jest, ze wzory dla przeksztatcenia O,z przechodze we wzory
dla transform acji e, €Y * p°dane tu zasade ilustracji kotami napigcio-
wymi mozna przenie$¢ do teorii stanu odksztatcenia, otrzymujec kota od-
ksztatceniowe. ZapowiedzieliSmy to juz w stosownym miejscu teorii stanu
odksztatcenia.

PrzeprowadziliSmy wszystkie rozwazania w prostoketnym uktadzie wspo6t-
rzednych, zwykiym X y z lub naturalnym 123. Ograniczony zakres mate-
riatu nie pozwala nam przedstawi¢ teorii stanu napiecia w innych, réwnie

pozytecznych uktadach wspdtrzednych.

Zadanie 12.2. Wypisa¢ we wspoéitrzednych walcowych warunki réwnowagi dla

zagadnienia osiowo-symetrycznego.

OdpowiedZz 12.2. W zagadnieniu tego rodzaju zaréwno uktad materialny
jak i obcigezenia s¢ symetryczne wzgledem osi i w konsekwencji takim sa-
mym tez jest stan napigcia. Przyjmujec uktad wspéirzednych walcowych r,

1), z, zmienimy tez odpowiednio oznaczenia skitadowych stanu napiecia na



Op, ,o0z, Cp, , C2. Osiowa symetria polega przede wszystkim na

tym, ze kazda z tych skitadowych jest niezalezna od zmiennej ii ,

dz

Ddr B dr D

D dr B dr D

Rys. 11.2

Ponadto jednak niektére z tych skiadowych se nieobecne. Lewa strona
rys. 11.2 przedstawia element uktadu z przynaleznymi sitami objetosciowy-
mi  qp, 92 i naprezeniami or< , 0 , . Nieobecno$¢ g~ wynika z
zatozenia osiowo-symetrycznego obcigzenia. Nieobecno$¢ naprezen tptz wy-
nika z jednoczesnego rozwazenia osiowej symetrii i zasady wzajemnosci
dziatania. Na prawej stronie rysunku podano boczne ograniczenie elementu
$§ciane A B C D. Zauwazmy, ze ta sama $ciana Jest jednoczes$nie ogranicze-

niem dwéch sesiadujecych elementéw. Symetria wymaga, by niezaleznie od

powyzszego faktu naprezenia tp, c¢2 byly zawsze tak samo na niej za-
znaczone; te ewentualno$¢ przedstawiono w goérnej czesci rysunku. Zasada
wzajemnos$ci dziatania wymaga za$ odmiennego utozenia strzatek, co przed-

stawiono w dolnej czes$ci rysunku. Te dwa sprzeczne wymogi mozna uzgodnié
tylko przez przyjecie c «c2 = 0.

Z szes$ciu warunkéw réwnowagi trzy wyzyskano opisujec naprezenia stycz-
ne pojedynczymi wskaznikami, tzn. wyzyskujec twierdzenie o réwnowartosci
odpowiadajecych naprezen stycznych. Wypisujac trzy pozostate, nie nalezy
przeoczyé,ze sity drdz maje wypadkowe w kierunku r. Sedno z réwnan

jest identycznie spetnione; dwa pozostate maje posta¢;
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Zadanie 13.2. Poda¢ warunki réwnowagi w zagadnieniu ptaskim we wspét-

rzednych izostatycznych.

OdpowiedZz 13.2. Naprezenie niech bedzie styczne do izostaty Sj,
czyli naprezenie 02 do izostaty s2. R6éwnania chcemy wypisa¢ dla ele-
mentu umieszczonego w sesiedztwiepunktu P. Odcinamy tedy na trajekto-
riach ‘tuku dsl i ds2 dopunktéw p' iP", przez ktére przechodze se-

siednie trajektorie, ogra-

niczajece w ten sposéb ele-
ment w punkcie Q. Promienie
krzywiznowe przynalezne obu
izostatom w punkcie P se r”
i r2. tuki na sesiednich
trajektoriach se wigegksze od
dsj™ i ds2, bo przynaleze
do promieni: rl + ds2 tu-
dziez: r, + ds.; wynosze o-

ds2%
- ) tu-

ne wiec: ds./II +
1 dsjl
dziez ds, (I +r;)o Te przy-
rosty musze by¢é uwzglednio-
ne z tego samego powodu, z
jakiego uwzgledniamy réwniez
drobne zmiany naprezen przy
przejsciu z Jednej izostaty
do drugiej. Wypisujec wa-
runki rébwnowagi zauwazyc

Rys = 1™ec
ponadto trzeba, ze wypadko-

wa sit pochodzecych od o~ ma kierunek - 62, ta za$ od 02 ma kierunek
- Sj. Sity masowe oznaczono przez qt i q2. Rezultaty brzmie:
jo, 0. - 0 -.0- o, - a.
n* *-Hr* eii m lif*
Teoretyczne wyznaczanie naprezen - Jak to zobaczymy w innych cze$-
ciach wyktadu - natrafia na znaczne trudnos$ci. Usitujemy tedy czegsto wy-

znaczy¢ je dosSwiadczalnie. Mozna to zrobi¢ z powodzeniem w niezbyt licz-
nych przypadkach. Niekiedy siegamy do innych nauk przyrodniczych, ktérych
problemy mutatis mutandis maje te sarne matematyczne posta¢. Wykorzystujec
te analogie znachodzlmy naprezania, obserwujec i mierzec fakty odmiennego
znaczenia i dymenzji. Oest to metoda doswiadczalna posrednia. Niekiedy
siegamy do potowicznej pomocy bezposredniej. Tak np. w opracowaniu znaj-
duje sig metoda polegajeca na pokrywaniu nieobcigzonego obiektu warstwe
specjalnego lakieru. W stanie obclezonym lakier pegka prostopadle do kie-

runku naprezen ciegnecych, dajec w ten sposéb zbiér trajektorii, co sta-
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nowi pewne pomoc W wyznaczaniu naprezen. Metoda ta ogranicza sieg - rzecz
jasna - do badania Jedynie powierzchni uktadu.

Na specjalne uwage zastuguje badania optyczne, znane w literaturze pod
nazwe elasto - a obecnie tez plasto-optycznych, wzglednie tez foto-ela-
stycznych lub foto-plastycznych.

Metoda ta, szeroko rozpracowana dla zagadnien ptaskich, zaczeta sobie
w ostatnich latach torowa¢ droge réwniez do zagadnien przestrzennych. Wy-
korzystuje ona - miedzy innymi - teoretyczne spostrzezenie, ze istnieje
rozlegta grupa zagadnien, dla ktérych skladowe stanu napiecia se nieza-

lezne od niektérych mechanicznych wtasnos$ci indywidualnych materiatu ukta-

du. Rozumie¢ to nalezy w tym sensie, iz w tej grupie rozwlezan, przy tej
samej postaci i tym samym obcigzeniu ukitadu wartosci napregzen se nieza-
lezne od tego, czy uktad wykonany jest ze stali, czy np. ze szkta.

W innej grupie zagadnien rozwazania teoretyczne pozwalaje za§ spostrze-
zenia dokonane na celuloidzie odpowiednim dodatkowym pomiarem przetrans-
ponowa¢ na tej samej postaci uktad wykonany np. z zeliwa. W zwiezku z tym
badania naprezehn na drodze optycznej dokonujemy na modelach wykonanych z
materiatéw przezroczystych optycznie réwnokierunkowych, Jak szkto, bake-
lit itp.

Metoda postgpowania przedstawia sie w zarysie nastepujeco. Wiezka réw-
nolegta $Swiatta, przepuszczona przez polaryzator, wychodzi z niego ptasko
spolaryzowana i wchodzi do napigtego modelu, gdzie drganie optycznie zo-
staje roztozone w kierunkach gtéwnych stanu napiecia. Po wyjsciu w powie-
trze owe dwa drgania nie sktadaje sie z powrotem w ptaskie drganie pola-
ryzatora, albowiem predko$¢ rozchodzenia sie $wiatta w kierunku réwnoleg-
tym do naprezenia algebraicznie wigkszego jest mniejsza od tej w kierunku

drugim. Drgania skladowe maje przeto po wyjsciu z modelu rézne fazy i,te-

czec sige z powrotem, daje Swiatlio eliptycznie spolaryzowane. To z kolei
wpada do analizatora skrzyzowanego prostoketnie z polaryzatorem i wycho-
dzec z niego daje $Swiatto znéw ptasko spolaryzowane. Obserwator umiesz-
czony poza analizatorem, patrzec w kierunku Zrédta Swiatta, nie ujrzy go

wiec przy Oj jto2 tylko wtedy, gdy skrzyzowane Kkierunki przyrzedu po-

laryzujecego bede zgodne z kierunkami gtownymi stanu napigecia. DeSli prze-

to ustalimy np. blende punkt na modelu i bedziemy obraca¢ przyrzedem, to
wygasniecie promienia $Swietlnego bedzie dla nas identyczne z wykryciem
kierunkéw gtéwnych stanu napiecia w uwazanym punkcie. Przechodzec do na-

stepnych punktéw znajdziemy przynalezne im kierunki gtéwne. OeSli zas ope-
rowa¢ bedziemy wigezke $Swiatta obejmujece caty model, to przy ustalonym
dowolnie kecie potozenia przyrzedu polaryzujecego ujrzymy na ekranie pro-
jekcyjnym na obrazie modelu wiezke ciemnych krzywych, z ktérych kazda w
kazdym punkcie posiada te wtasnos$é¢, iz przecina ona izostaty tego punktu
pod ketem réwnym ketcwi okres$lajecemu potozenie przyrzedu. Krzywe tego
rodzaju nazywamy izokling: jest to wiec krzywa réwnych pochylen izostat.

Dbracajec przyrzed znajdziemy nowe wigezke przynaleznych klin. Postepu-
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jac punktowo, czy tez operujagc od razu calym modelem potrafimy przeto, wy-
zyskujac wtasnos$ci podwdjnego zatamania $Swiatta,wyznaczyé trajektorie na-
prezen gtéwnych.

Précz ciemnych izoklin - ktére mozemy zresztg dodatkowym zabiegiem u-
sungé - pojawia sie na ekranie przy uzyciu Swiatta biatego réwniez bar-
wne smugi, zwane izochromami.

Fizyk Wertheim wykazat, ze zabarwienie tych linii zalezy od iloczynu:

- 02), gdzie a oznacza grubo$¢ modelu. Ze wzrastajgcym 6"~ - 02

kolejne barwy, tj. zd6tta, czerwona, niebieska, zielona powtarzaja sie ze

zmienng intensywnos$cig. Mozemy przeto z tego samego materiatu i tej samej
grubos$ci wykona¢ wzorzec i barwom przydzieli¢ wielkos$ci réznic naprezen
gtéwnych. Mozemy tez naktada¢ wzorzec na model i kompensowaé¢ Swiatto do

ciemnos$ci, mozemy wreszcie stosowa¢ kompensator klinowy zmiennej grubosci.
Przy Swietle monochromatycznym, to znaczy jednobarwnym, otrzymujemy tylko
smugi jasne i ciemne i tu jednak mozemy oszacowa¢ réznice: w obre-
bie kazdej smugi.

Ptaski stan napiecia jest znany, gdy - jak juz nam wiadomo - znamy trzy
fakty, np. o Oy, oz lub tez o n , aqQ. Na razie okres$liliSmy
doswiadczalnie aQ, nadto: Oj - 0,,. Najprosciej wiec bedzie, gdy za fakt
trzeci przyjmiemy - 0~ + 02.

Istnieje wiele opracowanych metod stuzgcych do znalezienia brakujacej

nam sumy naprezen gtéwnych. Sg to albo w dalszym ciggu metody optyczne
albo inne, jak elektryczne, mechaniczne i wreszcie matematyczne. Zakres
wyktadu nie pozwala wszystkich ich tu scharakteryzowac. Ograniczymy sie

zatem do podania jednej z grup matematycznych.
Podane w zadaniu 13.2 réwnania réwnowagi we wspoOitrzednych izostatycz-

nych mozna przez prostg przerébke napisa¢ tez w postaci:

1l-i—(o. +o0
2 3-slv 1

Il A (ozt °i> +1 A (az - °i> +77(0i - °2> +g2 =0+

W réwnaniach tych wiadome sa znaczenia sieS2 1 wartéci r~, r2> po-
niewaz znane nam sa trajektorie rozwazanego zagadnienia. W kazdym punkcie
(sj, s2) uktadu znaleziona tez zostata réznica: - c2. W obu wigc row-
naniach niewiadome sg pochodne czastkowe sumy: + 6. Catkujac i u-
wzgledniajac warunki na brzegu, znajdziemy przeto w kazdym punkcie (8™
s0) sume: + 02, a tym samym mamy zupeine rozwigzanie zadania.

Badania optyczne uznane sa obecnie za najlepszg metode dos$wiadczalnego
wykrywania naprezen. Postuzono sig nimi w olbrzymiej iloéci wypadkéw, gdy
nie znano skomplikowanego rozwigzania teoretycznego. W réwnie duzej licz-

bie przypadkéw metodag tg skontrolowano poprawnos$¢ ré6znych zatozen i re-
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zultatéw teoretycznych. Miedzy innymi potwierdzono nimi stusznoé¢ pewnego
nader cennego twierdzenia, znanego pod nazwe zasady de Saint Venanta,
Zasadzie powyzszej przydziela sie w litera-

turze rézne, bardziej lub mniej zrozumiate,
oznaczenia. Nazwiemy je tu twierdze-
niem o zanikaniu réznic

skutkow rowno'wartych zbio-
row sit, rozumiejec pod skutkami stan
napiecia lub tez odksztat-
cenia - nigdy za$ stan przemieszczenia.

Aby zasade te wyjasni¢, wyobrazmy sobie, ze
czes¢ AB powierzchni ograniczajecej uktad
jest poddana dziataniu jakiego$ zbioru sit,
W najogdlniejszym wypadku zbi6ér ten sprowadza
sieg do jakiej$s wypadkowej sity S, przechodze-
cej przez ustalony punkt O i Jakiego$ wypad-

kowego momentu M. Wiadomo nam jest, ze istnieje dowolnie wiele takich
zbioréw sit, rozmieszczonych na tym samym polu dziatania, kt6-
re se¢ danemu réwnowarte, to znaczy zbioréw, redukujgcych sie
do tak samo przez punkt O zorientowanej i liczebnie réwnej sity S tu-
dziez tak samo zorientowanego i liczebnie réwnego momentu M. Pod kazdym
innym wzgledem te zbiory se jednak réznej wobec tego wywotane nimi w ukta-
dzie stany napie¢ czy odksztalcen bede réwniez rézne. Jednakze i to
stanowi istote twierdzenia de Saint Venanta - w miare tego jak od uwaza-
nego obciezonego pola AB bedziemy sig posuwaé¢ w gteb uktadu, stwierdzi-
my, ze réznice miedzy tymi réznymi skutkami bede zanika¢, tak ze na do-
statecznie odlegtej powierzchni CDE - jak na rys. 13.2 - bedzie je mozna
praktycznie zaniedbaé¢. Poréwnanie rezultatéw rozmaitych zagadnieh, czy to
rozwiezanych teoretycznie, czy na drodze wtasnie pomiaréw optycznych pro-
wadzi do uzytkowego przekonania, ze oddalenia punktéw powierzchni CDE wy-
starczy uczyni¢ réwne liniowym rozmiarom pola obciezonego AB.
Twierdzenie o zanikaniu réznic skutkéw réwnowartych zbioréw sit ma naj-
widoczniej wielostronne znaczenie. Przy spietrzonych obciezeniach daje
nam ono wskazéwke konstrukcyjna co do rozmiar6w obszaru, ktéry nalezy lo-

kalnie wzmocni¢. Wyjasnia nam ono, pod jakim warunkiem wyniki préb, prze-

prowadzonych na réznych urzedzeniach laboratoryjnych, se poréwnywalne
wzglednie zamienne - a wiec, ze np. obojetne Jest, czy gtowice ciat préb-
nych se chwytane w uchwyty pier$cieniowe, czy gwintowane, je sli tylko

miejsce pomiaru nalezycie od nich oddalimy. Pozwolito ono w historii roz-
woju mechaniki uktadéw odksztatcalnych wyjasni¢ szereg rozmaitych pozor-
nych sprzecznoéci. Wreszcie ma walory ekonomiczne bo redukuje rozwieza-
nie obszernych grup zagadnien do rozwigzania pujehynczych tematow, ktoie

tylko lokalnie nalezy uzupetniacd.
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Zadanie 14.2. Brzeg ptyty obcigzony jest na diugosci AB jak na rys.

14.2 sitami poprzecznymi o natgezeniu T i momentami rozmieszczonymi na
powierzchni brzegu o zmiennym natezeniu N. Zamieni¢ to obcigzenie na
tylko poprzeczne. lle wynosi natezenie tego obcigzenia? Oaki wpltyw ma ta
zmiana?

Odpowiedz 14.2. Niech zwrot N bedzie zgodny z normalng zewnetrzng n
brzegu ptyty; niech poza tym bedzie N funkcjg tukowej wspotrzednej brze-

gowej s. Na dwa sasiednie elementy ds brzegu dziatajg momenty: Nds i
Rys. 14.2

(n +os ds)ds. Zamienmy Je na pary sit N i N +gs ds, umieszczajgc lJe

jak na $Srodkowej <czesSci rys. 14.2. Na wspélnej krawedzi obuelementéw po-

wstanie nadwyzka sit wynoszagca » ds i dziatajaca zgodnie z T. Nadwyz-
®s ~ fg

ka ta przynalezy ditugosci ds;jej natezenie wynosi przeto — . Réwno-

warte obcigzenie zamienne ma przeto natezenie: T +3N do tego obcigze-

nia ciagtego nalezy na kohcach badanego brzegu dotaczy¢ pozostate z par
koncowych sity skupione o wartos$ciach NA i Ng. Rezultat ostateczny przed-
stawia prawa strona rys. 14.2.

Wprowadzenie powyzszego obcigzenia zmieni stan napigcia jedynie w ob-
rebie strefy, ktérej ograniczenie przebiega réwnolegle do brzegu ptyty w
oddaleniu réwnym jej grubos$ci. Zagadnienie powyzsze ma tto historyczne.
Zdecydowato ono ostatecznie o postaci warunkéw brzegowych w teorii ptyt,

ustalonych po dtugoletnich nieporozumieniach przez Kirchhoffa.

Zadanie 15.2. Powtloka cienkos$cienna osiowo-symetryczna obcigzona jest
na brzegu réwnoleznikowym radialnym zbiorem sit o staltym natezeniu P, po-
tozonym w ptaszczyznie prostopadtej do osi powtoki jak na rys. 15.2. Wie-
lu zagranicznych autoréw twierdzi, ze zasada de Saint-Venanta upowaznia
do przypuszczenia, iz w niewielkiej odlegto$ci od brzegu stan napiecia

catkowicie znika. Czy przypuszczenie to jest stuszne?

OdpowiedZz 15.2. Tego rodzaju interpretacja zasady jest catkowicie fat-
szywa. Grubos$¢ e $Scianki powtoki jest wediug zatozenia mata w poréwna-

niu do promienia r. Oes$li na dtugos$ci réownoleznika ‘'zedu e przeprowa-



Rys. 15.2

dzimy lokalng zmiane obcigzenia w wiadomym sensie, to istotnie w odlegto-
$ci rzedu e od brzegu wplyw tej zmiany zaniknie, to znaczy, ze w odleg-
to$ci tej wyjsSciowy stan napiecia praktycznie nie zmieni sie, jednak nie
bedzie on stanem zerowym.

Bted polega na nastepujacym, milczacym rozumowaniu autoréw: Zatozone
obcigzenie radialne P redukuje sie dla catego brzegu do z er a;brzeg
ma rozmiar e; wobec tego w odlegto$ci e od brzegu naprezenia znikna.
Ootéz caty brzeg charakteryzuje geometrycznie nie tylko grubos$¢ e,
lecz rowniez r; stan napigcia moze sig przeto zredukowaé¢ do

zera dopiero w odlegtosciach rzedu r, wiec np. w okolicy wierzchotka po-

wtoki. Jes$li w wielu wypadkach btad nie jest wielki, zawdzigcza sie to
swoistej budowie rozwigzan teorii powtok i gtéwnie ksztattom rozwazanych
w literaturze naczyn a nie tres$ci omawianej zasady. Btad ujawnia sie w

razacej postaci, gdy powtoka jest bardzo ptaska.
Temat 1.2. Zapozna¢ sige z teorig polaryzaciji i interferencji $wiatta.

Temat 2.2. Zapozna¢ sie ze szczego6tami metod optycznych badania napre-
zen.

Temat 3.2. Punkt (g .0) nazywamy punktem osobliwym stanu napiecia, gdy

kierunki gtébwne sg tam nieoznaczone. Zapozna¢ sig¢ z przebiegiem trajekto-

rii w okolicy takiego miejsca, przyjmujgc dwa zatozenia:
tg2ct = gx_L b* —zb-i- (d-
% o %x_+_dy lub  tgztf zt-i- (e-cL«y +By2

cx + (a-b)xy + dy

i wykrywajac miedzy innymi trajektorie prostolinijne przechodzgca przez
taki punkt.



3. PRAWO WIAZACE | ENERGIA ODKSZTALCENIA

UczyniliSmy dotychczas Jedno pozyteczne zatlozenie dotyczgce budowy ma-
terii» przyjeliSmy mianowicie, ze tworzy ona kontinuum, czyli ze jest ma-
tematycznie jednolita. Przyjecie to umozliwito zdefiniowanie
stanu odksztatcenia i napiecia, tudziez wystarczato do przeprowadzenia na
nich zasadniczej operacji ciggtej , ktéra nazwaliSmy przeksztatceniem.

W dalszym ciggu przyjmiemy, ze jego skoriczona cze$¢, materia. Jest me-
chanicznie Jednorodne, to znaczy w kazdym miej-
scu uktadu pod wzglgdem mechanicznym taka sama. Jedno spojrzenie przez
mikroskop na zgtad stalowy czy tez rzut oka na mase betonowag przekonaja
nas, ze w istocie moze tu by¢ mowa Jedynie o przecietnej jednorodnosci,
uzaleznionej od doboru dostatecznie duzej jednostki odniesienia; szcze$-
liwym zbiegiem okolicznos$ci wzrostowi owej Jednostki towarzyszy réwniez
wzrost spotykanych w praktyce wymiaréw obiektéw, wykonywanych z danego
tworzywa.

Wreszcie z braku miejsca ograniczymy sie do traktowania przede wszyst-

kim materiatéw mechanicznie rownokierunko-

wy c h, zaniedbujac prawie zupetnie réznokierunkow e. Ma
teriat nazywamy mechanicznie réwnokierunkowym czyli izotropowym, gdy jego
wtasnoéci mechaniczne sg w kazdym kierunku badanego miej-
sca takie same. Doskonatym przedstawicielem tej kategorii tworzyw Jest
szkto optyczne i odwrotnie-anizotropie reprezentujag rozmaite ~krysztaty,

tj. uktady materialne o wzorowo uporzgdkowanej elatce atomowej. Pewne ma-
teriaty, Jak np. metale, utworzone sg z konglomeratu drobnych krysztatow
i masy bezpostaciowej. Zwazywszy, ze ustroje krystaliczne beg beztadnie
umieszczone w otaczajgcej je masie bezpostaciowej, tak‘~ze indywidualnos$¢
ich w zadnym kierunku nie moze doj$¢ do wyrazu, mozna wykazaé¢, >.ze;-w re-
zultacie metale mozna pod wzgledem mechanicznym traktowaé¢ Jak m ateriaty
robwnokierunkowe ; nazywamy je tez quasi-izotropowymi. j,-Tworzywem anizotro-
powym, odgrywajgcym pewng role w mechanice.uktadéw odksztatpalnych, jest
drewno. Jego przecigtna réznokierunkowo$¢ da sie stwierdzi¢ wynikami pry-
mitywnych dos$wiadczen: mozliwe Jednak Jest .uzasadni¢ ja,: ? takzed rna drodze
rachunku, wychodzac z budowy i utozenia elementarnych komoérek*r<\Sfr podobnie
rozwinigtym sensie przecietnie nier6wnokierunkowym materiatem moze by¢ zel-
bet , np. w wypadku krzyzowego zbrojenia. Materiatyor6Zznokierunkpwg bedg w
naszym wyktadzie rzadko traktowane: ograniczymy sie w aktualnych:wypadkach

do okres$lenia ich wtasnos$ci tylko w pewnym wyréznionym Kkiisrunku.
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Jest fizyczng niemozliwos$cia oddzieli¢ materie od jej powtoki zewnetrz-
nej, od geometrycznej postaci uktadu. Szukajgc wiec witasnosci mechanicz-
nych materii z koniecznoéci obserwujemy zachowanie sie nie materiatu lecz
uktadu materialnego. Owe wtasnos$ci nie wychodzg w ten sposéb na jaw jako
elementarne, podstawowe fakty fizykalne - zakiédcone sg one obecnoécig pa-
rametrow charakteryzujacych uktad, wiec wymiarami geometrycznymi, sposo-
bem podparcia i podobnymi innymi szczegétami. Moze sig nawet zdarzyé¢, ze
niektére wtasnos$ci mechaniczne w ogdéle nie ujawnig sie. Zadaniem wytraw-
nego badacza jest przeanalizowaé¢ odpowiednie rezultaty obserwacji, odrzu-
ci¢ rzeczy nieistotne, a wykryte istotne skontrolowa¢ w szeregu innych

badan. Zagadnienie to nie jest proste.

Jedng z nader cennych wtasnoéci mechanicznych m aterii jest spre-
zystos$¢c¢. Gdy uktad materialny poddamy obcigzeniom, stwierdzimy,
ze punkty uktadu przemieszczajg sie. Przemieszczenie dowolnie obranego
punktu i w dowolnie przyjetym kierunku okaze sie pewng funkcjg obcigzen.

Ogélnie biorgc, ze wzrostem sit rosngé beda przemieszczenia; gdy sity be-

dg z powrotem male¢, zmniejsza¢ sie réwniez beda przemieszczenia. Jednak

tylko przy zastosowaniu niezbyt wielkich sit zjawisko powyzsze bedzie
catkowicie odwracalne tzn. przemieszczenia tego od-
wréconego stanu beda sie wyraza¢ ta samg funkcjg sit, wiec - w szczegdl-
nosci - znikng, gdy znikng obcigzenia. Gdy tak jest, moéwimy, ze zjawisko

przebiega w obszarze sprezystym. Kres sit tego rodzaju odwracalnego zja-
wiska nazywamy granica sprezystosc.i z uwagi na ba-
dany uktad. Granica sprezystos$ci jest faktem dosSwiadczalnym bardzo nie-
pewnym; okres$lanie jej w bardzo wysokim stopniu zalezy od precyzji in-
strumentéw pomiarowych.

Gdy obcigzenia przekroczg wyzej wspomniany kres odksztatcenia, prze-
stajg by¢ catkowicie odwracalne; przemieszczenia, towarzyszagce sitom ma-
lejacym, beda zmienia¢ sig wediug innego prawa anizeli te, ktére odpowia-
daty sitom rosngcym. Po usunieciu obcigzen stwierdzimy, ze jedynie cze$¢
ich znikta, a reszta pozostata w postaci trwatej; zjawisko jest tylko
czed$ciowo odwracalne. Ola niektérych uktadéw zbudo-

wanych z niektérych metali stwierdzimy przy pewnej wartos$ci sit nawet te-

go rodzaju fakt, iz przemieszczenia beda wzrastaf¢ przy nie-
zmienne.]j wartos$ci obcigzenn. Tak szczegdlnie wyidealizowang wtas-
no$¢ mechaniczng m aterii nazywamy plastycznos$cia, a odno-
$ng przynalezng wartos$¢ sit granica plastycznos$c.i
lub ptynnos$c.i z uwagi na badany uktad. Powyzsza dana ujawnia
sie niekiedy bardzo wyraznie i jest wtedy nader cenng informacjg znacznie

cenniejsza, anizeli granica sprezystos$ci. 2 tego to powodu nawet w wypad-
kach niewyraznej granicy plastyczno$ci umawiamy sige chetnie uwazaé¢ za nig
jakis fakt pokrewny, wiec np. wyrazny zatom lub zaokrgaglenie w odno$nym
diagramie, tj. miejsce, od ktérego poczynajac przemieszczenia wybitnie

silniej sie zmieniajg anizeli uprzednio - oczywisScie przy tej sanej zmia-
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nie obcigzen. Plastycznos$¢ jest swoiste ceche metali, takich jak stal,
miedz, aluminium. M ateriaty tego rodzaju nazywamy niezbyt $ciéle c i e-
gliwymi.

Gdy plastyczno$¢ w owej bardzo wyraznej lub spokrewnionej formie nie
ujawnia sig, stwierdzamy jedynie, Ze po przekroczeniu granicy sprezystos$-
ci wchodzimy w obszar przemieszczen mieszanych albo tez po prostu trwa -
tych, gdy te ostatnie wyraznie przewazaje nad sprezystymi. Takim
zachowaniem charakteryzuje sie metale lane jak zeliwo, kamienie naturalne
jak granit, sztuczne jak beton. Materiaty tego rodzaju nazywamy niezbyt
Scisle kKkruchymi.

Powyzej podzieliliSsmy obszar dos$wiadczalny na trzy cze$ci, tj. sprezy-
sty, plastyczny i trwaty, przyporzedkowujec plastycznos$ci pewne bardzo
szczegOblne zachowanie. Niektérzy autorzy rozrézniaje jedynie dwa obszary,
a mianowicie ciasny sprezysty i pozostaty plastyczny. Inni wreszcie sto-
sujec réwniez podziat na dwa obszary przyporzedkowuje plastycznos$¢ jedynie
materiatom ciegliwym; wtedy dla kruchych wprowadzaje obszar odksztatcen
trwatych.

Kohhcowe wiasnosécie mechaniczne m aterii jest jej wyt rzyma t o § ¢.
Gdy mianowicie uktad materialny, zbudowany czy to z materiatu ciegliwego,
czy tez kruchego nadmiernie obcigzymy, dojdziemy do kresu jego nos$nosci.
W uktadach ciegliwych okaze sie z reguty, ze przemieszczenia jego, poczy-
najec od pewnej wartos$ci obciezen, rosne z ubytkiem ob-
ciezen, w uktadach kruchych nastep! nagta katastrofa - uktad po-
dzieli sie na oddzielne niepowiezane czeéci. Odnos$ny kres sit nazywamy
granice wytrzymatos$ci badanego uktadu lub tez jego
nos$nos$cie albo jego udzwigiem. Glbwnym zadaniem tech-
nicznej mechaniki uktadéw rzeczywistych jest wtasnie wskazanie nos$nosci
rozmaitych celowych uktadéw.

Dodajmy jeszcze, ze $ciSle rzecz biorgc nie materiaty se ciegliwe Ilub

kruche, lecz stany, ktére im narzuciliSmy warunkami obciezenia se tego
rodzaju. Mozna doprowadzi¢ do tego, ze kruchy marmur bedzie pityne¢, to
znaczy zachowywaé¢ sie jak ciegliwa stal i - na odwrét - do tego, ze cie-
gliwa miedZz bedzie peka¢ jak szkto; spowodowaé¢ to mozna nawet Srodkami
natury czysto mechanicznej, a wigc bez pomocy zmian termicznych czy in-

nych niemechanicznych zabiegodw.

StwierdziliSmy w teorii stanu napiecia, ze kazde poprawne rozwiezanie
mechaniki uktadéw odksztatcalnych musi czyni¢ zado$¢ warunkom réwnowagi w
kazdym miejscu wnetrza uktadu oraz warunkom obciezenia na jego brzegu.
Trzy rézniczkowe warunki réwnowagi nie moge wystarczy¢ do znalezienia nie-

wiadomych szeéciu funkcji, okreélajecych tensor napigcia. Widzimy przeto,

ze kazde zagadnienie stanu napiecia jest statycznie
niewyznaczalne. Réwnania réwnowagi se tu wprawdzie warun-
kami koniecznymi, lecz se one warunkami n i e wystar -

czajagcymi. StwierdziliSmy jednak w teorii stanu odksztatcenia.
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ze kazde poprawne rozwigzanie mechaniki uktadéw odksztatcalnych musi czy-
ni¢ tez zado$¢ warunkom nierozdzielno$ci wewnatrz uktadu i warunkom pod-
porowym na jego brzegu. Wnioskujemy stusznie, ze w nakazie tym zawarte
sq brakujagce przed chwilag warunki.

Mozna wykazaé¢, ze przy speinieniu obu scharakteryzowanych wyzej wymo-

gow,nadto pewnych dodatkowych zastrzezen - rozwigzania mechaniki uktadow
rzeczywistych sa jednoznaczne. Nasuwa sie przeto nastepu-
jaca eliminacyjna metoda postepowania: spos$réd wszelkich rozwigzan ze

spetnionymi postulatami pierwszego typu wybieramy to jedno jedyne, ktére
czyni tu zado$¢ wymogom drugiego typu, albo tez - spos$réd wszelkich roz-
wigzan drugiej grupy przyjmujemy to jedno i tylko jedno, ktére speinia zg-
dania pierwszej kategorii.

Istnieja nauki, jak matematyczna teoria sprezystosci tudziez matema-
tyczna teoria plastycznos$ci, ktére istotnie w sposéb $cisty wykrywajg roz-
wigzania wielu probleméw z dziedziny matych odksztatcen, czyniac
doktadnie zado$¢ wszystkim wyjasnionym wymogom. Aparatura matematyczna,
jakiej musi sie przy takim postgpowaniu uzyé¢, jest nader skomplikowana.
Zasbb czasu, potrzebnego do przeprowadzenia tego rodzaju rozwigzania jest
olbrzymi - nawet przy pozornie prostych zadaniach. Nie stac¢ nas na to w
technicznym Kkursie mechaniki. Wobec tego w nielicznych tylko wypadkach
postagpimy $cisle pod kazdym wzgledem. Na ogé6t uczynimy $cisle zados$¢ jed-
nym wymogom, poprzestaniemy na przyblizonym wuczynieniu zado$¢ drugim i na
odwrét. W wypadkach watpliwych skorzystamy z kontroli, jaka nam nasunie
poréwnanie' wyniku z rezultatem pokrewnego rozwigzania matematycznie $cis-
tego, czy tez z rezultatem bezposéredniego dos$wiadczenia. Zwazmy wreszcie,
ze nie wszystkie interesujgce nas problemy doczekaty sie rozwigzania wzmian-
kowanej teorii sprezystos$ci, czy tez plastycznos$ci, matematyczna za$ teo-
ria wytrzymatos$ci w ogdle nie istnieje.

Na razie wyciggniemy tylko logiczng konsekwencje z przeprowadzonego

wywodu. Oe$li rozwigzanie zagadnienia mechaniki ciat rzeczywistych wyma-

ga spetniania wymogéw mechanicznych i geometrycznych, to musimy zna¢ zwigz-
ki rzeczywiste, zachodzace miedzy wielko$ciami mechanicznymi i geometrycz-
nymi. Musimy znac prawo wiagzagce te wielkosci.

C6z mozemy na poczatek zrobi¢? Ograniczmy na razie zasigg naszych badan
do obszaroéow sprezystych i usitujmy zbada¢ czy moz-
liwe jest zwigza¢ fakty bezposSrednio narzucajgce sie - przemie -
szczenia z sitami zewnetrznymi.

Zbudujemy w tym celu z tego samego tworzywa, np. z okre-
Slonej technologicznie stali, uktady najrozmaitszej postaci geometrycz-
nej, wiec jak na rys. 1.3 belke, tak czesto w laboratoriach fizycznych sto-
sowang sprezyne, dalej ptyte, przegibnie polgczone dwa prety, albo tez
jeden pret, kule itp. Kazdy z tych uktadéw obcigzmy wedlug wskazanego pro-
stego sposobu. Wybierzmy na kazdym jakie$ miejsce, najprosciej punkt za-
czepienia sity czynnej i obserwujmy przemieszczenie tego punktu w dowol-

nie ustalonym kierunku, wigec najlepiej w kierunku dziatania obcigzenia.
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W wypadku pierwszym stwierdzimy, Zze przemieszczenie jest proporcjonal-
ne do obcigzenia, oczywiscie jes$li tylko to ostatnie nie jest zbyt wiel-

kie.

Rys. 1.3

W wypadku drugim owa zaleznos$¢ liniowa znéw sie powtérzy. Z zadowole-
niem wreszcie stwierdzimy, ze to samo dotyczy réwniez wypadku trzeciego.
Dodatkowe pomiary w kazdym z powyzszych zagadnieh prowadze do wniosku, ze
prostolinijny diagram otrzymuje sie réwniez dla przemieszczenia dowolnego
punktu uktadu i w dowolnie przezenn obranym kierunku. Pozwala nam to oczy-
wiscie zrobi¢ uzytek z zasady superpozycji i zagadnienia rozwija¢ przez
naktadanie na uktad dowolnych zbioréw obciezen. Domysélamy sie oczywiscie,

ze wspotczynniki a, b, ¢ w rezultatach naszych trzech dos$Swiadczeh:

zaleze od parametréow charakteryzujecych uktad. Kres obciezen wywotujecych
liniowy skutek powyzszego rodzaju nazywamy granice propor -
cjonalno$c.: z uwagi na badany uktad. DesteSmy skitonni przy-
je¢, ze tak prosto przebiegajece zjawisko stwierdzimy dla wszelkich in-
nych uktadéw z tego samego m ateriatu. Wniosek ten bytby zbyt pochopny -
jak to wskaze doswiadczenia dalsze.

W pierwszym eksperymencie drugiej serii migdzy dwie nieruchome $ciany
wmontowaliSmy przeglbnie dwa réwniez przegibnie poteczone prety. DosSwiad-
czenie to wykaze, ze zrazu przy matych wartosciach sity zewnetrznej prze-

mieszczenie gwatltownie wzrasta, po czym przebieg tagodnieje. W drugim do-
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Swiadczeniu wiotki stup obcigzyliSmy mimosrodkowo réwnolegle do jego
osi. Zjawisko przebiega skomplikowanie; stosujgc rozwinigcie wielomianowe
stwierdzamy, ze uciec sig musimy do pomocy przynajmniej trzech dodajni-
kéw. W trzecim dos$wiadczeniu z kule na sztywnej podstawie przebieg jest
jeszcze bardziej skomplikowany. Widzimy przeto, ze rezultaty nowej serii

eksperymentow i

p » a -~"p, q = bxQ + b2Q2 + b3Q3, r = f(r)

przecze naszemu poprzedniemu pochopnemu przypuszczeniu. Przebieg nie za-
wsze jest liniowy; tutaj nie wolno stosowaé¢ zasady superpozycji.
Zmuszeni jeste$émy reasumowaé¢. W obszarach sprezystych istnieje uktady

m aterialne, w ktérych przemieszczenie ich kazdego punktu w kazdym dowol-

nie obranym kierunku jest l'iniowe jednorodna funkcje
obcigzen; uktady takie nazywamy l'iniowo - sprezystymi

Istnieje w obszarach sprezystych uktady materialne, w ktédrych przemiesz-
czenia se nieliniowym: od wypadku do wypadku innymi funk-
cjami obcigzen; tego rodzaju uktady nazywamy ogoélnie - spre-
zystymi. Nie ulega watpliwos$ci, ze te pierwsze nadaje sig lepiej

do dalszego, bardziej wyczerpujacego badania, anizeli te drugie.

Gdybysmy nawet potrafili a priori oszacowa¢ - a umiemy to zrobi¢ z ta-
twoscig - ktére to uktady nalezg do pierwszej kategorii, ktére zatem do
drugiej, to i tak trudnos$ci w wykryciu podstawowego prawa wigzacego byty-
by znaczne. Wprawdzie zonglujac wymiarami geometrycznymi uktadu, potoze-
niem obcigzenia, indywidualnosciag materiatu wykrylibySmy - przy dodatko-
wej pomocy analizy dymensyjnej - budowe wspétczynnikéw mianowanych a,b,c,

jednakze uzyskany koncowy rezultat stosowatby sie do wybranego wuktadu i

nie miatby gtebszego znaczenia dla dowolnego innego. Dochodzimy w ten
sposéb do przekonania, ze zwiagzek miedzy przemie-
szczeniem a sita nie Jest dostatecznie elemen-
tarnym i podstawowym prawem wigzagcym w me-
chanice uktadéw odksztatcalnych. Musimy sie wyzby¢ uktadu i traktowaé je -

dynie materie.

WspomnieliSmy, ze niemozliwe jest oddzieli¢ fizycznie mate-
rie od jej postaci geometrycznej. Na szczeécie takg szanse¢ daje nam m a-
tematyczne rozumowanie. Nalezy tworzy¢ tego rodzaju uktady ma-
terialne i poddawa¢ je dziataniu tego rodzaju zbioréw sit zewnetrznych,
aby posta¢ uktadu nie odgrywata w rezultatach zadnej roli. Ten jedyny ra-
tunek stanowi Jednorodno$¢. Des$li w obrebie catego uktadu
uda nam sie wywotaé stan jednorodny, to badanie bedzie mozna ograniczy¢
do dowolnego miejsca tego uktadu, albowiem w innym bedzie sie dziato to
samo. Na powyzszej zasadzie logicznej wyeliminujemy nie tylko wymiary |Ii-
niowe, charakteryzujgce posta¢ geometryczng uktadu, wyrugujemy automa-

tycznie roéwniez parametry charakteryzujgce potozenie sit zewnetrznych.



wyrugujemy w ogo6le wszelkie wspo6trzedne uktadu. Wobec tego nie bedziemy

juz poszukiwa¢ zwigzku miedzy site i przemieszczeniem. Ustalimy
podstawowe prawo mechaniKk.: uktadow o d-
ksztatcalnych wiezec stan napiecia ze
stanem odksztatcenia

Niewiele mamy laboratoryjnych mozliwoéci tworzenia jednorodnych standéw
napigecia lub odksztatcenia. Musimy dobiera¢ szczegdlne ksztatty uktadéw i
szczegOllne typy obciezen. Gdy zachodzi mimo wszystko obawa nieréwnomier-

nos$ci w jakim$é kierunku, musimy zastosowaé¢ w tymze kierunku mozliwie maty

rozmiar uktadu. Gdy - odwrotnie - obawiamy sie wplywu korncéw uktadu, sto-
sujemy w odno$nym kierunku wybitnie wydtuzony rozmiar. Lawirujemy zalez-
nie od okolicznos$ci migdzy tréj- dwu- i Jednoosiowymi stanami. W rezulta-
cie potrafimy zrealizowaé¢ wszechstronne, réwnomierne kompresje przy za-
stosowaniu uktadéw dos$¢ dowolnych ksztattéw, proste Scinanie skrecajec
cienkos$cienng rure, jednoosiowe rozcigganie i tym podobne inne stany pow-

stajace najczes$ciej z kombinacji poprzednich.
W pomystach tego rodzaju tkwige zawsze pewne przypuszczenia, ktérych bez-

posérednio dos$wiadczalnie stwierdzi¢ nie mozna. Musze by¢ one weryfikowane

na innych pokrewnych faktach. W rezultacie prawo wiezagce
sktadowe stanu odksztatcenia ze skiadowymi stanu napigcia - wbrew opinii
wielu autoréow - nie jest prawem bezposrednio
doswiadczalnie sprawdzalnym

Ograniczajgc nasze badania w dalszym cigqgu do obszaréw sprezystych, wez-
my pod uwage najprostszy wypadek jak na rys. 2.3. Pryzmatyczny pret pros-
ty obcigzono wzdtuz osi dwiema réwnowazacymi sie sitami P. W dowolnym
jego przekroju istnieje sita wewnetrzna, a mianowicie sita podiuzna S=P.
Sita ta nie zalezy od obioru miejsca przekroju; pod tym wzgledem stwier-
dzamy réwnomiernos$é¢. Unikajgc niejasnego wptywu uchwytéw sit P obierzmy

za ditugos$¢ obserwowang odcinek 1; odcinek ten na wstepie eksperymentu po-

| +A

4 1-w E-1-d-%-1-1'

Rys. 2.3

dzielmy na pewng ilo$§¢ mozliwie matych réwnych czesci. Wzgledne przemie-
szczenie przekrojow ograniczajgcych diugosé 1 oznaczmy przez X ; jest to
po prostu wydtuzenie diugos$ci pomiarowej, obserwowanej na pobocznicy pre-

ta prébnego. Z tatwos$ciag stwierdzimy doéwiadczalnie, Zze mamy przed sobag
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uktad liniowo-sprezysty; znajdziemy bowiem: A = a-P - oczywiscie ponizej
granicy proporcjonalnos$ci.

Chcac wyznaczy¢ budowe parametru a, bedziemy zmienia¢ po kolei po je-
dnej wszystkie cechy preta, zatrzymujec bez zmiany inne. OeS$li z tego sa-
mego m ateriatu wykonamy prety o tej samej postaci przekroju i o tym sa-
mym polu przekroju, lecz o innych diugos$ciach, przekonamy sie, ze para-
metr a jest proporcjonalny do diugos$ci pomiarowej 1. Oeséli z tego sa-
mego m ateriatu wykonamy prety o statej poczetkowej diugosci 1, lecz o
innych przekrojach, przekonamy sie, ze wynik pomiaru nie zalezy od posta-
ci przekroju, lecz od jegopola; okaze si¢ mianowicie, ze a jest odwrot-
nie proporcjonalne wzgledem A. Pozostawiajac wreszcie bez zmiany daty 1
i A, a zmieniajac materiat znajdziemy, Ze jego indywidualno$¢ wybija tu
swe wyrazne pietno; dojdziemy do tego, ze istnieje pewna st at a ma -
teriatowa E, regulujgca wielkos¢ a. Uest oczywiscie obojetne,
czy ja umiescimy w liczniku czy w mianowniku poszukiwanej formuty, skoro

jest ona stata. Umiesémy jag dla pewnej wygody rachunkowej w mianowniku;

bedziemy jg wtedy nazywacd pierwsza stata sprezysto-
Sci lub modutem Younga. ZnalezliS$my przeto zaleznos$¢
A = Pl okreslajgca jedna wazng ceche badanego uktadu. Zalezno$¢ ta oka-
zata sie przy tym - co tez trzeba doda¢ - wazna dla P 0, to znaczy dla
wypadku $ciskania. Modut E ma dymensje ilorazu sity i pola.

Oddzielng uwage poswiecono w tym eksperymencie drugiemu zjawisku. Zau-

wazono, ze wymiary poprzeczne preta ze wzrostem sity P proporcjonalnie
malejg. Lawirujac jak poprzednio wykryto, ze dla zmiany S , ktéregokol-
wiek liniowego rozmiaru poprzecznego d, napisa¢ mozna formute: 5 = - u

Pd i tutaj wazng dla P «—= 0. Dodatnia wielko$¢ niemianowana oka-
zata sie zawsze mniejsza od jednos$ci, ba - mniejsza od 0,5; nazywa¢ ja
bedziemy utamkiem Poissona lub stata zZwe-
Zenia poprzecznego. Zwracamy tu uwage, ze niektérzy
autorzy operujag odwrotnoscig tej liczby: m =

Na razie dos$wiadczalnie stwierdzono, ze badany uktad jest liniowo -

sprezysty oraz okres$lono budowe odnos$nych wspétczynnikéw proporcjonalno-
§ci. Z kolei usitujemy pozby¢ sige wielkos$ci charakteryzujgcych geometrycz-
ng posta¢ uktadu. To samo dos$wiadczenie poucza, ze wydiuzenie catkowite A
jest réwnomiernie rozrzucone na kazda cze$¢ pierwotnej diugosci pomiaro-

wej 1. Upowaznia nas to do wprowadzenia pojecia wydtuzenia jednostkowe-

go, czyli zdtuza: e# =j. Analogiczna obserwacja poprzeczna pozwala za-
stosowaé¢ zdtuz dowolnego kierunku poprzecznego: e* =6/d. Naprezenie ma
wymiar ilorazu sity i pola. WprowadZzmy tedy w gre wyrazenie: 0Q = P/A,
W ten spos6b dwie formuty przybierajag postaé: s*= oQ/E, e*= - fs.. 0O/E,
wolng od parametréw geometrycznych uktadu.

Od wyniku ostatecznego dzieli nas obecnie juz nie doswiadczenie lub
rachunek, lecz przypuszczenie. Wielko$ci S* ,s', sg zdiu-

zami obserwowanymi na pobocznicy preta. Z racji P =S wy, gzenie 0Q mo-



zemy tez napisa¢ w postaci 0Q = S/A, zawierajacej wewnetrzne
site; wobec tego OQ jest przecietnym naprezeniem normalnym przekroju.
Otéz przypusémy, ze sita S rozktada sie réwnomiernie na pole przekroju.
Wtedy o0Q bedzie rzeczywistym naprezeniem w dowolnym
miejscu przekroju. Przypusémy dalej, ze dla dowolnego podtuz-
nego wiékna preta powyzsze naprezenie normalne O jego przekroju jest w
ogole jedynym jego naprezeniem i to gtéownym, czyli ze
zwezenie poprzeczne jest swoiste, szczegd6lne wtasnosciag materiatu, wyste-

pujaca bez obecnos$ci naprezen w kierunku zwezki. Wtedy w konsekwencji przy-

pusci¢ musimy, ze i skutki dziatania tego rodzaju prostego stanu napiecia
musze byé réwnie jednorodne. Przyjmiemy wiec, ze réwniez i zdtuz 5 kaz-
dego widkna jest staty i réowny tsmu na powierzchni £# ; to samo dotyczy
skrétu - €', ktory zréwnamy ze skrotem powierzchniowym - s . Na zakon-

czenie weszcie przypus$cimy, ze w materiatach réwnokierunkowych kierunki
gtéwne obu tensoréw pokrywaja sie ze sofce. Skoro wiec na powierzchni wy-
cietego ostatnio witékna odrzuciliSmy naprezenia styczne, to tym samym od-
rzucamy tam réwniez skosy. Inaczej mowiec, ptaski przed odksztatceniem
przekréj preta pozostanie taki i po deformacji; witékna za$ réwnolegte do
osi preta pozostane takimi nadal.

W ostatecznym wigec rezultacie napiszemy:

e=§ s=-np] - (1.3)

Kontrolujec stwierdzimy, Zze tego rodzaju stan napiecia speinia warunki
rbwnowagi kazdego elementu, ze wymaga on zgodnie z rzeczywistos$cie, by po-
bocznica preta byta wolna od obciezen i zeda, by obciezenia zewnetrzne P
byty zrealizowane w postaci sit powierzchniowych o statym natezeniu.
Stwierdzimy dalej , ze uktad da sie ztozy¢ bez luk z odksztatconych elemen-
tow, czyli ze podany stan odksztaitcenia speitnia warunki nierozdzielnos$ci;
pozwala on jeden koniec preta dowolnie prowadzi¢, wiegc w szczegodlnosci
unieruchomi¢.

Formuty (1.3) stanowie szczego6lne posta¢ prawa wiezecego

stanu napiecia ze stanem odksztalcenia, a zatem prawa okre$lajecego juz

nie wtasnos¢ uktadu lecz wtasnos$E¢ sa-
me j materii. Istotnie,wzory te nie zawieraje w ogole jakich-
kolwiek wskazéwek odnos$nie postaci uktadu. Rozumie¢ to nalezy przynaj-
mniej nastepujeco-: Gdyby w jakimkolwiek innym wyjsciowym uktadzie zaist-
niat réwniez omoéwiony przez nas obszernie stan napiecia o, to skutki
jego dziatania £.,£' okreélatyby te same formuty (1.3 ). Posta¢ powyzsze-
go prawa jest istotnie szczegod6lna. Stan napigecia jest tylko jednoosiowy,
ponadto za$ zaréwno naprezenie O jak i odksztailcenia £,£" odniesione
saq do kierunkéw gitéwnych. Interesujecy i nader wazny jest fakt, ze jed-

noosiowemu tensorowi napiecia odpowiada w skutkach tré6josiowy tensor od-

ksztatcenia, a to dzieki wtasnos$ci okreSlonej obecnoscig statej ju ji 0,
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Mozemy dos$wiadczalnie stwierdzic. ze istnieje granica proporcjonalnosci
materiatu w rozwazanym jednoosiowym stanie napiecia, podobnie
stwierdzamy, ze istnieje granica sprezystosci materiatu w
jednoosiowym stanie napiecia. Odrézniamy je od

poprzednio wprowadzonej granicy proporcjonalnos$ci wzglednie sprezystosci

uktadu. Prawo (1.3) wazne jest w obszarze proporcjonalnos$ci zaréw-
no dla ow 0 jak i o 0. Odnos$ne granice sprezystosci oznaczymy
Rrzez X v i - X

Poniewaz odksztatcenia i naprezenie se w uzyskanym prawie wzgledem sie-
bie proporcjonalne, przeto stosujec zasade superpozycji mozemy uzyskacd

prawo ogo6lniejsze, wyrazone trzema sktadowymi gtobwnymi obu stanéw. Stosu-
jec znane nam juz przeksztatcenia obu stanéw mozemy rzecz dalej uogélnic,
otrzymujec prawo wiezece sz6stke dowolnych jednych sktadowych z szbstke
przynaleznych drugich. Uogdlniajec wreszcie postepowanie mozemy doj$s¢ do
prawa waznego dla materiatdbw dowolnie réznokierunkowych.

W taki to sposéb w naukach przyrodniczych, opartych o pomoc matema-
tyczne, wykorzystuje sie rakt elementarny dla dalekich uogdlnien.

Niektére z naszkicowanych tu operacji przeprowadzimy za chwile. Suz

teraz jednak po ostatnich uwagach widzimy jak mozna wyrazi¢ ostateczny re-

zultat : Sktadowe stanu odksztatcenia se
l'iniowym:. jednorodnymi funkcijami s kta-
dowych stanu napiecia - i na odwrot. To

najogdlniejsze prawo wigezece materii sprezystej przypisuje sie niezbyt stu-
sznie, wzglednie - w powyzszej postaci - niezbyt $cisle angielskiemu uczo-
nemu R. Hooke'owi, ktéry najpierw (1676; ogtosit je w postaci anagramu
ceiiinosssttuu i nieco pézniej (1678) w formie twierdzenia "ut tensio sic
visl - nadto francuskiemu uczonemu E. Mariotte'owi (1680).

Oakkolwiek szczegd6lne prawo (1.3) wystarcza do wyprowadzenia ogdlnego,
zademonstrujemy na razie przynajmniej jeszcze jeden przykitad dos$wiadczal-
ny dla jego cennych waloréw. Cienkos$cienne rure o $rednim promieniu r
pierécieniowego przekroju kotowego i grubos$ci ¢ $cianki obcigzamy na
obu koncach réwnowazaca sie dwojke momentdbw K o wektorach réwnolegtych
do osi rury. Odcinek rury difugos$ci pomiarowej 1 znaczymy jak na rys.
3.3 rownoodlegtymi prostolinijnymi potudnikami i kotowymi réwnoleznikami.
W dowolnie obranym przekroju istnieje oczywiscie moment skrecajacy N = K,
niezalezny od miejsca obranego przekroju, co gwarantuje nam jednorodnos$¢
zjawiska. Z dos$wiadczenia wynika, ze réwnolezniki pozostane nadal krzywy-
mi ptaskimi, tj. kotami i to o niezmienionym promieniu; wzajemny poczat-

kowy odstep tych koét réwniez nie ulegnie zmianie. Potudniki przejde w Ili-

nie $rubowe, tak ze wzgledne przemieszczenie poczatku i konnca odcinka
cworzecej dtugosci 1,-mierzone wzdtuz réwnoleznika, wyniesie; A = a K.
Badany uktad jest przeto do granicy proporcjonolnos$ci liniowo-sprezysty.

Blizsze rozpatrzenie uudowy wspéitczynnika mianowanego a prowadzi do szcze-

. . . . 1 . .
ncétowej postaci ostatniego rezultatu, a to; K = K gdzie * 2crjtozna-



N=K
Rys. 3.3
cza pole pierscieniowego przekroju, a jest druga stata
s prezystos$c.i czyli modutem Kirchhoffa o

dymensji jak dla statej E.

Do wyeliminowania parametréw geometrycznych uktadu postuzyé moge na-
stepujace spostrzezenia wzglednie uwagi: Przemieszczenie X przebiega réw-
nomiernie wzdtuz diugos$ci obserwowanej 1: ten fakt pozwala wprowadzi¢ w
rachunek kat: vyt W opisanych warunkach moment wewnetrzny N = K
musi roztozy¢ sie rownomiernie wzdluz obwodu pierécienia. Dzielagc powyz-
szg jednostkowg site obwodowag przez szerokos$¢ c pierscienia znajdziemy
przecigtng warto$s¢ wewnetrznej stygznej sity powierzchniowej, a to: c =
= Rezultat doswiadczenia moze l)yc» przeto napisany w postaci: 7*" o
wolnej od wymiaréw uktadu.

Gdy grubos$¢ Scianki jest mata w poréwnaniu z promieniem rury cq staje
sie wartos$cig rzeczywistego naprezenia stycznego z , a -~wartosécig przy-
naleznego skosu y . Uzycie nazwy skosu jest usprawiedliwione faktem, iz
zgodnie z opisem odksztatcenie jest wytacznie postaciowe, wiec pozbawione
zmiany pola elementu. W rezultacie znalezliSmy prawo wigzgce dla szcze-

g6lnego dwuosiowego stanu napiecia, nazwanego przez nas skretem, a to:

(2.3)

StwierdziliSmy, Zze odpowiada mu proste odksztatcenie postaciowe. Dla
elementu wydzielonego w opisany sposéb wielkos$ci y , z sg jedynymi skta-
dowymi réznymi od zera. Gdy znika z , znika tez y , zatem kierunki

gtébwne obu stanéw pokrywajag sie wzajemnie. Kontrolujagc nasze zatozenia i
przypuszczenia stwierdzimy, Ze warunki nierozdzielnos$ci i warunki réwno-
wagi wraz z odno$nymi postulatami brzegowymi sg spetnione. Wreszcie stwier-
dzimy dos$wiadczalnie - i tylko dos$wiadczalnie - Zze dla powyzszego dwu-
osiowego stanu napiecia istnieje materiatlowa granica proporcjonalnosci tu-
dziez granica sprezystosci; te ostatnia oznaczymy przez Xg dla
s kretu. Zbadanie dodatkowego spostrzezenia tresci: X z Xr, wzgled-
nie: X # X c pozostawiamy sobie do innej czes$ci wyktadu.

Zestawiajgc wartosci E, G, ~ dla rozmaitych materiatow réwnokierun-
kowych znajdziemy dodatkowo, ze zachodzi miedzy nimi zaleznos$¢ doswiad-

czalna postaci:



Z wywodu podanego po poprzednim przyktadzie doswiadczalnym mozna sie
byto spodziewaé¢ istnienia jakiej$ zalezno$ci miedzy powyzszymi datami. Ga-
$1i bowiem dla materiatbw izotropowych prawo szczegélne (1,3) istotnie wy-
starcza do znalezienia dla nich prawa ogélnego, to w odnoénych przeksztat-
ceniach moge sie pojawi¢ jedynie kombinacje tamtych dwéch, tj. E i p jako
state zalezne. Zachowanie sie zatem liniowc-sprezyste materiatow réwno-
kierunkowych charakteryzuje w zupetnos$ci dwie niezalezne
state doswiadczalne.

Nie wchodzec blizej w szczegdéty maszyn stuzecych w laboratoriach do
wywotywania sit i momentéw jak i dodatkowych urzedzehn pomiarowych podaje-
my ponizej zestawienie statych sprezystos$ci dla kilkunastu materiatow. Z
rozmaitych powodéw daty te przedstawiaje pewne $rednie przecigtne. Wply-
waje na nie z jednej strony zastosowane w réznym stopniu przy produkcji
m ateriatu przymieszki chemiczne, z drugiej za$ obrébka termiczna Iub me-
chaniczna tworzyw. Trzeba tez pamigta¢ o tym, Z2e nie wszystkie materiaty
podlegaje $cisle prawu Hooke'a. W grupie stali granica proporcjonalnosci
osiega wartos$ci od 1500 nawet do 10 000 kG/cm®. U innych metali jest ona
znacznie nizsza, np. dla mosiedzu wynosi niewiele wiecej anizeli 500 kG/
cn . U niektérych wreszcie tworzyw, przede wszystkim kruchych, granica
proporcjonalnos$ci lezy bardzo blisko zera. W tych wypadkach czesto z po-
trzeb praktycznych zastepujemy na stosownej diugos$ci tuk tagodnej krzywej
doswiadczalnej linie prosta i uzyskujemy w ten sposéb Srednig wartosé¢ sta-
tych materiatlowych. Wreszcie trzeba tez zwréci¢ uwage na to, ze niektoére
m ateriaty se technicznie niecelowe dla rozciegania. Odnos$ne state E po-
chodze wtedy z pomiaréw $ciskania i skrécenia.

Zestawienie ponizsze pochodzi z kilku réznych przypadkowo dostepnych
zr6det. Nie wszystkie wiersze se wobec tego kompletne; gdy za$ se, to z

tych samych powodéw nie wszedzie spetmaje $cisle relacje (3.3).

M ateriat E kG/cro™ G kG/cm2 p
Wolfram - W 3,3 do 3,7. 106
Stale i staliwo 2,0 do 2,4.10° 0,8 do 0,9 .106 0.30
Nikiel - Ni 2,0. 106 0,8.106 0,30
Tantal - Ta 1,9.106 - -
Platyno - Pt 1,7 .106 0,6.106 0,40
Ze 1li wo 1.0 do 1,6.106 0,3 do 0,6.106 0,25
Miedz - Cu, Cynk - Zn,
moaiedz, brez 0,9 do 1,3.106 0,3 do 0,5.106 0,25 do 0,40
Ztoto - Au, srebro - Ag 0,8.106 0.29.106 0,40
Glin - Al, duraluminium 0,7 .106 0.27.106 0,35

Cyna - Sn 0.55.106 0.17.106 0,35
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Materiat E kG/cm?2 G kG/em?

Otéw - Pb 0,17.106 0,06.106 0,45

Szkto, porcelana 0,5 do 0,8.106 0,25 do 0,60.106 0,25

Kamienie i beton 0,1 do 0,3.106 0,15 do
0,25

Bakelit, fenolit 0,40

Callon , celuloid 0,40

Lod

Oedwab, skora

Kauczuk 0,50

Drewno réwnolegle s

do witdkien 0,09 do 0,17.10 -

Drewno prostopadle s
do wiokien 0,01.10 - -

PrzejdZzmy obecnie do sprawy rozszerzenia prawa (1.3) na wypadki tréj-

osiowych stanéw napiecia. Przyjmijmy na razie, ze znane nam se¢ trzy na-

prezenia gtéwne oj, a2, o”. W ciatach réwnokierunkowych odpowiadajg im
- jak juz wiemy - trzy odksztatcenia gtéwne Ej, s2, Ej. Poszukujac
zwigzku miedzy Jednymi i drugimi zastosujemy zasade naktadania. Napreze-

nie Oj wywotuje w kierunku 1 zdtuz -g—, nadto w kierunku 2 skrot- § Gl

i to samo w kierunku 3. Mutatis mutardis rzecz sig¢ powtarza dla rezulta-

tow obecnos$ci naprezen 0Oo i o,. Ola kierunku przeto 1 sumtéquie wy-
oi Oop o

niki dziatan naprezen oj, e °3> a t0 * >~ e-' " P~ "' Anal°-

gicznie jest w kierunkach pozostatych - 2 i 3. Mamy przeto:

ei =4@i1 -r{c2+063) =1 ([ + 3 - Ps)*
€2 =42 "PG3 + °1)) = 111 +/7°2 "PE5
£3 =1(03 - li(8j +62)) =]((1 +f003 - fis) .
gdzie: s =0j + g2 + 0~ - jako prawo ogéliniejsze od (1.3).

Zadanie 1.3. Czy mozna ustali¢ jaki$ zwigazek charakterystyczny miedzy

kompletem koét napigciowych i odksztatceniowych?

OdpowiedZz 1.3. Zwigzek ten ma posta¢ proporcji:

niezaleznej od statych materiatlowych. Deden zespdét Jest geometrycznie po-

dobny do drugiego.



Uzyskany rezultat nie stanowi jeszcze najogoélniejszej postaci prawa
Hooke'a - Hsriotte’'a dla tworzyw réwnokierunkowych, bo orientuje osie we-
dtug kierunkow gtownych. Obréémy tedy osie w potozenie dowolne X, Y, z.
Niech o$ np, X zajmie potozenie n, wtedy zgodnie ze wzorem (21.i), zna-
czac £ =S, mamy:

E  Ex (I + ;01 -fis)n'j + ((1 +[x)g2 -jjis)n2 + ((1 +fl)o3-fis)n2 =

= (I +fi)(0OlIn* +°2n2 + °3n3- ~Ps(nl - n2 + -
Lecz pierwszy tréjmian zgodnie ze wzorem (17.2) przedstawia 6 = <5 dru-

gi zas$ wynosi 1. Zwazywszy dodatkowo, ze niezmiennik s mozemy tez napi-

sac Wpostaci: ox +Cy + 02. mamy zatem:

e* - f((i'efo°* -/*") e |(<x -ft(oy +o0z)

i analogiczne wzory dla £y i sz. Uzyskane rezultaty zbudowane sa iden-
tycznie jak poprzednie dla sktadowych gtéwnych. Nie mozna byto oczywiscie
z gbéry przypusci¢, ze z dt uze £ dowolnych orientacji bedzie nie -
zalezne od nap r e zeh stycznych, ktéry to fakt
jest nader znamienny.

¥ podobny sposéb znajdziemy obecnie skos y . Stosujac wzér (21.1),

mamy:
EANY)Z =+ f02(°2 -®)2n2n2 + (1 +p)2 . (03 -01)2njn~ +
+ (1 +fi)2(01 - o02)2n2n2.
Tym razem znowu widzimy», ze prawa strona powyzszego réwnania jest zgo-

dnie ze wzorem (17.2) réwna: (I +fi)2t2. Przeto po spierwiast kowaniu i

obraniu znaku dodatniego tudziez uwzglednieniu relacji (3.3) mamy:

=2(1 .+ fl) 1
| E Gt -
Podkresé$li¢ tu nalezy z naciskiem. Ze uprzednia znajomos$¢ wyniku do-

Swiadczalnego (3.3' nie byta tu potrzebna. Mozemy po prostu uwazaé, ze
dopiero obecnie wprowadziliSmy wielko$¢ G jako pewien skrét matematycz-
ny, oznaczajacy wynikte z rachunku potgczenie statych E i fi . Przeto
odwrotnie - stwierdzenie czy niezaleznie dos$wiadczalnie wykryte E, fi, G
spetniaja relacje (3.3) stanowi pewnego rodzaju kontrole réwnokierunkowo-

$ci materiatu.
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Scisto$¢ nakazuje nam rozstrzygna¢ jeszcze jedna watpliwo$¢ nastepuja-
cej natury: Naprezenie styczne ¢ przynalezy do orientacji n, to znaczy
lezy w ptaszczyznie prostopadtej do normalnej na x; Wwtej ptaszczyznie
- a wiec w ptaszczyznie yz - ma ono kierunek m, ktérego dostawy rrn,
m2> m3, odniesione do kierunkéw gitéwnych 1, 2, 3, okredlajg wzory (17.2).
Analogicznie rzecz sieg ma ze skosem 'y : przynalezy on réwniez do tej sa-
mej orientacji n i ma jaki$ kierunek m, ktérego dostawy okres$lajg wzo-

ry (21.1). Otéz nie wiemy, czy kierunek m' naprezenia Z pokrywa sie z

kierunkiem m" skosu y . Inaczej moéwiac wiemy, ze y wiaze sig¢ z ja -
kims$s t; wediug ostatniego rezultatu, nie wiemy jednak, czy obu tym
wielkosciom mozemy dopisa¢ ten sam wskaznik. Aby to rozstrzygnaé¢, wezmy
pod uwage ktérgkolwiek réwnoimienng dwoéjke dostaw, np. m i m'A, zatem
wzory: "y n - 6x)nj, cmn = - Olon! i wstawmy w nie osiag-

gnigete rezultaty. Mamy tu:

JjT 7i = (ei " ex)nl = +P A~ ~ x~nl =1 E~ Cmi =2T ml*'
czyli ostatecznie m = m = n”j podobnie uzgodnimy nm2, m”. Zatem y i z
przynalezg do wspélnego kierunku i otrzymaé¢ moga wspdlny wskaznik: je $li
z kierunkiem m pokryjemy o8 'y, tym wskaznikiem wspdélnym bedzie lite -
ra z. Charakterystyczne jest, ze y X zalezy tyl ko od
analogiczna uwaga dotyczy skoséw y vy i yz.

Mozemy wreszcie poda¢ najogodlniejszg posta¢ prawa wigzgcego Hooke’a

dla materiatéw réwnokierunkowych:

£x | (ox-P(oy + °z) *“ 2S(ox - T~jT 8) ’

£y —1(cy" f*(oz + °x) = 280y ~TA~]T e)

‘2z 1 (0z' P<(Ox + 0y} =d (‘z " TAIT s) ° (4 3)
> Ty "5V o= ’

8 - O* « Oy o O,

PodaliSmy tu pierwsze trzy formuty w dwojakiej postaci; uzywamy jednej

lub drugiej zaleznie od potrzeby. Nawrét do kierunkéw gtéwnych Jest nad-

zwyczaj prosty. Nalezy po prostu skres$li¢c wielkos$ci y ,Z w pozostatych
za$ wstawi¢ w miejsce X, Yy, z wskazniki 1, 2, 3. Wzory powyzsze wazne
sa w obszarach sprezystych do granicy proporcjonalnosci. Faktem jest, ze

granica sprezystos$ci materiatu wyraza sie od wypadku do wypadku i nny m

zespotem wartoéci 0,C dla tego samego materiatu. Wykrycie prawa, ktére-
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mu to interesujgce zjawisko podlega, bedzie omoéwione obszernie gdzie in-
dziej. Przy miernych zmianach temperatury state E, ji , 6 nie zmieniaja
swej wartos$ci. Formuty (4.3) zmieniamy w takich wypadkach zwigekszajgc zdtu-
ze - lecz tylko zdtuze - dodajnikiem ttt, w ktérym a oznacza wspotczyn-
nik rozszerzalnos$ci termicznej, a t podwyzszenie temperatury.
Uogdlnienie liniowej zalezno$ci miedzy skiadowymi obu tensoréw dla ma-

teriatéw réznokierunkowych doprowadzito poczatkowo do 81 statych sprezy-

stos$ci. Liczba ta zmalata do 36, gdy skorzystano z tego, ze owe tensory
sag symetrycznymi affinorami. Gdy wreszcie w rachube wzigto pewne syme-
tryczne wtasnos$ci potencjatu sprezystosci, okazato sie ostatecznie, ze

liczba statych maleje do 21, z czego 18 stanowi wtasciwe state materiato-
we, a 3 orientujg wzgledem siebie osie gtébwne obu tensoréw. Uproszczenia
dalsze sa mozliwe tylko w wypadku, gdy zatozymy anizotropieg szczegblng.

Gesdli np. zatozymy, ze w materiale istniejg trzy wzajemnie prostopadie pta-

szczyzny symetrii strukturalnej i przyjmiemy, zZe osie Xy z lezg w tych
ptaszczyznach, to liczba statych zmniejszy sige do 9; fakt ten w dobrym
przyblizeniu zachodzi dla drewna. Dla materiatbw réwnokierunkowych - jak
juz wspomnieliSmy - liczba statych niezaleznych wynosi 2.

Na jeszcze jedna wazng okoliczno$¢ natury ogdlnej nalezy tu zwrécicé
uwage. Prawo Hooke'a wywiedliSmy z dos$wiadczenia, uzupetniajac je skon-
trolowanymi a posteriori przypuszczeniami. Z wyjasnionych koniecznos$ci w
doswiadczeniach stosowaliSmy stany jednorodne. Mozna by przeto wnosi¢, ze
rbwnania (4.3) odnosza sie jedynie do tego rodzaju standow. Tak nie jest.
Rozszerzamy wazno$¢ prawa (4.3) do wszelkich stanéw niejednorodnych, za-
ktadajgc, ze skltadowe stanu odksztatcenia w pewnym miejscu uktadu zalezg
jedynie od sktadowych stanu napiecia w tymze miejscu, nie zalezg
za$ od zachowania sie ich w najblizszej nawet okolicy tego punktu, wiec
np. od ich spadku itp. Zatozenie to skontrolowane zostato na wystarczaja-
cej liczbie wypadkéw. Zgodnie z naszymi wstepnymi przyktadami okazuje sie
ze - mimo uzycia tego samego, podlegajagcego prawu Hooke'a, materiatu
pewne uktady z niego zbudowane sg liniowo-sprezyste, inne tej cechy nie

posiadaja.

Zadanie 2.3. Wyrazi¢ zmiange objetosci przez skiladowe stanu napiecia.

Wyciggna¢ wniosek odnos$nie utamka Poissona.

Odpowiedz 2.3. Dodajac do siebie stronami trzy pierwsze rébwnania z

grupy (4.3) znajdziemy:

Hm2@ —"zyr A

gdzie H jest modutem Helmholtza. Gdy wszystkie trzy naprezenia sa do-

datnie, przypuszcza¢ nalezy, ze objeto$¢ wzros$nie: gdy naprezenia beda
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ci$nieniami, objetos¢ zmaleje. Zatem e zmienia znak wraz z s;musi prze-
to by¢é i - 2~t>o0, <czyli p *ml1/2.
Zadanie 3.3. Odwréci¢ réwnania (4.3). Czy zawsze jest to mozliwe?
Odpowiedz 3.3. Z réwnan (4.3) mamy: ox = 2 G ex + — s, z rbéwnania
za$ (5.3) mamy: s =y E '2u e- Réwnania odwrécone brzmie:~
‘X = 2G<Ex + T~ Tfl =T~2jI(l ~r)Ex +P (Ey + £z> ~
‘y = 29(ey + e) =T~2ji(l ~F)Sy + (ez + Ex) ’
0_ =26
rx = GTx- Zy “ GTy"' <2 =GT,;
e =8 +£ + £
X y z
Odwrécenie jest niemozliwe dla = 1/2.
Zadanie 4.3. Rozbiwszy odksztatcenie 8,y na objetosSciowe ey 'i po-

staciowe £',y" przekonaé¢ sie, jakimi czesciami naprezen 0,0 se odpowia-
dajagce o* ,o*tudziez <S**e**.

Odpowiedz 4.3. Sktadowe &e',y ' tudziez e',y " podane sg w odpowiedzi 8.1,
Wstawmy najpierw grupe £,y ldo réwnan (6.3) i uwzglednijmy (5.3), znaj-
dziemy: o* =o; =0* = t4 -5-. f =+s nadto: r*x =c¢* =c¢* = 0.

Zajmijmy sie teraz pozostalg czes$cig. Wstawmy w pierwsze réwnanie (6.3)
za £x wielkos$¢ s'Xx tudziez za e wielkos$é el =sx + sy + £ =0;
otrzymamy: o*} =yl(2ex - ey- Sz). Dotego rezultatu podstawmy (4.3),
otrzymamy: Ox*="-(2 °x *“ °y-az) 1 P° cyklicznej zmianie wskaznikéw:
* % . . .
of- = §(20y “3 - 0%, 03%= A(20, 6% - o,). Z podstawienia wreszcie
7" znajdziemy: o** = ex. c**=cy, c**=cz.

Reasumujac widzimy, ze czes$ci O*c* tudziez o**c**sg identyczne z od-
noénymi olcl tudziez o", 0" podanymi w zadaniu 11.2.

Zadanie 5.3.

Rozbiwszy stan napigcia

0,z na wszechstronne réwnomierne

rozcigganie o’c' i pozostate skrety o",c" przekona¢ sie, jakimi czedéciami
sktadowych catkowitych S,y sg odpowiadajgce S* y*tudziez £**, y*~
*

Odpowiedz 5.3. Postagpi¢ odwrotnie anizeli w zadaniu 4.3. Znajdziemy £ =8,
* ' * K * k "
y =y tudziez e :el), y =1y

Zadanie 6.3. Ptaskim wuogélnionym zagadnieniem napiecia nazywamy zagad-
nienie, w ktérym na ptaskich ograniczeniach tarczy jest: Cy = cy = 0, po-
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za tym oz = 0Q Jest znane funkcje (z reguty tylko zmiennej z). Zna-

lez¢ pozostate o0,z jako funkcje 8.,y

OdpowiedZz 6.3. Nie mozemy da¢ odpowiedzi gotowej w postaci réwnan (6.3),
bo na prawej ich stronie figuruje niewiadome $z. Rozwiezujec dwa pier-
wsze réwnania (4.3) wzgledem oX, oy i uwzgledniajec relacje (3.3) o-

trzymamy odpowiedzZj

X = +fiSy) + *0' °y “ Inp(sy +Pex} + IMpV tz ' GTz-(7*3)

Zadanie 7.3. Ptaskim wuogélnionym zagadnieniem odksztatcenia nazywamy

stan, w ktérym na ptaskich ograniczeniach tarczy jesti <x mTy = Po-
nadto za$ e2 Jest dane funkcje (z reguty tylko zmiennej z). Znalez¢
aktualne o,c jako funkcje e ,f , oznacza{'fc o® = ZGe* i stosujec obok

statej G pomocniczy wspotczynnik V » 44—

OdpowiedZz 7.3. Znaleziony z trzeciego réwnania (4.3) zwiezek: 6" »
=p(<bx + o ) + Eez =]i(ox + oy) + (I +p )°0 wstawimy w dwa pierwsze roéw-
nania (4.3;. Dzielgc stronami przez (I +p) otrzymamy Je w postaci!

2GEX - (1 - f»)0x -p Oy - fi0o.

2Gey = (I -p)oy -pcx -poO.

sked po rozwiezanlu wzgledem o, o0 i uwzglednieniu zgodnie z tematem
] X

relaciji p =~ Jy otrzymamy: 4

‘X =1~ (6x +~E£y> + TTy°o' Py =18v(6y *VEx) t ~C 0. zz - GTz. (8.3)

Z powodu ograniczenia O «=p -=1/2 zachodzi nierbwnos$¢ 0 = c 1. Ko-

rzy$¢é z zastosowania wspoitczynnika V w miejsce p Jest widoczna. Rezul-
taty (8.3) maje zgodne budowe ze wzorami (7.3), jeéli w miejscu p wsta-
wimy V . W tym sensie oba typy ptaskich zagadnien se¢ zamienne. Analogia
upada, gdy w zadaniu 6.3 obliczymy EZ Jako funkcje e £y lub w za-
daniu 7.3 oz Jako funkcje ox, O0y. otrzymamy bowiem w pierwszym wy-

padku i

£z " " r~Ap-(bx + £y} +1 - Y - £0' 9dzie ,£o0 *“ !
w drugim za$:

®m——r-(0O + o0 ; j. 1 + 2V
1 +v X y "il+ )’ a01 tu f* przeszto w - V.
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W mechanice uktadéw sztywnych wyprowadziliSmy z podstawowych praw New-
tona zasade zachowania energii. DowiedliSmy mianowicie, ze przy przejéciu
uktadu materialnego z potozenia poczetkowego w dowolne inne 2zmiana jego

energii kinetycznej jest réwna pracy wykonanej na tym przemieszczeniu przez

wszystkie sity zewnetrzne i wewnetrzne poruszajecego sie uktadu. Zasade
te wyraza réwnanie: U - UQ = Lz + L~. WykazaliSmy tam, ze dla uktadu two-
rzagcego jedno ciato sztywne praca Lw sit wewnetrznych jest za-
wsze zerem. Zwro6ciliSmy Jednoczes$nie juz wtedy uwage na to, ze w wypadku
uktadu sktadajacego sie z kil ku ciat sztywnych, ktéore w' czasie

ruchu uktadu poruszajg sie wzgledem siebie, moga sity wewnetrzne w pota-
czeniach wykona¢ ewentualnie prace. Z charakteru tych sit wynikato,ze owa

ewentualna praca jest znaku ujemnego.

W uktadach odksztatcalnych sity wewnetrzne sg przyczyna powstawania
odksztatcen, czy tez odwrotnie - powstawaniu odksztatcen przeciwdziataja
sity wewnetrzne. W tych warunkach praca s it wewnetrz-
nych jest Zawsze ujemna. Proces deformacji jest w

obszarach sprezystych catkowicie odwracalny. Po usunieciu sit zewnetrz-
nych sity wewnetrzne przemieszczaja z powrotem punkty ukiadu do potozenia
poczatkowego, wykonujgc przy tym prace dodatnig o uprzedniej bezwzglednej

wartosci. Wiemy, ze w takich warunkach wprowadzamy zwyczajowo do nauki

termin energii. Umawiamy sie przeto w obszarach sprezy -
stych ujemnie wzietg prace sit wewnetrznych nazywad energia
odksztatcenia lub energia sprezystoé$§-
ci W; mamy zatem: W * - |.w. Wobec tego prace sit zewnetrznych ozna-
czymy prosciej L; wiec L =Lz. Zwré6émy uwage na to, ze w obszarach od-
ksztatcen trwatych Jest zawsze |Lwl ~ w» tam bowiem odzyskujemy po usu-

nieciu obcigzen jedynie czeé¢ pracy sitwewnetrznych. Gdy uktad rozpoczat
ruch ze stanu spoczynku, Jego energia kinetyczna jest poczatkowo réwna
zeru. Gdy obserwujemy go w trakcie np. szybkich drgan, widzimy, ze usta-
wicznie przechodzi on przez zerowe miejsce energii kinetycznej. Nic nie
stoi na przeszkodzie aby za poczatkowe miejsce uktadu czy poczatkowg chwi-
le ruchu przyja¢ te, w ktéorej UQ = 0. W ten sposéb zasada zachowania e-
nergii przyjmie dla uktadéw sprezyscie odksztatcalnych, dla ktérych UQ =0

jest potozeniem odniesienia, postac:

Uu+w=1L . (9.3)

Gdyby i sity zewnetrzne miaty charakter zachowawczy, to - jak nam wia-
domo z mechaniki klasycznej - moglibyS§my tu wprowadzi¢ ich energie poten-
cjalna V. Rezygnujac z zatozenia uQ =0 i negujac L rébwnoscia: L =
=VQ - V uzyskalibySmy wtedy w miejsce(9.3) réwnanie: U+ V +W = Con-

stans. Weditug pierwszej zasady termodynamiki twierdzenie (9.3) ma forme
ogblniejszg: U +W =L + Q, gdzie Q jest mechanicznym réwnowaznikiem do-

prowadzonego wzglednie odprowadzonego w czasie procesu ciepta. W tym wy-
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padku energia W zalezy nie tylko od konfiguracji uktadu lecz réwniez od
rozmieszczenia temperatury wewnatrz uktadu.
Powyzszg poprawke termodynamiczne mozemy pomingé z nastepujacych po-

wodéw: W mechanice uktadéw odksztatcalnych interesujg nas w zssadzie dwa

skrajne wypadki. W jednym z nich uktad wykonuje drobne i szybkie drgania,
w drugim odksztatcenia dokonujg sie nader powoli. W pierwszym wypadku
mozna przypuséci¢, ze zjawisko przebiega adiabatycznie, to znaczy bez za-

silania elementéw uktadu w ciepto wzglednie tez bez uszczuplania ich z
ciepta; tutaj przeto jest 0O =0. W drugim mozna przyjac, ze przebieg
jest izotermiczny, to znaczy, ze uktad pozostaje w termicznej réwnowadze
z otoczeniem, czyli ze jego temperatura jest stata; w tych warunkach we-
dtug drugiej zasady termodynamicznej wobec odwracalnosci zjawiska jest
réwniez Q = 0. W oméwionych warunkach funkcja W zalezy wobec tego tyl-
ko od konfiguracji uktadu.

Istotny cel réwnania (9.3) tkwi w tym, by informowa¢, jak zmie -
niaija sie w czasie ruchu uktadu wielko$c:i L, U, wW.
W przysztosci do tego tez celu bedziemy go uzywaé. Obecnie wyjgtkowo sproé-
bujemy, czy réwnanie to nie moze postuzy¢ do znalezienia budowy
funkcji W. Przeprowadzimy w tym celu nastepujaca spekulacje mys$Slowa.
Niech sity zewnetrzne narastajg niezmiernie powoli od wartosci zerowych
do zatozonych koncowych. Wtedy réwnie powoli narastac beda przemieszcze-
nia uktadu od wartos$ci zerowych do przynaleznych koncowych. Tak powstaty
prace sit zewnetrznych L oznaczmy przez L~; znaczek dolny ma nam przy-
pominaé¢, ze natozyliSmy na zjawisko powyzszy szczegOllny przebieg. W po-
wyzszych warunkach predkos$ci przemieszczen w ogéle nie istnieja, wobec te-
go energia kinetyczna jest w kazdej chwili robwna zeru. Na poczatku zjawi-
ska réwnanie (9.3) jest spetnione, bo wszystkie jego dodajniki sa zerami.
W chwili dowolnej, czyli - co na jedno wychodzi - koncowej wobec U = 0

rébwnanie (9.3) upraszcza sie do formy:
W =15, . (10.3)

Zatem energia sprezystos$ci réwna jest fikcyijne.]|j pracy,
jaka wykonatyby niezmiernie wolne od zera narastajace sity zewnetrzne ukta-
du na réwnie wolno od zera narastajacych przynaleznych przemieszczeniach
ich punktéw zaczepienia.

Wielce frapujacy jest oczywiscie fakt, ze wielko$s¢ W, zalezna od wpty-
wéw wewnetrznych, moze by¢ obliczona za posrednictwem wplywéw zewnetrz-
nych. Zostanie to w powyzszy, dostowny sposéb wyzyskane gdzie indziej. Na
razie spekulujemy dalej nastepujaco: Chcemy wyrazi¢ W przez e,y i c,t,
tj. przy pomocy wielkos$ci jednak wewnetrznych; czy jest to mozliwe? Oczy-
widcie tak. Wielkos$ci te sa wewnetrzne dla catego uktadu. Gdy go
jednak podzielimy na czesd$ci, to dla kazdej nabierajg one charak-

teru wielko$ci zewnetrznych. Obliczajac ich Lt obliczymy W. Ba, pozbe-



dziemy cie nawet rzeczywiscie zewnetrznych wielkos$ci, jakimi se sity ma-
sowe wyodrebnionej cze$ci; zrobimy to - jak juz nam wiadomo - przez zato-
zenie stanu jednorodnego w rozwazanym miejscu.

Wyodrebnijmy z uktadu materialnego prostopadtos$cian o krawedziach a,
b, ¢ wycietych réwnolegle do osi X, Yy, z uktadu odniesienia. Na dwoéch

jego przeciwlegtych $cianach dziataja réwnolegle do krawedzi a przeciwnie

skierowane sity bc . o . Sciany te przesung sie miedzy innymi w kierunku
osi x, a to tylna o a' i przednia o a" Uwzgledniajac przeciwne zwroty
sit bc . o widzimy, ze przesunigecie wzgledne wynosi a"- a', czyli a .

A = aS”™, bo wywotane ono jest wydtuzeniem krawedzi a w kierunku X.
Przesunigcie a . ex narasta liniowo wraz ze sita bc . ox zgodnie z

prawem Hooke‘a. Wykonana przeto praca jest rowna polu odnosnego tr 6 j -
kgta i wynosi ~ abc . EX&-

Praca innych sit powierzchniowych, prostopadtych do uwzglednionego wy-
zej przesuniecia, wynosi oczywiécie zero. Sitami réwnolegtymi do tego
przesunigecia sg tez przeciwnie skierowane cacz na dwéch przeciwlegtych
$§cianach oddalonych o b, tudziez przeciwnie skierowane a bty na dwoéch
przeciwlegtych $cianach oddalonych o c¢. Oednakze tym przeciwnie skiero-

wanym dwoéjkom przynalezy to samo przemieszczenie a a', wobec czego ich
praca jest zerem. Analogicznie, przy wzglednych przesunigciach b . i
c . e wykonujg rézng od zera prace oddzielnie tylko sity ca . o i ab .
az. Prace te wynosza ’:\L abc - °1y 1 2 a”~c 6z*
Wezmy z kolei pod uwage dwojke przeciwnie skierowanych sit abcx réwno-

legtych do krawedzi b i oddalonych o <c¢. Dolna przesunie sie w Kkierunku
y o b, gérna zas$ o b'l tak ze wzgledne ich przesuniecie wynosi b' - b,
czyli c , bo wywotane ono Jest czes$cig skosu y x. Wykonana praca wyno-
si j aba = cx. Sity prostopadte do ¢ dajg prace zerowag. RoOéwnoleg-
tym i przeciwnie skierowanym dwéjkom ca<b i _bet przynalezy na prze-
ciwlegtych $cianach to samo przemieszczenie b“— b; ich praca jest przeto

zerem. Wiemy juz jednak, ze istniejg jeszcze dwie inne sity pochodzace od

naprezenia r . Sa to przeciwnie skierowane sity catx réwnolegte do kra-
wedzi ¢ i oddalone wzajemnie o b. Przynalezg im przesuniecia lewe c'i
prace c'l czyli wzgledne c¢c" - c¢c' =b pochodzace od reszty skosu vy

1
Ich praca ma wartos$é 7~ abc -@‘9’ cx- Inne si*y odpadajg, bo albo sg pros-

topadte do b albo tez pracujag na tym samym przemieszczeniu wzglednym
c" - ¢' przy wtasnych przeciwnych zwrotach jak dwoéjki bet™ i aboz. W re-
zultacie praca sit pochodzgcych od ma wartosé N abc(™ +|y)ex =
1 1 1
= ~ ahc y xtx. Podobnie od i tz znajdziemy A~ abc-7yry 1 2 abe -
«Tzrz'
Energie odksztatcenia nagromadzong w objetos$ci abc otrzymamy, sumujac
sze$¢ wykazanych dodajnikéw. Dzielgc rezultat przez abec, znajdziemy wy-
razenie na energie sprezystosci WQ, zamagazynowage w jednostece

objetos$ci, ato:



W, o= ,le 9 ey?/ +e,0, +y c +yycy + oy b)) - 511,3)
Energia W catego uktadu wynosi:
w /  WQdih (12.3)

7N

gdzie Ol oznacza objetos¢ uktadu.

W ten spos6éb wyraziliSmy energie odksztatcenia przy wuzyciu sktadowych
stanu napigcia i odksztatcenia. W stanach niejednorodnych s¢ sktadowe tych
stanéw funkcjami miejsca: w ten sposéb obliczenie energii W sprowadza sieg

do catkowania Jakiej$ funkcji trzech zmiennych.

Zadanie 8.3. lle wynosi energia Jednoosiowego rozciegania wzglednie
Sciskania? Ile wynosi energia skretu?
Odpowiedz 8.3. Se to szczeg6lne wypadki formuty (11.3).

Wo =fos \ Ee2 =1!'_; wo =itc=|gt2 = |

Zadanie 9.3. Rozbi¢ energie jednostkowe Wg materiatu rébwnokierunko-

wego na energie odksztatcenia objetosSciowego WQ i energie odksztatcenia
postaciowego WQ. Ile one wynosze?

Odpowiedz 9.3. Pozornie wydaje sie to niemozliwe. Oeséli bowiem rozto-
zymy sktadowe obu stanéw wediug schematu: £ = £+ e", y =y'+ y" tudziez
0O=c'+o", c= ¢ +c" i wstawimy je w (I11.3), to obok iloczynéw typu
uporzedkowanego : e'o', y'cltudziez: e"0" "otrzymamy tez iloczyny typu mie-
szanego : e'0", Y z" wzglednie: e"o', i["t' . Oednakze zadania 4.3 i 5.3 wyjas-

niaje, ze sktadowe sobie odpowiadajece s¢ dla ciat réownokierunkowych iden-
tycznie i to w pewien szczegd6lny sposéb zbudowane. Dzieki temu sumy wyra-
zen mieszanych £0 i dodajniki mieszane yz odpadaje z rachunku. Znajdu-

jemy ostatecznie:

Wo =W6 +»0 ' WO =k mes >

Wo - 5((ey " ez)(oy - °z> + <ez Ex>(oz cx) +

+ (Ex " By)(<5x - V )+ 2(rxCx +Ty*y +Tz*z) = (13.3)

Zadanie 10.3. Energia sprezysto$ci nie moze oczywisScie zaleze¢ od orien-
tacji uktadu odniesienia, czyli musi sie ona da¢ wyrazi¢ przy pomocy nie-

zmiennikéw jednego lub drugiego stanu. Wykaza¢ to.
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Odpowiedz 10.3. Skorzystajmy ze zwigzkéw: E = (I - 2jx)s, Gy =z tu-
dziez trzech typu: 2G(ey - ez) =o0y - 0z. Znajdziemy:

1 E 2 11-2p 2
o '6 1- 2fX ~ "5 E

Wo =1 G((sy - *z=2 + <z - £X)2 + (ex - ey)2) + kG(?x +Ty +T%) =

=T2g~°y - °z)2 + (oz - °x~ + (0x ' 0y)2)+ 1g(Yx +T " +Tz} =
= _|(e2 - 3e) =gi(s2 - 33

W ostatnim wierszu skorzystaliSmy ze wzoréw (I5.1) oraz (I11.2).

Fakt liniowo jednorodnej zalezno$ci skiadowych obu tensoréw uwidocz-
niony jest wyraznie w funkcji (li,3), przez figurujgcy tam utamek 1/2.
Wyrazenie to ma przeto znaczenie jedynie dla tworzyw podlegajacych prawu
Hooke'a. Formuta (11.3) wyraza energig¢ mieszanymi wielkosciami. Mozemy je

wyrazi¢ przy uzyciu skiadowych tylko jednego stanu, gdy drugie wyrugujemy

zwigzkami (4.3) lub (6.3). Wtedy okaze sig - co juz uwidoczniajg rezulta-
ty (14.3) - ze energia odksztatcenia jednostki objetosci WQ materiatow li-
niowo-sprezystych jest jednorodna kwadratowag fun-

kcja sktadowych stanu odksztatcenia lub tez tego rodzaju funkcjag sktado-
wych stanu napiecia. Z powyzszego faktu wynikaja wazne konsekwencje mate-
matyczne.

Niech wigc WQ bedzie jednorodna kwadratowag funkcja sktadowych stanu
odksztatcenia. Wtedy wedlug twierdzenia Eulera o tego rodzaju funkcjach

WQ da sie przedstawi¢ w postaci:

1, dwo0 3Wo 3Wo 3Wo 3Wo 3WOx
wo = S”ex gex + ey asyv £z dsz + ~x dyx * "y dyy +”"z ayz '
waznej dla dowolnych wartoscisktadowych £ , y .Skoro tak jest, to z

poréwnania powyzszego wyrazenia z réwnie ogoélnym (I1.3) znajdziemy:

3w 3w 3w 3w 3w 3w0
6X " aen’ Oy = °z =aen' = Cy = Zz =»Tz * 15°3
Analogicznie - przedstawiajac WQ jako funkcje skiadowych S,y otrzyma-

my :



Istnieje gteboka réznica miedzy relacjami (15.3) i
(16.3), Matematyk angielski Green na podstawie pewnych rozwazann doszedt
do przekonania, Ze w procesach odwracalnych z pewnoscie istnieje funkcja
W , posiadajgca wtasnos$ci (15.3), stad tez relacje te nosze w literaturze

nazwe formut Greena. Fizyk angielski Kelvin ugruntowat egzystencje funk-

cji W z dociekan energetycznych mechaniczno-termicznych. Wtasnosci (35.3)
ustalili oni bez zaktadania jakiejkolwiek szcze-
goélneij budowy funkcji WQ. Relacje te s¢ przeto wazne dla
materiatow dowolnie sprezystych, a wiec réwniez dla nie
podlegajacych prawu Hooke'a. W przeciwienstwie do tego re-

lacje (16.3), zwane w literaturze formutami wtoskiego uczonego Castiglia-

no, sg wazne jodynie dla materiatow liniowo-sprezystych, tj. tyl-
ko dla takich, ktoére podlegaija prawu Hooke'a. Dla tej ostat-
niej kategorii materiatow formuty Greena i Castigliano tworzg odmienng -
ale tej samej tres$ci - forme réwnan (4.3) i (6.3). Wyprowadzenie ich z
jednej funkcji kryje jednak rozmaite walory natury matematycznej. Zali-

czy¢ do nich mozna miedzy innymi redukcje 36 statych materiatbw anizotro-
powych do liczby 21.

PoswieciliSmy sporo uwagi liniowym zalezno$ciom miedzy skiadowymi obu
tensoré6w w obszarach sprezystych, jako sprawie podstawowej wagi. Z ist-
niejacych dziedzin mechaniki uktadéw odksztatcalnych opracowana zostata
obszernie matematyczna teoria sprezysto-
Sci, stosujgca wtasnie jako prawo wigzace wyprowadzong przez nas za-
leznos$¢ liniowa Hooke'a. Niemniej przypomnieé tu musimy, ze istniejg ma-
teriaty nie podlegajace temu prawu. Usitowano wykry¢ dla nich zastepczg
posta¢ prawa wigzgcego. Niestety zrobiono to w sposéb zbyt szczegdlny, a
wiec np. poszukiwano tylko zwigzku miedzy jedng skiadowag o a przynalezng
jej jedna ze sktadowych e . W rezultacie prawa ogdlnego nie wykryto. Tym-
czasem w obszarach sprezystych odpowiedzi dostatecznie ogdélnej mogg udzie-
li¢ relacje (15.3). Sprawie tej posSwiecitem obszerng prace specjalng. Ge-
$li materiat przynalezy do grupy réwnokierunkowych, to energia sprezysto-
Sci WQ moze by¢ zbudowana z niezmiennikéw stanu odksztatcenia e, e e"
wzglednie lepiej e, e - 3e'e". Zaleznie od materiatu i potrzeby wprowa-
dzi¢ mozemy w rachunek dostateczng liczbe statych sprezystos$ci pierwsze-
go, drugiego i wyzszych rzedoéw. Wtedy relacje (15.3) daja nam poszukiwane
prawo wigzgce w postaci ogd6lnej. Obliczenia szczeg6towe dowiodty, ze tak
rozszerzona teoria sprezystos$ci nastrecza - czego mozna sie byto spodzie-
wa¢ - bardzo wiele trudno$ci natury matematycznej.

Coraz czes$ciej spotykamy sie z pogladem, ze prawo wigzace w obszarach
sprezystych moze mie¢ jedynie liniowg budowe. Stwierdzenie przeto nieli-

niowej zaleznos$ci miedzy skiadowymi obu stanéw dowodzitloby wedtug powyz-



szego pogladu, ze przebieg deformacji Jest w tym wypadku niesprezysty. Nie
przeszkadza to budowaniu prawa wigzacego wedlug wyzej podanej recepty, to
jest rozszerzeniu tej koncepcji na obszary dowolnego zachowania sie mate-
riatu. Wymaga jednak ograniczenia jedynie do tych - najliczniejszych praw-
dopodobnie - wypadkéw, w ktérych w kazdym punkcie uktadu bezwzgledne war-
tosci naprezen rosne wraz z sitami zewnetrznymi. Dodatkowe wyjadnienie
tego zastrzezenia bedzie za chwile podane.

Prawo Hooke'a jest w pewnej mierze wzglednie dla pewnych materiatéow
prawem wyidealizowanym dla obszaréw sprezystych. Przechodzgc do obszaru
odksztatcen trwatych mozemy rzecz analogicznie wyidealizowag, bioragc so-
bie za wzér zachowanie niektérych gatunkéw miekkiej stali. Scisle rzecz
biorgc, wtasnie szczegdlne zachowanie sie tych materiatéw w pewnym obsza-
rze zmusza nas do takiego, skadingd ucigzliwego postepowania. Prowadzac
mianowicie dalej oméwione niedawno dos$wiadczenie z rozcigganym wzglednie
tez ze $ciskanym pretem z miekkiej stali zauwazymy, Zze od pewnego miejsca
poczynajac, zdtuz wzglednie skré6t £ bedzie rosngé¢ przy niezmiennej war-
tosci naprezania normalnego o = kr wzglednie o = - kc. Odwrécenie tych

robwnan nie jest mozliwe. Okreélonej wartosci k naprezenia przynalezg nie

oznaczone £ . Dodatkowy pomiar wykaze, ze zdiuz wzglednie skrét poprzecz-
ny e' bedzie obecnie wynosi¢ co w dotychczasowych oznaczeniach
jest réwnoznaczne z przyjeciem i =j. Innymi stowy deformacja przebiegac
bedzie bez zmiany objetos$ci. Wreszcie okaze sie, ze przyjecie zgodnosci

kierunkéw gtéwnych obu stanéw odpowiada nalezycie objawom badanego zjawi-

ska. Wielkos¢ kr wzglednie kc nazywamy granicg plastycznos$ci m a-
t er i at u dla jednoosiowego rozciggania
wzglednie S§ciskania; z reguty jest kp = kc = k. Natomiast

analogiczny eksperyment z cienkos$cienng rurga skrecana wykaze granice pla-
stycznoéci tego samego materiatu przy s krecie r =k, réz-
ng od k.

Powyzsze rezultaty eksperymentu jednoosiowego stanu napiecia w obsza-
rze tak szczegdlnie zmieniajgcych sie odksztatcen trwatych stanowia punkt
zaczepienia dla dalszych uogdlnien matematyczne.|j teo -
roii plastycznos$c.i. Uogdlnienia te prowadzg do prawa wig-

Zgcego postaci:



ktéore otrzymujemy z (4.3), kitadec tam fi = Do okreslonych o, t moge w
obszarach plastycznych przynaleze¢ rézne £,y tego obszaru. W réw-
naniach przeto (17.3) wielko$¢ Gq jest nieoznaczona; po
prostu £,y nie se¢ tu jednoznacznymi funkcjami o,c . W stanach niejedno-

rodnych Gq jest dodatkowe niewiadome funkcje miejsca. W ten sposéb wiel-
kos¢ Gc nie jest w powyzszych réwnaniach state doswiadczalne. Rugujec
je przekonujemy sige, ze wzory (17.3) zawieraje tylko piec¢ niezaleznych

rébwnan. Powyzszy brak eksperymentalny zastepujemy w teorii plastycznos$ci

innym rezultatem dos$wiadczalnym, a mianowicie tzw. warunkiem
plastycznos$ci. Odnosne réwnanie brzmi:
(‘y - 02)2 + (02 - 6x)2 + (0ox - 0 )2 + 6(c2 +e2 + z\) = 2k2.
(18.3)
Poznajemy tu znany nam z zadan 10.2 i 10.3 niezmiennik s2 - 3s'. W zwiez-

ku z tym moglibySmy warunkowi (18.3)- nada¢ rozmaity tek6t stowny. Powyz-
sze rOéwnanie nosi w literaturze niezbyt stuszne nazwe warunku Hubera
Misesa - Hencky‘ego. Dobre przyblizenie réwnania (18.3) stanowi warunek

Coulomba

>min " k- <19-3>
stosowany przez twoércéw teorii plastycznos$ci - francuskich uczonych Le-
vy'ego i de Saint-Venanta. Wielko$¢ k jest w obu warunkach granice pla-

stycznos$ci jednoosiowego stanu.

Rozwigzania prawidtowe teorii plastycznos$ci musze poza tym czyni¢ za-
doé¢ ogdélnym postulatom mechaniki uktadéw odksztatcalnych, a wigec warun-
kom nierozdzielno$ci i réwnowagi z odnoénymi wymogami brzegowymi. Charak-
terystyczne ceche tej teorii stanowi lJej brak samowystarczalnoséci; nie
posiada ona wtasnego poczetku. Zaczyna sig¢ bowiem tam, gdzie sie konczy
teoria sprezystos$ci; z konieczno$ci wigec wieze sige z nie warunkami brze-
gowymi.

$§cisle rzecz biorec, w przedstawionej wyzej teorii nie istnieje prawo
wiezece skiadowe obu stanéw; zastepuje je prawo (18.3) wzglednie (19.3).
Rzecz uwypukla sie w szczegdélny sposéb, gdy stan napigcia Jest jednorod-
ny; odksztatcenia ptyne przy niezmiennych wartosciach naprezen. Tylko nie-
liczne materiaty, albo tez tylko w szczegd6lnych warunkach m ateriaty za-
chowuje sig w powyzszy spos6b. Gdy tak nie jest , z powrotem aktualna i
podstawowa staje sige sprawa wykrywania prawa wigezecego. Niestety rzecz ta
znajduje sie - jak wyzej wspomnieliSmy - w zaczetkach. Nie posiadamy na-
wet dla nader czesto stosowanych tworzyw tego prawa w postaci ogolnej.
Trudnos$ci polegaje najczeéciej na tym, ze nie potrafimy zrealizowaé¢ do-
statecznie ogo6lnych stanéw jednorodnych, ze pietrze sig tez przed nami

trudnos$ci matematyczne w stosowaniu tego rodzaju praw. Wreszcie i mate-
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riaty same kryje w sobie niespodzianki. Czasem w pozornie prostym do-
Swiadczeniu jednoosiowego stanu napigecia wystepuje objawy, z ktérymi nie
potrafimy sobie da¢ rady. Tak np. rozcigegajec pret z miekkiej stali zau-
wazymy w pewnym stadium doswiadczenia lokalne zwyzke, ktéra automatycznie
zmienia stan napigecia w tréjosiowy, uregajec naszym usitowaniom utrzyma-

nia stanu prostszego. Zjawisko to nie znalazto dotychczas wyjasnienia me-

chanicznego. Z tych to powodéw zadowoli¢ sie musimy tym, czym dysponuje-
my. Operujemy formutami zdobytymi w obszarach matematycznie i doswiad-
czalnie opanowanych i korygujemy je wspoétczynnikami, ktére kazdorazowo

wykrywamy dos$wiadczalnie. Droga ta nie stanowi postepowania naukowego nie
wywodzi sie bowiem z prawa elementarnego; nadmiar dos$wiadczeh czyni te
poczynania wysoce nieekonomicznymi. Wskazane przeto jest, by wiecej uwagi
poswiecono sprawie prawa podstawowego.

Na wazny dodatkowy szczeg6t trzeba tu jeszcze zwrécic uwage. Wezmy pod
uwage prymitywny wypadek preta rozcigganego lub tez Sciskanego poza gra-
nice sprezystosci materiatu.

Na rys. 4.3 podano cze$¢ A O C
odnos$nego diagramu 6, G . Oesli
osiegnewszy miejsce B w wykresie
poczniemy zmniejsza¢ naprezenie G,
to okaze sie, ze zwigezek powrotny
miedzy 6 i O bedzie innego ro-
dzaju anizeli ten poprzedni, okre-
Slony tukiem OB. W dobrym przy-
blizeniu obrazem tego nowego zwigz-
ku bedzie prosta BD wzglednie BE,
réwnolegta do stycznej krzywej
pierwotnej w poczetku O. Gdy do-
datkowo obrécimy znak naprezenia w
tym procesie powrotnym, nowa cze$c
wykresu EF zakrzywi sie w strong
tuku OA. Gdy wreszcie poczynajec
Rys. 4.3 czy to od miejsca E, czy tez D

poczniemy po stosownej przerwie
czasowej znowu zwigekszaé naprezanie o stwierdzimy, iz w dobrym przybli-
zeniu trzecia z kolei krzywa dos$wiadczalna pokryje sie z proste EB wzgle-
dnie D8; dalsze zwiekszanie naprezenia doprowadzi do tuku BC zgodnego
z pierwotnym, tj. tym, ktéry uzyskalibySsmy, prowadzec dodwiadczenie od
poczetku O przez B przy ciegle narastajecym obciezeniu. Na odcinku EB
m aterialt zachowuje sie przeto jak sprezysty. Eksperyment powyzszy mozemy
kilkakrotnie powtérzyé¢. Przy dostatecznie wolnym tempie i kazdorazowym
odpoczynku w E Zzadne nowe fakty nie zajde. Odcinek OB przedstawia c”at-
kowite, OE trwate i EB sprezyste odksztatcenie prébki. W ten sposéb
znane nam jest prawo wigzece dla odwréconego przebiegu e;G co r *w nie-

ktéorych zagadnieniach bardzo duze znaczenie.
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Temat 1.3. Stresé$ci¢ ustep 3, podkres$lajgac najwazniejsze fakty i myS$li.
Temat 2.3. Zapoznaé¢ sie z réznymi pomystami nieliniowej zaleznoéci obu

stanow.

Temat 3.3. Energia sprezystos$ci jest zawsze dodatnia. Oakie sted wyni-
kaja konsekwencje dla statych materiatowych w rozszerzonym potegowym  o-

kresleniu energii jako funkcji niezmiennikéw?



4. WYTEZENIE | BEZPIECZENSTWO

Cos$wiadczenia prowadzace do ustalenia prawa wigzacego sktadowe stanu
napiecia i odksztatcenia tworza jednag wazng serie eksperymentalng. Ist-
nieje réwnie wazna druga, zmierzajgca do ustalenia stopnia wyteze -
nia materiatu. Wiemy, ze uktadu materialnego nie mozna obcigzaé¢ bez
granic. Przy pewnych wartos$ciach sit zewnetrznych osiggamy granice spre-
zystos$ci; przekraczajac jag wchodzimy w obszar trwatych odksztatcen. Zmia-
na konfiguracji uktadu doprowadzi¢ moze do nieprzewidzianego i nienalezy-
tego Jej funkcjonowania. Gdy za$ osiggniemy granice wytrzymatosci, nos-
noé¢ uktadu zostanie zniweczona catkowicie. W laboratoriach rozmys$lnie po-
wodujemy tego rodzaju stany po to, aby na odwrét dla obiektéw technicznych
prawidtowo zbudowanych i obcigzonych méc doktadnie oszacowad, ile wynosi
ich stopiehn bezpieczenstwa n. tj. okres$li¢ ilo-
krotne powiekszenie obcigzen stanowitoby grozbe niezdatnoéci obiektu. Wy-
znaczenie tego wspoditczynnika bezpieczehAstwa czy tez odno$nych obciag-
zen dopuszczalnych stanowi z technicznego uzytkowego
punktu widzenia najwazniejszy cel mechaniki uktadéw rzeczywistych.

OdpowiedZ na tego rodzaju pytanie moze da¢ tylko doswiadczenie. Przy
masowej produkcji jakiego$ elementu optaca sie i jest nawet wskazane eks-
perymentowaé¢ wprost na jednym czy kilku z nich, wiec zniszczy¢ go po to,
by innym zagwarantowa¢ diugotrwata egzystencje mechaniczng przez nalezyty
dobér bezpiecznego obcigzenia czy ewentualng e k onomiczngag zmia-

ne jego rozmiaréw geometrycznych. Na og6t jednak rzadko mozemy sobie poz-

woli¢ na takie, bezposgrednio do celu prowadzace doswiad-
czenia. Wiemy zresztg, ze badanie ukiadéw materialnych nie prowadzi do
wykrycia wtasnos$ci podstawowych samej m aterii. Z tego to powodu dazymy do
tego, by udzwig uktadu statl sie aktem matematycznego o b-
liczenia, podstawy za$ tego obliczenia by stanowito
prawo elementarne okreélajagce wyteze-
nie samego tworzywa. Podobnie jak w prawie wigzgcym
chcemy owo wytezenie okres$li¢ naprezeniami i odksztatceniami.

R6zni autorzy, rozmaicie definiujg wytezanie materiatu. Bedziemy pod
wytezaniem rozumie¢ ostabienie mechanicznych
wtasnos$ci materii, spowodowane obecno-
Scia stanu napiecia i stanu odksztat-
cenia. Ostabienie to moze by¢ przelotng staboscia, gdy doszlismy

nie dalej Jak do granicy sprezystos$ci. Moze ono sta¢ sie nieuleczalnym ka-
lectwem w obszarze plastycznym jest zgonem, gdy osiggniemy granice wy-

trzym atosci.
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Zagadnienie wytezenia notowane jest w literaturze juz od czasow G ali-
leusza; na pewno musiato ono istnie¢ i w czasach odleglejszych. Istnieje
przynajmniej kilkanascie hipotez usitujgcych wynikom badan nadaé¢ szate
matematyczng. Podamy tu kilka wuznawanych obecnie w Swiecie technicznym
funkcji, okre$lajacych wytezenie. Przestrzegamy przy tej sposobnoéci przed
innymi przestarzatymi i nieodpowiednimi, ktére bezwtadna tradycja histo-
ryczna zdotata jeszcze utrzymaé w niektérych skadingd nawet dobrych pu-
blikacjach.

Rzecz zyska na Jasnos$ci, jes$li zaznajomimy sie najpierw z faktami do-
Swiadczalnymi prostymi, a potem przejdziemy do ztozonych. W laboratoriach
mechanicznych dysponujemy rozmaitymi maszynami wytrzymato$sciowymi i urza-
dzeniami pomocniczymi, stuzgcymi do precyzyjnych pomiaréw. Pod tym wzgle-
dem rekord posiada Ameryka. Istniejg tam maszyny do badania duzych cze$ci
konstrukcji, na ktérych mozna wywrze¢ sity cisngce do 4500 ton wzglednie
ciggngce do 1500 ton. Normalnie stosujemy do badan na elementach prébnych
maszyny o zasiegu do 500 ton przy $ciskaniu wzglednie do 100 ton przy roz-
cigganiu. Na maszynach tych,najcze$ciej typu uniwersalnego, mozna poza
rozcigganiem i $ciskaniem realizowaé¢ réwniez ciecie i zginanie; do skre-
cania stosowane sa maszyny odmiennej konstrukcji o stosowanym zasigegu. Ist-
niejag wreszcie urzadzenia specjalne, w ktérych realizowaé¢ mozna dodatkowo
wszechstronne réwnomierne cidnienie i ewentualnie dotagczy¢ je do innych
stan6w, zyskujgc w ten sposéb wiekszg r6znorodnos$¢ stanéw napiecia. Szcze-
goty czy to maszyn, czy instrumentéw pomiarowych sg tak ré6znorodne, ze
nie sposéb je tu poda¢; najpros$ciej zapoznaé¢ sie z nimi w laboratorium.
Ogédlnie biorgc, usitowania konstruktoréw idg w tym kierunku, by w urza-
dzeniach wytwarza¢ statycznie wyznaczalne zbiory sit, ponadto zas$ i gtow-
nie w tym Kkierunku, by wywotane stany wewnetrzne byty mozliwie jednorod-
ne; ten drugi postulat jest - jak juz o tym gdzie indziej wspomnieliSmy -
bardzo trudny do zrealizowania.

Najbardziej elementarng a jednoczes$nie najbardziej cenng probe wyteze-
nia stanowi dos$wiadczenie nad znanym nam juz w niektérych szczegétach j e-
dnoosiowym rozciagaganiem. Za typowy dla materiatéow
ciagliwych uwazamy eksperyment z miekka stala, zilustrowany na
rys. 1.4. Zwiekszajac obcigzenie zewnetrzne, zwigkszamy najpierw wyteze-

nie materiatu od wartos$ci poczatkowej zerowej do wytezenia na granicy spre-

zystos$ci o=%r , e:Xl;—. W dobrym przyblizeniu granica sprezystos$ci po-
krywa sie tu z granica proporcjonalnos$ci. Poniewaz obie zalezg w wysokiej
mierze od precyzji instrumentéw pomiarowych, poniewaz nie u wszystkich
materiatéw wystepujag one réwnie wyraznie, umawiamy sie¢ czesto, ze za gra-
nice sprezystoséci wzglednie proporcjonalnoéci uwazamy to naprezenie g<r,
ktéremu odpowiada zdtuz trwaty o warto$ci 0,0003. Punkt A wykresu, ilu-
strujgcy dla miekkiej stali granice sprezystos$ci i proporcjonalnosci, ma

wspoétrzedne: e = ~ 0,001 i b=pC * ~ 1800 kG/cm2.
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W dalszej czeséci AB wykresu probnego odksztatcenie rosnie szybciej
anizeli naprezenie. Na blyszczgco polerowanej powierzchni prébki stalowej
zauwazy¢ mozna przy uzyciu mikroskopu juz w chwile po przekroczeniu gra-
nicy A ciemne linie, nachylone w przyblizeniu pod ketem 45° wzgledem o-
si preta probnego. Linie te,poczatkowo grubos$ci 1/2 mikrona, pojawiajg sie
w dwéch gromadach i ze wzrostem naprezenia o daje sie wreszcie zauwazyc
golym okiem w postaci wklestych smug plastycznych, zwanych smugami Luder-
sa. Oest to wyrazna informacja o tym, ze osiggneliSmy wytezenie na grani-

cy plastycznos$ci B. W podanym na rys. 1.4 wypadku punkt B ma wspo6irzed-

ne e = ~ 0,003 i o = kr = 2400 kG/cm2. W istocie tego rodzaju przej-
Scie do obszaru plastycznego pojawia sie u twardszych stali. U migkkich
rozrézniamy go6rng granice plastycznos$ci B° i o Srednio 15% nizszg dolna

B; znaczenie praktyczne ma jedynie dolna granica ptynnos$ci B. Smugi pla-
styczne sa optycznym objawem posélizgéw ukoénych, w wyniku ktérych w ob-
szarze plastycznym wystepuje wybitnie zwiekszone wydituzanie ciata prébne-
go. Odnos$ny mechanizm poS$lizgu i zwigzanego z tym wydituzenia wskazano pry-
mitywnie na rys. 1.4. Smugi plastyczne pojawiajag sie w najblizszej okoli-
cy przysztego rozdarcia probki.

Granica ptynnoséci posiada dla oceny materiatéw ciggliwych bardzo duze
praktyczne znaczenie. Poniewaz nie u wszystkich metali uwidacznia sige ona
tak wyraznie jak u stali, przeto umoéwiono sie uwaza¢ za nig to miejsce B
wykresu doswiadczalnego, ktéremu odpowiada trwaty zdiuz o wartos$ci skwa-
lifikowanej dla réznych materiatéw od 0,002 do 0,005.

Obszar wyraznie plastycz.iy konczy sie dla badanej stali w miejscu C
wykresu o wspo6trzednych s = ~ 0,025, o =k =~ 2400 kG/cmz. Stuszne
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Jest wobec state] wartosci naprezenia przyjeé¢, ze w obrebie ob-
szaru piynnosci wytezenie roénie wraz ze wzrostem odksztatce -
nia.

Poslizgi czesteczek materiatu w obszarze plastycznym wywotuje zmiany
strukturalne materiatu, w wyniku ktérych w miejscu C wykresu dochodzi do
jego powtérnego wzmocnienia. Dalsze wydituzenie wymaga znéw wzrostu napre-
zenia. Oednakze w wyniku tych zmian materiatowych stan napiecia doznat
skomplikowania; jest on zapewne, poczynajec juz od miejsca C, tréjosiowy
i coraz to bardziej niejednorodny. Z pewnos$cie tak jest w miejscu zilu-
strowanym na rys. 1.4 punktem szczytowym D. Gdy w dotychczasowej czesci
eksperymentu stwierdzi¢ mozna byto réwnomierno$¢ wydituzenia pneta prébne-

go, obecnie fakt ten przestanie zacho'dzi6é. Na prébce pojawia sie lokalne

zwezenie i tu koncentruje sie deformacja uktadu; czesSci potozone poza
szyj k e przestaje sie wydiuzaé. W rezultacie niejednorodnego tréj-
osiowego stanu napigecia nastepuje w zwezce spietrzenie wytezenia, ktére
konczy sie wreszcie rozerwaniem preta prébnego; ilustruje to punkt konco-

wy E wykresu. Powierzchnia rozdarcia zakonczona jest na brzegu typowym
stozkiem.

Technolodzy usituje rozmaicie tlumaczy¢ zjawisko szyjki. Mechanicznego
wyjasnienia dotychczas nie podano. Nalezy przypuszczag, jest ono objawem
niestatosci réwnowagi szczegdélnego-, tréjosiowego stanu. Pogledu tego nie

zaryzykowano dotychczas nigdzie w literaturze.

Dla cytowanej stali punkt szczytowy diagramu ma wspé6irzedne £»~0,20,
ti = Kp = ~ 3600 kG/cm . Punkt koricowy E ma wspotrzedne £ mtfj =~ 0,25,
O =~ 3000 kG/cm2. W certyfikatach przemystowych z powyz-

szych czterech dat podajemy dwie, a mianowicie granice wytrzymatos$ci d o-
razmnei| Kr i wyd4tuz8lnosé koncowe n

Za tego rodzaju zestawienie, nie odpowiadajecych sobie wspétrzednych,
nie mozemy spodziewa¢ sie aprobaty ze strony matematycznej teorii. Uspra-
wiedliwienie kryje sige w nastepujecych wzgledach. Wartos¢ Kp wyznacza sieg
bardzo prosto. Albo rejestruje je wprost dodatkowa luzna wskazéwka mano-
metru, napedzana wskazéwke obiegowe, albo przy wprzegnigeciu przyrzedu sa-
mopiszecego rzecz redukuje sie po prostu do dodatkowego nakres$lenia odno-

$nej stycznej szczytowej. Odwrotnie jednak, wyznaczenie odcigtej przyna-

leznej do extremum funkcji jest - jak wiadomo - nader niepewne. Wyznacze-
nie natomiast zdtuzu koricowego ij jest znowu bardzo proste; albo' bowiem
przyktadamy do siebie rozerwane czes$ci probki i mierzymy stwierdzone wy-

dtuzenie trwate, pomijajec nieobecne juz cze$¢ sprezyste, albo tez stwier-
dzamy je na uzyskanym wykresie przyrzedu samopiszecego, kreslec dla E
przynalezne odciete. Zwazywszy jednak na fakt, ze wydiluzenie rozktada sig
w ostatniej fazie doswiadczenia nierbwnomiernie wzdtuz preta prébnego, to
znaczy, ze na zdiuz koricowy Tij sktada sie jedna cze$¢, proporcjonalna do
dtugos$ci pomiarowej i druga zalezna od wzajemnego stosunku innych rozmia-

row geometrycznych uktadu,musimy przy podawaniu daty tj okres$li¢ wyraznie
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typ uzytej - z reguty znormalizowanej - prébki; niezbyt $cisle uwaza sie,
ze przy uzyciu preta o przekroju kolowym wystarczajgce tu jest podaé¢ sto-
sunek dtugos$ci pomiarowej do $rednicy przekroju.

Dodatkowego wyjasnienia domaga sie szczegdélna osobliwo$¢é wykresu 1.4.
Stanowi jg,poczynajacy sie w D, spadek naprezenia <8 . Zauwazmy w tym
celu, ze w diagramie tym odcinamy jako warto$¢ naprezenia iloraz zmiennej
sity podituznej i statego, bo pierwotnie poczatkowego przekroju. W rzeczy-
wistodci za$ przekrdj preta doznaje ze wzrostem naprezenia pomniejszenia.
Pomijalne ono jest w obszarze matych zdituzy. Des$li zaniedbujemy je row-
niez w obszarze duzych odksztatcen, to robimy to jedynie z koniecznoéci
zyciowych; nie mozemy setkom préb dokonywanych dla celéw czysto przemy-

stowych poswigeca¢ zbyt wiele czasu. Chcgc jednak dla celéow naukowych uzy-

ska¢ wykres poprawniejszy, odcinamy w nim jako naprezenie prawdziwe o*
iloraz sity podituznej i przynaleznego chwilowego przekroju. Taki sposéb
postepowania wymaga ustawicznego pomiaru zmian przekroju. Wystarczajgco

doktadny poglad na sprawe uzyskamy, pomijajac cze$é sprezysta odksztatce-
nia a dla plastycznej zaktadajgc brak zmian objetosci uktadu prébnego. W
rezultacie okaze sie, ze krzywa o* lezy ponad krzywag & ; w miejsce pun-
ktu szczytowego D uzyskamy punkt D2 ze stycznag nachylong wzgledem osi
S pod katem réznym od zera. Korygowanie wykresu poza punkt D nastrecza
niepomiernie wigeksze trudno$ci, bowiem stan napiecia staje sig tréojosiowy
i niejednorodny. W réznych przekrojach zwezki, przecietne naprezenie i
przecietny zdtuz majg rozmaitg wartos¢. Nalezatloby wobec tego albo nakre-
$li¢ pek krzywych wychodzagcych z punktu D*, albo tez umoéwi¢sie,ze kre-

Slimy ktéragé szczegd6lng z tego peku, np. te dla najwezszegomiejsca szyj-
ki. Bytoby nader cenne zbada¢ charakter owego peku, czego dotychczas w
literaturze przedmiotu nie zrobiono. Dest mozliwe, ze przy odpowiednio
zmodyfikowanej definicji zdtuzu S mozna by 6w pek zredukowaé¢ do jednej

jedynej krzywej.

Zadanie 1.4. Wyznaczy¢ prawdopodobny zwigzek miedzy naprezeniami tech-

nicznym o i prawdziwym O* w prébie jednoosiowego rozciggania. Podac¢
,d ot
spadek stycznej (ttz-) W miejscu 0 = 0 max-
o

Odpowiedz 1.4. Oznaczmy przekr6j poczatkowy przez A, chwilowy przez

A~ a odnoéne dtugos$ci pomiarowe przez 1 i 1*. Z niezmiennej objetos$ci
"wooN A
préobki A~NI* = Al i definicji zdtuzu e = — j— uzyskamy A, =y + m.
Des$li S oznacza site podiuzng, jest: o= |, oe= Zat™ poszukiwany
zwigzek ma postac: = (I +e)o. ROzniczkujgc mamy stad: o +
i riC . i ne*

+E) +0o. Dla 0=0 max = Kp jest -jg = O; tam wiec jest : =0 =

O*
=yly @. co tatwo skonstruowaé, kreslac odnosng prostg. Daka?

Zadanie 2.4. Niektérzy autorzy modyfikujag wykres o(e) do postaci oj,ct),

gdzie jest naprezeniem prawdziwym, «, za$ jednostkowag zmiang przekro-
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ju. Poda¢ odnos$ny zwigzek i wyznaczy¢ warunek dla miejsca odpowia-
dajagcego punktowi o =0 max-
1*- 1 A - A*
Odpowiedz 2.4.Definiujeroy £ = — j— , nadto a = — ---—-. Postepujgc Jak
w zadaniu 1.4 znajdziemy a = A~ mm | a +
do o*
+ ; zatem dla O =omgx = Kr jest (3-5;)0 = m co mozna skon-

struowaé¢ kreslac hiperbole. Oake?

Rysunek 2.4 podaje wyniki jednoosiowego rozciggania dla miedzi, glinu
i zeliwa. Pierwsze dwa metale nalezg do typu ciegliwych; ich wydituzalnos$¢
przekracza 0,50 wzglednie 0,30. Spadek krzywych na cze$ci DE wskazuje i
tu na obecnos$¢ zwezki koncowej.

W przeciwienstwie do tego zeliwo zaliczamy do tworzyw kruchych; zdtuz
koricowy nie dochodzi tu do 0,005, co zmusito do zmiany skali rysunkowej.
Korekta do krzywej o* jest tu niecelowa; brak jest granicy ptynnosci.
Brak tez jest zjawiska szyjki. Za charakterystyczny parametr wytezenio-
wy - jak dla wszystkich materiatéw kruchych - uwazamy tu wytrzymatos$¢ do-
razng Kr. Rozdarcie rozciagganego preta pryzmatycznego z
m ateriatu kruchego nastepuje w ptaszczyznie odchylonej od przekroju pro-
stopadtego do osi preta o kat zawsze mniejszy od jr/74.

Daty Kp dla materiatow kruchych nie sg catkowicie pewne. Czesto Ili-
czac sie z dodatkowymi innymi parametrami mechanicznymi tego typu tworzyw
zmuszeni jesteSmy prébkom rozcigganym nadawa¢ skomplikowane ksztatty, jak

np. dla cementu, dalekie od postaci pryzmatycznego preta. Wskutek tego wy-

wotujemy w elementach prébnych tréjosiowy niejednorodny stan napigcia.
W rezultacie okres$lenie wytezania kohcowego datami i rj staje sie
mniejszym lub wiekszym przyblizeniem. Doda¢ wreszcie trzeba, ze z utyli-

tarnego punktu widzenia wytrzymato$s¢ na rozcigganie nie stanowi dla tej
grupy materiatéw zbyt cennej wskazéwki. Za takg konstruktorzy uwazajag tu
raczej wytrzymatos¢ na Sciskanie.

Oddzielng kategorie materiatéw technicznych tworzy drewno. Poniewaz

jest to tworzywo réznokierunkowe, przeto okres$lajac jego mechaniczne wta-

snosé$ci nalezy okres$li¢ odnos$ny kierunek badania. Rozcigganie drewna od-
grywa pewng role w kierunku réwnolegtym do wtékien. Granica sprezystosci
Xr lezy stosunkowo blisko granicy wytrzymatosci Kr. Charakter rozdar-

cia bywa rozmaity w zaleznos$ci od gatunku drzewa.

Wykresy uzyskane z préby rozciggania poza charakterystycznym dla kaz-
dego materiatu ksztattem, tj. wzajemng zaleznoscig wielkosci o i E, daja
nam tez mozno$¢ pewnego rodzaju ryczatltowego szacowania tworzywa podwzgle-
dem mechanicznym. Pole ograniczone Kkrzywa, oOsig £ i dowolna rzedng réw-
ne jest najwidoczniej pracy odksztatcenia, tj. pracy dostarczonej jed-
nostce objetosci ciata prébnego dla doprowadzenia jej do stanu okre$lone-
go przyjetag rzedna. W szczegodlnos$ci, gdy bedzie nig rzedna koncowa, odno-
$ne pole jest jednostkowg pracg odksztatceast*, potrzebrg do zerwan-a préb-
ki.
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Rys. 2.4
Ponizej zestawiono granice wytrzymatosci Kr niektérych materiatow.
Granica plastycznosci kp materiatow ciegliwych zawarta jest miedzy 0,5

Kr a 0,8 Kr, wigc np. dla stali wynosi $rednio 2/3 Kp.

Materiat Kr kG/cm2 Materiat kr KG/cm2
Wolfram 30 000 Glin - Al 700 - 3 000
Stale 3 000 - 20 000 Duraluminium 3 800 - 6 000
Nikiel - Ni 5 ©00 Cyna - Sn 170 250
Platyna - Pt 2 400 - 3 500 Otéw - Pb 200
Zeliwo 1 200 - 2 500 Szkto 200 - 800
Miedz - Cu 2 100 - 5 000 Kamien, beton 20 - 80
Cynk - Zn 1 300 - 2 000 Celuloid, bakelit 250 - 800
Mosiedz 1 500 - 6 000 © Skéra 250 - 350
Brez 1 800 - 7 OOCk Kauczuk 200 - 500
Ztoto - Au 1 000 - 2 500 Drewno miekkie 700 - 800
Srebro - Ag 1 600 - 3 000 Drewno twarde 1 000 - 1 300
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Nastepng podstawowag dla badania wytezenia probe stanowi doswiadczenie
ze S$ciskanym elementem. Eksperyment ten przedstawia trudnos$ci techniczne
wieksze anizeli poprzedni. Chcac uzyska¢ jednorodny stan napigecia nalezy
ciatu prébnemu nada¢ ksztatt pryzmatycznego preta o przekroju najlepiej

kotowym lub nieco gorzej kwadratowym. Bla uniknigecia wptywu gtowic nale-

zy zgodnie z twierdzeniem de Saint-Venanta dobiera¢ prety dostatecznie
diugie. Wtedy jednak w pewnym stadium dos$wiadczenia pojawia sie boczne
zakrzywienie preta, ktére maci jddnoosiowy obraz. Zmuszeni tedy jeste$smy

uzywaé pretéw niezbyt ditugich. Gdy chcemy précz naprgzen wyznacza¢é row-
niez i odpowiadajgce im skréty, musimy stosowa¢ prety przynajmniej takiej
dtugosci, ktéra umozliwia umieszczenie odnos$nego instrumentu na proébce.
Srednio biorgc, diugo$é taka jest réwna przynajmniej czterokrotnej $red-
nicy preta. Stosowanie prébek krétszych, wiec np. o diugos$ci mniejszej od
trzykrotnego rozmiaru poprzecznego, nie prowadzi do rezultatéw nadajacych
sie do naukowego traktowania. Skoncentrowanie obcigzenia w postaci sit
skupionych na konhcach preta grozi w wypadku materiatu zbyt stabego znisz-
czeniem lokalnym, w wypadku za$ tworzywa zbyt mocnego nadwyrezeniem sty-
kajacych sie z prébkag czes$ci maszyny laboratoryjnej. Z powyzszych powo-
déw wywieramy na ptaskie przekroje kohcowe ciata prébnego naciski rozto-
zone powierzchniowo. W tyeji;za$ warunkach, tarcie powstate miedzy ptyta
maszyny a powierzchnig koncowg prébki uniemozliwia swobodne poszerzenie
sie tej ostatniej. Wymuszony zostaje w ten sposéb na koncach preta tréj-
esiowy stan napiecia, ktéry niejednorodnie wnika w gtgb prébki. Oczywiste
znéw jest , ze w tych warunkach jedynie przy dostatecznej dtugosci preta
mozna sig¢ w jego czeé$ci Srodkowej spodziewaé¢ jednoosiowego rbwnomiernego

stanu napigcia, o ktéry nas chodzi w tego typu dos$wiadczeniach.

Podobnie jak przy rozcigganiu i tu przy $ciskaniu rézne efekty osigga-
my dla tworzyw ciggliwych i kruchych. Rys. 3.4 ilustruje rezultaty bada-
nia miekkiej stali. Zjawisko przebiega jak przy rozcigganiu. Poczatkowo

osiggamy wytezenie na granicy proporcjonalno$ci praktycznie zgodnie z gra-

.nicg sprezystos$cij odpowiadajg mu daty o = - x Ze wzrostem
obcigzenia osiggamy wytezenie na granicy pitynnos$ci przy naprezeniu wyno-
szacym o = - kc. Powtarzajg sie tez objatoy zwigzane z powstawaniem po-

$§lizgow, wiec nachylone pod n/4 wypukte smugi, dzieki ktérym, jak to za-

znaczono na rys. 3.4, wystepuje w obszarze wyraznie plastycznym wybitny
wzrost odksztatcenia - £ przy niezmiennej wartosci naprezenia 0 . Przy
niewyraznie zaznaczajgcych sie punktach A i B czynimy tu jak i w og6-

le dla metali ciggliwych umowe definiujgcg te charakterystyczne granice.
R6znice miedzy odno$nymi datami przy rozcigganiu tudziez $ciskaniu sag tak
nieznaczne, ze z bardzo matym biedem mozemy d la materiatow

ciagliwych napisac !

(1.4)
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0,001

Rys. 3.4

Na odwrét, relacje (1.4) stanowie nader charakterystyczng ceche wyte-
zeniowg tworzyw ciggliwych. Analogiczng réwnos$¢ stwierdzamy réwniez dla
odksztatcen. Zgodnie z powyzszym stusznie wnosimy, ze wykres 3.4 dotyczy
tej miekkiej stali, dla ktérej uprzednio podaliSmy diagram 1.4.

Powyzej obszaru $cisle plastycznego przebieg funkcji o,e jest jednak
inny; krzywa $ciskania jest wybitnie bardziej stroma przy $ciskaniu ani-
zeli przy rozcigganiu. Pret w sposéb ciggty, tj. bez rys lub szczelin skra-
ca sie, przyjmujac zaleznie od stopnia podatnos$ci beczutkowatg posta¢. Stu-
pek ten mozna w dalszym ciggu $ciskaé¢, uzyskujac z niego cienki krazek.
Bardzo rzadko zdarza sie osiagniecie wytezenia odpowiadajacego granicy
wytrzymatosci mimo tego, ze przekraczamy skréty wartosci 0,60. W zwigzku
z tym mozna by nawet przyjaé¢, ze wytrzymatos¢ na Sciskanie Kc materiatow
ciggliwych jest dowolnie wielka. Praktyé¢zniej jsst odrzuci¢ jag z kalkula-

cji, a za date charakterystyczng dla wytezenia uwaza¢ granice ptynnosci

Ke*
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Do ostatnich uwag mozna wnie$s¢ korekte analogiczne jak przy rozcigga-

niu. Mozemy i tutaj w miejsce naprezenia technicznego < wprowadzi¢ napre-
zenie prawdziwe ot =0 (I +e). Wobec £ -=0 wykres skorygowany przebie-
ga wyraznie mniej stromo. Ba, okazuje sie, ze - pomijajac znaki - prze-

biega on dla wszelkich metali ciggliwych wystarczajgco zgodnie z odnos$nym
diagramem o*, E uzyskanym z préby rozciggania - oczywiscie w obszarze
naszej znajomoséci tego ostatniego, tj. do punktu D . Bytoby bardzo inte-
resujgce przekona¢ sie, czy powyzszej zgodnos$ci czyni zado$¢ réwniez wzmian-
kowane przez nas ewentualne przediuzanie wykresu o*,6dla rozciggania.
Na rys. 4.4 podano dodatkowo wyniki préoby $ciskania z miedzig i gli-

nem; dotyczg ich podobne uwagi.

Rys. 4.4

Zachowanie sie materiatow kruchych przy $ciskaniu oddaje dobrze zeli-
wo; odnoény wykres przedstawia prawa cze$¢ rys. 4.4. Za jedynag ceche me-
chaniczng préby $ciskania tworzyw kruchych uwaza¢ nalezy tylko wytrzyma-
tos¢ o = - Kc. Skrot koncowy jest bardzo maty, bo nie przekracza warto-

$§ci 0,02. Charakterystyczne tu jest, ze Kc jest u materiatéow kruchych

kilka, kilkanascie a nawet kilkadziesigt razy wieksze anizeli Kr. Tak np.

Srednio biorac dla zeliwa jest rr- =4. Dla materiatoéw kru-
r

c hych przeto zawsze zachodzi nierbwnos$¢:

(2.4)
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Co nalezy uwaza¢ za wytezenie koncowe przy prébie $Sciskania tworzyw kru-
chych - zgodnie nie ustalono. Oedni badacze uwazajg za miare tego wyteza-
nia te warto$¢ naprezenia, przy ktérej pojawiajg sie pierwsze mikrosko-
pijne rysy, inni natomiast podaje to naprezenie, przy ktérym zostaje cat-

kowicie zniszczony opé6r ciata prébnego. Plaszczyzna koncowego poslizgu w

przypadku jednoosiowo §ciskanego preta z materiatu kruchego,
jak zeliwo, kamien itp. , odchylona jest od przekroju prostopadtego do osi
preta o ket zawsze wiekszy od it/4, Efekt ten obserwowaé¢ mozna

jednak tylko na pretach dostatecznie ditugich, a mianowicie w czes$ci $rod-
kowej preta, dostatecznie oddalonej od przekrojow koncowych. Powyzszemu
faktowi nie przeczy zatem pozornie odmienne zachowanie sie krdétkich pré-
bek, wigc np. kostek cementowych lub kamiennych. Trzeba w tych wypadkach
nalezycie oszacowa¢ niejednorodno$¢ stanu napiecia a w zwigzku z tym praw-
dopodobne kierunki naprezeh gtéwnych.

Przy prébie $ciskania drewna réwnolegle do witékien stwierdzimy nieréw-
nos$¢ Kc Kr> Zaleznie od gatunku drewna zniszczenie wytrzymatosci na-
stepuje przez rozczepienie migedzystojowe albo tez odwrotnie - przez pek-
niecie prostopadte do witdékien.

Dla orientacji podajemy kilka dat KQ:

M ateriat Kc kG/(:m2
Zeliwo 6 000 - 18 000
Szkto 6 000 - 10 OO0
Kamienie naturalne 200 - 6 000
Beton 150 - 600
Drewno réwnol. do witék. 250 - 350

Trzeci wazny wypadek stanowi badanie wytezenia przy skrecie czyli pro-
stym $cinaniu. Spotykany czesto w podrecznikach przyktad pryzmatycznej be-
leczki obcigzonej réwnowazaca sige dwojka sit, dziatajacych prostopadle do
niej, nie ma w tym wypadku zadnego naukowego znaczenia. Gest to po prostu
cigcie technologiczne, tj. proces wywotujagcy skomplikowany, niejednorod-

ny, catkowicie nieprzejrzysty stan napiecia. Poprawne dos$wiadczenie sta-

nowi w tym wypadku skrecanie cienkos$ciennej rury. Wiemy juz, ze elemen-
ty rury doznajag wtasnie jednorodnego skretu z , ktéremu odpowiada od-
ksztatcenie postaciowe mierzone skosem y . Przy niezbyt wielkich napre-
zeniach stosowaé¢ mozemy rure o bardzo cienkiej $cianie. Ze wzrostem ob-

cigzenia zachodzi jednak czegsto wypadek niestateczno$ci tego rodzaju ukta-
du, tak Zze w rezultacie eksperyment prowadzi¢ trzeba na rurach dos$¢ gru-
bych; zaktdéca to jednorodnoé¢ i wymaga korekty rachunkowej. Przy badaniu
materiatéw kruchych w ogéle zmuszeni jesteSmy rezygnowaé z rury i stosu-
jemy petne walce probne; wyniki doswiadczenia nie sg tu zbyt pewne.
Przyjrzawszy sie wykresowi doswiadczalnemu z ,y tworzyw ciggliwych

stwierdzimy, ze jest on podobny do tych, ktére dla badanego materialu uzy-
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skano w prébie rozciggania wzglednie $ciskania. Zatem ze wzrostem obcig-
zania ros$nie naprezenie z i skos y do granicy sprezystos$ci wzglednie
proporcjonalnos$ci, po czym osiggamy wytezenie na granicy ptynnosci, co
poznajemy po charakterystycznych smugach plastycznych, pojawiajagcych sie
doktadnie na réwnoleznikach. Przy tym samym jednak wytezeniu odnosna gra-
nica plastycznos$ci kg jest wyraznie nizsza od ustalonej uprzednio k =
= kc = k; doswiadczenia nad najrozmaitszymi materiatami ciggliwymi prowa-
dzg do przekonania, ze data kg zawarta jest miedzy 0,5 k a 0,6 k z wy-
raznym zblizeniem ku wigekszej z tych wartosci.

W dalszym przebiegu wykresu dos$wiadczalnego stwierdzamy u migkkich sta-
li wyrazny obszar plastyczny, czyli wzrost skosu y przy niezmiennej war-
todci t = kg; u pozostatych materiatéw ciggliwych widoczne jest silne lo-
kalne zakrzywienie wykresu. Innymi stowy, wszystkie objawy powtarzajg sie
i doswiadczenie konczy sie osiggnieciem wytezenia odpowiadajagcego granicy
wytrzymatosci Ks.

U materiatéw kruchych za jedyny stan krytyczny przyjaé musimy wyteze-
nie na granicy wytrzymatosci Kg. Ten stan objawia sie posdlizgiem wzgled-
nie rozdarciem preta prébnego weditug powierzchni nachylonej do réwnolez-
nika pod katem tym wiece] zblizonym do 7t/4, im bardziej mate-
riat Jest kruchy. Doswiadczenie poucza takze, ze liczba Kg jest u tych
tworzyw zblizona do wartos$ci Kr.

Z olbrzymiej iloéci innych doswiadczen nad wytezeniem materiatow  wy-
mienimy tu jeszcze niektére tylko. Tak wiec okazato sie, ze zar6wno mate-
riaty ciggliwe Jak i kruche sa nieczute na wszechstronne réwnomierne $ci-
skanie: przy dowolnie duzym rozporzadzalnym ci$nieniu nie zdotano osiag-
na¢ wytezenia odpowiadajagcego granicy wytrzymatosci. Stwierdzono jedynie
w pewnych wypadkach i okoliczno$ciach wyrazne odksztatcenia trwate. Do-
Swiadczenia wykazaty, ze materiaty tego rodzaju, jak np. piaskowiec i mar-
mur w wysokich cisnieniach przybieraja cechy tworzyw ciggliwych. Tak np.
gdy do réwnomiernego przestrzennego cisnienia dolaczono osiowe $ciskanie
walcéw prébnych z tych kamieni, stwierdzono skroty dochodzace do 0,10, gdy
przy jednoosiowym $ciskaniu nie uzyskujemy dla nich nawet 0,01.

Ostatnio wymienione eksperymenty Jak i wiele innych podjeto celem zba-
dania, jaka role w wytezeniu odgrywa w tréjosiowych stanach napiecia Sre-

dnie naprezenie. Wobec réwnoséci w powyzszych dos$wiadczeniach dwoéch gtow-

nych naprezen ten sposéb badania nie okazat sie zbyt celowy i wopt y-
w u tego nie stwierdzono. Doswiadczenia te natomiast
wykazaty, ze zmodyfikowanie stanu napigcia przez dotgczenie hydro-
statycznego ci$nienia wptywa na wyte-
zenie tworzyw kruchych.

Cenniejsze dla wykazania wptywu S$redniego napre-
Zzenia na wytezanie materiatéw byty dosdwiadczenia nad cienkos$cienny-
mi rurami ze stali, miedzi i niklu, rozcigganymi osiowo i Jednoczes$nie

poddanymi wewnetrznemu ci$nieniu. Wptyw powyzszy uwy da t-
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n it sie tam w nieznacznej ale widoczne]9j mierze. Jed-
noczeénie okazato sige, ze modyfikowanie stanu napiecia dotagczeniem h y-
drostatycznego ci$nienia nie wptywa
na wytezenie tworzyw ciaggliwych

Oddzielng uwage pos$wigcono sprawie ptaszczyzn poslizgowych wzglednie
ptaszczyzn rozdarcia. Nie osiggnieto dotychczas porozumienia co do tego,
w jakich warunkach powstaje jeden lub drugi rodzaj zniszczenia. Zdotano
jednakze stwierdzi¢, ze naprezenie normalne algebraicznie najmniejsze za-
wiera z ptaszczyzng krytycznag kat mniejszy anizeli naprezenie algebraicz-
nie najwieksze. Ré6znica ta jest tym wieksza, im wigeksze jest «c od Kr#
Znajomos$¢ potozenia ptaszczyzn poslizgowych ma oczywiscie tez duze prak-
tyczne znaczenie, np. dla ekspertyz katastrof itp.

Opisywane tu wtasnosci materiatow zalezg dodatkowo od catego szeregu
warunkéw, ktérymi szczegétowo zajmujg sie nauki technologiczne i oddziel-
ne dziaty nauk konstrukcyjnych. Potraktujemy je tu tylko szkicowo.

Bardzo duzy wptyw na wtasnos$ci mechaniczne s tald.i posiada z a-
wartos$¢ wegla. Moze ona wahaé¢ sie od 0,1% w stali miekkiej do 1,5%
w stali twardej. Ze wzrostem zawartosci wegla rodnie granica proporcjo-
nalnos$ci i granica wytrzymatos$ci, natomiast zweza sig¢ obszar $cisle pla-
styczny i maleje catkowita wydtuzalno$¢. Aby przeto przy zwigekszonej wy-

trzym atosci zapewni¢ stali dostateczng ciggliwo$¢ trzeba obok stosownie

duzej zawartos$ci wegla stosowa¢ dodatkowe $rodki techniczne. Nalezy tu w
pierwszym rzedzie przero6bka termiczna, do ktérej za-
liczamy Wy zarzanie, hartowanie, odpuszcza-
nie i patentowanie. Niektére z tych zabiegéw stosowane
bywaja réwniez i do innych metali. Duze skoki w ich wtasnos$ciach wytrzy-
matosciowych, uwidocznione w tabeli Kr, wynikajag z powyzszych zabiegéw a
ponadto z uszlachetniania stali domieszkami takimi jak nikiel, chrom, man-
gan itp .

Opisane doswiadczenia wykonywa¢ mozna z réznymi predkosciami. Stwier-
dzono, ze wptyw predkos$ci uwydatnia sie wyraznie gtow-
nie u materiatéw wybitnie ciggliwych. Zwiekszenie szybkos$ci wzrostu na-
prezen powoduje wzrost zaréwno wytrzymatos$ci jak i wydiuzalnos$éi. Roéznice
te sa pomijalne nawet w wypadku, gdy czas wykonania dos$wiad-

czenia waha sie od kilku sekund do kilku godzin. Dla unikniecia nieporo-
zumien w typowych prébach znormalizowanych okreéla sie przepisami czasowy
przyrost naprezenia. Wptyw predkos$ci uwidacznia sie znacznie wyrazniej gdy
Jednoczeénie podwyzszymy temperature ciata prébnego.

Istnieje wiele waznych dla konstruktoréw doswiadczehn nad mechanicznymi

wtasnoséciami tworzyw w podwyzszonych a takze obni-
zonych temperaturach. Bada sie granice proporcjonal-
nos$ci, ptynnosci i wytrzymatoséci a nadto wydtuzalnoé¢ i przewezenie. Roz-

maite metale ré6znie reaguja na ten wptyw. Stosujemy w laboratoriach pod-
wyzszenie temperatury do 500°C i wyzej, obnizenie za$ do -100° U stal

wtasnos$ci wytrzymatosciowe malejg, ciggliwo$¢ za$ wzrasta. U innych meto-
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li zdaza sie, ze z ubytkiem wytrzymatos$ci maleje réwniez ciggliwoé¢, U kaz-
dego z metali poda¢ mozna kres temperatury, do ktérej zmiany w zachowaniu
mozna pomingé. Przebiegi dosSwiadczalne nie wyrazajg sie zbyt prosto; w
kazdym wypadku nalezy zasiegnaga¢ wiadomos$ci w publikacjach szczegdlnych.
Bardzo wielki wptyw na wtasnoséci tworzyw ciggliwych posiada o b r 6 b -
k a mechaniczna zimna z ewentualnie dotgczong nie-
znaczng termiczng. Ges$li pret stalowy rozciggniemy powyzej granicy plas-
tycznos$ci i odcigzymy, uzyskamy m ateriat przeprezony. Gesli
bezposrednio po przeprezeniu doswiadczenie ponowimy, stwierdzimy wybitne
obnizenie lub nawet brak granicy proporcjonalnos$ci, a zatem krzywolinijny
przebieg wykresu c,e - ponadto jednak rdéwnie wyrazne podwyzszenie grani-
cy ptynnosci, a to do wartos$ci w przyblizeniu réwnej 'wstepnemu napreze-

niu. Materiatl przeprgzony przebywa w stanie wiecej lub mniej niestatecz-

nym, zaleznie od zawartos$ci wegla. Stale stabo- Iub Sredniowegliste po
kilkunastominutowym odpoczynku odzyskujag czeéciowo, a po kilkunastodnio-
wym odpoczynku catkowicie wtasnos$ci .sprezyste; przyspiesza ten nawroét

krétka obrébka termiczna w temperaturze okoto 100°C. Jednocze$nie okazuje
sie, ze dzieki temu diugiemu odpoczynkowi materiat utward z a sie
i wykazuje WYy zZsza granice pitynnos$ci od tej, ktéra by otrzymano
po bezposrednim ponowieniu obcigzenia. Mozna tego rodzaju obrébka dopro-
wadzi¢ do tego, ze wreszcie pret zostanie rozerwany przy naprezeniu znacz-
nie wyzszym od pierwotnej granicy wytrzymatosci. Jednoczes$nie jednak wy-
bitnie zmaleje wydtuzalno$¢ koncowa. Stale o duzej zawartos$ci wegla jak i
stale szlachetne objawiajg tego rodzaju zachowanie w malym stopniu. Po-
wyzsze zmiany wilasnos$ci metali zyskujemy w trakcie normalnej ich obrébki,
to znaczy wtedy, gdy deformujemy je w temperaturze nizszej od temperatury
wyzarzania. Materiat taki nazywamy zimno obrobionym. Wyzej
podane objawy zwigzane z kolejnym przeprezeniem i utwardzaniem tracg w
duzej mierze swag wazno$¢ oczywiscie dla materiatow, ktére uprzednio juz
doznaty zimnej obrébki. Wreszcie doda¢ nalezy, ze obnizenie granicy pro-
porcjonalnoé$ci - a réwnoczes$nie i ptynnoséci - uzyska¢ mozna przez nagte
ochtodzenie materiatu znajdujgcego sie w temperaturze nizszej od krytycz-
nej. Zimno obrabiane metale majag bardzo wszechstronne zastosowanie w tech-
nice.

Z czysto mechanicznego punktu widzenia mozemy niektére z opisywanych
tu objawéw uwazaé¢ za rezultat obecnos$ci w materiale réwnowazacych sie sit
wewnetrznych. Znajgc odnos$ne stany napie¢ moglibySmy dotgczyé¢ je do sta-
néw rozmys$inie wywotlywanych i w ten sposéb uwzgledni¢ wytezenie w nalezy-
tej mierze. Tak niestety nie jest; nie znamy z nalezyta $cistos$cig histo-
rii powstania materiatu, nie znamy owych naprezen wstepnych

W ocenie wytezenia tworzyw zdani tedy jestesmy na biedy. Nie znajac
nalezycie prawa wigzgcego nie mozemy ustawi¢ poprawnej teorii zagadnienia
nawet laboratoryjnego.

Ciato probne sprzega sie z maszyng doswiadczalng w jedng catosé, w

ktorej linie sit wedrujg kaprys$nie, nie gwarantujgc jednorodnos$ci zjawis-
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ka. Niejednorodno$¢ m aterii, jej przypadkowa réznOkierunkowo$é, napreze-

nia wstepne sg dalszymi powodami nieuchronnych btedéw lub przyblizen. Nie

mozna sie wiec dziwié¢, ze z ulepszeniem materiatéw, urzadzen i teorii za-
gadnienie wytezenia jest ustawicznie aktualne i posiada tak obszerng his-
torie.

Rozwazamy ogélnie kwestie obliczenia wytezenia. Wytezenie jest funkcja
sze$ciu sktadowych stanu napiecia i szes$ciu sktadowych stanu odksztatce-
nia. 0O funkcji tej wystarcza na razie zatozy¢, ze przy zerowych wartos-
ciach tych dwunastu zmiennych przyjmuje ona réwniez warto$¢ zerowg - a po-
nadto, ze przy jednoczesnym tak samo réwnomiernym wzroécie wszystkich lub
przynajmniej szo6stki zmiennych jednego typu funkcja owa réwniez rosnie.
Odnos$ng funkcje mozemy zbudowaé¢ jednak z szes$ciu tylko zmiennych, skoro
zatozymy, ze istnieje prawo wigzgce jedne sktadowe z drugimi. Zachodzi py-
tanie, ktoéry stan pozostawi¢, a ktéry wobec tego wyrugowaé¢. Rzecz mogtaby
by¢ obojetna, gdyby prawo wiazgce byto jednoznacznie odwracalne. W tym
prawdopodobnie milczacym zatozeniu stale przedstawia sie wytezenie jako
funkcje sktadowych stanu napiecia.

Nie ulega watpliwos$ci, ze w ten sposéb od dziesigtkéw lat popetnia sie
btad w obrebie obszaru $éciéle plastycznego materiatéw ciggliwych. Tam bo-
wiem - jak juz wiemy - sktadowe stanu odksztatcenia nie dajg sie przed-
stawi¢ jako jednoznaczne funkcje skitadowych stanu napiegcia. W konsekwen-
cji nie zdajac sobie z tego sprawy pomieszano dw a rézne zagad-
nienia i utozsamiono warunekKk plastyczno$c. z fun-
kcija wytezenia. Gdy wedrujemy na wykresie d,E przedstawio-
nym na rys. 1.4 lub 3.4, od punktu B do punktu C, stwierdzamy sta-
tos ¢ naprezenia; w wypadku tréjosiowego stanu napiecia uogélniajac
powyzszy fakt stwierdzono réwniez statos¢ pewnej funkcji skta-
dowych stanu napigcia zgodnie z réwnaniami (18.3) lub (19.3). Gdy jednak-

ze przesuwamy sie od punktu B do punktu C, to przechodzimy zgodnie z

umowg od mniejszego wytezenia materiatu do wiekszego, bo wprawdzie nie
zmienia sie naprezenie lecz ros$nie odksztatcenie; stwierdzamy przeto w
tym przedziale zmienno$¢ wytezenia. Skoro jednakze sktadowe

stanu odksztatcenia zostaty z rachunku wyrugowane, to czego mozna sige spo-
dziewa¢ w tym przedziale od sktadowych stanu napiecia; oczywiscie tylko
relacji (18,3) lub ewentualnie (19.3), Godzac ze sobg oba rozumowania mu-
simy wymienionym réwnaniom przyzna¢ nadal charakter warunku plastyczno-
$§ci oraz uzna¢, ze odnos$na funkcja przedstawia wytezenie doktadnie jedy-
nie w jednym punkcie obszaru $cisle plastycznego, wigec najlepiej w punk-
cie B; w innych miejscach tego obszaru funkcja ta przedstawia wytezenie
w sposéb przyblizony. Jeszcze raz wyjasniamy, ze przyblizanie to nie wy-
nika z niedoktadnos$ci budowy funkcji, lecz z niewystarczalnos$ci sktado-
wych stanu napiecia jako jej zmiennych. Nie stanowi to zadnej przeszkody
dla uczynienia zatozenia, ze dyskutowana funkcja moze si¢ ewentualnie na-

dawaé¢ do wyrazania wytezenia we wszelkich pozostatych miejscach poza cy-
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towanym obszarem. W kazdym razie jednak znamienne jest, ze w Swiecie nau-
kowym nie zdano sobie dotychczas sprawy z tego stanu rzeczy i nie zasto-
sowano do wyrazenia wytezenia funkcji zbudowanej ze skitadowych stanu od-
ksztatcenia, ktéra wyjasnionej utomnos$ci nie moze w ogole posiadac; po-
siadataby je, gdyby przy zmiennym naprezeniu mozliwe bylo state odksztat-

cenie, czego dotychczas dla zadnego materiatu nie skonstatowano.

Niech w pewnym punkcie uktadu skiadowe tensora napiecia Ox’ 6y, o,
tx c. ., tZ bede konkretnie danymi liczbami. Ile wynosi wytezenie mate-
riatu w tym miejscu? Pytanie to nalezy rozumie¢ nastepujeco: Ktoére -
mu punktowi krzywej o, E jednoosiowego roz-
ciegania lub - przy innej umowie - $§ ¢ i s k ania od -
powiada powyzszy wieloosiowy stan? Chce-

my zatem kazdej szdéstce sktadowych stanu skomplikowanego przyporzedkowa¢
jakie$ stadium stanu prostego. Oe$li wigc wytezenie stanu dowolnego wyra-
za funkcja F(°x> 0o2: c¢x, cy, c2), to wytezenie stanu poréwnaw-
czego wyraza szczego6lna posta¢ tej funkcji, a mianowicie F(o, 0, 0; O 0 0).

2 poréwnania obu wyrazen uzyskamy réwnanie, ktére daje:

o=@f(ox. oy, 02; cx. ty.cz). (3.4)
Tak wyznaczone O nazywamy naprezeniem zastepczym
lub zredukowanym czy tez sprowadzonym. Za

miare przeto wytezenia uwazamy tradycyjnie naprezenie zastepczego stanu
jednoosiowego. Oczywiscie réwnie dobrze moglibySmy za 6w wskaznik przyje¢
naprezenie jakiego$ prostego stanu dwuosiowego, np. skretu lub tez réwnie
prostego stanu tréjosiowego.

Nie jest oczywiscie konieczne nadawaé¢ réwnaniu posta¢ szczeg6lnie upo-

rzegdkowane (3.4). Istotne w postepowaniu jest to, ze funkcje F stanu do-

wolnego poréwnujemy z te funkcje F stanu szczegdlnego, laboratoryjnie
$§cisle nam znanego. Funkcja F zostata - rzecz Jasna - tez doswiadczal-
nie wykryta, to znsczy Jej charakterystyczne parametry ustalono w opar-
ciu przynajmniej o niektére wazne fakty eksperymentalne. Funkcja F czy
tez < przedstawia wiec mniej lub wigcej $miate ekstrapolacje faktow

zbadanych. W ten sposéb réwnanie (3.4) stanowi matematyczne posta¢ hipo-
tezy wytezenia: w kazdym za$ razie niezbyt uzasadnione jest moéwi¢ tu o
teorii wytezenia.

Pot6zmy w réwnaniu (3.4) w miejsce O warto$¢ krytyczne jednoosiowego
rozciegania, wiec Kr lub x lub tez Kp - o ile oczywiscie funkcja F

wzglednie vy ma tak obszerny zasigg. Odnoéne réwnanie, np.:

f>(ox, oy. 02; ¢cx. cy, c2) = Kr (4.41

przedstawia powierzchnie wytezenia na granicy wytrzymatosci. Punktom po-

tozonym wewnatrz tej powierzchni przynaleze wytezenia mnie; ze, wigc mie-
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dzy innymi tezwytezenia na granicy plastycznos$ci lub jeszcze mniejsze,
np. na granicysprezystosci.

Czesto przyjmujemy, ze natura wytezenia jest tego rodzaju, iz powierz-
chnie stanéw krytycznych nizszych znachodzimy, przyporzedkowujec t ej
same.] funkcji (& w réownaniu (4.4) w miejsce Kr odnosne wielkos$¢
nizsze, wiec kp dla wytezenia na granicy ptynnosci wzglednie Kr dla
wytezania na granicy sprezystos$ci. Oasne jest, ze w miejsce sz6stki skta-
dowych dowolnych uzyé¢ mozemy trzech skitadowych gtéwnych , Oj. Ten
sposéb postepowania nadaje sie szczeg6lnie do przedstawienia powierzchni
>, bowiem uzy¢ wtedy mozna jako uktadu odniesienia wtasnie prostoketnego
uktadu osi 6”1, , 0N,

O nalezytej budowie funkcji < mozna sige przekona¢ przez stwierdzenie
czy <czyni ona zado$¢ wszelkim znanymfaktom dos$wiadczalnym.Zatem typowe
stany proste 0y = Kr, oy,, So_ = O,X » C'y =c, =0 lub tez o = - Ku.
Gy =02 =Tx =1ty = cz = O muszg spetnia¢ réwnanie (4.4) identycznie. To
samo dotyczy wszelkich innych. Daje to oczywiscie moznoé¢ wyznaczenia z
rbwnania (4.4) tez parametrow standéw krytycznych nieznanych. Przypusémy,
ze taki jest stan zwany skretem, wigc 0, = KS O;,' = - KS s <'T>:r:>(:ry:t:4 =
= O; wstawiwszy takie skladowe mozemy z (4.4) wyznaczy¢ poszukiwane war-
tos¢ KS

W trzech zacytowanych przyktadach wzigliSmy pod uwage stany okres$lone

sktadowymi gtéwnymi. Mozemy te same stany okreéla¢ sktadowymi przeksztat-

conymi. Réwnanie (4.4) powinno wytrzymac¢ i te prébe réwnie dobrze jak po-

przednie. Des$li wiec skret zdefiniujemy sktadowymi a =0 =6 =1z =
Y

=Cy =0, c2 = Kg, to z rownania (4.4) otrzymamy dla Kg warto$¢ zgodne

z poprzednio uzyskane. Analogicznie, mozemy korzystajec z réwnania (4.4)

obliczy¢ wartos$ci krytyczne sktadowych wszelkich innych aktualnych stanéw

napiec.
Podamy kilka znanych z literatury postaci réwnania (4.4), tych miano-
wicie, ktére mozna - wediug obecnego stanu naszych wiadomos$ci - uznaé¢ za

wystarczajeco doktadne.

Coulombowi (1776) przypisuje sie przypuszczenie, ze poélizg wzglednie
rozdarcie wystepuje wskutek pokonania spéjnoéci i tarcia wewnetrznego.
Wielu autoréw poézniejszych wykorzystato te mys$l, usitujec hipotezom wyte-
zenia nada¢ pozory teorii.

Pomijajec tarcie wewnetrzne dochodzi sie wedlug powyzszej idei do prze-
konania, ze poélizg nastepuje w ptaszczyznie najwiekszego naprezenia sty-
cznego wskutek tego, ze naprezenie to osigga krytyczne wartosé¢, state dla
wszystkich stanéw napigcia. Wynika sted, ze dla wytezenia na granicy pla-
stycznosci hipoteza krancowego naprezenia

stycznego ma postac t

‘max " °‘min ~ ~ * (5.4)
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Wiadomo nam jest , ze omax i <min s9 naprezeniami gtéwnymi. Ceche

charakterystyczne tej hipotezy jest brak trzeciego naprezenia gtébwnego o

wartos$ci Sredniej ° med* Widoczne Jest, ze hipoteza (5.4) odnosi sie tyl-
ko do materiatéw ciegliwych; kltadec bowiem czy to: Gmax = kr’ 0 ed =
“ ’min = °* C2y tez: ‘°‘max = cmed * °- ‘min “ “ kc najdziemy kp =k
tudziez ke =k, czyli kp = ke = k, co wedtug (1.4) stanowi ceche tych

tworzyw. Plaszczyzny posélizgu se réwnolegte do kierunku Sredniego napre-
zenia gtébwnego i potowie ket miedzy pozostatymi naprezeniami gtéwnymi.
Hipotezie powyzszej patronowali Treska, Darwin, Guest, a de Saint Venant
uzywatl jej jako warunku plastycznos$ci (19.3). DeS$li w miejsce k wpisze-
my w réwnaniu (5.4) wielkos$¢ o . otrzymamy formute na naprezenie zastep-

cze (3.4).

Zadanie 3.4. Wyznaczy¢ wediug (5.4) granice plastycznos$ci skretu.

Odpowiedz 3.4. Ktadec omax = kg, omed = O, omin = - kg znajdziemy
k =0,5 k.
s

Duguet , Perry, Navier i inni uwzgledniajec w idei Coulomba réwniez tar-

cie przyjmuje, ze wytezenie krytyczne osigga sie, gdy wyrazenie c¢ + fo

staje sie réwne spoéjnoéci materiatu q. Tutaj f = tg p oznacza wspdtczyn-
nik tarcia wewnetrznego, dla ktérego zaktada sig wartos¢ state, Jakkol-
wiek pewne fakty doswiadczalne kaze przypuszczag, ze prawiditowiej bytoby

zatozy¢ dlan warto$¢ zmienne zalezne prawdopodobnie od sktadowych stanu
.napiecia.

W réwnaniu tak powstatym:

c + fo =q (6.4)
o , C oznaczaje wobec powyzszego naprezenia tej orientacji n, dla kto-
rej wyrazenie: ¢ + fé staje sie analitycznym maximum. Dzi$§ wiemy juz,

ze Coulombowska teori8 tarcia stanowi czesto zawodne przyblizenie rzeczy-
wistoéci doswiadczalnej. Musimy Jednak obiektywnie przyznaé¢, ze w historii

wytezenia powyzsza koncepcja jest najpiekniejsza z dotychczas nam zna-

nych, nawet i spos$réd tych. ktére dogadzaje lepiej faktom doswiadczalnym.
Dest to wtasdciwie jedyna préba teoretycznego ujecia tego
problemu.

Interesujece obliczenie extremum lewej strony réwnania (6.4) prowadzi

do wniosku, ze normalna odnos$nej ptaszczyzny poslizgowej zawiera z Kie-

runkami gtéwnymi 1. 2. 3 kety o wartoéciach bezwzglednych:
przy czym - co nalezy pamieta¢ - naprezenia gtdwne uporzedkowano nieréw-
noscie °2 = °3" dzieki niebanalnemu zbiegowi okolicznos$ci mate-

matycznych kierunek naprezenia $redniego 02 nabrat przeto uprzy;ilejo-
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wanego lub - Jak inni moéwie - upos$ledzonego znaczenia. Symetrycznie wzgle-
dem pozostatych kierunkéw gtéwnych utozone dwie ptaszczyzny poslizgowe prze-
chodze przez o$ naprezenia $redniego. Wartos$ci , Cij pouczaje.ze ke t
ostry $ miedzy tymi symetrycznie utozonymi ptaszczyznamijest
przepotowiony kierunkiem naprezenia
najmmniejszego oj, ket rozwarty & + p jest
przepotowiony kierunkiem najwieksze-
go naprezenia Oj. Se to fakty jakos$ciowo zgodne
z wynikami olbrzymiej ilo$ci badan tak dawniejszych jak i najnowszych.

Ktadec zgodnie z powyzszym:

2 2. 1 + sin3 1 1 f

ni " c08 ai = ———-—- 1— « 9 45 ,
n% >cos a2 =0 ,

2 2. 1 - sin|3 1 1 f

n3 " COS 3 --—————- 2w =2"2 A :_f2 °

znajdziemy warto$ci naprezen ptaszczyzny poslizgowej wediug formut (17.2):

o =]|(ol + Oj) + (01 - 0Oj)) -—

i wrezultacie dla réwnania (6.4) nowe posta¢ matematyczne:

£(°1 + 3N *2(°i m°3~ Vi +f2 =q >

lub
(6j +0Oj)sinp + (ot - Oj) = 2q cos|3
Spoéjnos¢é q i wspoétczynnik tarcia f » tgp mozemy tu wyrugowaé wprowa-
dzajec dwa inne fakty doswiadczalne tatwiej pomierzalne np. Kp i Kc czy-
li stany ot - Kp, Oj =0 tudziez o+ =0, °3 =~ Kce Wstawiajec
. . Kec _ Kr KcKr . .
te daty znajdziemy: slnp « — p-, g cosp =”"~— ~~K~' czy*i ostatecznie:
c r c r

(7.4)
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Zadanie 4.4. Wyznaczy¢ na podstawie (7.4) naprezenie sprowadzone do
Jednoosiowego rozciggania or lub do jednoosiowego $ciskania ce .

OdpowiedZz 4.4. Nalezy podzieli¢ (7.4) przez Kc wzglgegdnie Kr i na
prawej stronie w miejsce K wzglednie K wpisac o lub - 6

K r Kc

Otrzymamy: or » °i " “ 03 wzglednie °c =°3 *

Zadanie 5.4. lle wynosi wedtug teorii (7.4) wytrzymatosé na $cinanie
v K K

.OdeW|edz 5.4. Nalezy potozy¢ Ol = - o0 = KS: otrzymamy KS =k—c——_;rr—;

W prostokatnym uktadzie osi a ~z réwnanie (6.4) przedstawia linie
prosta nachylong wzgledem ujemnego kierunku osi pod katem fi =
m arctgf.

Ouz Ouguet wspomniat o tym, ze prawdopodobnie wskazane jest uwazac

wspotczynnik tarcia wewnetrznego f za zmienny. Wybitny uczony niemiecki
0. Mohr, nie teoretyzujac sprawy na wzor Ougueta, doszedt do owej ogol-
niejszej postaci hipotezy, przyjmujac a priori niezalezno$¢ wytezenia od
wartos$ci Sredniego naprezenia gtéwnego Cg. Przyjat on mianowicie, ze
zwigzek miedzy naprezeniami a,z ptaszczyzny posSlizgowej najprosciej usta-

li¢ wykres$lnie, kres$lac dla kazdego stanu krytycznego z kompletu trzech

ko6t napigciowych tyl ko koto najwigeksze, tj. to o odcietej
o + o0 o -0

Srodka 0Q » j i promieniu cQ « g . Mohr wyrazit przekona-

nie , ze kota te posiadaja obwiednig, ktéra wtasnie jest ilustracja jego

hipotezy wytezeniowej. Dowolny punkt (0 ,z) tej obwiedniej ma z przyna-
leznym kotem wielkim w miejscu stycznoéci wspdlne wspdéirzedne o i c. kto-
re sg wartosciami naprezen ptaszczyzny poslizgowej wzglednie ptaszczyzny
rozdarcia. Kat fi zawarty miedzy styczng w tym punkcie i ujemnym Kkierun-
kiem osi o zatrzymuje u Mohra to samo znaczenie co u Dugueta. Wten wiec
sposéb wspdétczynnik Dugnata f Jest tu zmienny i zalezny od O . Hipote-

ze Mohra przedstawia jego zdaniem krzywa zwrécona stabg wklestosciag ku

osi O . Na temat szczego6téw tej krzywej w okolicy Jej przecigcia sie z
osig 0o Mohr i powazni dawniejsi komentatorzy jego hipotezy, jak np. A.
Féppl, podali szereg jaskrawych niedorzecznos$ci. W publikacjach nowszych

dyskretnie urywa sie dos¢ wczes$nie krzywg. Odnosi sige przekonanie, zs now-
si zwolennicy tej teorii jednak bojg sie tego szczegdlnego miejsca i wolg

o nim nie moéwic.

Teorie Ougueta - Mohra mozna zgodnie z jej wspdélnym u obu autoréw sen-
sem nazwacé hipotezag naprezen pos$lizgowych
Uktad a , z nie jest - czego w literaturze przedmiotu nie zauwazono -

stosowny do jej przedstawienia. U Ougueta réwnanie (6.4) stanowi wpraw-
dzie punkt wyjscia Jego teorii, jednak rozwiniecie matematyczne prowadzi
w rezultacie do uzycia naprezen skrajnych ot i 6] lub - co na jedno

wychodzi 60 i c¢cQ. Teorig Mohra bezkrytycznie przedstawia siv stale
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jako obwiednie wielkich koét. Tymczasem ukiadem znacznie prostszym do przed-
stawienia hipotezy naprezen poslizgowych jest uktad 0Q, cq; prosciej jest
bowiem w tym uktadzie naznaczy¢ punkt (oq, cq) anizeli w uktadzie o,c
koto Oo’oZ .Ba, okazato sie, ze w uktadziec,c istnieje pewien zbio6r
wielkich két, ktéry nie posiada obwiedniej, mimo tego, ze przedstawiaje
one dos$wiadczalnie stwierdzone stany krytyczne. Tej niestosownos$ci nie

kryje w sobie uktad 0Q, zQ. Orobne niewygode kryje w sobie jedynie fakt

ze ket p musi by¢ tu dodatkowo wyznaczony z relacji sinj3 = t9P0- gdzie
PQ jest ujemnym nachyleniem krzywej 0oQ, rQ. Hipoteze naprezen posliz-
gowych przedstawia ostatecznie réwnanie cq = f(oQ). Dego szczegdlne li-

niowe posta¢ podaje réwnanie (7.4).

Zadanie 6.4. Wykaza¢ rownos$¢ sin p = tgpQ dla ilustracji hipotezy Du-
gueta - Mohra w uktadach o, z i o, z
o’ 0

OdpowiedZz 6.4. Nachylenie stycznej dowolnego kota wielkiego (o-69) +

2 2 . diz O“ o . . L
+ v =7ZQ wynosi N-r = - —”"~-—_ Styczna ta jest jednoczes$nie styczne ob-
dc o-o0
wiedniej, gdy -r— = - — ———. Te trzy zwiezki daje miedzy innymi:
dc dc
a«2 mJ - - ;- =lvu t 9> . p.

0 Vi =« <§>2

Z ostatniej relacji wynika, ze przedstawianie 0oQ, cQ jest obszer-
niejsze anizeli o, ¢ . Obwiednia istnieje tylko dla tych kot Ooq, Cq,
ktére przedstawia czes$¢ krzywej oq, ¢cQ o nachyleniu t9PO 1. Odwzo-
rowanie krzywej aQ. cQ z obszaru tgpQ”™ 1 w obwiednig o,c jest nie-
mozliwe, bo niemozliwe jest sin p =-1. Nalezy przypuszczaé¢, ze istnieje-
ca obwiednia dotyczy wypadkéw posSlizgu, cze$é nieistniejeca za$ przynale-
zy wypadkom rozdarcia.

Modyfikacje ostatniej teorii przedstawia h i p ote z a zmien -
nego naprezenia stycznego w przedstawieniu San-
dela. Uzaleznia on mianowicie skos maksymalny y od zmiany objeto$ciowej e

i wyraza je skladowymi stanu napiecia, stosujec prawo Hooke'a. W rezulta-

cie efekt Jest taki, jak gdyby przy niezmienionej jednej zmiennej c w
o L . . _ 1 # °3 : ) )

miejsce drugiej zmiennej o = —*---- weszta inna symetrycznie zawiera-

jeca wszystkie trzy naprezenia, a to: o*= —l——-—'————zj ——t——?i. Wedtug tego przy-

puszczenia w stanach krytycznych zachodzi zaleznos$¢ rQ =f(ar). Wystar-
czato od razu podaé¢ takie przypuszczenie zamiast zaczyna¢ od vy, e i tu -
dzenia prawem Hooke’a, ktére w obszarach krytycznych nie istnieje.

Podane tu trzy hipotezy mozna zebra¢ razem w réwnania:

co =const., t0 - f(0oQ), ¢cO0 =<p(o,), (8.4)
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3 5 3Mmax + ‘med

Zadanie 7.4, Zatlozywszy liniowgag budowe hipotezy zmiennego naprgzenia

stycznego poda¢ jej posta¢ dla wytezenia na granicy wytrzymatosci.

Odpowiedz 7.4. Przyjmujemy, ze hipoteza czyni zado$¢ faktom dos$wiad-

czalnym uzyskanym z jednoosiowego rozciggania tudziez $ciskania, tj. o =

Kr Kr Kc Kc - . . . X
= oraz o, =-j)-, z = . Wypisujac réwnanie prostej przez
powyzsze dwa punkty otrzymamy réwnanie: 2(I<c + Kr)co + 3(I<c - Kr) o, =
=2 cr lub ktadac Omax = °1 omsd = OZ Omin = ©°3 rbwnanie:

K —K
Ke°l +" m2 r °2 - Kr°3 - Kc V (94>

ré6znigce sie dodajnikiem $rodkowym lewej strony od (7.4).

Zadanie 8.4. Ile wynosi wytrzymatos¢ Krrr tréjosiowego réwnomiernego

rozciggania wedtug trzech dotychczas przedstawionych zapatrywan?

Odpowiedz 8.4. Nalezy w réwnania (5.4) . (7.4), (9.4) potozy¢ °x = 2 -

= 0j = Krrr- Znajdziemy kolejno:
- N n
Krrr " ! 5rrr ~ Kec - Kf' Iﬁ>rr ' %Kc - Kp*
Rezultat pierwszy jest przyczyng drazliwego ktopotu dla teorii (5.4).

Zwazmy, ze weditug odnos$nego zastrzezenia wazna jest ona gtéwnie w obsza-
rach plastycznych, bo cigzy na niej sprawdzian kr = kc = Kk, nie istnie-
jacy w tej postaci na granicy wytrzymatosci materiatéw ciggliwych. Jednak
rownie kiopotliwy jest rezultat krr|_ =»><= Mozemy go zanegowac tylko w
jeden wtasdciwy sposéb; oto teoria (5.4 jest wazna w ograniczonym na ra-

zie nieznanym nam obszarze. Natomiast analogiczny rezultat kcc_ m - <> dla

wszechstronnego réwnomiernego $ciskania ocenia sie za pomys$iny dla tej
teorii.

wioski uczony Beltrami (.1885 , polski - Huber (1904° i angielski
Hnigh (1920 przypus$cili, ze miare wytezenia stanowi catkowita energia

sprezystosci W . Juz wtedy dostrzegt Huber, ze takie przyjecie gubi po-
wszechnie uznany rezultat nieograniczonej ujemnie wartoéci naprezen dla

wszechstronnego réwnomiernego $ciskania dla wytezenia czy to na granicy

s prezystosc.i czy wytrzymatos$ci, co daje szan-
se prawdopodobienstwa uzycia dla tego rodzaju stanéw tylko postaciowej
czes$ci energii w". O zastosowaniu hipotezy do wytezenia na granicy ptyn -

nos$ci w dzisiejszym znaczeniu autorzy nie wspominaja. biegiem cza-
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su (1919) Huber precyzuje swe stanowisko, proponujac uzy¢ jako miary wy-
tezenia do zmiany catkowitej energii w wypadku s 3=0 oraz w wypadku ssO
jedynie jej czes$ci postaciowej (wediug Foppla - 1920). Niemiecki badacz
Mises (1913), korygujac wykreélng ilustracje warunku plastycznos$ci (19.3),
doradza z uwagi na korzysci matematyczne zastgpi¢ go warunkiem plastycz-

nos$ci (18.3). Przekonany jest przy tym, ze (18.3) stanowic bedzie przy-

blizenie réwnania (19.3), ktére uwaza woéwczas za $ciste - odwrotnie ani-
zeli sig to gtosi weditug dzisiejszego stanu wiedzy. Propozycja Misesa
skresla zatem ograniczenie Hubera sS O i pozostawia w grze jedynie

energie odksztalcenia postaciowego, przy tym, odmiennie anizeli poprzedni
autorzy, Mises ma na mys$li zastosowanie swego uproszczenia dogranicy pla-
stycznos$ci. Wreszcie holenderski uczony Hencky (1924) bez zadnych ograni-

czen, zastrzezen i dopiskéw ustala réwnanie (18.3), czyli:

(oy - 0z)2 + (0oz - 0ox)2 + (ox - o/ +6(c2 +t2 ec2) = 2k2 (10.4)

jako warunek plastycznos$ci. Na | Migedzynarodowym Kongresie Mechaniki w D elft
przy dyskusji powyzszego réwnania Huber zgtasza don priorytet autorski z
roku 1904.

Powyzszy szkic historyczny wyjasnia, jakimi niepewnymi drogami ustala
sie niekiedy w nauce tzw. prawa autorskie. Oeden autor moéwi o teorii pla-
styczno$ci, drugi rozumie, ze mowa o wytezaniu. WykazaliSmy juz, jaka w
tym tkwi réznica. Oeden ogranicza zakres wazno$ci, drugi go skres$la, je-
den moéwi o wytrzym atos$ci, drugi o plastycznos$ci, trzeci o sprezystos$ci.
Oeden sadzi, ze przyblizeniem jest co$, co dla drugiego jest $cistosciag -
i na odwrét. Oeden jest wczes$niejszy, drugi p6zniejszy. Powyzsze nieporo-
zumienia tkwig do dzi$ w literaturze. W rezultacie réwnanie (10.4) nazywa-
ja rownaniem Hubera - Misesa - Hencky'ego. Oedni nazywaja je - o czym by-
ta mowa - warunkiem plastyczno$ci, drudzy hipotezg wytezenia.

Oakkolwiek stosowanie terminu energii nie ma znaczenia powyzej matema-
tycznej granicy sprezystos$ci, bedziemy réwnanie (10.4) w tym ustepie na-
zywacé hipoteza energildi odksztatcenia po-
staciowego. Hipoteza ta odnosi sie do materiatéow ciggliwych.
tkwi w niej bowiem - jak tatwo sprawdzi¢ - warunek kr = kc = k. Wstawia-
jac w miejsce k wielkos$¢ o otrzymamy naprezenie zastepcze o jedno-
osiowego stanu napigecia, Dak daleko powyzej granicy plastycznos$ci moze
byé o ,w powyzszej formie uwazane za naprezenie zastepcze , nie jest do-
tychczas wiadome: w kazdym razie nie na granicy wytrzymatosci, poniewaz
tam Kc 4 Kr.

Zadanie 9,4. Wyznaczy¢ granice plastycznoséci skretu definiujagc go wdwa

sposoby w réwnaniu (10 .4).

OdpowiedZz 9.4. Mozemy potozy¢ dla kierunkéw gtéwnych dla jednego z na-

prezen normalnych wartos$¢ kg, dla drugiego - kg a warto$¢ zerowg dia po-
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zostatych czterech naprezenn. Mozemy tez dla jednego z napregezen stycznych

w przekrojach odchylonych o Tt/4 wzgledem poprzednich podstawi¢ kg, a dla

pieciu pozostatych naprezen warto$sé¢ zerowe. Zawsze znajdziemy k =— =
=0,577. S VvV?
Istnieje dane doswiadczalne upowazniajece do przyjecia, ze ze zwiek-

szeniem wytezenia réwnokierunkowo$¢ materiatu nawet mimo tworzecych sie w
spos6b ciegty poslizgéw jest nadal utrwalona; gubi sie ona dopiero wtedy,

gdy w materiale pojawiaje sie wiloskowate rysy. Oczywidcie w takich warun-

kach nalezy przyje¢ (Berynski 1928) ,ze wytezenie mate -
riatow réownokierunkowych zalezy, w ten sam
matematycznie sposéb, od kazdej z trzech wielko$ci gtéwnych, czyli- jesz-
cze ogod6lniej - .od trzech niezmiennikq©ow stanu
odksztatcenia lub napiecia. Powyzsza opinia nie
jest przypuszczeniem, lecz Jest $cistym twierdzeniem, nie
wymagajecym zreszte dowodu. Hipoteze natomiast Jest przyjecie,
ze trzeci z tych niezmiennikéw nie odgrywa w obliczeniu wy-
tezania zadnej roli. OeS$li jedne skiladowe daje sie wyrazi¢ drugimi i na
odwrét, uzy¢ mozemy niezmiennikéw jednego stanu np. napiecia, tj. s i s
Praktyczniej uzyé¢ jest ich w postaci: o, =j i cx =YE Vs2 - 3s. Wiadomo
nam jest z zadania (10.2), ze o,, c, przedstawiaje naprezenia orienta-

cji obojetnej z uwagi na kierunki gtéwne,bo réwno wzgledem kazdego z nich
nachylonej. Oes$li przeto w ogéle ma sens oznaczanie wytezenia przy pomocy

naprezen jakiej$ orientacji, to dla materiatu rownokierunkowego moze by¢

mowa tyl ko o naprezeniach o,,c, . Wyrazenia 0,2 i
t, se proporcjonalne - jak wiadomo - wzgledem energii odksztatcenia ob-
jetosciowego i postaciowego; mozemy przeto nowe hipoteze wystowié przy
uzyciu tych termindéw, jesli maje one w ogdle tego rodzaju sens powyzej
granicy sprezystosci. Wreszzcie powierzchnia trzech ko6t napigeciowych jest
proporcjonalna wzgledem c¢c* , a za uogdlnionge odciete kompletu koét mozna
uwazac ; W ten sposéb znajdujemy dodatkowy sposéb wyrazenia hipo-
tezy niezmiennik©6w. Dej ogd6lne posta¢ okreéla réwna-
nie :
c»= f(é * ) >
, - 0,= i(ox + oy + 02) , (11.4)
c* - °2z)2 + (°z - ox)2 + (ox - 0y)2 + 6(c2 +ty +t2)),

V2
ktérego szczegd6lnym wypadkiem ct =1y k lJest hipoteza (10.4).
Dla uzupetnienia trzeba tu doda¢, ze analogicznie ogélne hipoteze usi-

towat ustawi¢ Schleicher (1926) zaktadejec. ze naprezenie zastegpcze po-
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staci V2EWq, gdzie WQ oznacza catkowita energie sprezystos$ci,jest fun-
kcje zmiennej o, . Byt niedaleki prawdy. Na takim przyjeciu pomécit sie
fakt, iz V2EWq zalezy od utamka Poissona p ; konfrontacja tej hipotezy
z pewne serig dodwiadczen nad betonem wymagata przyjecia dla ~ wartosci
kilkakrotnie wiekszych od 0,5, co przeczy znanemu ograniczeniu p <O0,5,
Zaszedt tu fakt czesto powtarzajacy sie w historii literatury wytezenia;
regulowanie funkcji okres$lajacych wytezenie statymi sprezystosci wywiera
fatalny rezultat dla odnos$nej hipotezy. Z tego to powodu Schleicher (1928)
zarzucit te forme swej teorii, ustawiajac nowe pod nazwe odmiennej posta-

ci starej. Nowa forma, zgodna z (Il.4), nie posiada juz dawnych biedow.

Zadanie 10.4. Dos$wiadczenia z zeliwem wykazaty liniowg posta¢ hipotezy
niezmiennikéw; wyznaczyé na tej podstawie wytrzymato$¢ skretu w zalezno-

$§ci od wytrzymatosci rozciggania Kp i $ciskania KO = 4 Kr>

Odpowiedz 10.4, Wedlug okres$len (11.4) dysponujemy dwoma punktami szu-

kanej prostej , tj. o, :jK—r, Xt = [(5\/_2 i o, =- Ke r* :ﬁglz.skqd jej
rébwnanie: 3(k +K )t, + 3Vv2(k - K)o, =22 K K . Podstawiajgc w to
rbwnanie wspo6trzedne skretu krytycznego o*= 0, t, = Keve znajdziemy K =
2 KcKr S
Sva 9% T 924K
Zadanie 11.4. Ile wynosi naprezenie zastepcze w poprzednim zadaniu?

OdpowiedZz 11.4. Przy zamianie na jednoosiowe rozcigganie jest:

K K
o =— (I + +](l - 7)) o, = 1,326 ¢c,+ 1,125 o,
Z\[2 *c *c

Przy redukcji do jednoosiowego $ciskania jest:

K K
o = - + 1) s* - |(iT- - 1) ¢*= - 5,303 c,
2V2 r * Kr

PodaliSmy tu tylko te hipotezy, ktére wytrzymuja krytyke nowoczesnych

badan. Teorie (10.4) i (Il,4) sa doktadniejsze i lepiej uzasadnione ani-
zeli, teorie (8.4). ROwnanie t = constQ jest szczegdlnym wypadkiem fun-
kcji zQ = f(oo) i =<p(°*); réwnanie ct = const”™ jest szczeg6lnym
wypadkiem funkcji c¢c* = F(ot). Istnieje stany, dla ktérych cq = constQ i
vt = const® nie réznie sie w ogole miedzy soba; odchyt-
ka najwieksza nie dochodzi do 12%. Najlepiej rzecz wyjasnimy, je$li zau-
wazymy, ze w uktadzie on, , 6j pierwsza z powyzszych hipotez przed-
stawia powierzchnig umiarowego grsniastostupa szes$ciosSciennego, a druga
powierzchnie walca kotowego opisanego na tymze graniastostupie; obie po-

wierzchnie maje wspdélng o$ Oi -o02 *“
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Z powyzszego wynika, ze powierzchnia druga jest obszerniejsza, czyli
odnoéna hipoteza ekonomiczniejsza. Powierzchnia pierwsza jest przeto cia-
éniejsza, a odnosna hipoteza bezpieczniejsza. Srednia odchytka 6%-owa jest
w wielu wypadkach dopuszczalna. Funkcja tO0 =2(o0,) jest dos$¢ dobrym przy-
blizeniem funkcji = f(o,). Druga jest powierzchnig obrotowg. Pierwsza
posiada szes$¢ krzywych lub prostych krawedzi utozonych symetrycznie wzgle-
dem osi =°2 " °3 tel poprzedniej, miedzy ktérymi rozpiete sg przy-
stajgce ptaty powierzchni krytycznej. Przekroje normalne do osi tej po-
wierzchni sga niezaleznie od typu funkcji < foremnymi szedciobokami o
bokach prostolinijnych. Szes$cioboki te na ogét przecinaja sie z kotowymi
przekrojami powierzchni F.

Niektéore szescioboki majg potozenie szczegédlne; tak np. szesSciobok, kto-

remu przynalezy stan Kp i Kc sa wpisane w odnos$ne kota, szes$ciobok sta-
nu Kg jest opisany na odnosnym kole. Stwierdzono, ze krzywa t, = F(o,,)
jest o wiele stabiej zakrzywiona anizeli krzywe cQ = f( 0oQ) i £0=<p(°*):

réwniez grubo$¢ smugi doswiadczalnej F jest znacznie mniejsza anizeli

smug f i P.

Oryginalnoé¢ teorii poslizgowej c¢cQ = f(oQ) wuwydatnia sie -  miedzy
innymU - w ksztatcie przedstawiajacej ja powierzchni. Przekrdj tej po-
wierzchni jest sze$ciobokiem nieforemnym, utozonym z sze$ciu tukow  lub

tez prostych; przeciwlegte wierzchotki tego szes$cioboku majg jednak rézne

oddalenia od osi i =°2 =°3 powierzchni, tak ze szes$ciobok nie ma
szesdciu lecz trzy osie symetrii. Wskutek takiej postaci powierzchni roz-
dzwiek jej czy to z powierzchniag tQ ®<p(o,), czy tez z * = F(ox) jest

dos¢ silny.

Mozna przypuszczaé¢, ze teoria vQ = f(oQ) moze mie¢ znaczenie w tych
wypadkach, w ktérych materiat zatracit dzieki znacznemu wytezeniu dgo swa
pierwotna réwnokierunkowos$¢. Bedzie tak ewentualnie na granicy wytrzyma-
tosci, a mianowicie wtedy, gdy umoéwimy sie uwaza¢ za nig nie ten stan, w
ktéorym pojawity sie pierwsze wtloskowate pekniecia, lecz ten, wktérym zni-
weczona zostata catkowicie nos$nos$¢ uktadu.

Teoria posdlizgowa c¢cQ = f(dQ) ma jednakze te wyzszo$¢ nad innymi, iz
ustala potozenie ptaszczyzn poslizgu wzglednie rozdarcia. co w pewnych
wypadkach ma duze znaczenie. Dla teorii =z, =const, przyjmuje sig dla
ptaszczyzn poslizgu potozenie n?L = n% = n% =1/3. Dla teorii = F(o#)
uczyniono juz wprawdzie (Burzyhnski - 1929) prébe ustalenia tych ptasz-
czyzn, jednakze wymaga ona jeszcze dodatkowych obserwacji doswiadczylnych.

Uzywalnoé¢ przedstawionych hipotez gra oczywiscie réwniez duzg role.

Gdy dysponujemy naprezeniami gtéwnymi i gdy udato sie je uporzadkowac¢ np.
nieré6wnoscia ox ™ °2 °3 uzycie kazdej z hipotez nie nastrecza tru-
dnoéci. Hipotezy stosujace wspoéirzedng z sqg w tym wypadku w vy god -
niejsze anizeli te ze wspo6irzedng z”, co jasne jest z uwagi na

ré6znice budowy matematycznej tych wielko$ci. Gdy jednak stan napiecia o-

kredlony jest szes$ciu skltadowymi dowolnymi ox, oy, oz. rx. cy, c2 hipo-



- 123 -

tezy niezmiennikowe s¢ mozliwe do natychmiastowego uzycia. Dla pozosta-
tych nalezy wpierw dokona¢ czynno$ci wyznaczenia i uporzgdkowania napre-
zen gtéwnych, co w wypadku liczb szczegétowych nastrecza duzo kilopotu, a
w wypadku liczb ogélnych jest w ogole n'i emozliwe do przepro-
wadzenia. W ten wiec spos6b hipotezy niezmiennikowe stanowig¢ tu j e d y-

ny Srodek rachunkowy.

Zadanie 12.4. Dake posta¢ przyjmie hipoteza krancowego naprgzenia sty-
cznego dla dwuosiowego stanu napiecia okreslonego skiadowymi dowolnych kie-

runkéw x, y, z?

Odpowiedz 12.4. Sktadowe dowolne czynie wedlug zatozenia zado$¢ warun-

kowi s" = 0O. Skiadowe gtéwne wediug zadania 6.2 wynosze:
°l =?2(ox+V °2 ) 1 iVox+V °z - 2(V z +0z°x+0x V + x+cy +cz'
2
nadto - zgodnie z tematem - 0. Te trzy naprezenia gtébwne nalezy uporzed-

kowa¢ wedtug wielkos$ci, czego dokonano w zadaniu 6.2., po czym nalezy utwo-

rz;ﬁ_é rébwnanie o0 - o . = k. Widzimy, Ze rozréznia¢ trzeba trzy ewen-
max min .
tualnos$ci. Dla s’ 0, s <m0 jest ~°2 =k- s's»0, s o jest
Oj =k, wreszcie dla s’ 0. s 0 jest ‘i~ 2 M k*
Wprowadzajec znak bezwzglednej wartos$ci dla s mozemy powyzsze ujec
w dwie ewentualnos$ci: Dla s 'o jest:
2 °x +0y +0z + ?|V °X +0y+0z-~"0y 0z+0z°x +OxCy ) + ~ —+cpttzm-1 = k

dla s'~=o0 jest

Vz .2 .2 5 w.o2 2
X y 5 By O, +CFOY¥+EYO ) + 4(t L +CU+EY)

Rys. 5.4 przedstawia omoéwione hipotezy. Punkty R, C, S se¢ obrazami
stanéw krytycznych w jednoosiowym rozcieganiu , $ciskaniu i skrecie. Przy
danej krzywej wytezenia znajdujemy te punkty kres$lec z poczetku uktadu ak-
tualnych wspoétrzednych odpowiednio nachylone promienie. Nachylenie to wy-
nika z definicji odnosnego stanu napiecia i stosunku przynaleznych im ak-
tualnych wspoétrzednych, wiec ro0/°0-e CZV wreszcie t./o, . Gem,
czeé$¢ rysunku przedstawia teorie krancowego naprezenia stycznego r
= constQ i hipoteze zmiennego naprezenia stycznego = <p(o + W $rod-
kowej czes$ci rys. 5.4 przedstawiono teorie posSlizgowe We wspoétrzednych
poslizgowych o,v i te sarne teorie we wspdirzednych zmodernizowanych °0ro0-
Wreszcie dolna cze$¢ rysunku przedstawia hipoteze niezmiennikéw tx =F(o*.

z jej szczeg6lnym wypadkiem = const#.
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GesteSmy nader czesto w sytuacji, w ktoérej znamy Jedynie dwa parametry
doswiadczalne Kp i Kc. Odgrywaje one - co Jeszcze raz podkre$lamy
bardzo wazne role w studium wytezenia i nalezy je wyznaczaé z 'mozliwie
najwiekeze precyzje doswiadczalne. Znaczna ilo$¢ etandéw technicznie waz-
nych, np. Kg z obrazem S, mieéci sie miedzy tymi punktami. Mozemy je
wyznaczy¢ rtchunkowo, zaktadalec - z nieznacznym nadmiarem pewnos$ci - pro-
stolinijny przebieg wykresu. Pozedane Jest posiada¢ tez dane dos$wiadczal-
ne dotyczece obszaréw potozonych na zewnetrz oméwionego, wiec np. daty
Krr i Kcc z dosSwiadczeh maci réGwnomiernym dwuosiowym rozcieganiem i ta-
kim samym $ciskaniem. Gdy dat tycHh-oie posiadamy, mozemy dla obszaru

Kr

tsO- wzglednie o# é(r_ korzysta¢ z ekstrapolacji powyzszego zatoze-

nia liniowego, natomiast dla o0g~"- wzglednie 0,-=- K° z braku cze-
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go$ lepszego musimy z koniecznos$ci zatozy¢ zQ « ConstQ wzglednie

= Const”™., tj. przyja¢ nieekonomicznie, ale pewnie prosta rbwnolegta do

osi 0oQ wzglednie o* przez punkt C jako przedituzenie wykresu.

Je$li obcigzenie niszczgce uktad materialny, to znaczy niweczace cat-
kowicie jego udzZzwig pomniejszymy np. pieciokrotnie, to tak pomniejszone
obcigzenie nazywamy bezpieczne lub tez d opuszczal-
ne, a o uktadzie moéwimy, ze Jego stopien pewnos$c.i lub bez-
pieczenstwa wynosi pieé¢. Gitébwne techniczne zadanie mechaniki
uktadéw rzeczywistych polega na wyznaczaniu wtasnie stopnia pewnosci u-
ktadodéw materialnych. W wielu wypadkach tworzymy namiastke tak po-
stawionego zadania i oznaczamy stopien wytezenia materiatu. Gdy
naprezenia rosne proporcjonalnie wraz z obcigzeniami, zabezpieczenie wy-

tezenia materiatu jest istotnie zgodne z takim samym zabezpieczeniem no$-
nos$ci uktadu. Na og6t jednak tak nie jest. Dwukrotnie mniejszym obcigze-
niom nie odpowiadajg dwukrotnie mniejsze wytezenia. Na og6t okresSlanie
dopuszczalnych naprezen jako utamka naprezen krytycznych jest mniej eko-
nomiczne od okres$lania dopuszczalnych obcigzen Jeko takiego samego utamka
obcigzen niszczacych. Po prostu zwigzek miedzy obcigzeniem a naprezeniem
zastepczym wyraza sie krzywa zwrécong wypuktosciag ku osi wytezenia. Z tych
to powoddéw powinnid§my w miare moznoéci oznacza¢ raczej udzwig bezpieczny
niz wytezenie bezpieczne.

Ogodlnie biorac, jest obojetne czy za punkt wyjscia przyjmiemy przy ozna-
czaniu bezpiecznego wytezenia date K, k, czy k. Skoro dla migkkiej stali
przedstawionej na rys. 1.4 jest Kr m 3600, kp = 2400, K = 1800 kG/cm2.

to przyjmujac w odniesieniu do tych dat wspoéiczynniki pewnos$ci N=3, n=2,

« = 1,5 znajdziemy dla bezpiecznego naprezenia
zastepczego bez ré6znicy wartos$¢:
~r Kr 2
‘T ~FT s n— B kG/cm

Jednakze wiadomo nam jest, ze dla metali ciegliwych nie dla wszelkich
stan6éw.potrafimy wyznaczy¢ parametr wytrzymatosciowy K; gdy jest on nie-
kiedy dowolnie wielki absurdem technicznym byloby przyjmowaé¢ dla odnos-
nych O réwniez dowolnie duze wartos$ci. Parametr K jest za$ dla wszel-
kich materiatéw niepewny. Wreszcie nie mamy wystarczajgcych podstaw do
twierdzenia, ze powierzchnia wytezenia K jest dla wszelkich stanéw po-
dobna do odnos$nej k czy tez K. W rezultacie wigc powszechnie sig utar-
to, ze dla materiatéw ciggliwych przyjmujemy zastepcze naprezenia bez-
pieczne jako utamek naprezenia na granicy pitynnosci, dla kruchych za$ ja-

ko utamek naprezenia na granicy wytrzymatosci, czylii

(12.4)
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Jest to umowa, ktérej nie musimy sie zawsze $cisSle trzymaé. Nalezy pa-
mieta¢ o tym, ze jedyne jednolite stanowisko przedstawia obliczenie ob-
cigzenia Jako okredlonego utamka udzZzwigu uktadu.

Wspoétczynnik pewnos$ci n wzglednie N zalezy od catego szeregu ré6z-
nych okolicznos$ci. WspomnieliSmy Juz, Zze doktadnos$¢ obliczen z dziedziny
mechaniki uktadéw rzeczywistych pozostawia wiele do zyczenia przede wszyst-
kim dzieki naszej niewystarczajgco doktadnej znajomos$ci prawa wigzgcego i
dzieki niedostatkom teorii szczegdlnie w obszarach duzych odksztatcen.

Nasza znajomos$¢ wytezenia materiatu pozostawia réwniez wiele do zycze-
nia. Wptywa na to poza czynnikiem ostatnio wymienionym niejednorodnos$¢
materiatu, jego niedostateczna réwnokierunkowo$¢, wadliwoé¢ w realizowa-
niu zatozonego stanu napigcia i podobne czynniki. Rozmiary geometryczne
uktadu materialnego nie stanowia zawsze pozycji niewatpliwej: zuzycie po-
wierzchni, korozja, wplywy termiczne tworzag tu czesto niespodzianki. Wresz-
cie nie zawsze potrafimy $cisle ustali¢ wzglednie przewidzie¢ wielko$ci
sit zewnetrznych, dziatajacych na rozwazany uktad. Z reguty wymienione
czynniki albo ich wiekszoé¢ niepomyS$iniej uktadajg sie dla tworzyw kru-
chych anizeli dla ciggllwych. W rezultacie uwzgledniajac jeszcze, ze z
natury rzeczy jest N =-n, przyjmujemy n w przedziale od 1,5 do 2,5,
za$ N od 4 do 8.

Powyzsze wartosci n wzglednie N obieramy dla wypadkéw statycznych.
Istniejag Jednak i inne przyczyny, o ktérych dotychczas nie byto tu mowy,
a ktore bardzo wydatnie wplywaja na wytezenie. Pewne z nich uwzgledni¢ moz-
na wprost w obliczeniu naprezen, jak np. uderzenie; inne, jak np. prze-
mienno$¢ naprezenn wymagajag oddzielnego nowego stadium wytezenia. Bedzie o
nich mowa oddzielnie gdzie indziej. Ta druga grupa wplywow, zmieniajaca
wtasnoséci wytrzymatosciowe tworzyw, prowadzi do dalszego, nawet kilkakro-
tnego pomniejszenia naprezen dopuszczalnych. Najproéciej korzysta¢ nalezy
ze specjalnie opracowanych tabel, ktére dla okre$lonych materiatow usta-
laja w zaleznos$ci od ich przysztego rodzaju pracy wprost bezpieczne na-
prezenia o.

Ogo6lny tok postepowania po ustaleniu wytezenia bezpiecznego, a zatem
po ustaleniu wartos$ci bezpiecznego naprezenia zastepczego lJest nastepuja-
cy: Sktadowe stanu napigcia ox, oy, ¢z, zX, rz sag funkcjami miej-
sca (x, y, z), obcigzen uktadu P, rozmiaré6w geometrycznych uktadu 1 i
statych materiatowych C. Niewiadomg stanowi jeden rozmiar 1, mianowicie
- albo wszystkie inne sg dane, albo tez wszystkie wyrazaja sie jednym,
np. przy ustalonym ksztatcie uktadu. Oo grupy rozmiaréw zaliczamy réwniez
wspotrzedne okres$lajace potozenie obcigzen, ktére tu ryczattowo oznaczono
litera P. Pod statymi materiatlowymi rozumiemy wspdéitczynniki prawa wigza-
cego. Skoro tak matematycznie okre$lone skiadowe wstawimy w formute okre-
$lajaca. funkcje wytezenia, a wiec np. w funkcje oznaczajagca naprezenie za-
stepcze o, to z kolei owa funkcja uzalezniona zostanie od wspo6trzednych

X, Yy, z, obcigzen P, rozmiaru 1, statych prawa wigzgacego C a nadto
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statych wytezeniowych K. Wyznaczywszy extremum tej funkcji znajdziemy,ze
wyraza sie ono juz tylko obcigzeniami P rozmiarem 1 i statymi C, K.
Przyréwnawszy je przeto do okres$lonej na wstepie wartosci bezpiecznej
otrzymamy réwnanie, z ktérego wyznaczymy niewiadomy rozmiar 1 w zalezno-
$§ci jedynie od danych obcigzen i statych materiatowych; niektére z tych
ostatnich, mianowicie typu C, moga ewentualnie odpas$¢ catkowicie z ra-
chunku.

W analogiczny spos6b postepujemy przy wyznaczaniu bezpiecznego udzZzwigu
P. Tutaj wszystkie rozmiary sg z go6ry dane, a niewiadomg stanowi nie ob-
cigzenie bezpieczne P, lecz wtasnie niszczgce P~. Przedstawiamy przeto
sktadowe stanu napigecia - jak poprzednio - jako funkcje P, 1, C, x, vy, z
i wstawiamy je w formute okres$lajaca wytezanie czy tez naprezanie zastep-
cze. Wyznaczywszy extremum odnoénej funkcji jak uprzednio, nadajemy nu

warto$é krytyczng K przy jednoczesnym wstawianiu w miejsce P nieznanej

warto$ci P~. Z tak powstatego réwnania wyznaczamy obcigzenie niszczgace
PN; okaze sig¢ ono uzaleznione od rozmiaré6w 1 i statych materiatlowych C,
K. Zatem bezpieczne obcigzenie wynosi P = pn/N > ta*x wyznaczone P okaze

sie przy tym samym N wieksze od wyniktego z postulatu bezpiecznego na-
prezenia zastepczego O = K/N.

Inny, bardziej subtelny sposéb rozwigzania ostatniego zadania polega
na tym, iz obcigzenie tgaczne P uktadu rozbijamy na state G i ruchome
Q, po czym zaktadamy: a . G+ bQ = m. Wspoétczynnik a ™ 1 uwzglednia
niedoktadno$¢ rozmiar6w geometrycznych, bitedy ciezaréw wtasciwych, wplywy
drgan ciegzaréw statych; we wspodétczynniku b > 1 miesci sie niedoktadnos$¢
obcigzen uzytkowych, niepewno$¢ zmian temperatury, btedy w wyznaczeniu na-
poru wiatru i innych obcigzen zmiennych, jak np. $niegu, wptyw niektérych
sit bezwtadnos$ci. Wielko$¢ N jest w takich warunkach niewiele wieksza od
1.

Temat 1.4. Przestudiowaé¢ wyczerpujaco literature dotyczgcag zachowania
wytrzymatosciowego réznych materiatéw ze specjalnym uwzglednieniem standéw

koricowych.

Temat 2.4. Zaznajomi¢ sie z pogladami na temat powstawania zjawiska
szyjki.

Temat 3.4. Pewien stan Kkrytyczny wyrazajg trzy skitadowe gtébwne o da-
nych wartos$ciach a, b, c. Umies$ci¢ to spostrzezenie w uktadzie o™, 02.
Oj. Uzyska sie najwidoczniej z jednego tego spostrzezenia szeé¢ punktow.
Zastanowi¢ sie nad ich potozeniem, oddaleniem od $rodka tych punktow. Ja-

kie nasuwajg sie wnioski?
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PRET PROSTY W PRZYPADKACH PODSTAWOWYCH



5. OPIS GEOMETRYCZNY I UWAGI WSTEPNE

Ksztatt uktadu materialnego odgrywa w mechanice ciat rzeczywistych zna-
cznie wiekszg role anizeli w mechanice ciat sztywnych. Wptywajg na to z
jednej strony wzgledy natury czysto utylitarnej, z drugiej czysto teore-

tycznej. Te pierwsze wymagaja przyporzagdkowania wtasciwego mianownictwa

obiektom stosowanym w konstrukcjach, wiec odrézniania preta od ptyty,
ptyty od powtoki, powtokiod kuli itp. Te drugie wynikajg zmatematyczne-
go przebiegu rozwigzania. Okazato sie. ze z ksztattem uktadu zwigzane sa

$cisle pewne okres$lone funkcje, wiec np. harmoniczne 2z pretem, biharmo-
niczne z tarczag, cylindryczne z walcem, kuliste z kulg itp. Witasciwoséci

tych funkcji pozwalaja w obrebie praktycznie przynaleznego Jej uktadu wpro-

wadza¢ pewne uproszczenia, interpolacyjne przyblizenia i - co najwazniej-
sze - pewne nader cenne uogo6lnienia.

Uktadem najbardziej rozpowszechnionym i stosunkowo mato skomplikowanym
jest tzw. pryzmatyczny pret prosty. Uktad ten

znany nam jest z wykiadéw mechaniki teoretycznej. Przypomnimy przeto kroét-
ko jego wtasnos$ci geometryczne.

Wyobrazmy sobie dowolng zamknieta krzywa ptaska, obejmujaca pole
A. Przy przesuwaniu jej wzdtuz prostej z, prostopadtej do jej ptaszczy-
zny, krzywa ta opisze powierzchnie walcowg. Obetnijmy ja przekrojami po-
czatkowym, np. z = 0O, kohncowym z =1, czyniac przy tym 1 duze w
poroéwnaniu z rozmiaram.i l'iniowym:@ d po-
la  A. Rozumiemy to nastepujgaco: Liczbe 5 nazywamy matg w porédwnaniu
z liczba 1, gdy 6 jest pomijalne w poréwnaniu z 1. Otéz czynimy d =
=5.1. Wypelthmy wreszcie ten twér geometryczny kontinuum materialnym.

Otrzymamy w ten sposéb uktad materialny zwany pryzmatycznym pretem pros-

tym. Ograniczajg go dwa wspomniane przekroje z i walcowa poboc z-
nic a. Pozostate dwie osie X, y prostokatnego uktaduwspoétrzednych
X. Yy, z lezg w przekroju poczatkowym z = O preta. Mozemy je bez ujmy

dla catego szeregu réznych operacji przesuwaé¢ réownolegle do dowolnie obra-
nego innego przekroju z.

Pole przekroju A jest jedna z waznych metrycznych wtasnoéci preta.
Istniejag i inne naturalne jego wtasnoéci réwnie wazne. Znane z mechaniki

uktadéw sztywnych réwnania:

(1.5)



okres$laje wspétrzedne xs'V s $§rodka geometrycznego
tego pola. Proste X = Xg, Yy =yg nazywamy osleg preta. Oak
sie wielokrotnie okaze, bardzo nader celowe jest zao$ tg¢ przyjmowaé wprost

o$§ z, tj. proste X =y = 0. Wtady uktad wspoétrzednych posiada witasnos¢:

Jx dA =0, J 'Y UA = o. (2.5)
Uksztattowanie pola A charakteryzuje dw a
ks ztattnik il (momenty bezwtadnos$ci) 1 bocznik

(moment zboczenia) DZ, tj. wielkos$ci:

I, —Iy2da, 1y j;(ZA, Dz :'—J)QdA (3.5)

0 wymiarze dituyos$ci w czwartej potedze. WielkoS$ci

Xx - ysA' ly ~ xsA- Dz + XxsysA <4-5>
se od wspoéitrzednych Xg, ygniezalezne, oznaczaje bowiem dwa ksztattniki
1 bocznik wzgledem osi przesunigtych réwnolegle do $rodka geometrycznego
przekroju. Bak nam wiadomo z rozwazan geometrii mas, mozemy osiom X, Yy
nada¢ kierunk. gtoéowne z uwagi na ich punkt przecigcia.

Wynikaje one z zatozenia:

/xydA =0 . (5.5)

0§ z stanowi zawsze jedne z tréjki gtébwnych osi preta. Bardzo cenny
i catkowicie naturalny Jest taki dobér uktadu
wspoétrzednych, ktéry soetnia Jednoczednie postulaty (2.5) i (5.5). Uzycie
go prowadzi do wybitnych uproszczen matematycznych przy traktowaniu roz-

maitych zagadnien.

Powyzsze pojecia, zaczerpniete z mechaniki ukiadéw sztywnych, nie
wWyczerpuije opisu naturalnego uktadu materialnego, ktéry nazwa-
liSmy prostym pretem. ' stniei9je i inne, ktére wyptyne na

jaw dopiero w toku tego kursu. W stosownych miejscach podkres$limy ich ro-
le.

Pragniemy sie zaje¢ statyke preta rzeczywis -
tego. Zakres materiatu Jest bardzo wielki. Wobec tego chcemy go za-

raz na wstepie nalezycie uporzedkowaé¢. Wydaje nam sie celowe ograniczy¢

sig na razie do rozpatrzenia przypadKkow podstawo -
wych. Za takie uwazamy te, w ktérych pobocznice preta
wolna jest od obciezen (powierzchniowych) ,a sity obje-
tosciowe (masowe) preta moge by¢ pominiete. W przy-

padkach tych przeto sity dziatajece na uktad sprowadzaje si¢ do dwéch wza-

Autor stosuje wprowadzone przez siebie nazwy ksztattnik, bocznik, S$red-
nik odpowiednio w miejsce momentu bezwtadnos$ci, dewiacji, statycznego
(por. str.286, spis publikacji, poz. [26]) - przyp. |.W.
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jemnie réwnowazacych sie zbioréw, z ktérych jeden dziata na przekréj z=0,
drugi na przekréj z » 1 preta. Kazdy z tych zbioréw sprowadza sie do
jakiej$ sity i jakiego$ momentu. Dla catego uktadu, a wiec dla preta dtu-
gosci 1 wielkos$ci te maje charakter zewnetrzny. Zaleznie od ujawnionych
z tekstu konkretnego zagadnienia warunkéw brzegowych se¢ one albo na obu
koncach preta wielko$ciami czynnymi, tj. obcigzeniami, albo na jednym kon-
cu stanowie obcigzenia, na drugim za$ maje charakter bierny, tzn. tworze
odpd6r, albo wreszcie na obu koricach s¢ odporami.

Zatozywszy dla celéw tego rozdziatu warto$¢ zasady naktadania (super-
pozycji) mozemy owe site i 6w moment na kazdym z przekrojow ograniczajag-
cych uktad celowo roztozy¢. Otrzymamy w ten sposdbkilka oddzielnych przy-
padkéw podstawowych, ktérych rezultaty mozemy w celowy spos6b sumowag,
wracajagc z powrotem do przypadku ogélniejszego. Zajmiemy sie roztrzgsaniem
tych zagadnien w dalszej cze$ci.

Pod rezultatami rozumiemy w powyzszym zdaniu sity i naprezenia, prze-
mieszczenia i odksztatcenia. Aby zasada superpozycji mogta byé¢ stosowana,
musze przede wszystkim przemieszczenia preta by¢ mate w poréwnaniu z je -
go odnos$nymi rozmiarami. Oe$li wiegc 6 oznacza liczbe malg w poréwnaniu

z liczbe 1, musze by¢é przemieszczenia u, v co najwyzej rzedu 5 .d=6 1,

przemieszczenie za$ w co najwyzej rzedu 8-1 ad. Postulat ten stanowi
konieczny, alen i e Zawsze wystarczal,j e-
cy warunek stosowalnos$ci zasady naktadania.

Wiadomo nam jest, ze czy to site, czy moment o okre$lonej
wartosci, okreslonym kierunku i okre$slonym punkcie zaczepienia mozemy w

dowolnie wiele sposobéw zrealizowaé¢. Nie jest mozliwe zajeé¢ sie wszelkimi
mozliwymi rozmieszczeniami sit powierzchniowych na przekroju kohcowym pre-

ta, prowadzgcymi do z gory okreélonej wypadkowej sity lub wypadkowego mo-

mentu. WeZmiemy przeto pod uwage tyl ko pewne szcze-
goélne rozmieszczenia. Ograniczymy sie w ten sposéb w
tym rozdziale do rozwazania zagadnien klasycznych,

za ktére uwaza sie w literaturze przedmiotu pewne rozwigzania francuskie-
go uczonego de Saint-Venanta.

Cytowane przez nas w ustepie drugim twierdzenie tegoz samego autora o
zanikaniu réznic skutkéw réwnowartych zbioréw sit poucza nas zaraz, ze
powyzsze ograniczenie nie upos$ledza praktycznych zastosowan tego rodzaju
rozwigzan. Wobec uczynionego niedawno istotnego zatlozenia o0 rzedzie roz-
miaru poprzecznego d preta w poréwnaniu z jego diugoscia 1 widzimy, ze
jedynie kroétkie skrawki koncowe preta diugoéci szacunkowej d wymaga¢ be-
de naszej dodatkowej uwagi, dodatkowej korekty rozwigzania, ewentualnego
lokalnego wzmocnienia konstrukcyjnego. Na pozostatej zasadniczej dtugosci
1 - 2d preta podane przez nas rozwigzanie bedzie praktycznie poprawne i
wystarczajagco $ciste dla kazdego bez wyjatku $posobu rozmieszczenia sit
na przekrojach ograniczajgcych uktad.

Oest nader wazne pamigeta¢ nie tylko o dobroczynnej roli twierdzenia de

Saint-Venanta, lecz réwniez i o zastrzezeniach figurujgacych w tym twier-
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dzeniu. Pragnac wyraznie oddzieli¢ kwestie podstawowe od szczeg6téw uzu-
petniajacych, sprawe lokalnego spigetrzania stanu napiecia we wspomnianych
krotkich skrawkach preta, skutki nadmiernego skrécenia preta, wplywu lo-
kalnych (jak i ciggtych) zmian geometrycznych uktadu i inne kwestie do-
datkowe omoéwimy w innym oddzielnym rozdziale.

Wiemy juz z poprzedniego rozdziatu, ze kazde poprawne rozwigzanie z
dziedziny mechaniki uktadéw odksztatcalnych musi spetnia¢ pewne postulaty
geometryczne i pewne mechaniczne. Do pierwszych nalezg warunki nieroz-

dzielnos$ci sasiadujgcych dowolnie matych a w konsekwencji tez skonhczonych

czes$ci uktadu i warunki podporowe na brzegu uktadu. Do drugich nalezg wa-
runki réwnowagi dowolnie matych a w konsekwencji tez skonczonych czesci
uktadu i warunki obcigzenia na brzegu uktadu. WspomnieliSmy juz.zew Kkur-

sie niniejszym, przeznaczonym do pewnego specjalnego uzytku, nie jestesmy
w stanie rozwingé¢ tych precyzyjnych metod matematycznych, ktéore w sposéb
Scisty czynig zado$¢ wszystkim scharakteryzowanym wyzej wymogom. Od wy-
padku wiec do wypadku poprzestawa¢ hedziemy na stosownym przyblizeniu.
Usitujemy w mechanice preta odksztatcalnego w granicach mozliwos$ci wzo-
rowa¢ sie na metodach mechaniki uktadéw sztywnych. W szczegoélnos$ci, gdy

chodzi o geometryczng strone zagadnienia, sprébujemy przemyci¢ z mechani-

ki teoretycznej dwa podstawowe tam pojecia kinematyczne - przesuniecia i
obrotu. Usitujemy - z wiekszym Ilub mniejszym skutkiem - przypisac c a-
I emu przekrojowi A przemieszczenia okres$lone szedcioma

tylko wielkoéciami. Traktujac przekréj jak sztywny - choéby pod niektéry-

mi wzgledami - kartonik chcemy jego przemieszczenia wynikte z odksztatce-
nia preta ztozy¢ z trzech przesunie¢ i trzech obrotow. Odksztatcalnos¢
uktadu pragniemy ujawni¢ w tym, ze przesunigecia te i obroty uczynimy fun-
kcjami zmiennej z, mierzonej - jak zaznaczyliSmy - wzdtuz preta; uczyni-
my Je przeto wzgled' nymi przesunieciami i wzgledny -
m i obrotami. Wielkos$ci te nazywa¢ bedziemy uogoélnionymi
przemieszczeniami. Zaopatrzymy je w dalszych ustepach
stosownymi mianami szczegd6towymi. Okaze sig - co mozna z gory przypusz-
cza¢ - ze nie wyczerpig one opisu odksztatcenia uktadu; wystarczg jednak

do wielu celéw.

Bardzo istotny w tej kalkulacji bedzie fakt, zZe w powyzszy spos6éb szes¢
uogo6lnionych przemieszczen przyporzadkujemy jako skutki rébwniez szes$ciu
uogélnionym przyczynom, za ktére uwaza¢ bedziemy site podiuzng, dwie skta-
dowe sity poprzecznej, moment skrecajacy i dwie sktadowe momentu zginaja-
cego. Bedziemy usitowali oddzielnym przyczynom przypisa¢ oddzielne skut-
ki. Nie zawsze sie to uda. Zwazmy, aby to zrozumieé, ze opisane skutki
geometryczne moga by¢ przeciez wywotane i innymi przyczynami natury nie-
mechanicznej, jak np. termicznej, chemicznej, montazowej itp.

Zagadnienia nasze polega¢ bedg - miedzy innymi - na znalezieniu skta-
dowych stanu napiecia, wywotanych obecno$ciag powyzszych si? i momentéw

rewne*rzny_h. Pojecia te - jak nam wiadomo - zwigzane sg nieodtgcznie z
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wykonaniem przekroju preta normalnie do jego osi. W najogélniejszym przy-

padku na dowolny przekrdéj z dziata¢ moge naprezenia r , cx, 0z réwno-
legte w podanej kolejnos$ci do osi X, Yy, z uktadu wspobirzednych. Istotne
dla rozwiezania klasycznego jest zatozenie, ze - wobec powyzszego - owe
sity i momenty wewnetrzne wywodze sig¢ jedynie z tych trzech naprezen, ze
przeto w precie prostym w przypadkach podstawowych w kazdym miej-
scu uktadu zachodzi réwnos¢ :

o, :Oy » V. =0. (6.5)
Zatozenie to - Jak sobie przypominamy 2z ustepu drugiego - jest zgodne z
przyjeciem, ze stan napigecia w przypadkach podstawowych preta prostego
jest co najwyze.;j dwuosiowy. Oednoczes$nie widzimy,

ze w ten spos6b uwalniamy pobocznice preta od obciezen w kierunku osi x
tudziez y (patrz zadanie 2.2).

Nie od rzeczy bedzie poda¢é w tym miejscu pewne wyjasnienie. Wspomnie-
liSmy w ustepie drugim, Zze wyznaczenie stanu napigecia w ciele rzeczywis-
tym jest zagadnieniem statycznie niewyznaczalnym. Rozumiemy to w ten spo-
s6b, iz warunki réwnowagi nie wystarczaje do rozwigzania tego zadania;
musze one byé uzupetnione warunkami nierozdzielno$ci. W teorii preta ten
spos6b pojmowania rzeczy ulegt pewnej subtelnej modyfikacji. Tradycyjnie
wbrew matematycznej oczywisto$ci,uwaza sige tam, ze znajomo$¢ wszystkich
dziatajecych na uktad sit i momentébw zewnetrznych a w konsekwencji i wew-

netrznych jest identyczna ze znajomo$cie stanu napigcia wywotanego tymi

wielkosciami w uktadzie. W teorii preta przeto do zagad-
nien hyperstatycznych zalicza sie te wypadki, w kto-
rych warunk. réwnowag. nie wystarczalije
do znalezienia wszystkich s it i momentow za-
réwno zewnetrznych jak i wewnetrzn ych. Zapo-

mina sie tu o tym, ze warunki nierozdzielnos$ci stanowity z aw s z e ko-

nieczne uzupetnienie réwnan przy znajdywaniu stanu napiegcia, a pamiegta
sieg o tym, ze se one niekiedy konieczne do znalezienia sit i
momentéw uktadu. Ten ciadéniejszy sposéb definiowania hyperstatycznos$ci
jest tak szeroko i powszechnie zakorzeniony, ze z konieczno$ci bedziemy

go respektowaé¢. Pod ukiadem pretowym statycznie niewyznaczalnym bedziemy
przeto rozumie¢ uktad niewyznaczalny pod wzgledem s it
wzglednie momentow. Dodatkowo za$, zaleznie od charak-
teru niewiadomych odréznia¢ bedziemy uktady zewnetrznie hyparstatyczne od
wewnetrznie hyperstatycznych. Wyjasnienie powyzsze dotyczy nie tylko pre-
ta w przypadkach podstawowych, lecz w ogéle preta w dowolnym zagadnieniu
i to prostego lub krzywego. Czesto celowe jest zamienic¢ zagadnienie zew-
netrznie niewyznaczalne na stosowne wewnetrznie niewyznaczalne. Zabieg ten

- jak w przysztos$ci zauwazymy - przeprowadza si¢ bardzo tatwo.
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Wazne jest pamieta¢, ze zagadnienia mechaniki uktadéw odksztatcalnych
nie powstaje jedynie dzigeki zaistnieniu obcigezen. Wptywy na-
tury niemechaniczne,]j powoduje w uktadach niewy-
znaczalnych powstawanie réwniez sit lub momentéw. Mozna po-
chopnie sedzi¢. ze skoro i w tych wypadkach rzecz sprowadza sie - jak w
zagadnieniach pierwszej kategorii - do wyznaczania tych sit, to w gruncie
rzeczy miedzy obu typami zagadnien nie ma réznicy. Otéz rébznica ta ist-
nieje. Ujawnia sie ona w szczego6lnych operacjach mys$lowych, jakie towa-
rzyszy¢ musze ustawianiu koniecznych do rozwigzania réwnan. Szczegoty te
wyjde na jaw przy traktowaniu odnos$nych przyktadéw.

Wreszcie na zakonczenie chcemy podaé¢ jeszcze jedne uwage. Oak wyraznie
zaznaczyliSmy, rozwiezania nasze bede nalezaly do tej kategorii, w ktorej
na catej powierzchni ograniczajecej uktad przyjmuje sie za znane sity po-
wierzchniowe zewnegtrzne, a to zerowe na pobocznicy i pewne okres$lone na
przekrojach z =0 tudziez z = 1. Przy uczynieniu zado$¢ tego rodzaju
warunkom brzegowym nie mozemy juz na tejze powierzchni brzeznej w dowolny
sposéb wpilywaé na przemieszczenia. Staje sig one z koniecznos$ci wynikiem
zatozenia tak a nie inaczej rozmieszczonych sit na przekrojach ogranicza-
jecych uktad. Co najwyzej do uzyskanych przemieszczen, wynikajecych z od-
ksztatcania uktadu, mozemy doda¢ przemieszczenia wynikte z ruchu uktadu
jako sztywnej catos$ci. Po prostu wygleda to tak, jak gdybySmy uzyskane od-
ksztatcenia uzupetnili zerowymi dodajnikami (patrz zadanie 2.1).

Przemieszczenia wynikte z ruchu uktadu jako sztywnej catos$ci podano na
wstepie punktu 1. Maje one posta¢ niekompletnie liniowych funkcji miej-
sca, bo zawieraje raptem sze$é parametrow uQ, vQ, wQ ,<, X , ip . Zgodnie

z nasze uwage mozemy przeto wpitywaé¢ dodatkowo tylko na owych sze$¢ para-

metrow. Wobec tego rodzaj i liczba warunkéw podporowych jakie mozemy spet-
ni¢ jest wybitnie ograniczona. Mozemy np. na kaz-
dym z przekrojéw kohcowych ustali¢ po jednym tylko punkcie, a

zatem ustali¢ sze$¢ wspoétrzednych, tj. podeprze¢ korice preta punktowo.

Mozemy na Jednym tylko konhcu ustali¢ jeden punkt i przynalezne w tym
miejscu normalng, na co zuzyjemy znowu sze$¢ parametrow i zrealizujemy w
ten sposéb utwierdzenie, lecz i tym razem punktowe. Ouz obecnie

podkres$lamy, ze ten punktowy charakter warunkéw podporowych w rozwigezaniu
klasycznym moze by¢ przyczyne pewnych kilopotéw, co wyrazniej wyjdzie na

jaw w innych ustepach tego rozdziatu.



6. ROWNOMIERNE ROZCIAGANIE LUB SCISKANIE

Zbiér sit dziatajacych na przekré6j koncowy =z = 1, réwnowarty jest si-
le zewnetrznej P o linii dziatania pokrywajacej sie¢ z osig preta i jej
dodatnim - jak na rys. 1.6 - lub ujemnym kierunkiem. Wobec tego zbidér sit
dziatajacych na przekréj poczatkowy =z = O musi byé réwnowarty takiej sa-
mej sile zewnetrznej P o linii dziatania réwniez pokrywajacej sie z o-
sig preta i jej ujemnym lub dodatnim kierunkiem. Gdy bowiem uktad trwa w

rbwnowadze, to w réwnowadze pozostajg réwniez sity nan dziatajgce.

Rys. 1.6

Wypadek ten znany nam Jest pod niektérymi wzgledami 2z wyktadéw mecha-
niki teoretycznej. Przypominamy krétko te dotychczasowe wiadomos$ci. Chcac
znalez¢ wptywy wewnetrzne, dzielimy uktad dowolnym przekrojem z na dwie
czes$ci i jedng z nich odrzucamy, rozpatrujgc tylko pozostata. Ta operacja
pozwala nam zamieni¢ wplywy wewnetrzne na zewnetrzne. Poniewaz w statym

uktadzie materialnym, pozostajagcym w réwnowadze, kazda Jego czgé¢ réwniez
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znajduje 3ie w réownowadze, przeto do wydzielonej czeéci mozemy zastosowad
warunki réwnowagi. W rozwazanym wypadku okazuje sie, ze na przekréj z dzia-

ta sita :

wzdtuz osi preta.

Nalezy pamieta¢ o tym, ze jedynie dla czeéci uktadu jest ona site zew-
netrzna. Wtedy znak jej ustalamy odnoszac jej zwrot do kierunku aktualnej
osi uktadu, wiec w tym wypadku do osi z. Dla catego uktadu, a wiec dla
preta diugosdci 1-a ten w istocie jest przedmiotem naszych rozwazah -
sita S jest site wewnetrzng. Stad stosowanie innego oznaczenia. Znak si-
ty wewnetrznej (lub momentu wewnetrznego) ustalamy, odnoszac jednocze$nie
jej zwrot i zwrot normalnej zewnetrzne.]j n przekroju do kie-
runkéw aktualnych osi uktadu. W rozwazanym prymitywnym wypadku reguta po-
wyzsza prowadzi do stwierdzenia, ze sita S jest dodatnia wzglednie uje-
mna zaleznie od tego, czy skierowana ona jest od wzglednie do ptaszczyzny

przekroju. Zatem na rys. 1.6 przedstawiono przypadek S > O.

Site wewnetrzna o oméwionym potozeniu nazywamy sita
podtuzna wzglednie - szczegdlniej - sitag r o z ciggajagca
lub §ciskajaca zaleznie od jej znaku dodatniego lub ujemne-
go. Mamy przed sobg przypadek réownomiernego rozciggania

lub $ciskania preta prostego, gdy sita S jest niezalezna od zmiennej z.
Dest to najprostszy przypadek podstawowy.

Po tym krétkim przypomnieniu wiadomos$ci nabytych wczes$niej przejdZzmy
do rozwazania zagadnienia na gruncie mechaniki uktadéw odksztatcalnych.

Wiemy juz z poprzednich rozwazan, ze do konkurencji dopuszczamy co naj-

wyzej trzy skladowe stanu napiecia, a to Zy’ Zos 62. Zauwazmy, ze zbior
elementarnych sit, pochodzgcych od obecnos$ci naprezen stycznych, mogtby
ewentualnie doprowadzi¢ do obecnoéci sit poprzecznych i momentu skrecaja-

cego. Wykluczajgc Je obok (6.5) przyjmujemy dodatkowo najprosciej

uwalniajgc w ten sposob pobocznice preta od obcigzen jeszcze i w Kkierunku
osi z (patrz zadania 2.2 i 3.2). W ten sposéb zaktadamy jednoo -
siowy stan napiecia w kazdym miejscu preta z jedyng ré6zng od zera
sktadowg 0Oz. Bedziemy ja w dalszym ciggu oznacza¢ krotko o . Poniewaz

naprezenie to wywotane jest obecno$ciag niezaleznej od zmiany z sity S,
przeto rrzyjmujemy. ze & zaleze¢ moze co najwyzej od zmiennych X, y.
Zalezno$¢ te musimy ustali¢ tak, by respektowane zostaty postulaty mecha-
niki uktadéw odksztatcalnych.

Przyjmijmy najpros$ciej, ze przekroje preta przesuwajg sie wzdtuz osi

z jak sztywne kartony. Niech przemieszczenie przekroju z wynosi w,prze-
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‘Pieszczenie za$ przekroju sgsiedniego z + dz niech bedzie wobec tego
rowne w + dw - jak na rys. 2.6. Wobec tego element dz doznaje wydtuze-

nia dw, Kazde witékno podiuzne

— 0—(
dz doznaje przeto zdiuzu £, = E = = w. Wielkos¢ w, charakteryzujece
zachowanie eieg wszystkich wit o kien zawartych miedzy

dwoma przekrojami, oddalonymi o wplywowe jednostke, a zatem wielko$¢ cha-

rakteryzu jece zachowanie sie catego przekroiju nazywac
bedziemy wydtuzeniem preta. Prostota przyjetego przez
nas mechanizmu tkwi w tym. ze wydituzenie w' nie zalezy od
zmiennych X,y. Oczywiscie wydiuzeniu w' towarzyszyc bedzie w

jednoosiowym stanie napiecia swobodne boczne zwezenie -jtw Odnos$ne prze-
mieszczenia u, v z reguty nie interesuje nas w teorii rozciegganego czy
tez $ciskanego preta. W kazdym razie przedstawiona koncepcja zapewnia nie-
rozdzielno$¢é elementéw preta.

Naprezenie o jednoosiowego stanu napiecia wynosi:

Ew (3.6)

Sity elementarne O dA tworze zbiér réwnolegty, tj. zbior, dla ktérego

mozna ustawi¢ trzy warunki redukcji - jeden sit i dwa momentéw, tj. row-
nania :

J odA =5, Jx0dA = Sxs - Jj yodA =Syg, (4.6)

w ktérym nalezy wyrugowac a relacje (3.6). Pierwsze z tych réwnan daje:

gdzie ' oznacza pochodne zetoweg. Do tego samego rezultatu prowadze dwa
nastepne, jes$li zwrécimy uwage na okres$lenia (l1.5). Widzimy przy tej spo-
sobnos$ci, ze formuto' ani,e (4.6) bez ujmy dla ogdélnoéci wyraznie uprosci-

toby sie, gdybySmy c¢,. z pokryli wprost z osig¢ preta.
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Wracajec z rezultatem (5.6) do (3.6) znajdziemy:

0= (6.6)

W przypadku zatem podstawowym zaréwno wydiuzenie wl jak i naprezenie

O nie zaleze rowniez od zmienne]j z, sked
uzupetnienie rys. 2.6 wykresem O . Wobec tego rébwnania (2.2)

rbwnowagi dowolnego elementu preta se speinione.

UczyniliS§my zado$¢ wszelkim stawianym przez mechanike ukta-
déow odksztatcalnych postulatom. Formuly (5.6) i (6.6) podaje wiec $ciste
rozwiezanie zagadnienia - z zatozeniem jednak, ze przekroje koncowe z =0
tudziez z =1 se réwniez obciezone réwnomiernie. Gdy tak nie jest kroét-
kie skrawki preta trzeba bedzie wyteczy¢ z rozwigzania. Nader cenne geo-
metryczna ceche podanego rozwigezania jest zachowanie trwatej ptaskosci
przekroju. Pozwala to nam uktad ztozony z kilku réznych pretéw i rozmai-

cie obciezonych, lecz o wspdlnej osi, ztozy¢ po odksztatceniu w przekro-
jach posdredniczacych bez luk na zasadzie prostego rachunku poséredniczace-
go, wyrazajecego wspo6lnos¢ przemieszczen w koncu lJednego i poczetku dru-
giego preta.

Rozwiezanie nasze wazne jest w obszarze sprezystym a dla

materiatéw ciegliwych w dobrym przyblizeniu do granicy plastycznos$ci. Ce-

lowe jest uzupetni¢ je formute dla energidi sprezysto-
Sci nagromadzone]j we wptywowe,] jednost-
ce dtugos$ci preta.

Wzgledne przesuniecie dwéch przekrojéw oddalonych od dz wynosi dw. Gest
ono wediug (5.6) proporcjonalne wzgledem sity S i do niej rbwnolegte.
Powtarzajec wiec rozumowanie podine w punkcie trzecim znajdziemy dla ener-
gii odksztatcenia warto$s¢ dw =~ S dw, sked wyznaczy¢ mozna poszukiwane
formute dla W = Stosujec dodatkowo wzér (5.6) znajdziemy tnojake po-

sta¢ poszukiwanego wyrazenia, a to:

»»'- | Sw' =] |i =] EAw'2, (7.6)

przy czym znak oznacza pochodne zetowe.

Podalismy trzy istotne formuty dla zagadnienia
rozciggania lub $ciskania prostego preta, a to (5.6), (6.6) i (7.6). Uzu-
petnimy je dodatkowymi wyjasnieniami.

Formuta (6.6) okresla stan napiecia. Przy danych S, A uzycie jej po-
lega na sprawdzeniu wytezenia, tj. na zbadaniu czy

wyznaczone formute naprezenie o czyni zado$¢ nieréwnoéci:

(¢) ~ <. @-6)
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w ktorej 0Q oznaczabezwzgledng wartos¢ naprezenia bezpiecznego przy

rozcigganiu wzglednie $Sciskaniu. Przy tej sposobnosci dodatkowo wyjasnia-

my, ze przy rozcigganiu oQ zalezy od indywidualnos$ci materiatu i cha-
rakteru dziatania obcigzen - ponadto za$ przy $ciskaniu jeszcze od smuk-
tosci preta. O przemiennos$ci obcigzenn, o roli smuktoséci preta bedzie mowa

w innych rozdziatach tego kursu.

Przy danych A, o0Q formuta (6.6) stuzy do wyznaczenia bezpie-
cznego udzwigu preta, ktéry wynosi
(P) =(S) = Aog . (9.6)
Wreszcie przy danych S, o stosujemy ja do zaprojektowa-
nia przekroiju
A = , (10.6)
o

wzglednie jego rozmiaréw liniowych. Widoczne jest , ze przekréj A jest w

pretach rozcigganych lub $ciskanych miara ich nos$nos$ci

Przyktad 1.6. Stup zeliwny projektujemy w ksztatcie rury o przekroju

kotowo-pierscieniowym. Obcigzenie stupa wynosi P = - 76 ton, naprezenie
bezpieczne ma wartos¢ 0oQ = 300 kG/cm , $cianka ma grubos$é a = 7cm. Wy-
znaczy¢ $rednice wewnetrzng dl i zewnetrzng d2 przekroju.

Odpowiedz 1.6. Wprowadzajagc d = d_I;‘:)__ch_ mamy tu:

adTt  (p) j 2.76000 _
A = — -00 ' 8k?d d =7.300" 23 cm>
wiec
di “d”5 0195 mm, d2 =d + " » 265 mm .
Formuta (5.6) stuzy bezposSrednio do wyznaczenia wydtuzen wzglednie

skrécen dowolnych skonfczonych czeéci preta. Ich znajomo$¢ mozez kolei

przy danych warunkach podporowych postuzy¢ do wyznaczania przemieszczen w

dowolnych miejscach preta. lloczyn EA nazywamy sztywnoécia
rozciaggania wzglednie Sciskania preta. Isto -
tnie, ze wzrostem EA maleje w1l przy przej$ciu do mechaniki uktadow

sztywnych zatozylibySmy iz EA jest nieograniczenie wielkie.
Przyktad 2.6. Wyznaczy¢ skrécenie stupa w poprzednim zadaniu wiedzac,
ze diugoé¢ jego wynosi 1 = 3,35 m a stata sprezystosdci zeliwa E =

= 1 000 000 kG/cm2.
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Odpowiedz 2.6. Zwazywszy, ze nie zalezy od zmiennej z przesunie-
1
cie konca stupa wzgledem poczatku wynosi w =J w'dz =2 ,czyli po uwzgle-
%5
dnieniu A = * 253 cm i reszty dat w = - i mm. Skrécenie ,stu-

pa wynosi przeto raptem 1 mm.

Powyzszy przyktad poucza, ze przemieszczenia wynikte z rozciggania lub
Sciskania pretow se¢ nader mate. Obliczanie ich moze mie¢ znaczenie przy
pretach bardzo dtugich, stosowanych np. w wiertnictwie naftowym, w wycig-
gach gtebokich kopalh wegla itp.

Wybitna rola wzoru (5.5 ujawnia sie przy rozwigzywaniu zagadnien sta-

tycznie niewyznaczalnych.

Przyktad 3.6. Uktad sktadajacy sie z dwoéch

ré6znych pretéw zawieszono na niepoddajecym sie

stropie s i podparto niepodatnge ptyte p - po
czym obciezono symetrycznie sitami Q,
Znalez¢ odpory RN i R2.

Odpowiedz 3.6. Sity 2Q, R”™, R2 dziataje wzdtuz
wspdélnej osi uktadu. Dostarczaj? wobec tego tyl-
ko jednego warunku réwnowagi, a to R1 + R2 =
“ 2Q(a). Brakujace rébwnanie nierozdzielnos$ci
wstawimy wzigwszy pod uwage odksztatcalnos$¢ u-
ktadu. Zastosowanie ma tu formuta (5.6), albo-
wiem w dowolnym przekroju uktadu stwierdzi¢ moz-

na obecno$¢ sity podiuznej S. Wynosi ona + RN

w goérnej i - R2 w dolnej czes$ci uktadu. Prze-
kréj posredniczacy miedzy obu czes$ciami obnizy
R 1
sie z powodu wydtuzenia g v gérnej wzglednie
. - R212
skrocenia dolnej czeséci uktadu. Zabez-
E2A2

pieczenie nierozdzielnos$ci tych czeéci kaze na-
R212

pisa¢ brakujagce réwnanie (b). ROW-
E1A1 E2A2
nania (a) i (b) rozwigzujg zadanie.
Podajmy tu celowa uwage: Deséli R™N i R2 uwazamy za reakcje podpor.
to zadanie powyzsze stanowi przyktad zagadnienia zewnet rznie

hyperstatycznego. Gdy za$ Ry & Ra uwazamy za sity podtuzne uktadu, to
zadanie powyzsze jest wewnet rznie niewyznaczalne. W przy-
ktadzie powyzszym zamiany dokonaliSmy w sposéb nader prymitywny. Nie za-

wsze tak bywa.

Przyktad 4.6. W okresie bardzo silnych mrozéw utozono ns znacznej dtu-

gosci prostolinijnej trasy szyny kolejowe bez stosowania dylatacji. Oaki
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stan napigci3 powstanie w szynie w okresie letnich, wyjatkowo wielkich
opatéw?

OdpowiedZz 4.6. Przyjmiemy réznice temperatury w chwili montazu i obli-
czania naprezenia w wysokos$ci niemal t°C = 100°C, wspoéiczynnik rozsze-
rzalnoséci termicznej dla stali w wysokos$ci nieco wiekszej anizeli a »

= 0,00001, a wiec okragto clt =0,001, nadto E = 2 000 000 kG/cm2. Kaz-
dy dowolny przekréj szyny - z powodu identycznych warunkéw po Jego lewej
i prawej stronie - pozostanie w miejscu. Rzecz przeto przedstawia sig tak
jak gdyby$Smy odcinek szyny dowolnej dtugos$ci 1, umiescili miedzy dwiema
nieprzesuwnymi sztywnymi $cianami - i podgrzali go o t°C. Gdyby tych prze-
szk6éd nie byto, pret wydituzytby sieg o w =1 a t. Zatem Sciany wywieraja
na jego kodéce réwnowazgce sie sity R, ktére powodujg $ciskanie preta si-
ta S = - R. Nie mozemy tu wstawi¢ zadnego réwnania réwnowagi, bo nawet
to ewentualne jedno staje sig identycznos$cia R - R = 0. Zagadnienie jest
wiec hyperstatyczne. Trzeba po prostu napisa¢, iz sita S wywotluje skroé-
cenie preta réwne niedosziemu termicznemu wydiuzeniu. Zatem R1 _ 1 at,
skad R = EAat. Praktyczniej jest obliczy¢ O=" = - Ectt = - 2000 kG/cm2,
co stanowi wytezenie znacznej wartosci.

Podalismy powyzej przyktad zagadnienia hyperstatycznego, wyniktego =z
dziatania na uktad przyczyny natury termicznej, a wiec niemechanicznej.
Jakkolwiek kalkulacja mys$lowa, jaka tu zastosowaliSmy, moze by¢ z powo-

dzeniem uzyta w ogdle do zadan niewyznaczalnych, jest ona jednak typowa a

w kazdym razie nieodzowna przede wszystkim dla swej nieme-
chanicznej kategorii. Istota spekulacji polega tu na zwolnieniu podpory
od sity bierne]§ i zamianie jej na stosowang ¢z y nn g dzia-
tajaca wzdtuz oswobodzonego przemieszczenia. Rzecz ta co-

raz to wyrazniej ujawnia¢ sie bedzie przy traktowaniu przyktadow innych

podrozdziatéow.

Przyktad 5.6. Wyznaczy¢ energie dw' rozcigganego preta wychodzac z
definicji (11.3) i (12.3).

Odpowiedz 5.6. Energia jednoosiowego stanu napiecia zamagazynowana Ww
jednostce objetos$ci wynosi - jak w zadaniu 8.3 - W = 2 W elemencie dtu-
goéci dz wynosi ona przeto dw =rf’\|2 dA dz, czyli po podstawieniu (6.6)
i scatkowaniu na polu A - dw = dz, skad wynika W zgodne z (7.6).

Przyktad 6.6. Obliczy¢ energie sprezystos$ci dla ukitadu traktowanego w
przyktadach 1.6 i 2.6.

OdpowiedZz 6.6. Ktorgkolwiek z postaci formuty (7.6) zastosujemy,otrzy-
mamy W =f wdz = p2i = 38 kGm. Istotny w tym wyniku jest fakt, iz ener-

gia ta jest proporcjonalna do kwadratu sity zewnetrzne,j P.
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Przyktady powyzsze nie wyczerpujg tematu. Mozna sobie wyobrazi¢ rozmai-
te ciekawei praktycznie wazne uktady zbudowane z pretéw prostych, z kté-
rych kazdy dla siebie bedzie stanowit przypadek podstawowy, tu traktowa-
ny. Moga to byé np. wieszary, kratownice i inne uktady wyznaczalne lub
niewyznaczalne. Ostrozno$¢ zaleca nem omoéwi¢ je w innych rozdziatach po
wyczerpujgcym przedstawieniu réznych dostatecznie ogélnych metod postepo-
wania. Okaze sie, ze miedzy réznymi tymi uktadami trzeba bedzie czyni¢
nader subtelne réznice natury matematycznej , do czego nie jesteSmy jesz-
cze nalezycie przygotowani. Tamze bardzo obszerne zastosowanie znajdzie
rébwniez pojecie energii odksztatcenia.

Bardziej celowe w tym miejscu bedzie uzupetnienie naszych rozwazan na
obszary posprezyste. W obszarach odksztatcen trwatych czynimy zatozenie,
ze i tutaj w rozcigganych Ilub $ciskanych pretach powstaje jednoosiowy stan

napiecia ze sktadowg a niezalezng od miejsca w przekroju.

W strefie O* —k, tj. S$cisle plastycznej - jes$li taka istnieje - jest:
(S) = KA, (11.6)
przy czym k jest naprgezeniemna granicy plastyczno$ci. Wydtuzenie w Jest

tu nieoznaczone. Mozna je okreéli¢ w niektérych pretach ukitadéw niewyzna-
czalnych, rozwazajgc ich nierozdzielno$¢ z pozostatymi pretami tego ukta-
du, trwajacych Jeszcze w stanie sprezystym. Réwnanie (li.6) wyraza waru-
nek plastycznos$ci dla rozcigganych Ilub $ciskanych pretow.

W strefie dowolnej zaleznos$ci o = f(e) owa nieoznaczono$¢ nie ma
oczywiscie miejsca. Przy zbyt wielkich naprezeniach powstajg tu dwie wat-
pliwos$ci zasadniczego znaczenia.

Pierwsze dotyczy zmiany rozmiaréw poprzecznych preta, modyfikujagcej de-
finicje naprezenia. Byta o tym mowa w czwartym rozdziale. Modyfikacja ta
eliminuje tego rodzaju zagadnienia z grupy przypadkéw podstawowych, ktére
w tym rozdziale rozwazamy. Druga watpliwo$¢ prowadzi réwniez do identycz-
nego wniosku. Wynika ona w wypadku materiatéw ciggliwych ze zjawiska pow-
stawania zwezki miejscowej, zwanej szyjka. Stan napigcia jest tu z pewno-
S§cig trojosiowy. Poza tym za$ zjawisko to nie znalazto dotychczas mecha-

nicznego wyjasnienia: uchyla sie przeto od naszych rozwazan.



7. PROSTE ROWNOMIERNE ZGINANIE

Zbiér sit dziatajacych na przekréj koncowy z = 1, réwnowarty jest mo-

mentowi zewnetrznemu Kx, ktérego ptaszczyzna jest prostopadts do ptasz-

czyzny tego przekroju, a jej normalng jest o0$ x. Inaczej moéwigc wektor
Kx jest rownolegty do osi x jak na rys. 1.7. Réwnowazacy zbiér sit
dziatajacych w przekroju poczatkowym z = 0 sprowadza sie wobec tego ro6-

wniez do przeciwnie skierowanego momentu zewnetrznego Kx> Wektory te dla

prostoty rysunkowej przecigeliSmy z osig preta.

Rys. 1.7
Przypomnimy krétko wiadomos$ci nabyte na powyzszy temat w mechanice
uktadoéw sztywnych. Wplywy wewnetrzne znajdziemy, dzielac pret dowolnym
przekrojem z i odrzucajgc jedna z powstatych czeéci. Operacja ta zamie-

nia wielko$ci wewnetrzne na zewnetrzne, a tym samym umozliwia stosowanie
rébwnan réwnowagi do czeéci drugiej, pozostawionej. Wynika z nich. zZze na

przekroéj z dziata moment
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Mx = Kx .7
rébwnolegty do osi x. Dla rozwazanej czes$ci jest on wielko$ci? zewnetrzna.
Dej znak ustalamy przeto, odnoszac zwrot Mx do aktualnej osi, jak? w

tym wypadku jest o$ x. Dla catego uktadu, a wiec dla preta diugosdci 1 -
ten za$ w istocie jest przedmiotem naszych zainteresowan - jest Mx wiel-
ko$ci? wewnetrzn?. Z tego to powodu zastosowaliS§my mimo iloSciowej zgod-
nosci (1.7) odmienne oznaczenia.

Znak momentu Mx wustalamy, odnoszec jednocze$nie jego zwrot i zwrot
normalnej zewnetrznej n przekroju do kierunkéw aktualnych osi uktadu.
Gdy normalna zewnetrzna przekroju Jest zgodna z dodatnim kie-
runkiem osi z, to Mx jest dodatnie, gdy jego zwrot jest zgo-
dny z dodatnim kierunkiem osi x. Gdy normalna zewnetrzna prze-
kroju jest zgodna z ujemnym kierunkiem osi z, to Mx jest d o-
datni e, gdy jego zwrot jest zgodny z ujemnym kierunkiem
osi x. Na rys. 1.7 zatozyliSmy wiec takie obcigzenie K , iz zaszedt wy-
padek Mx = O.

Moment wWewnetrzny o omdéwionym potozeniu nazywamy m o-
mentem zginajagcym. Méwimy o przypadku réwnomie r-
nego zginania, gdy - jak to obecnie ma miejsce- moment zgi-
najacy jeet niezalezny od zmiennej z, a wiec Jest staty na catej diugo-
Sci preta 1. Przypadek ten nalezy do grupy podstawowych. Dla prostoty
bedziemy w tym ustepie pisa¢ krétko M = Mx>

Przejdziemy z kolei do rozwazan na gruncie mechaniki uktadéw odksztat-
calnych.

Widzimy z ustepu pigtego, ze w grupie przypadkéw podstawowych dopusz-

czamy do konkurencji co najwyzej naprezenia zy, zZ, ., 0. Poniewaz zbior
rébwnolegtych do osi x tudziez y elementarnych sit CydA a takze z~dA
moégtby ewentualnie spowodowaé¢ obecno$¢ sit poprzecznych i momentu skreca-

jacego, przeto wykluczajagc te mozliwo$¢ zatozymy obok (6.5) dodatkowo naj-

pros$ciej (2.6). Oba te zatozenia uwalniajg catkowicie pobocznice preta od

obcigzen. Dednoczeénie widzimy, ze - jes$li tylko przypuszczenia nasze sg
stuszne - stan napiecia w rownomiernym zginaniu jest jednoosiowy. Dedyna
ré6zna od zera skitadowa 62 nie zalezy od zmiennej z, bo przyczyna ja
wywotujgca - M - jest stata. Sktadowag te w dalszym ciggu oznacza¢ bedzie-
my krotko o . Bedziemy przeto usitowali zbudowaé¢ zginanie z réwnolegtych
ciggéw o - podobnie Jak to uczyniliSmy w przypadku rozciggania. Skoro

jednak przy rozcigganiu miatly one stata warto$¢ w kazdym punkcie przekro-
ju, to stusznie wnioskujemy, ze réznica leze¢ bedzie w tym, ze ciggi te z
koniecznos$ci muszg by¢ obecnie funkcjg miejsca (x,y) w przekroju. Zacho-
dzi pytanie, czy nie moga one by¢ funkcjg tylko jednej zmiennej, np. y,
czy wiec mozliwe jest zgiecie proste.

Dziatanie momentu zginajacego objawi sie zakrzywieniem wiékien preta.

Czynigc zados$¢ postulatowi nierozdzielnos$ci uktadu przyjmijmy, ze zakrzy-
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wienie to spowodowane obrotem kazdego przekroju jak sztywnego kartonu za-
chodzi dokota prostej potozonej w ptaszczyzZznie odno$nego przekroju. Zaj-

miemy sig¢ przypadkiem prostego zginania. Zginanie nazywa¢ bedziemy zgina-

niem prostym lub pojedynczym, jesdli o$ powyzszego
obrotu bedzie rownolegta do wektoru momentu M. Obierzmy na
nie o$§ x - zwracajec od razu uwage na to. Ze chwilowo potozenie tej pro-
stej jest wprawdzie zdefiniowane, ale nie Jest nam jeszcze znane. Warstwa
witékien potozona w ptaszczyznie Xz nie dozna - wedtug powyzszego okre-
Slenia - odksztatcenia. Nazywa¢ Je bedziemy warstwe oboje-
Rys. 2.7
tne. Slad Jej w ptaszczyznie przekroju nazwiemy linie obo-
j et ne. Przeto o$ x jest linie obojetne. Element preta diugosci dz
przyjmie ksztatt klinca - jak na rys. 2.7. Przekréj z obréci sie o ket
P , przekréj zas$ sesiedni z + dz o ket tp + dtp. Oes$li promien zakrzy-

wienia r mierzy¢ bedziemy od warstwy obojetnej, to zachodzi¢ bedzie zwie-

zek :

Witékna potozone w gtebokos$ci y pod warstwe obojetne doznaje zdituzu ez =
m £ ; przeto witékno tam umieszczone pierwotnej diugos$ci dz przyjmie ditu-
gosé (1 +e)dz. Z podobienstwa dwéch wycinkéw kotowych wynika proporcja

(I +e)dz : dz = (r +y):y sked w poteczeniu z (2.7) wynika réwnos¢

e = «fy , (3.7)
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gdzie znaczek oznacza pochodng zetéwgag. Réwnanie to wyraza zalozony
drobny obrét przekroju; wyraza ono zachowania ptaskos$ci prze-
kroju po dokonanej deformacji. Wielkos¢ <> okres$lajgac? zachowanie sie
geometryczne wszy st kich wit o kien zawartych miedzy dwo-
ma przekrojami oddalonymi o pomys$lang jednostke ditugosci, a zatem wiel-
kos¢ charakteryzujece zachowanie sieg catego przekroiju na-
zywaé¢ bedziemy zakrzywieniem preta.

W jednoosiowym stanie napiecia wydtuzeniu witdékien w kierunku osi z to-
warzyszy¢ bedzie swobodne poprzeczne ich zwezenie - p. <py w kierunkach X
oraz y. Zatem przekr6j pozostajagc ptaskim nie zachowuje sige jednak jak
sztywna pod kazdym wzgledem catoé¢; w ptaszczyznie swej dozna on odksztat-
cenia. Odksztatcenie to w teorii pretow litych na ogé6t mato nas interesu-
je. Reasumujac zauwazmy, ze przedstawiona koncepcja geometryczna zapewnia
nierozdzielno$¢ elementéw preta.

Naprezenie o jednoosiowego stanu napiecia wynosi:

T = E <f'y. (4.7)
Elementarne sity odA, dziatajace na przekrdéj, tworzag zbiér réwnolegty.
Warunki redukcji - jeden sit 1 dwa momentéw - majg postac
(5.7)
wyrazajaca brak sity podiuznej i momentu M , lecz jedynie momentu M =M.
j . Y. .
Poﬁsrtawiaja,c tu (4.7) i uwazajac na to, ze iloczyn E g mozna wyltaczyé
przed znak catki znajdziemy:
(6.7)

tj. trzy rownania, z ktérych dwa pierwsze zgodnie z wymaganiami geometrii
analitycznej okres$lajg potozenie osi x w ptaszczyznie Xy, a trzecie
okres$la zakrzywienie tp'

Zajmijmy sie najpierw odszyfrowaniem potozenia linii obojetnej X w
prostym zginaniu. Pierwsze z réwnan zgodnie z (2.5) wyja$nia, iz o$ X
przechodzi przez $rodek geometryczny przekroju. Z peku tego rodzaju pros-
tych mamy wybraé¢ te, ktéra czyni jednoczes$nie zado$¢ drugiemu réwnaniu.
Z pozoru wydaje sie, ze drugie z tych réwnan nie daje dostatecznego wy-
jasnienia, albowiem obliczenie bocznika wymaga znajomos$ci nadto osi Y.
Aby watpliwos$ci te rozwia¢ wyobrazmy sobie, ze dla ktérejkolwiek z pros-
tych x o wtasnosci dobralismy dwie do niej prostopa-
dte osie 'y wzajemnie odlegte o diugoé¢ a. Dla jednej z nich jest spet-
niony posi drugiej analogiczne wyrazenie
+ a)ydA = ak widzimy - znika, bo znikaja od-

dzielnie oba dodajnikl tego wyrazenia. W rozwazanych warunkach jest prze-
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to obojetne, ktéry z punktéw osi X przyjmiemy za poczatek
osi y. Skoro wigc 0§ x przechodzi przez Srodek geometryczny przekroju,
dla prostoty przesunmy réwniez o$§ y przez ten punkt. Wiemy jakie zna-

czenie posiada warunek (5.5).

Ostatecznie przeto mozemy stwierdzi¢: W z gieciu pros -
tym l'inia obojetna jest jedna z gtowi -
nych os i S$rod k owych uksztattowania (bez-
wtadnosci) przekroju. Pamietajmy jednak o tym, ze a priori za-

tozyliSmy, ze linia ta pokrywa sig z osig wektora M.Wiec z g i e ci e

pojedyncze mozna wywotac tyl ko wtedy,
gdy moment zg i.n ajecy dziata dokota je-
dnej z gtownych o s i przekroiju. W przypadku

prostego zginania zakrzywiona o$ preta umiejscowig si¢ w ptaszczyzZznie pa-
ry zginajecej.

Ustaliwszy w ten sposéb potozenie linii obojetnej X mozemy przejsé¢ do
ostatniego z réwnan (6.7). Stosujac w oznaczeniu (3.5) uproszczenie piso-

wni Ix =1 znajdujemy

f-r- (7-7)

Poniewaz M jest niezalezne od z,przeto takim tez jest <p, z czego
wynika, iz o$ preta przechodzi w tuk kota. Wracajagc z powyzszym waznym

wynikiem do (4.7) otrzymamy:

E=VY vy. (8.7)

Rezultat ten czyni zado$¢ warunkom réwnowagi (2.2). UczyniliSmy przeto za-
dos¢ wszelkim wymogom stawianym przez mechanike uktadow od-
ksztatcalnych. Rozwigzanie (7.7) i (8.7) jest przeto S§cistym roz-
wigzaniem zagadnienia prostego zginania, jednakze przy zastrzezeniu, ze
momenty Kx = K na obu koncach preta pochodzg od powierzchniowych zbio-
row s it, zgodnych réwniez z rozmieszczeniem (8.7). Gdy tak nie jest,
krétkie skrawki preta trzeba wytaczy¢é z rozwigzania.

Wazng cechg geometryczng rozwigzania jest zachowanie trwatej ptaskosci
przekroju. Pozwala to zbudowa¢ uktad ztozony z kilku réznych i réznie ob-
cigzonych pretéw, a posiadajacych wspélng o$ bez luk po ich zakrzywieniu
przy uzyciu prostego warunku poséredniczgcego, stwierdzajgcego wspoélnosé
kata < na konhcu jednego i poczatku drugiego preta.

Formuta (7.7) poucza, iz w obszarze sprezystym wzgledny obrét d<p dwoéch
sgsiadujgcych przekrojow jest proporcjonalny wzgledem przyczyny M i do
niej réownolegty. Powtarzajac wiec rozumowanie ustepu trzeciego mozemy dla
energii sprezystos$ci zawartej w odcinku preta diugos$ci elementarnej dz po-

da¢ wyrazenie dw =~ Mdtp , czyli przy zuzytkowaniu (7.7)
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przy czym znak ' oznacza pochodng zetowg. Formuta powyzsza okreéla ener-

gie odksztatcenia zawarte w przypadku prostego zginania migdzy dwoma prze-
krojami preta, oddalonymi o pomys$lang jednostke ditugosci.

Wzory (7.7), (8.7) i (9.7) stanowie w obszarze sprezystym komplet for-
mut dla rozwazanego przez nas zagadnienia. Celowe jest w miejsce (8.7)
poda¢ inne, jeszcze prostszg, czym sie obecnie przy omawianiu wzoréw do-
datkowo zajmiemy.

lloczyn El nosi nazwe sztywmno$c.i zginania (pro-
stego). Istotnie zakrzywienie <P jest tym mniejsze, im wieksze jest EI.
Pret nie doznatby zakrzywienia bez wzgledu na wielko$¢ momentu M, gdyby
El byto nieograniczenie wielkie bytby idealnie sztywny - jak w mechanice
uktadéw sztywnych. O tej sztywnos$ci decyduje nie pole A, jak w przypadku
rozciggania, lecz jego ksztattnlk | wzgledem linii obojetnej. Pragnac wiec
otrzymaé¢ wielkg sztywno$¢ musimy polu A nada¢ takag konfiguracje, by uzy-
ska¢ wielkie I. Zaleznie od sposobu wytwarzania wagi, ceny i innych cech
materiatu udaje nam sie to w wiekszym Ilub mniejszym stopniu. Ogdlnie bio-
ragc usitujemy przewazng cze$¢ materiatu umies$ci¢ w znacznej odlegtos$ci od
przysztej linii obojetnej. Belka kratowa réwnolegta jest przyktadem pre-

ta, w ktéorym zamierzenia powyzsze wychodzg Jaskrawo na Jaw. Tworzywo sku-

pione jest tu w pasach goérnym i dolnym, czeé¢ pozostatg tworzag krzyzulce,
ktéore wstawiamy tylko z koniecznoéci dla utrzymania tgcznos$ci miedzy pa-
sami. Innego wtasciwego przyktadu dostarcza walcowany 2z migkkiej stali

dzwigar dwuteowy zwykty, a tym bardziej szerokostopowy. Dzwigary walcowa-
ne majg profile znormalizowane przez huty, ktére podajg dla nich catkowi-
ty opis geometryczny, zawierajacy migdzy innymi tez pozycje I.

Do analogicznych uwag konstrukcyjnych prowadzi analiza formuty (8.7).
Naprezenie o jest proporcjonalne do odlegtosci y widkna od linii obo-
jetnej x. Wynika stad wykres naprgzen podany na rys. 2.7. Najwiekszego
wytezenia doznajg witékna skrajne, tj. te, ktéorych odlegtos$¢ od
linii obojetnej Jest najwieksza. Linia obojetna dzieli przekréj na dwie
strefy - rozciggang i $ciskang. W jednej z nich cis, w drugiej ciag przyj-

muje najwiekszg mozliwg wartosé¢, a to

‘T "~ 7 dI- 2 c 7 2*

llorazy 1/d1 i I/d2 maja charakter czysto geometryczny; zalezg one bo-

wiem tylko od postaci przekroju A. WprowadZmy przeto nowe pojecie

(10.7)



- 151 -

o wymiarze diugos$ci w trzeciej potedze, ktére nazwiemy n o $ ni ki em
prostego zginania (wskaznikiem zginania, momentem  wy-
trzymatosci przy zgieciu). Naprezenia witokien skrajnych przyjme obecnie

postac:

lub zwyczajowe krotke

M - (11.7)

w ktorej dla prostoty pisowni pomineliSmy wskazniki i znaki.
Znajomo$¢ noénikéw Xj, X2 wystarcza do znalezienia naprezen , c2
wiékien; ta z kolei wystarcza do znalezienia - jes$li to w ogodle bedzie
potrzebne - naprezen w dowolnych miejscach 'y przekroju, albowiem bryta

naprgzen ograniczona jest ptaszczyzne jak na rys. 2.7. Wobec tego formuta

(I1.7) stanowi uzytkowe, bardzo cenne i powszechnie stosowane posta¢ wzo-
ru (8.7).

Nosnik X jest miare udzwigu preta zginanego. Chcec uzyskac
mozliwie wielke nos$nos$¢, winnismy przekréj uformowaé tak, by
uzyskaé¢ przy danym A mozliwie wielkie X. Postepowaé¢ wiec trzeba podo-
bnie jak przy tworzeniu wielkiego I, jednakze - wobec roli wielkos$ci d
we wzorze (10.7) - z te uwage, by materiatowi umieszczonemu we widknach
skrajnych nada¢ postac wydtuzone rébwnolegle do linii obojet-

nej. Postepujec w ten spos6éb uzyskamy to, ze przy przeksztatcaniu postaci
geometrycznej przekroju z ustalonym A ze wzrostem | rosnec row -
niez bedzie X. Nadmierne poszerzanie musi Jednak mie¢ swdj kres.
Rozmiary poprzeczne pregta powinny by¢é w obu kierunkach X, y tego samego
rzedu. Nadmierne zwigkszenie jednego w poréwnaniu z drugim przeksztatca
pret w ustréoj ptytowy, w ktéorym stan napiecia Jest odmienny od tu przed-
stawionego. Tablice dzwigaréow walcowanych zawier8je miedzy innymi row-

niez pozycje X .

Przyktad 1.7. Poda¢ noénik prostoketa i kota.

h
Odpowiedz 1.7. Dla prostoketa lJest I = s d. 2 = wobec tego
£ 4 3

XN 2 = . Dla kota jest X = **j 2 " a' woBec te9° 2 ¢ ne"
zultaty te warto zapamietaé¢, zwracajec uwage na usytuowanie rozmiaréw pro-

fili wzglednie linii obojetnej X jak na rys. 3.7.

Przyktad 2.7. Pien drewniany rozcigto symetrycznie wzdtuz.i po obréce-
niu z powrotem zteczono jak na rys. 3.7. lle zyskano na sztywnos$ci i nos-

nosci?
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Odpowiedz 2.7. Ksztattnik nowego profilu wynosi:

2 a47t a%t/4a\2 . a%’t ki 5Sa _Z. &
( (33t} + “2“{a " 35F }

albowiem wspoétrzedna $rodks polc’)wk:iL kata weygiedem Sredmicy jest réwmma i}at.
i 6
g g*n Qo~
Nos$nik nowego profilu Xt <-£—: j - N . Zatem wspo6lny zysk dla ksztat-

townika i nos$nika wynosi:

32

czyli ponad 6C% ich wartosci poprzednich.

Przyktad 3.7. Szerokostopowy dzZzwigar o rozmiarach b, h, b , h posta-
nowiono wzmocni¢, dospawajec don symetrycznie wstegi stalowe o rozmiarach
a, ¢ jak na rys. 3.7. Czy nos$nos$¢ istotnie wzroénie? Oaki winien by¢ co
najmniej stosunek a/b jes$li bQ = 0,94 b, 0,86 h, ¢ =ah =0,21h?

OdpowiedZz 3.7. Ksztattnik i nos$nik przekroju pierwotnego wynosze: I =
bh YéL bh2. Rd dospojeniu wsteg przyj-

6 I+ I* | or o2
me one Wartosc Lo+ * = Sc' 9dzie | » -e . (4c + 6 ¢ h

+ 3 h%). Zatem sztywno$¢ z pewnoscie wzrosnie. No$no$¢ zas$ wzrosnie Ilub
zmaleje zaleznie od nieré6wnosci X. ~ X czyli nieréwnos$ci I11ht2lc , kt6-
re przyjmuje tu postaé¢ ah(4c2 + ech + 3h2)ife bhs - bohg. W E/arunkach

= 7 1( - boho)

okre$lonych tekstem udzwig wzro$nie, gdy bedzie £ > —W e s =
0 4c + 6ch + 3h

-S . 75——————1 ——————————— 9|~ jjip. Szérokos$¢ $cianki dzwigara wynosi tu b.
4ct + eclt 3
Gdy wiec doteczymy wstegi mniej anizeli p6ttorakrotnie szersze od grubo-

§ci $cianki, to nieopatrznie zmniejszymy jego udZzwig, marnujagc materiat i
koszty robocizny.
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Przyktad 4.7. Dzwigar di“uteowy z poprzedniego przyktadu przecieto wzdtuz

regularnej linii tamanej jak na rys. 4.7.

Rozcigte cze$ci rozsunigto i stosownie wzgledem siebie przesunigto po czym

zespojono, uzyskujec dzwigar wyzszy o 0,36 h. Co uzyskano?

Odpowiedz 4.7. W rozdziale niniejszym mowa jest o pretach posiadaja-
cych staty przekrdéj. Przyjmiemy zan przekréj sktadajacy sie z dwéch liter
T, uwazajagc okresowag reszte tylko za potaczenie tych dwu czes$ci. Ksztatt-

nik tak powstatego przekroju jest réwny:

** = ji“"b™h + °.36h)3 - bo(hQ + 0,36h)3 - (b-bQ)(0,72h)3)=~-j| bh3,
. . . . 1 3 L
gdy dla nie przegl_etego dwuteownika byt réwny | bh ™. Nos$nik nowy
i
wynosi X* = q"‘gfefo =~ —j% b%1 , gdy poprzedni wynosit X =~ —g:lj %h

Zyskano zatem na sztywnos$ci ponad 100%, na udzZwigu za$ prawie 50%.
Ksztattujgc przekréj poprzeczny zginanego preta zwréci¢ musimy uwage
na wazng dodatkowg okolicznos$¢. ZwréciliSmy w punkcie czwartym uwage na
to, ze materiaty kruche posiadajg wybitnie wiekszg wytrzymatos¢ Kc na
Sciskanie anizeli na rozcigganie K». Gdy wigec przekroje z tworzyw cigg-

liwych formujemy tak, by linia obojetna potowita ich wysokos$¢, u kruchych

-1 C . ‘2
- = , a zatem rownosc

postagpimy ekonomicznie tak, by spetni¢ réwnosé

X2 K 2 r

zr~ =rr- i wreszcie - z tytutu okreslenia (10.7) - réwnos¢:

X1 r

gdzie jest wysokosciag strefy $Sciskanej, d2 za$ rozcigganej.

Przyktad 5.7. Zeberkowy (teowy) przekréj z zeliwa Kc/Kr = 3 postano-
wiono uksztattowac¢ tak, by grubos$¢ zebra byta réwna grubosci pityty d, by
ponadto linia obojetna pokrywata sie z krawedzig po6tki. Wyznaczy¢ wyktad-
niki stosunkéw h/d i b/d.
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Odpowiedz 5.7. Oddalenie geometrycznego $rodka przekroju od jego dol-

nej krawedzi 13‘5—" ,tl27 winno by¢ réwne d, zgodnie za$ z (12.7) po-
winno tez by¢ ~~4 ~ =3. Z dwu réwna¢ h2 - 2hd - bd + d2 =0, h = 4d

wynika b/d =9, h/d =4 jak na rys. 5.7.

Dochowanie warunku (12.7) przy uzyciu materiatbw o bardzo matej wy-

trzym atos$ci na rozcigganie nie jest praktycznie mozliwe, bo prowadzi do
konstrukcyjnie i teoretycznie niefortunnych ksztattow przekroju. W takich
wypadkach wprowadzamy zatozenie upraszczajece Kr = 0O i strefe rozcigegga-

ne preta wykonujemy z drugiego ciegliwego materiatu, zabezpieczajec oczy-
wisdcie wspoétdziatanie obu. Na tego rodzaju idei zasadza sie konstrukcja
i teoria belki stal-betonowej. Przekrojem ekonomicznym preta stal-betono-
wego jest przekréj teowy, z tym jednakze, ze jego stopa stanowi tu strefe
Sciskane, a zebro spetnia role zabezpieczajgcego wspoéitdziatanie schronie-
nia dla wktadek stalowych, umieszczonych w nim mozliwie daleko od [linii
obojetnej. Nie demonstrujemy tu przyktadu obliczenia takiego ustroju jako
tematu zbyt odlegtego od naszego kursu, zajmuje sie nim oddzielny przed-
miot nauk inzynierskich.

Formuta (I1.7) zaleznie od danych i niewiadomych stuzy¢ moze do spraw-
dzenia wytezenia, do wyznaczenia bezpiecznego momentu, wreszcie do zapro-
jektowania przekroju. Naprezenia bezpieczne stref rozcieganej i $ciskanej
zginanych pretéw se nieco rézne od odnos$nych naprezeh bezpiecznych, roz-
cigganych wzglednie $ciskanych pretéw. Pochodzenie tej réznicy wyjasnimy

w nastepnym punkcie.

Przyktad 6.7. Moment zginajgacy wynosi M = 1 tm. Przyjmujgc dla drzewa

naprezenie bezpieczne 0Q = 90 kG/cmz, a dla stali oQ = 1400 kG/cmzza—
projektowac¢ przekréj prostoketny o wyktadniku h/b = 1,4.
N . . bh2 b3
OdpowiedZz 6.7. Dla przekroju prostoketnego jest X= —g~ =~ — | zatem
b = éfiM. Dla drzewa zatem jest b = 15 cm, h =21, dla stali za$ b =

Vo
= 60 mm, h = 84 mm.

Przyktad 7.7. Uzupetniajagc daty poprzedniego przyktadu wyktadnikami

~0/h =10,86, bQ/b = 0,94 wyznaczy¢ rozmiary stalowego przekroju dwuteo-

wego. Jak wie™a jest oszczedno$¢ na materiale?
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bh2 b3

Odpowiedz 7.7. Wedtug przyktadu 3.7 mamy tu X = =~ y—5' zatem
b =y ~ ~ 80 mm, h =~ 115 mm. Grubos$¢ stopki wynosi 8 mm, a s$cian-

ki 5 mm.OPoIe przekroju wynosi tu 17,8 cm2, gdy poprzednio wynosito 50.4
cmz, tj. niemal 3 razy wiecej.

Formuta (7.7) moze stuzy¢ bezposdrednio do obliczenia zakrzywienia pre
ta. Niekiedy, gdy wzgledy konstrukcyjne ograniczaj? to zakrzywienie, stu-
zy¢é ono tez moze do wyznaczenia koniecznych rozmiaréw przekroju. 3ej zna-
czenie uwidacznia sie jednak najwyrazniej przy rozwigzywaniu zagadnien hy-

perstatycznych.
Przyktad 8.7. Obliczy¢ promienie krzywiznowe w dwu poprzednich przykta-

dach przyjmujec, ze stata E wynosi dla drzewa 100 000, dla stali 2000000
kG/cm2.

bh3
Odpowiedz 8.7, Dla przekroju prostoketnego jest I = d~a clvvuteo’
*
wego za$ o uzytych wyktadnikach jest | :%”"’ Znajdziemy wigc dla preta
drewnianego r = 116 m, dla stalowych za$ r =59 m wzglednie r =81 m

Z przyktadu powyzszego wynikaj? interesujgce wnioski: Stosunek P wyno-
si tu dla drzewa 550 dla stali za$ 700. Poniewaz przemieszczenia preta s3g
odwrotnie proporcjonalne do r, przeto widzimy, ze - zgodnie z zatozenia-
mi teoretycznymi - se one mate w poréwnaniu do rozmiaréw poprzecznych pre-
ta. Z drugiej strony za$ widzimy, ze stale wysokowarto$ciowe, tj. stale,
dla ktérych dopuszczamy wysokie naprezenie bezpieczne, maje niestety ogra-
niczony zakres konstrukcyjny w tych wypadkach, w ktérych musimy zwraca¢

baczne uwage na przemieszczenia uktadu. W rozpatrywanych przyktadach pre-

ty stalowe okazaty sie mniej sztywne od drewnianego. ZyskalibySmy wybit-
nie na sztywno$ci dopuszczajagc dla nich tylko <® = 1000 kG/cm

Przyktad 9.7. Oak sig¢ zmieni stan napiecia i sztywno$¢ preta drewnia-
nego w przyktadzie 6.7, je$li wzmocnimy go z obu stron wyzszych blache
stalowag gruboséci c¢/2 = 1,5 mm

Odpowiedz 9.7. Moment zginajgcy M = 1 tm rozdzieli sie na drzewo i

stal. Zadanie jest niewyznaczalne statycznie, albowiem dysponujemy jednym

tylko réwnaniem statycznym M~ + Mg = M (a). Skoro jednak blacha wspo6t-
dziata z drzewem, zakrzywienie obu musi by¢ zgodne, skad wynika warunek
M. M
nierozdzielnos$ci m— = w=S— (b) jako drugie réwnanie. Z obu znajdziemy
d d Es1s
Ewl-= m Eele P
M. =M. . T —T™ =7 M M =M S % m =§ M,
d EdJd + Esls 7 S d d + Esls 7
6M. . ? 6M -
skad o, = — £ = 65 kG/cm nadto o = — = 1300 kG/cm . Warto tu zwré6-
d nh2 s ch
ci¢ uwage na stosunek °s/°d = Eg/E~ = 20. Promien zakrzywienia wzrést do
E.1,+E |

wartosci r = n = 162 m.



- 156 -

Przyktad 10.7. Wyznaczy¢ przemieszczenia kohca swobodnego uktadu jak

na rys. 6.7, obcigzonego momentem K.

Rys. 6.7

Odpowiedz 10.7. Kazdy z pretow pod dziataniem rbwnomiernego zginania
momentem M = K przyjmie posta¢ tuku kotowego. Przekréj utwierdzony nie

dozna ani przesuniecia ani obrotu. Przekréj koncowy preta a obréci sie o
Ka

£l Wobec tego ziaczony i nim sztywnie pret b obréci sie o ten
k?t <4b = <pa. wskutek czego koniec swobodny dozna przemieszczenia vL
Kab - PR : \Y
s Promien zakrzywienia preta a wynosi r Wynika
a a
a2 a2
sted przemieszczenie jego konca Vvfi « 2r~~ * 2E—T—* Tyle samo wynosi prze-
8 aa
)
mieszczenie w. =V kornica b. Wreszcie dla preta b jest r.
> 1 b 2Kb. ) A )
stod Vb = 29 p j . Ostatecznie koniec swobodny ukitadu dozna przemie-
b 2 b
szczen w Ka L - ii Kab Kb
- 217 Vvd =~ +vA=vVv ; + w

Oba one sg proporcjonalne wzgledem K.
W innym rozdziale podamy metody, ktére dla uktadéw zachowujgcych sie w
ostatnio podkreslony sposéb bardzo szybko prowadzi¢ bedg do celu.Odgrywa

w nich niepos$lednig role pojecie energii sprezystos$ci.

Przyktad 11.7. Obliczy¢ energie odksztatcenia W prostego zginania wy-

chodzgc z definicji (11.3) i (12.3).
OdpowiedZz 11.7. Stan napiecia Jest jednoosiowy, przeto dw =1 dAdz
M2 ~ 2
lub po uwzglednieniu (8.7) dw = dz _fer dA dz, skad w'zgodne z
2EI*

(9.7). Energia preta dtugiego 1 wynosi W =



8. UKOSNE ROWNOMIERNE ZGINANIE

Zginanie nazywamy u K o § n e lub podw&6ijne, gdy wektor mo-
mentu zginajgcego M nie pokrywa sie z zadng z dwu gtéwnych osi x, y u-
ksztattowania przekroju. Rozpatrzmy obecnie ten przypadek.zaktadajgc znéw,
ze nalezy on do grupy przypadkéw podstawowych a wiec gdy moment zginajacy
M Jest staty i réowny momentowi zewnetrznemu K, czyli gdy zginanie Jest

rbwnomierne.

Rys. 1.8

Niechze na rys. 1.8 osie x, y bedg osiami gtébwnymi zaznaczonego tam
przekroju. Przyjawszy prawy uktad osi x, y, z widzimy, ze dodatni kie-
runek osi z skierowany jest przed ptaszczyzne rysunku. Niech normalna
zewnetrzna n przekroju pokrywa sie z tg osig. Najwidoczniej przeto skta-
dowe gtéwne

M = M costt, M o M einol. , (1.8)
X y
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podanego na rysunku momentu zginajagcego M s3g dodatnie. Nie umniejsza to
- oczywiécie - ogd6lnosci.naszych rozwazan. Zastosujemy dla rozwigzania
zagadnienia zasade superpozycji.

Gdyby momenty i dziataty oddzielnie, kazdy z nich wywotatby

oddzielne zakrzywienie, zbudowane na wzér (7.7), tj.:

M .M
— T — "ok *
= EI v=Ely (2+8)

Kazde oddzielne zginanie bytoby proste, tj. wektor cplbytby zgodnie row-

nolegty do Mx, wektor za$ i|/' zgodnie réwnolegty do M~ Zasada superpo-
zycji prowadzi do wniosku, iz moment catkowity M = |VMx * My |wywota te

same zakrzywienia sktadowe, czyli catkowite o» =|”"<p2 + V|-

Wprowadzajgc skroét

1 0052a sinzg
T (3.8)
mozemy catkowitemu zakrzywieniu nada¢ postac:
o = Wr. (4.8)
Wyrazenie | nie wyraza tu jednak ksztattnika wzgledem jakiej$ znanej nam

osi, ma z nim jedynie wspo6lny wymiar. Potozenie wektora O) okreéla punkt
przeciecia sie wektorow tf, y > Srodek geometryczny przekroju, poza
tym jego nachylenie [3 wzgledem osi x. Obliczy¢ je mozna ze zwigzku tg [5 =

= ktéry po uwzglednieniu (1.8) i (2.8) przyjmie postac:

tga. (5.8)
Znajomos$¢ funkcji tg pozwala wyznaczy¢ cos i sin. tatwo znalez¢
cos|5=1i— cosa, sin p = i— sinol, (6.8)
X y
gdzie | okres$la skréot (3.8). Nie ma nic niezwykiego w tym, ze p zalezy

od uksztattowania przekroju. Natomiast za bardzo korzystny zbieg okolicz-
nos$ci matematycznych nalezy poczytywaé¢ fakt, iz nie zalezy
od wielko$c.i momentu M, tyl ko od jego

orientaciji <X.
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Przy I—X i Iy jest najwidoczniej IB’\ a . Odmiennie zatem anizeli w
zgieciu prostym, przekroje preta pozostajac ptaskimi obracaja sie dokota
prostych w' n i e pokrywajagcych sie z wektorem M. Ina-
czej mowigc, prostopadta do <e ptaszczyzna zakrzywionej osi preta jest

odchylona od ptaszczyzny pary zginajacej o kat [|3-a,
Zakrzywienie u> jest jednym ze skutkéw przyczyny M. Z wielu praktycz-
nych i teoretycznych wzgledéw to uogdélnione przemieszczenie co'rozkltadamy
czesto na czeSsci s ktadowa i bocznag. Pod przemieszcze-
niem skiadowym rozumiemy cze$¢ rownolegta do przyczyny, pod bocznym za$
czesc plrostopadla, do przyczyny. Wynoszg one tu co', = co' cos( (3- cl) tudziez
(Dj_= co sin(]|3-d.). Rozwijajac tu obie funkcje trygometryczne i uwzgled-
niajac réwnosci co cos [3=@, uj'sin |3=y', nadto okres$lenia (2.8) znajdzie-

my :

, M M i M M
0),, = gir— cos a + sinoi, &= - —2— sina + cosoi. (7.8)
X y X y

W literaturze przedmiotu podaje sie wykres$lng konstrukcje kata|3. Owa
uporczywie podawana konstrukcja polega na wyznaczeniu $rednic sprzezonych

pewnej elipsy. Uwazajagc jag za piekny wprawdzie ale tylko historyczny za-

bytek, podajemy oryginalng prosta metode znalezienia kata (3. Na dodat-
niej osi X odcinamy w dowolnie przyjetej podziaice ksztattniki IX, Iy,
w koncach A, B tych odcinkéw kreélimy przynalezne rzedne, a z poczatku

0 kierunek a momentu M, Znaleziony w ten sposéb punkt C odrzucamy réw-
nolegle do osi x w D, zyskujac nachylenie (3 . Istotnie z konstrukcji
tej wynika rownos¢ |, tga= | tg i3 zgodny z (5,8).

Moment Mx wywota w punkcie (x, y) przekroju naprezenie o,=+ Mxy/IX.
Analogicznie moment M~ wywota tam naprezenie °2 = ~ Myx/ly* Znak pier-
wszej formuty nie budzi watpliwos$ci. Znak drugiej wynika stad.ze dla M>0
strefag rozciggang jest cze$¢ x<0, a $ciskang czes¢ x3»0 przekroju.
W rezultacie moment catkowity M wywota w punkcie (x, y) przekroju napre-

zenie

0= y - X’ (8.8)

dla ktérego znaczek z pominieto. Uzyto go przed chwilg celem zwrécenia
uwagi na to, ze skutki czeéciowe mogg by¢é dodane algebraicznie, bo sa one
naprezeniami podiuznymi tej samej orientacji z.

Bryta naprgezen ograniczona jest ptaszczyzng. KrawedZz przecigcia sie jej

z ptaszczyzng przekroju jest linig obojetng, tj. miejscem geometrycznym
| M
punktéow o wtasnoéci 6= 0. 3est to najwidoczniej prosta y = x y~ lub

y X
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po uwzglednieniu (1.8) prosta y = x tgp, wiec ostatecznie prosta co' . Za-
tem - jak w zgieciu pojedynczym - przekréj obraca sie dokota linii obojet-

nej. Naprezenia rosnge (co do bezwzglednej wartos$ci) wraz z oddaleniem od

tej linii. Wynika sted uzupetnienie rys. 1.8 wykresem naprezen, wynikaje-
cym z przecigecia bryty naprezen ptaszczyzne prostopadte do linii obojet-
nej.

Gdy przekr6j ograniczony jest krzywe posiadajece analitycznie okres$lo-
ne réwnanie, ciegte styczne, skrajne liczebnie naprezenia obliczamy poszu-
kujec ich analitycznego extremum. Podstawiajec mianowicie w (8.8) réwna-
nie brzegu y = f(x), okresdlimy o jako funkcje o= F(x) zmiennej x. Gdy
tuki ograniczajece kontur maje zatamania, nalezy nakres$li¢ linige obojetne
celem przekonania sie, dla ktérych tukéw poszukiwaé extremum. Gdy brzeg

przekroju nie jest okre$lony krzywe analityczne, nalezy wyznaczy¢ linie obo-

jetne i nakres$li¢c rownolegte do niej styczne do konturu. Na rys. 1.8 w
punktach P i Q <cis i cieg osiggaje skrajne wartos$ci. Gdy kontur jest
ograniczony odcinkami prostolinijnymi, najwigeksze wartos$ci cisu i ciegu

znajdujemy zawsze w zatamaniach brzegu, posiadajecych najwieksze oddale-
nia od linii obojetnej. Moze sie to oczywiscie zdarzy¢ réwniez w zatomach
przekroju ograniczonego ‘tukami réznych krzywych.

Mozefrly oczywidcie w kazdym z omawianych wypadkéw nada¢ rezultatom kon-
cowym posta¢ formalnie zgodne z (11.7) tzn. wyznaczy¢ w poszczeg6lnych
przyktadach nos$nik ukos$nego zginania. Mozemy
tez usitowac¢ zdefiniowaé¢ go ogdlnie formute analogiczne do poznanej wczes-
niej (10.7). Naszkicujemy ponizej tok postgpowania.

Obréémy na rys. 1.8 osie ukitadu wspéirzednych o ket p. W ten sposéb o$

t, zajmie potozenie linii obojetnej co’; oS rj jest do niej prostopadta.
Wspotrzedne punktu stare X, y i nowe £ , tj zwiezane se znanymi relacja-
mi

X = % cos p—tj sinP, y = £ sin p+ r1j cos (i (9.8)

Rugujec nimi xi y we wzorze (8.8), uwzgledniajec (1.8) i porzedkujec

wzgledem £ i znajdziemy:
0= ml;(co8c*8Inp . sinacosft) + M~ (eosgeos]| + slnasin”®
*X *y X y

Wykorzystujec tu (6.8) znajdziemy, ze pierwszy dodajnik odpada, drugi za$

przyjmuje proete postac:

o« jil, (10.8)

gdzie | wyrazone jest w (3.8). Otrzymalismy przeto formute analogicznie

zbudowaneg jak (8.7) w prostym zginaniu. Napregzenia w uko$Snym zginaniu se -
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co juz wczeé$niej stato sig dla nas oczywiste - proporcjonalne wzgledem od-
dalenia od linii obojetnej. Wobec tego wprowadzajec znéw pojecie witdkien

skrajnych okres$limy uogdlniony nos$nik x 1 formute:
o=", (11.8)

zbudowang jak (11.7), Okazemy w nastepnym punkcie rozdziatu,ze nos$nik ten

mozemy wykry¢ na réwnie prostej drodze konstrukcji wykres$inej.
Zakrzywienia <3 i ij/'odpowiednio zgodnie réwnolegte do momentéw  Mx

i M , Pozwala to w tej chwili wypisa¢ wyrazenie dla energii sprezystosci

W* nagromadzonejwpomys$lanej jednostce diugos$ci preta. Mamy po prostu:

A S VO S .3 1 My 1 CT 2 1 CT 2
W=5 M<S+TF My =4 7 Elxp + 2 Elyv™ - (12*8)

przy czym znak 1 oznacza pochodng zetowg. Do identycznego wyniku dojdzie-
my piszgc w =i Mco, jesli w formule (7.8) uwzglednimy relacje (1.8). Na-
lezy wystrzega¢ sie pochodnego sadu, ktéry nasuwa wyglad formuty (12.8), ja-
koby energia sprezystoséci podlegata rowniez zasadzie superpozycji. Powyz-
szg prostote wykazat wzér (12.8) jedynie dzieki temu, ze udato sie nam
wyspekulowaé¢ pojecie prostego zginania i w konsekwencji zgiecie ukosne roz-
tozy¢ nadwa proste. Zawdzigczamy za$ to obiorowi szczegdlnych osi wspodt-
rzednych, jakimi sg ty |l k o i tyl ko gtoéowne $§rod -

kowe osie uksztattowania. Nalezy w przysztos$ci pamigta¢é o tym matema-
tycznym dobrodziejstwie.

Przyktad 1.8. 3ak sie zmienig naprezenia w przyktadzie 6.7, gdy pta-
szczyzna pary zginajgacej zajmie potozenie prostokatne wzgledem prostoka-
ta?

OdpowiedZ 1.8. Znaczy to, ze kat nachylenia wektora M wzgledem osi x

wyznaczy¢ nalezy z zatozenia tgot =g lub <coscc=g lub tez sina = g gdzie

d =V + h2 =~ 1,7 b. Poniewaz I))g = ’]‘_2 . Iy = przeto tg (t = yy
tgct = g ctgct, skad |S =£ -1*, czyli linig obojetng jest tu druga przekat-

nia prostokata. Wobec tego najwieksze wytezenie znajdziemy w wierzchot-

kach prostokata (iy, - jy) i (- jy, jy). Wyrazaja je naprezenia o= + j*8§g*9dY

w przyktadzie 6.7 byto O= + Stosunek naprezen tych wynosi wiec =
bh
* ~ 1,6, Przez zatozone zmiane naprezenia wzrosty o 60%.
Przyktad 2.8. Ile wynosi nos$nik zginania dla przekroju eliptycznego o

pétosiach a, b?
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2
OdpowiedZz 2.8. Z rownania konturu x2/a2 + y2/b2 = 1 “a) mamy ~ =-"2 ~
(b). Wobec |Ix = ab43t, =8 blt jest 0= ggg (—£ vy A~ x) (c). Z wa-
d m o b a
runku extremum o = 0 mamy v - ‘b£* co w potagczeniu z (b) daje % -
M X a
= - |y Réwnania (a) i (d) dajag wspoéirzedne poszukiwanych punktéw
n ab M ab M
konturu, a to X + + — mmX s y =1 m* Po podstawieniu
"Vy VvV e b2M2 V s2mx + bV

ich w (c) otrzymamy poszukiwane extrema O = + m-4* V a2M2 + b2M2.Nos$nik

abn T X y
zginania wynosi tu wiec Mo EE?E? i jest - jak widzi-
+0 4\i~27 2 2 . 2
wa cos a + b sin'd
my - zalezny od rozmiaré6w a, b przekroju i potozenia a momentu M.
Przyktad 3.8. Para zginajgca M lezy w ptaszczyzZznie pionowej. Zetowy

przekréj to/b = hQ¥h = 0,88, b/h = 0,50 jg przejmujacy, postanowiono u-

miesci¢ na podstawie nachylonej pod y = 22 ~ wzgledem poziomu - wiec ja-
ko np. ptatew dachu hali fabrycznej. Powstata watpliwo$¢, ktére z potozen

przekroju jest prawidiowe.

Odpowiedz 3.8. Zatem wektor M jest rownolegty do prostej poziomej p,
od ktérej odmierzamy kat nachylenia y . Na rys. 2.8 naszkicowano dwa po-
tozenia przekroju. Prawidiowe potozenie jest to, dla ktérego wytezenie jest
mniejsze. Na razie wyznaczymy parametry gtbwne. Przyjawszy osie odniesie-

nia £ , rj np. jak na prawej stronie rysunku mamy: 1£ =T5 (t>h3 - bQh~"),

i podobnie (b3h - b3hQ) - bo drugi dodajnik 1~ tj. *ibbO(bOh - bh~
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z powodu bQb = h0/h odpada - wreszcie =gl bbQ (h2 - h%).Uwzglednia—

jac wyktadnik stosunku 0,88 znajdziemy:

T 1 ht3 4 .4 T 1 .3. 1 .4 n 1 h2 2 1 .4

\ =~'TO bh =15 b ' XU =~35 b h =15 b ’ °4 40 b h =10 b *
Nachylenie kierunkéw gtownych wzgledem osi +, wyznacza relacja tg 2y =

20,
= -mm =1, sked 2v =45 . Zatem jedna z osi gtéwnych odchylona jest

H " 1t? 0 -0

od osi odniesienia ft o ket yQ =y = 22 . PrzyjelisSmy Je dla wygody ra-
chunkowej Jako 08 y; 0§ x na prawej cze$ci rysunku dobrano zgodnie z
przyjete w toku wywodu teoretycznego z uktadu prawego, na lewej - z ko-
niecznos$ci - z lewego. Okazuje sie, ze lewe ulozenie jest prawidiowe, bo

prowadzi do zgiecia pojedynczego dokota osi wielkiego ksztattnika.prawe
za$ jest wadliwe, bo prowadzi do nieekonomicznego zgigecia podwodjnego,okre-

Slonego ketema = 90°-(y+ y ) = 45°.

Azebyoceni¢ réznice wytezenia obliczamy gtéwne ksztattniki z formuty
Xx,y =l (1§ +V "1V (la * V 2 + ADt' ktOra dale "~ h * b4' Xy =
= . b4. Linie obojetne w potozeniu lewym Jest 0§ momentu; w prawym wy-

znacza je wedtug (5.8) tg|3= je. Najwiekszego wytezenia doznaje w poto-

zeniu lewym wiékna skrajne A i B. Ich wspdéirzedna wynosi ¢ = cosy *
b+bo . . . . . - M
+ 2. siny = 1,285 b, zatem skrajne naprezenie wynosi: o = +y—c¢c =
= + 4,28 W potozeniu prawym najbardziej wytezonymi miejscami se punk-
b4
ty C i D o wspoéitrzednych:
h b—b h b
X= + ~ cosy + m2— sin y=+0,901 b, y= +y«iny + —~— cosy = +0,438 . b.

Naprezenie w tych miejscach wobec MX = My = MV2/2 wynosi wedtug (8.8)

a = + 14,51 tj. niemal 3 i razy wiecej anizeli w potozeniu lewym .Przy
b , . i o
szkicowym traktowaniu rysunku wetpliwo$¢ moze budzi¢ w potozeniu prawym
wytezenie punktéow E i F o wspoétrzednych:
h b+b _h b+b
X= + cosy i siny =+1,173 b, y =+y— siny +—"— cosy = + 0,532 b.
Znajdziemy tu nizsze warto$s¢ naprezenia, a to 0= + 12,28 i ta jednak
b

jest prawie 3 razy wieksza od skrajnej w zgieciu proatym. Przyktad ten wy-

starczajgco poucza, dlaczego usilnie unikamy uko$nego zginania.



- 164 -

Przyktad 4.8. Obliczy¢ zakrzywienia preta w poprzednim przyktadzie.

Odpowiedz 4.8. W zgieciu pojedynczym jest u>= \p =~ — W zaieciu u-
Eb

kosnym stosujec wzory (3.8) i (4.8) oraz (7.8) znajdziemy catkowite zakrzy-
wienie co = ~ 4- wigc 8y razy wieksze; sktadowe zakrzywienie wynosi:
65 M . 1 . . Lo

— N a wigc 6y razy wieksze, wreszcie przybywa zakrzywienie boczne

Eb

55 M . . . . . o .
- —y —j. Przez obrécenie profilu stosunki doznaje przeto przerazajacej
zmiany.

Przyktad 5.8. Wyznaczy¢ energie w', wychodzec z definicji (11.3) i
(12.3).

OdpowiedZz 5.8. Stosujec (8.8) otrzymamy:

2 f MM
/ smdA = dz . ig- 0 (-] y2 - 2 xy) dA.

Uwzgledniajec (3.5) wraz z (5.5) znajdziemy (12.8) jak by¢ powinno.

Uzupetnimy rozwazania punktéw siédmego i 6smego d dla wypadkéw,gdy mate-
riat nie jest liniowo sprezysty lub tez gdy ze wzrostem momentu zginajace
go zostata przekroczona granica proporcjonalnos$ci materiatu.Prawo Hooke’a
musi byé w tych wypadkach zastgpione, wzglednie uzupetnione innym prawem

wigezacym.

Przyjmiemy, ze jest nim przedstawiony w lewej czes$ci rys. 3.8 zwigzek

Cl= f(s), (12.8)



- 165 -

wykryty z jednorodnego jednoosiowego roz-
ciaggania i S§ciskania. Gwoli ogélnosci nie krepujemy
gc przy tym zadnymi uproszczeniami, wigc w szczegd6lnos$ci przyjmiemy f.(-e)?
f -f,(e) jak to sie zdarza np. zawsze dla tworzyw kruchych.

Teorig réwnomiernego zginania pryzmatycznego preta oprzemy na dwoéch

istotnych zatozeniach. Przyjmiemy, Zze przekroje preta,pozostajagc

ptaskimi, obracaija sie dokota prostych co' - a nadto,
ze wywotany zgigciem stan napiecia jest jedno -
osiowy. Najwidoczniej przeto przemycamy oba te fakty z dotychczaso-

wego zginania liniowo-sprezystego. Oméwimy blizej oba te zalozenia.
Zatozenie niezmiennie ptaskiego przekroju jest teoretycz-
nie uzasadnione; zostato ono réwniez wielokrotnie potwier-

dzone doswiadczeniem. Gdyby o0$ obrotu przekroju byta nam znana, mogliby$-

my w dowolnym jej punkcie umies$ci¢ - dla celéw analitycznego traktowania -
poczatek osi x, y i przyjawszy je tam dowolnie, roztozy¢ wektor co' na
czesc X-omag t» i y-owaip'. Nie mozemy sie spodziewa¢, zZze owa 0$, wiec owa

linia obojetna, przejdzie przez Srodek geometryczny przekroju; przeczy te-
mu zupeina dowolno$¢ funkcji (12.8). Z tego samego powodu nie mozemy sig
réwniez spodziewaé¢ jakiché dobrodziejstw ze strony gtébwnych osi uksztatto-
wania. Skoro jednakze bez uktadu odniesienia nie mozna zadania w ogdle trak-
towacé¢, przyjmiemy z koniecznos$ci byle jakie. Moze nim ewentualnie byé¢ u-
ktad $rodkowy gtéwny - po prostu ze wzgledu na naturalnoé¢ jego opisu.
W tym uktadzie o8 to' zajmie jakie$ blizej nam nieznane potozenie. Z kine-
matyki wiadomo nam jest, ze w powyzszych warunkach obrét co dokota mimo-
Srodkowej osi ztozy¢ mozna z obrotu co dokota osi réwnolegle $rodkowej i
przesunigcia w' prostopaditego do ptaszczyzny obu réwnolegtych.Wreszcie 6w
obrét co' roztozy¢ mozna - jak juz wspomniano - na czes$ci ep'i ip.
Ostatecznie wigec zatozenie niezmiennie ptaskiego przekroju wyraza roéw-

nanie :
t'= w'+ cpy - ip'x, (13.8)
zawierajgce wszystkie znane nam z dotychczasowych rozwazan dodajniki.Gdy

zna¢ bedziemy parametry <p, )p', W', znane toz nam bedzie potozenie linii o-

bojetnej z jej definicji e= 0, a zatem réwnanie

ip'x - <fy = w'" (14.8)

$§cidle biorgc winniSmy pisa¢ nie w, lecz w', zaznaczajgc, ze w” ozna-
cza przesuniecie punktu x =y = 0. W ten sposéb uczynilibySdmy tez rézni-
ce miedzy £ = a w”. Skoro jednak nie mamy zamiaru catkowac réwnania

(13.8), tj. szuka¢ w, mozemy poprzesta¢ na uproszczonej pisowni.
W mojej pracy "O rozwinieciu potencjatu sprezystoéci i zastosowaniach”
(Akademia Nauk Technicznych - Warszawa 1932) wykazatem, ze zatozenie jed-

noosiowego stanu napigecia w omawianym zagadnieniu j e s t niezgod -
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ne z matematycznie §cista teorie, wykazujacg tu stan
tréjosiowy. Istnieje Jednak dwa powody, dla ktérych chcemy z nie-
go w dalszym ciagu korzystaé« Przede wszystkim rozwigzanie $ciste Jest bar-
dzo zawite. Ponadto jednak - i to stanowi przeszkode natury zasadniczej -
nie znamy dla Zadnego materiatu, nie podlegajagcego prawu Hooke'a.zastepu-
jacych go relacji wigzacych dla trdojosiowego stanu napiecia. Wspominatem
juz o tym w punkcie trzecim. Przyjmiemy wiec z koniecznosci dla celéow
przyblizonego rozwigzania zwigzek (:2.8), w ktéorym zdefinio-
wane przez (13.8) e jest zalezne od zmiennych x, Y.
Wypiszmy obecnie na wzér (5.7) trzy réwnania redukcyjne

J f(s) dA- 0. Jy f(e) dA - M, jfx f(e) dA = - M, (15.8)

w ktérych dA > dx dy. Réwnania te po wykonaniu catkowaé¢ postuza nam do
znalezienia trzech niewiadomych -if', tpl, w* - zagadnienia. Okaze sie.ze za-
lezg ona nie tylko od konfiguracji przekroju : kierunku a momentu, lecz
- nieetety - ponadto od jego wielkos$ci M Ze zmia-
ng przeto momentu linia obojetna réwniez zmienia tu swoje potozenie i to
- 0g6lnie bioragc - wraz z kierunkiem.

Wréciwszy z o, \p, w do e okres$limy je w kazdym punkcie (x,y) prze-
kroju. Musimy na zakonczenie dodatkowo w kazdym oddzielnym przypadku wy-

kaza¢, ze w zadnym punkcie przekroju ze wzrostem momentu
nie maleje bezwzgledna warto$¢ naprezenia, co wobec ewentual-
nej zmiany kierunku linii obojetnej moze sie zdarzy¢. Zwrdcilis-

my juz bowiem uwage na to w trzecim punkcie, przy sposobnosci wyjasniania
rys. 4.3, ze odcigzanie odbywa sie wedtug prawa odmiennego od prawa do-
cigzania (12.8). Zagadnieniem odwréconym tj. zadaniem malejgcego M nie
chcemy sie tu zajmowad.

Szczeg6lny wypadek oméwionego tu zadania stanowi zgiecie elasto-pla-
atyczne. Najprostszg Jego posta¢ otrzymamy zatozywazy. iz funkcja o= f(e)
przebiega jak na prawej stronie rys. 3.8. Tu rowAl$z rozwigzanie buduje-
my na zatozeniu niezmiennie ptaskiego przekroju (13.8) i przyjeciu jedno-
osiowego etanu napiecia. Sak wynika z doktadniejszych rozwazan to drugie
zatozenie - z powodu przebiegu deformacji plastycznej bez zmiany objeto-
§ci - jest tu w obrebie catego przekroju $ciste.

Przy pewnej warto$ci moaeatu - zaleznie od uksztattowania przekroju -
po obu stronach linii obojetnej albo poczatkowo tylko po jednej a nieco
potem i po drugiej w witéknach skrajnych naprezenia osiggng warto$¢ * k na
granicy ptynnosci. Wartosci tej mimo wzrostu bezwzglednej wartosci £ prze-
kroczy¢ one - zgodnie z podanym wykresem - n ie moga. w rezulta-
cie przekrd6j podzielony zostaje na trzy strefy - Srodkowa sprezy -
sta e polu As i dwie skrajne plastyczne o polach Aci A_.
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Zwigzek (12.8) przybiera tu wiec postac:

Ac' 6 ~ =" k; AS'* =V e) =EelAr' °=fr~s) = +k'
(16.8

przy czym uktad wspoéitrzednych mozemy i tu dobra¢ dowolnie, tak ze S wy
razamy relacjg (13.8) z figurujagcym tam wolnym dodajnikiem w! Strefy A

i Ag tudziez Ar i Ag rozdzielajg wigec proste c i r o réwnaniach

tp’x - epy =w' + jy. (17.8

Réwnaniem lin ii obojetnej bedzie nadal(14.8). Gdy zna¢ bedziemy cp, \p', w

dokonamy podziatu pola A na czes$ci Ac< Ar i Ag. Zastosjemy wobec te
go warunki (15.8), ktadac pod znakiem catki

f(e) = fc(e) + fg(e) + fr(e) (18.f
i rozbijajac obszar catkowania Ana wykazane czes$ci. Trzy tewarunki i

kreslajag wtasnie cp', tp, wl a tym aamymustalg rozwigzanie.
Moze sie okazaé¢, ze proste dzielgce obszar przesuwajg sieg i obraca

w ptaszczyznie przekroju. Gdy wiec moment ma warto$¢ M, zajmuje ono p

tozenie o, r. Gdy moment zwiekszy siedo wartosci M*, przyjma one pot
Zenie nieréwnolegte c,, r*, mimo tego,iz kierunek momentuaf=0- nie ule
zmianie. Gdy przy tej sposobnoéci okaze sig¢, ze proste <c,, r* odcina

cze$é¢ pierwotnych obszaréw Ac, Ar< podane rozwigzanie traci swag wazno$
albowiem uzyakali$my je przy milczagcym zatozeniu, Ze naprezenia wazystki
bez wyjatku punktéw przekroju nie maleija, co w odcietych ak
kach ma wtasnie miejsce.

Naszkicowane tu postepowanie i zastrzezenia budzg refleksje. Potraf
poda¢ mniej lub wigcej doktadng teorie réwnomiernego zginania dla uktai
zbudowanych z nieliniowo-sprezystych materiatéw, nie potrafimy jednak -
miennie niz w zgieciu liniowo-sprezystym - poda¢ ogoélnych wzoréw kon
wych. Od wypadku do wypadku musimy bada¢ kazdy przekr6j oddzielnie z d
watpliwym skutkiem. Nie potrafimy ogodlnie rozdzieli¢ zginania prostego

uko$nego, bo ze zmiang wielkos$c.i momentu proste moze prze
w ukos$ne lub na odwrét. W zgigeciu elaeto-plastycznym obszar wymaga
przedniego podziatu na trzy strefy, a parametry do tego sti
cesg koncowym wynikiem rachunku. Odcigzanie przekroju wyr

sie¢ innym rozwigzaniem anizeli docigzanie. Odcigzanie wymaga dodatkowi
jeszcze bardziej zawitlego obliczenia.

Powyzsze przyczyny powoduja nasza rezygnacje z rozwazan ogoélnych i
szajg do zajecia sie przypadkami szczegdlnymi, w ktérych dodatkowe za
nia dotyczgce niektérych niewiadomych nia bedg budzi¢ zadnych watpliw

a tym samym liczba pozostatych niewiadomych wyraznie zmaleje.
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Nalezy tu przede wszystkim praktycznie waZny wypadek preta o przekro-
ju symetrycznym wzgledem osi y, zginanego parg M =M lezece w ptasz-
czyznie symetrii preta, a wiec zginajecsj dokota osi x. W tych warunkach
nastepi bez wetpienia zginania pojedyncze; linia obojetna bedzie réwnole-

gta do osi x.

Wezmy pod uwage wypadek dowolnego prawa wigzgecego (12.8). Obierzmy o$

X za linie obojetne. O$§ y obierzmy dla wygody tak,

by strefe $ciskane byt obszar y -=-Q, czyli rozciggane obszar y>0. Wiok-
na skrajne maje wspoétrzedne yc i yr< przy czym:

yr - yc =d, (19.8)

Je $1i d jest wysokos$cie przekroju. OeS$li linig obojetne zidentyfikujemy

z osie X, to zdtuze widkna dowolnego i witékien skrajnych przedstawiaje

zZnane juz nam proste wyrazania:
Ec = 9'*0 ' E= *pPy , ep = <pyr. (20.8)
Zmienne szerokos$¢ b przekrojuprzedstawia funkcja:

b =g(y), (21.8)

tak Ze elementarne pole wynosi dA =g(y)dy. Dwa réwnania (5.7)redukcji
\] dA = O, J y odA = M przyjme wobec 0 =f(<py) postaéd:

/\r Ar
J a(y) dy =o, J yfecpyg(y) dy =m,  (22.8)
trzecie za$ odA = O jest z powodu symetrii identycznie speinione. Cat-

ki (22.8) ege iunkcjaml granic catkowania yc, yr, a nadto parametru <p'te-
czec wiec pierwsze z réwnan (22.8) zréwnosécig (19.8) znajdziemy sted yc

i yr Jako funkcje zakrzywienia cp ,wiec

yCc * c(if), yr = r(q). (23.8)

a tym samym naprezenia wiékien skrajnych

oc » f(<p'yc) - C(tp"), op =f (<p'yp) » R(«p’). (24.9)

Wstawiajagc za$ rezultaty (23.8) do drugiego z réwnan (22.8) otrzymamy

M = f (tp). (25.8)
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lub tez na odwrét tp' jako funkcje M. Mozemy wreszcie wyznaczy¢ dodatkowo

Srodek geometryczny przekroju, obliczajagc jego wspoéirzedng

ys =i y dA =i yg(y) dy = h(<f), (26.8)

a poniewaz punkt ten zajmuje wzgledem przekroju niezmienne potozenie,prze-
to - odwrotnie - odcinek yg okres$la wzglegdem niego zmienne potozenie 1i-
nii obojetnej X.

Zwracamy w tym miejscu dla zupeitnos$ci uwage na pewien szczeg6t matema-
tycznej natury. Nadanie zatozeniu o sztywnym obrocie przekroju postaci
(20.8) jest - wobec braku dodajnika w- identyczne z przyjeciem osi X za
oé obrotu, czyli linie obojetne. Poniewaz linia ta zajmuje potozenie zmie-
niajace sie wraz ze zmienng M, przeto zachodzi potrzeba okres$lenia jej
zmiennego potozenia. Spetniamy to - jak przed chwilg wyjasniliSmy - podajac
odcinek (26.8) jakkolwiek wystarcza do tego celu jedna ze wspétrzednych
(23.8).

Mozna postagpi¢ jednak réwniez inaczej. Ustalmy bez wzgledu na M po-
tozenie osi x. Tym samym wspoétrzedne yo i yr sa réwniez ustalone,Wte-
dy Jednak o$ obrotu nie pokrywa sig z osig Xx. Réwnanie (20.8) zdiuzu mu-
simy rozszerzy¢ o dodajnik w, ktéry stanowi niewiadomag zastepujaca po-
przednie y . Liczba niewiadomych w tym odmiennym sposobie postepowania
nie ulega wiec zmianie.

W podanym rozwigzaniu tkwi milczagce zatozenie, iz odksztatcenia w ob-
rebie waskiej partii srodkowej przekroju maje charakter sprezysty. Dwom
réznym wartosciom momentu M i M* odpowiadaja dwa r6zne potozenia linii
obojetnej X i x*, czyli przecigcie sie odnos$nych bryt naprezen.Rzut kra-
wedzi przeciecia na ptaszczyzne przekroju oznaczmy przez | . Strefa za-
warta miedzy prostym X i % jest strefg odcigzong. Wtasnie zatozyliSmy,
ze jest ona strefe odksztalcen sprezystych.

Wazno$¢é podanego wyzej rozwigzania ogranicza sig do przedziatu, w kté-
rym niemianowana liczba tp'd jest mata w poréwnaniu do 1. N ajistotniej-
szy rezultat tego rodzaju obliczenia stanowi wykrycie zwigzku (25.8), za-

stepujacego tu prostg formute (7.7). Dla przekrojow podwdjnie symetrycz-

nych wydaje sie stusznym by¢é przypuszczenie, ze F bedzie nieparzysta
funkcje op’, zatem funkcjg o wtasciwosci F(- <) = - F(cp). GdybySmy bowiem
dla takiego przekroju przeprowadzili obliczenie dla momentu z odwréconym

znakiem, zakrzywienie powinno zmieni¢ jedynie znak bez zmiany bezwzgled-
nej wartos$ci. Mimo tego wiec, iz rozwinigecie funkcji f(e) zawiera¢ moze
zaréwno parzyste jak i nieparzyste potegi zmiennej € , rozwiniecie funk-
cji F(cp*) zawiera¢ bedzie w takich wypadkach jedynie nieparzyste potegi <p.
Stylizujac rzecz potocznie,czyni to takie wrazenie, jak gdyby liniowa po-
sta¢ (7.7) zwigzku (25.8) byta "dtuzej" wazna anizeli prawo Hooke'a. Po-
legajag na tym btedy rozlicznych autoréw, wnioskujacych z pomiaru M i o
na laboratoryjnych beleczkach betonowych o prostokgatnym, zatem podwdjnie

symetrycznym przekroju, ze beton podlega prawu Hooke'a.
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Ola wspomnianych, podwéjnie symetrycznych przekrojéw wzory upraszczajg
sie. Wszczeg6lnosci dla przekroju prostokatnego, odgrywajacego duze role
w doswiadczeniach nad zginaniem, wobec uproszczenia zaleznos$ci (21.8) do
postaci b « statej réwnania (22.8) i (26.8) przybierajg postac:

Eir r
J f(<p'y) dy » 0, M « bJ yf (<f'y) dy, (27.8)
ye ye

ye =" g"Y® " h(i. (28.8)

Dalsze uproszczenie nastepi po wprowadzeniu ewentualnej wtasnos$ci f(-E)=
= -f(e). Wtedy bowiem pierwsze z réwnan (27.8) zredukuje sie do roéwnosci
yr + yc *o,wobec czego réwnanie (28.8) skroci sie doyQ = o.Stanie sie
tak nie tylko dla przekroju prostokatnego.

W miejsce zmiennej y mogliSmy z réwnie dobrym skutkiem uzy¢ w przed-
stawionej teorii zmiennej Ce f'y. Zmiana taka jest szczeg6lnie celowaprzy
interpretowaniu wynikéw doswiadczalnych. W doswiadczeniu bowiem z momen-
tem M i zakrzywieniem 1" pomiarowi podlegaje nie rozmiary yc> yr, lecz
zdtuze eq, 8r. Przeksztatcenie podanych tu wzoréw nie nastrecza zadnych
trudnos$ci. Tak np. réwno$¢ (19.8) przybierze postac:

er*“ £c “ f* d* (29.8)

Réwnie prosto zmienie swdéj wygled i wszystkie inne. Wszczeg6lnos$ci formu-
ty (27.8), pddane dla przekroju prostokatnego, przejde we wzory:

er £Er
y f(e) de = 0, Mcp™2 - b / ef(e) de, (30.8)
Ec EC

czesto cytowane w literaturze przedmiotu.

Gdyby zatozenie jednoosiowego stanu napiecia w zginanych pretach z do-
wolnego materiatu byto stuszne, moglibySmy przeprowadzone tu obliczenia
odwroéci¢é. Gdy dotychczas rezultat eksperymentu jednorodnego eksploatowa-
lisSmy dla celéw zagadnienia niejednorodnego, moglibySmy na odwrét wyniki
badania nad stanem niejednorodnym wykorzysta¢ dla znalezienia prawa Jedno-
rodnego. Istotnie, niektdérzy badacze z obserwacji zdiuzy e , e zakrzy-
wisnia < i momentu M spodziewaje sie znalezé prawo o= f(e).

Dla przekroju prostoketnego obliczenie to da sie szyb-
ko przeprowadzié. Mozemy mu nada¢ tok nastepujecy: Uwazajmy zgodnie z pro-
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tokotem laboratoryjnym wielkos$ci M, £ , £ za funkcje jednoczes$nie mie-
i r
rzonego zakrzywienia < i zrézniczkujmy wzgledem niego réwnania (29.8) tu-

dziez (30.8), pamigtajagc o stosowanej w tym wypadku regule rézniczkowania:

b(p) b
JL f  f(x,p) dx =j g dx + f(b.p) $ - f(a.p)
a(p) a

W rozstrzesanym wypadku funkcje podcatkowe w (30.8) se niezalezne od pa-

rametru cp', natomiast granice catkowania £c, er se jego funkcjami.Wobec

tego poszukiwane réwnania przyjme postac:

e; - sc =d. e; f(er) = iT f(ec) ,

(31.8)
b erg™ f(er) - ece( f(ec) = (n2).

przy czym znakiem ' oznaczyliSmy pochodng wzgledem <. w powyzszych row-
naniach potézmy kréotko f(£Ec) = Oc, f(ep) = cr. Rozwigzujac dwa pierwsze
z nich wzgledem 67,. e znajdziemy
Podstawiajagc powyzsze w trzecie z réwnan (31.8), jak i uwzgledniajgc (19.8)
i (20.8) otrzymamy:

bA24ph-c - (32-8)
Wiezgc ten rezultat ponownie z drugim z réwnan (31.8) znajdziemy:

W ten spos6b naprezenia warstw skrajnych o i or przedstawiliSmy ja-
ko funkcje zakrzywienia 0. Gdy za$ zdiuze £C i Er sa réwniez funkcjami
10, przeto na odwrét mozemy wyrazi¢ 10 Jako funkcje £C, jak réwniez la-
ko funkcje er. Podobnie mozemy postagpi¢ z momentem M. W wyniku powyz-

szej matematycznej interpretacji formuty (33.8) sa réwnowarte dwom kroét-

szym :

‘c = ‘r = f(er5- (34*8)



Poniewaz ze wzrostem M zdtuze sj. wzglednie £r przebiegajag w spo-
s6b ciggty przez ujemny wzglednie dodatni obszar warto$ci,przeto obie for-

muty (34.8) s¢ rownowarte jednej jedynej (12.8), okres$lajgcej prawo jedno-

rodne - oczywiscie w zakresie osiggalnym przy dos$wiadczeniu nad zginaniem.
Gdy przypadkiem zachodzi wypadek f(-E) = - f(e), wzory (33.8) uprasz-
czajag sie wobec zaleznos$ci ej. + e' =0 do postaci:

a rezultat (35.8! upraszcza sie do znanego nam juz wyniku (11.7),w ktérym

jest X =985 zgodnie z tres$cig przyktadu (1.7).
W rzeczywistos$ci - jak to zaakcentowaliSmy - stan napigcia przy zgina-

niu pretow z dowolnego materiatu jest trojosiowy. Mierzone w trakcie do-
Swiadczenia zdiuze £ nie pochodzg od dziatania jedynie naprezenia o= o
lecz réwniez od innych naprezen. Geéli nawet - co ma miejsce - ograniczy-
my sie do badania materiatéw réwnokierunkowych, okaze sige, ze naprezenia-
mi tymi sa nie tylko normalne. Poza znak funkcyjny f wkradnie sie po-
nadto posta¢ przekroju. Dokonane przez nas interesujace obliczenie ma za-
tem charakter przyblizony. Niemniej w potaczeniu z innymi Jeszcze pomia-
rami - np. poprzecznej deformacji przekroju ma ono duze znaczenie dla po-
znania statych materiatlowych wyzszych rzedoéw.

Przy pewnej szczegdlnej wartosci momentu nastepuje ztamanie preta.
Zwyczajowo oblicza sige przy pomocy momentu tamiagcego i nos-

nika X nowg wielkos$¢:

(36.8)

ktérag zwykito sie nazywaé wytrzymatos$cia odnos$nego m a-

teriatu na zginanie. Utamek tej wielkos$ci

(37.8)

nazywamy naprezeniem bezpiecznym przy zgi-
nani u W przyktadach punktu si6édmego oznaczyliSmy je przez Cq. Nie-
mianowana liczba N wyraza wspoétczynnik bezpieczennstwa; byta juz o nim
mowa w ustepie czwartym. Nie ma w zasadzie nic nadzwyczajnego w tym, ze z
jednej zdefiniowane]|j wielkos$ci obliczamy drugga.

Sprawiamy tu sobie jednak przy tej sposobnosci nieco kitopotéw,ktére mu-

simy w tym tiejscu wyjasnic.
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Wezmy dla wyrazistos$ci pod uwage ja-
ki§ materiat kruchy, dla ktérego krzywa
o= f(e) przedstawia rys. 3.8.Gdyby stan
napiecia przy zginaniu byt istotnie jed-
noosiowy, krzywag te moglibySmy w s t o -
sowne|j podziatce f* przenies$¢
wprost na przekréj jako wykres naprezeh
a, albowiem € = <y. Ilustruje to rysu-
sunek 4.8, na ktérym G oznacza potoze-
nie Srodka geometrycznego przekroju, a O
potozenie linii obojetnej. Poniewaz po-
stulat (12.7) nie zawsze bywa spetniony,

Rys. 4.8 gdyz ponadto ma on niesécisty sens dla wy-

padkéw dowolnej zmiennoéci o= f(e), prze-

to z reguty ztamanie preta nastepuje przez przerwanie skrajnych witékien stre-
fy rozcigganej, gdy wiec naprezenie or osiegnie wartos¢ Kr.

Operacja (36.8) wyraza spekulacje nastepujgca: Zastagpmy wykres Kkrzywo-
liniowy naprezen przebiegiem prostoliniowym - Jednak takim, by nie zmie-
ni¢ warto$ci momentu tamigcego M . W ten sposéb iloraz K ma sens nie
tylko elementarnej operacji matematycznej, ale nabiera tez pewnego real-
nego znaczenia, ktéremu przydzielamy wspomniane wyzej miano. Z esowatego
przebiegu wykresu wynika, iz owa rachunkowa wielko$¢ Kg jest wigeksza od
rzeczywistej Kr. Powyzsze wyjadnienie nieréwnosci K5 K znalez¢ moz-
na w kazdym podreczniku - ale na tym tez sie ono tam korczy.W istocie za$
rzecz wymaga znacznie gitebszego naswietlenia.

Z pewnos$ciag wolelibySmy dysponowaé zamiast wzorem (36.8) formutg

M
(38.8)
w ktoérej K przedstawia podstawowag sprecyzowang date materiatowg. Wtedy
wielko$¢ Krp przedstawiataby réwnie ugruntowane pojecie. Ten poprawny z

naukowego punktu widzenia sposéb wymagatby jednak zdefiniowania nos$nika wy-
trzymatosciowego x K* Ten 208 jest mimo dymenzyjnej réwnoséci nie tylko -
jak nos$nik sprezysty x - zalezny od geometrycznych rozmiaréw i postaci
przekroju, lecz - jak z przedstawionej teorii wynika - réwniez od postaci
prawa o= f(e). W rezultacie stosunek ZK/ X '*1 jeat PrzY tel samej po-
staci przekroju rézny dla réznych materiatow, a dla tego samego materiatu

rézny przy réznych postaciach przekroju. W konsekwencji tego faktu wytrzy-

matos¢ na zginanie Kg = «r xK/ X nie Jest dat? charakteryzujaca m a-
t er i at w pewnym stadium mechanicznym, lecz uktad mate -
rialny okreslonej postaci. Inaczej moéwiagc nalezy przy podawaniu war-
tosci Kg okres$li¢c nie tylko materiat, lecz réwniez uksztattowanie prze-

kroju. Na ogo6t przyjmujemy, ze jest nim prostokagt. Z braku cze-
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go$ stosowniejszego operujemy ta datg rowniez dla przekrojéw innej posta-
ci, zabezpieczajac sie nieznacznym zwigekszeniem stopnia pewno$ci N.
Mozemy extensometrem pomierzy¢ na zginanej beleczce prébnej ep w chwi-
li pekania i stwierdzi¢, ze w wykresie jednorodnego rozciggania o = f(s)
zdtuzowi tak zmierzonemu odpowiada naprezenie rézne od wydedukowanego z

niedawno przedstawionej teorii zginania, a oznaczonego na rys,4.8 na wzor

stosowanego w literaturze - niestusznie - znakiem Kr. Réznice te juz prze-
widzieliSmy. Stan napiecia jest tu trdjosio-
Wy, a nie jednoosiowy - jak sie powszechnie zaktada. Pret nie peka przy
naprezeniu °z ~ Kr' 1®CZ Przy wytezeniu Kr< zatem
przy wytezeniu, ktérego miara tj. naprezenie zastepcze
o osigga wartos¢ Kr. Bedziemy przeto znacznie blizsi prawdy, gdy przyj-

miemy, Ze wydedukowany z teorii zginania wykres o= f(e) podaje przebieg
naprezenia zastepczego; z pewno$cig tak jest w warstwie y = yr. Z powyz-
szego wynika jednak, ze réwniez data Kr zalezy nie tylko od materiatu,
lecz réwniez w pewnej mierze od postaci przekroju. Niepewno$¢ i tym razem
skompensowaé musimy zwigekszeniem liczby N,

Zachowanie sie zginanych pretéw z pewnych gatunkéw wyborowego szkta wy-
maga dodatkowego wyjadnienia. Funkcja o= f(e) dla jednoosiowego stanu na-
piecia jest tu nieomal do obu koncéw wykresu linig prostag,Wobec tego stan
napiecia przy zginaniu jest az do ztamania preta jednoosiowy. Miedzy na-
prezeniami niszczgcymi Kr i nie powinna wobec tego zachodzi¢ zadna
ré6znica. Tymczasem pewng réznice stwierdzamy. Przypuszczalne wyjasnienie
lezy w tym, iz cienka warstewka brzezna preta szklanego posiada inne wtas-
nosci mechaniczne anizeli zasadnicza $rodkowa. Wtasnos¢ te mozna by juz
wykryé rozciggajac prety réznych Srednic. WykrylibySmy ja oczywiscie tez
zginajac prety réoznych $rednic. Okazaloby sie jednak, ze wobec inaczej wy-
razajacych sie sztywnos$ci i nos$nikbw przy rozcigganiu i zginaniu powyzszy
wptyw inaczej wyraza sige przy rozcigganiu a nieco inaczej przy zginaniu.
Wynika stagd nieznaczna réznica miedzy Kr i KA.

Ostatnie wyjasnienie wystarczy¢ nam musi w obecnym stanie naszych wia-
domosci o mechanicznych wtasnos$ciach materii rzeczywistej na wiele jeszcze
lat. Gdyby z czasem okazalo sig ono niewystarczajgce, stanelibySmy przed
przykrym przesileniem naukowym na terenie mechaniki uktadéw odksztatcal-
nych. MusielibySmy przyjaé¢, ze stany niejednorodne sg czym$ zgota innym
anizeli jednorodne. MusielibySmy zmieni¢ podstawy teoretyczne tej nauki,
np. zaktadajac, ze stan napiecia w dowolnym punkcie uktadu materialnego
zalezy nie tylko od tego, jakim jest stan odksztatcenia,lecz nadto od te-
go, lJakim on chce by¢é w najblizszej okolicy tego miejsca - ze zalezy wiegc
on nie tylko od stanu odksztatcenia, lecz réwniez od przynaleznego tam je-
go gradientu, od jego wiec pochodnych miejscowych.

Na zakonczenie tego ustepu wrécimy jeszcze do spraw elasto-sprezystego
zginania prostego preta. Zgodnie z wprowadzonym ograniczeniem przestudiu-

jemy Je dla przekroju symetrycznego wzgledem osi y zginanego para M, po-
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tozone w ptaszczyznie symetrii y z. Tym razem z goéry ustaliliSmy os$ X,
tak ze miedzy innymi potozenie linii obojetnej stanowi¢ bedzie niewiadome.

Gdy przekréj jest podwdjnie symetryczny wobec symetrii wykresu «= f(e)
przedstawionego w prawej czes$ci rys. 3.8, linia obojetna potowi¢ bedzie
niezmiennie wysoko$¢ przekroju. Zidentyfikowawszy je z osie¢ X napiszemy:
£ =<y. Zrazu zginanie bedzie przebiega¢ sprezys$cie az do chwili, gdy w
witédknach skrajnych naprezenia osiegne warto$¢ o = * k. Stanie sige to przy
wartosci (M) = Mk =x k, gdzie X Jest nos$nikiem sprezystego zginania,
czyli przy wartos$ci <p. = Przy dalszym wzroscie momentu pojawie sie
w przekroju dwie strefy plastyczne przedzielone strefe sprezyste. W pla-

stycznych bedzie o= + k, w sprezystej o= Ee = E tp'y. Z przyrébwnania obu

zaleznos$ci wynika réwnanie prostych podziatowych 'y = + d~, gdzie
dk = lip’ M 0. (39.8)
Dwa réwnaniaredukcyjne j odA = O tudziez Jx odA =0 se z powodu podwdj-
nej symetriiprzekroju i symetriibryty naprezen spetnione. Trzecie
M=y"yodA =-1J"y kdA +\]y Eip'y dA *Jy k d A
-Ak As Ak

przybiera postac

M = E<(),l 8 + k Hk, o0, (40.8)
gdzie | oznacza ksztattnik strefy sprezystej, a - zawsze dodatni,
teczny $rednik (moment statyczny) obu stref plastycznych. W réwnaniach
(39.8) i (40.8) musiano uczyni¢ zastrzezenie M>-0, albowiem dr i k se
wartosciami bezwzglednymi, M za$ i < algebraicznymi, wobec tego przy
M <O nalezy w réwnaniach (39.8) i (40,8) zmieni¢ znak tylko przy d™ i k
lub - na odwrét - tylko przy M i cpl WielkoSci | s< se zalezne od

wartos$ci dk. Gdy wyrugujemy je relacje (39.8) w (40.u), otrzymamy réwna-
nie okres$lajece zaleznos$¢ funkcyjne miedzy M i tpl. Ze wzrostem M ros$nie
cpl a maleje d~. W granicznym wypadku, gdy d~—-0, a wiec 13—-0, z roéw-

nania (40.8) wynika:

IM| = = kX, (41.8)
gdzie X — oznacza tgczny $rednik obu potéwek ~ catego pola przekroju
wzgledem linii obojetnej. Spetnia on najwidoczniej role nos$nika w zupet-
nosci plastycznego. W wypadku tym pitynie materiat preta w kazdym jego punk-
cie. Warunek plastycznoéci (41.8) zginanego réwnomiernie preta nie moze

sie w istocie spetni¢, albowiem wymaga on nierealnej konsewkencji (p =



Tymczasem wiadomo nam jest, ze ograniczamy zakres waznos$ci rozwigzania do

obszaréw, w ktéorych <= d lJest mate w poréwnaniu z i. Niemniej wartos¢ M
stanowi bardzo cenng informacje, liczbowo zblizong do realnych granicznych
mozliwos$ci, albowiem M zmierza do asymptotycznie.

Przyktad 6.8. Zbadaé przypadek elasto-plastycznego zginania dla prze-

kroju prostokatnego b h. 3akie zmiany nalezy uwzgledni¢ przy ogranicze-

niu waznos$ci rozwigzania do e = 2,5% dla stali E/k = 1000?

Odpowiedz 6.8. tatwo obliczyé Mk =~ bh2k, f'k =2 ~ i dalej Ig =
=] bdk = 223k S. Hk =| b(h2 - 4d2) = £ (h2 - ~-75).R6éwnanie £0.8) przyj-
mie wigc postac: M =i bh2k - ~ 2NiIiE* wa*n9 ANNKk*E @'3 'k’ Nosnik
zgiecia plastycznego wynositu z«, ,;jl bh 2,czy|i Jast3/2 razy wiekszy

od nos$nika sprezystego. Wykres (g9, M) Jest od punktu(0,0) do punktu (cpk>
Mk) linig prosta, po czym przechodzi w krzywag hiperboliczne z asymptote

M = = Xk « k. Przejscie z prostej w krzywag odbywa sie bez zatamania.

Przy zatozonym ograniczeniu najwieksza warto$¢ zdiuzu wynosi =0,025=

=8. Wielkos¢ 6 = -Lr Jest liczbe istotnie mataw poréwnaniu.do 1. Stre-

fa sprezysta ma tu grubos$¢ wynoszgacg raptem 2 dk = 2k,= %k— h° h Mo-
4 k.2

ment osigga za$ wartos¢ M =X«,k(l - ~ (gj) )< wiec mniejszg od x,- k rap-

tem oy °/” .

Przyktad 7.8. Obliczy¢ nos$nik plastyczny dla przekroju kotowego o pro-

mieniu a = 4.
2

Odpowiedz 7.8. x«f 2 e ~Noo=) L I B X Jaat nos$-
nikiem sprezystym. Zatem x<~ jest o 70% wiekszy od % . Zwiekszenie lJest
szczeg6lnie wielkie w przekrojach szerokich wlinii obojetnej, i odwrot-
nie, mate w waskich w linii obojetnej, wiec np. w przekrojachdwuteowych.

Gdy przekréj nie Jest podwdjnie symetryczny, potozenie linii obojetnej
nie jest z go6ry wiadome. Mozemy za nig przyja¢ - jak to czyniliSmy dotych-
czas - 0§ X i okres$li¢ jej zmienne potozenie,piszagc E = <p. y.albo tez
- co uczynimy obecnie - ustali¢ celowo 0§ x, azaktadajac

e = Py +w (42.8)
t

okres$li¢c potozenie linii obojetnej S= 0 wspo6trzedng y = -

Zrazu bedzie <p=gr tudziez o=y (y - y*), gdzie | oznacza ksztatt-
nik przekroju wzgledem prostej Xx# rownolegtej przez $Srodek geometryczny
0* do osi x, ay -y, wspo6irzedne miejsca wzgledem osi x*. Linig obojet-
ng jest w tym sprezystym stadium niezmiennie prosta y =y*; tu wiec w =

= - y* . gy. Gdy M osiggnie warto$¢ M =X k, gdzie X jsst mniejszym
y J
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z dwéch nos$nikéw sprezystych, a zatem gdy bedzie j (y - y#) =- k wzdtuz
wtéokna majgcego najwieksze oddalenie od prostej X # materiat preta pocz-
nie ptynaé¢, Ze wzrostem momentu strefa plastyczna pogtebi sige. Na rysunku
5.8 wzieto pod uwage przypadek M ;= 0, nadto takiej konfiguracji przekro-
ju, ze proces ptyniecia rozpoczyna sie w strefie $ciskanej, tj. zrazu w

witéknie y__

W tym stadium prosta:

E(<p'yk +w) = - k , (43.8)
przedzieli pole A na cze$é¢ plastyczng i sprezysta Ag. Naprezenia
tych stref bedg réwne:

AN o= - k, k8 0= E((p'y + w). (44.8"

Uwzgledniajagc powyzsze w warunkach redukcji J7dA =0, jyodA =M otrzy-
( J

mamy réwnania:

- kA +EMf H +E wAg =0,

(45,e)
k H, EII>3| +EWHS=M,

ktére wespé6t z (43,8) rozwigzujg zagadnienie w rozwazanym stadium .WieiKo-
$§ci Hk, Hr oznaczajg tu $redniki p6l Ak, Ag, a |g ksztattnik pole Ag
wzgledem osi x. Wielko$ci te zalezg od yk. Najpros$ciej rozwigza¢ roéw

nie (43.9) i pierwsze z (45.8) wzgledem <. wli wstawi¢ rezultaty w dru-
gie z réwnah (45.8). Uzyskamy w ter. sposéb (f. w! M w funkcji yk, a mia-

nowicie :



H +
<P=E y kAk
e Hs - vkA9' *7 - ykv
(46.8)
" mk A - Vv,)-
H +
Widoczne jest, ze w zatozonym wypadku wspéirzedna - =€ = —2—y k jest

z powodu ykAk~ Hk wieksza od yt, co oznacza, ze w rozwazanym stadium
linia obojetna przesuwa sie w strong strefy rozcigganej. Rugujac z M i y

parametr yk znajdziemy cf jako funkcje M. Podobnie znalez¢ mozemy w(M).

Gdy M jest ujemne, nalezy we wzorach w miejsce - k wstawi¢ + k. Zabie-
giem tymmozemy sie postuzyé réwniez wtedy, gdy z uksztattowaniaprzekro-
juwynika, zeprzekroczenie granicy plastyczno$ci nastapi wstrefie roz-
cigganej.

Stadjum rozwazane konczy sie, gdy skrajne naprezenie dodatnie osiagnie

K, amgj/mm E(<pyd + w) = k, Czyh 2Hg - (Ag - Ak) )k:

= Ayd, co sig stanie przy szczeg6lnym y. , czyli szczegblnym M =M i
i i cr
szczegb6lnych <, w.Zdalszym wzrostem M pogtebi sieréwniez rozciggana
strefaplastyczna. Podziatu pola A na czes$ci Ac> Ag, Ardokonajg pro-
ste
Efifrc + W) = - Kk, E(fyr +w) = + k, (47.8)

ktére wynikajag z réwnahn naprezen

Ac ff= - k, Ag s= E(f'y + w), Ar o= + k. (48.8)
. vauldvreddgi Jod» -0 Jy od. - v 2y ivaia
- k(A - A ) +EFH_=EWA =0, (498)

- k(H, -, H) +EfX. +Ewl =M

ktére wespd6t z réwnaniami (47.8) rozwigzujg zagadnienie w nowym jego sta-

dium. Najpros$ciej,znalezione z réwnan (47.8) rezultaty

»"t-yl—rfy—ra w ~ W Ty ~N~y, i ~0.8)

wstawi¢ w pierwsze z réwnan (49.8). Znalezione tak réwnanie:

yc(2Ac “ A) + yr(2Ar - A) + 2Hs =0 , (51.8)
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okres$la zwigzek miedzy wspo6trzednymi yc, yr> tatwo sprawdzi¢, ze ktadagc
Vr = Yijji Ar =°> yc =yk, Ac = Ak znajdziemy wcze$niej podane réwnanie
ograniczajagce wazno$¢ formut poprzedniego stadium. Podobnie dla yc = yr
znajdziemy, ze réwnanie to wobec Ag = O, Hg = 0 spetnia sie identycznie.

Gdy rezultaty (50.8) umiescimy w drugim z réwnan (49.8), znajdziemy

M=y -V y (yc(2Hc " H) + yr(2Hr * H) + 2Is} - (52.8)
*

jako funkcje wspétrzednych 'y , yr> Przyjmujac dowolne yc znajdziemy z
(51.8) przynalezne yr. Dwie te warto$ci wyznaczajag odnosne M, <, w.Uzys-

kamy w ten okrezny sposéb funkcje <p'M) i w'(M).
Réwnanie (52.8) traci swag warto$¢ przy yr =y , tj. gdy materiat cate-
go preta ptynie. Wtedy licznik i mianownik formuty zerujg sie. W tym gra-
nicznym wypadku nalezy skorzysta¢ wprost z réwnsh (49.8) bez posSrednictwa

(50.8). Zwazywszy, ze wtedy jest Ag =0, Hg = 0O, Ig = O otrzymamy:
Ar = Ac, H,= k(Hr - Hc), (53.8)
z czego wynika noénik zginania plastycznego
X-- Hr - Hec- (54-8)
Zdefiniowany w (41.8) nos$nik jest szczeg6élnym wypadkiem powyzszego.Aby
to zrozumieé¢ nalezy zwré6ci¢ uwage na réznice w potozeniu osi x przedtem

i obecnie.

Przyktad 8.8. Obliczy¢ nos$nik plastyczny dla tréjkata b, h.

Odpowiedz 8.8. Ac = Ar = Trojkat Ac ma podstawe b/2 i wysokos$¢
h/72. Ktadac o$§ x przez wierzchotek mamy Hr ” Hc=H - 2HC =
2 bh2 bh2

=~ jjj-. gdy nos$niki sprezyste wynoszg: i -



9. MIMOSRODKOWE ROZCIAGANIE LUB SCISKANIE

Mozemy podac¢ jeszcze jeden przypadek podstawowy, w ktérym stan napie-
cia jest Jednoosiowy, wigec réwnie prosty jak dotychczasowe.

Niech na kazdy z przekrojéw ograniczajgcych pret dziata zbidér sit row-
nowarty sile wypadkowej P, réwnolegtej do osi preta w odstepie od niej
réznym od zera. Wtedy w dowolnym przekroju z znajdziemy site S =
= P, trafiajacg przekr6j K punkcie (m, n). Bedziemy jag w odrdéznieniu od
osiowej sity podtuznej nazywa¢ mimosrodkowg site podiuzng lub krétko m i-
mopodtuzne, a rozwazany wypadek- - zaleznie od zwrotu sity S -
mimos$ rodkowym robwnomiernym rozcigganiem lub $ciskaniem .Spro-
wadzajac site S do geometrycznego $rodka O przekroju znajdziemy ze na
zagadnienie to sktada sie osiowe rozcigganie sita S oraz podwéjne zgi-

nanie momentami:

n M =-S m (1.9)

<
Il
)

Z tego to powodu mozemy tez zaopiniowaé¢, ze mamy przed sobg przypadek zgie-

cia w potagczeniu z rozcigganiem wzglednie $ciskaniem.
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Niech ukied odniesienia stanowige $rodkowe i gtéwne osie uksztattowania,

a przynalezne fjtowne ksztattowniki niech bede réwne;

1, =Ai2, | =Ai2, (2.9)
X X y y
gdzie zatem ir, i~ se odno$nymi promieniami uksztattowania. Odksztatce-
nie preta polega naprzesunieciu w' i obrotach tpiip'przekroju, tak ze
dia dowolnegopunktu (x,y przekroju jest w obrebie waznoéciprawa Hooke'a

£=w +<py - mp'x,

0=Ee. (3.9)

Parametry w, 9, \p'znajdziemy stosujec trzy warunki redukcji

JodA =S ,Jy0dA = Sn, IxC dA =S », 4.9

a to na wzér (5.6) 1 (2.8)

"'=8A< t- i?—X. » - "ii—)—/
Wracajac z tymi rezultatami do okres$lenia o w (3.9) i uwzglednié¢jec(2.9)
ot rzymamy
s ,, ny eV fc. a'i
A ~2 + (6*9)
28 y

z czego wynika, ze bryta naprezen jest ograniczona ptaszczyzne,ktérej kra-

wedZz przecigcia z ptaszczyzne przekroju nie zalezy od wiel-
k os$ci s ity S, lecz tyl ko od Jeij potoze -
ni a (m.n). i

Te krawedzig jest oczywiscie linia obojgetna 0=0, czyli prosta:

1 +U* + = 0, (7.9)
i* i2
X y
odcinajaca na 03iach x, y ukdadu odcinki p, q wyrazajgce sie - jak wy-

nika z powyzszego roéwnania - relacjami:

. 2 (8.9)
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Obliczenie wzorami (8.9) zastgpi¢ mozna proste konstrukcje wykres$ine
znane z kre$lenia Sredniej geometrycznej. Odetnijmy w tym celu w rys. 1.9
na osiach X, y od poczatku O punktami A, B wspoétrzedne m, n, punk-
tami za$ c¢, D ramiona ix’ i . Prostopadte w D do AD wzglednie w C
do BC daje na osiach uktadu punkty E,F, wyznaczajgece odcinki p, g rela-
cji (8.9). Prosta, przechodzeca przez punkty E, F jest poszukiwang |i-
nieg obojetne, zatem proste rozdzielajece strefe rozciegane od S$ciskanej.
Réwnie proste jest konstrukcja wyznaczania wspotrzednych m, n $rodka ob-
ciezenia z danego odcinkami p, q potozenia linii obojetnej,

2 relacji (8.9) wynika,ze linia obojetna mija zawsze te c¢wiartke pta-

szczyzny Xy, w ktérej lezy $Srodek obciezenia (m,n). Gdy za$ punkt ten
lezy na Jednej z gtébwnych osi przekroju, linia obojetna - jak wynika z réw-
nania (7.9) - jest do tej osi prostopadle zorieni owana. Gdy punkt ten zbli-

za sie po promieniu OS do $rodka przekroju bezwzgledne wartoéci obu wspét
rzednych m, n jednoczes$nie w tym samym stopniu maleje. Z formut (8,9)
widzimy, ze na odwr6t bezwzgledne wartoéci odcinkéw p. g w tym samym stop-
niu jednoczes$nie rosng. Gdy wiec Srodek obciezenia zbliza si¢e wzglednie od-
dala od $rodka przekroju, linia obojetna zachowujec kierunek oddala sie
wzglednie zbliza do tegoz $rodka O. Dowolnie wybranemu, ustalonemu punk-

towi (x,y) odpowiada wedtug (7.9) prostolinijne miejsce geometryczne punk-

tow (m,n). Gdy wiec $Srodek obciezenia wedruje wzdiuz dowolnej linii pro-
stej, linia obojetna obraca sie dokota stosowanego punktu (x,y)-1i na od-
wrot .

Powyzsze, pozornie abstrakcyjne rozwazania maje swoje praktyczne zna-
czenie. Linia obojetna dzieli ptaszczyzne xy na strefe ciggébw i cisow.
Wyobrazmy sobie przekréj bryty naprezen pltaszczyzne prostopaditg do tej li-
nii. W zaleznos$ci od tego czy linia obojetna trafia lub nie przekrdéj pre-
ta, pojawi¢ sie moze jedna z podanych na rys. 2.9 figur naprezen o.W pier-
wszej z nich rozpoznajemy przypadek osiowego rozciggania, w ostatniej za$
przypadek samego zginania. W drugiej linia obojetna L lezy poza material-

nym przekrojem preta. W czwartej zajmuje ona w obrebie przekroju potoze-

Rys. 2.9
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nie dowolne. Na szczegd6lng uwage zastuguje wreszcie $rodkowa,w ktérej li-
nia obojetna jest styczna do brzegu przekroju, W obrebie catego przekroju
naprezenia posiadajag jeszcze wspo6lny znak. Zwiekszenie mimosrodu obcigze-
nia spowodowatoby tu zmniejszenie mimosrodu linii obojetnej,czyli wprowa-
dzenie dwoéch stref réznych znakéw naprezeh. Zmniejszenie momosrodu odsu-
netoby linie obojetnag poza kontur przekroju, co mogtoby by¢é ewentualnie
nieekonomiczne lub niepozagdane.

Powstaje w zwigzku z powyzszym rozwazaniem nastepujace zagadnienie. Po
jakiej krzywej wedruje $Srodek obcigzenia S, gdy linia obojetna zachowu-
jac potozenie styczne do konturu przekroju nigdzie go nie przecina. Naj-
widoczniej formuty (8.9) czy tez réwnanie (7.9) i niedawno podane uwagi
rozwigzujg to zagadnienie. Dowolna, nie przecinajgca przekrdéj,styczna jest
tu linig obojetng o znanych odcinkach p, 9. Z relacji (8.9) mozna przeto
wyznaczy¢ rachunkowo lub wykreé$lnie wspéirzedne m, n. Zmieniajac stycz-
ng, zmieniamy m, n, uzyskujac Jako miejsce geometryczne krzywa obejmuja-
ca rdzen, czyli jagdro przekroju jak np. na rys. 1.9. tukowi
brzegowemu 1 przynalezy tuk t rdzenia, zatamaniom R, T brzegu odpo-
wiadajg prostolinijne odcinki r, t konturu rdzenia, wreszcie odcinkowi
g brzegu - czy tez jego lokalnej wklestosci - przyporzadkowany jest za-
tom G Jadra.

Nalezy sige tu nastepujace wyjadnienie. Wiadomo nam jest, ze jedynie w
wypadku osiowego $ciskania lub rozciggania materiat preta jest ekonomicz-
nie wyzyskany dzigeki jednostajnos$ci naprezenia. W przypadku zginania stre-
fa materiatu potozona w poblizu linii obojetnej pracuje stabo. 2 drugiej
za$ strony materiaty kruche posiadajag bardzo matlg wytrzymato$¢ na rozciag-
ganie, co prety z nich wykonane wylgcza od obcigzenia momentem zginajgcym.
Te dwa fakty powodujg naszg ucieczke od momentu zginajgcego do sity po-
dtuznej. Gdy jednakze zabieg ten ze wzgledéw uzytkowych nie jest w dowol-
nej mierze wykonalny, ograniczamy sie przynajmniej do tego, by dopuszcza-
jac niejednostajnos$¢ wytezenia przekroju ograniczy¢ naprezenie do jednego
tylko znaku - ujemnego dla materiatéw kruchych.

Przyktad praktyczny dla powyzszych uwag stanowi¢ moze w pierwszym rze-

dzie przypadek fundowania dowolnego obiektu technicznego w rodzimym grun-

cie. Gdyby nim byta nawet skata, nie jestesmy w stanie - chyba przy uzy-
ciu kosztownych zabiegbéw, zwigzanych z uzyciem kotew - zrealizowa¢ ciag-
gnien w ptaszczyznie styku stopy fundamentu z podtozem. Catkowi-
cie utwierdzi¢ czyli zamocowa¢ fundament - np.
komina fabrycznego - znaczy to, spowodowa¢ w obrebie ca t ego pola
zetkniecia naprezenia o do niego prostopadte ujemnego znaku,wiec
cisy. Rzecz jest tym bardziej oczywista, gdy podioze stanowi nawet po-

zornie zbity, ale nie mniej sypki grunt.

W przekrojach preta ponadfundamentowych, np. kominéw, filaréw itp. ma-
teriaty takie jak beton, mur ceglany (zwtaszcza na zaprawie cementowej):po-
siadaja pewna, niezbyt wielkg wytrzymato$¢ na rozcigganie.Z reguty jednak,

celem uproszczenia obliczenia, przyjmujemy dla niej warto$¢ zerowa. Wobec
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tego i tutaj przeprowadzone wyzej rozumowanie powtarza sie. Musimy wprows-
dzI¢ w rozwazania rdzen przekroju celem ograniczenia mimosrodu, czyli rcc-
mentu zginajecego.

Dednakze i przy samym zginaniu
znajomo$¢ rdzenia przekroju moze sie
okaza¢ nader korzystna. Wréémy ra
chwile do pewnej kwestii poruszonej
w 6smym punkcie. Przekréj jak na
rys. 3.9 jest ukos$nie zginany momen-
tem M, Gdyby potozenie linii obo-
jetnej, a tym samym odlegtosci
tir skrajnych wtékien C, R byty nam
znane, moglibySmy wyznaczy¢ napre-
zenia tych wtoékien wedtug formuty
(10.8)

«c-"TV ‘r = +TV'®

wiec doprowadzi¢ je do postaci

Rys. 3.9

w ktérej x oznacza nos$nik ukos$nego zginania. Przyjmijmy zamiast tego, ze

znany nam jest rdzen przekroju. Okaze sige. ze wystarcza to do
okres$lenia nos$nika x » ze z8tem wyznaczone potozenie linii obojetnej £
odlegtosci ijr, wielkosci | stane sie zbedne.

PrzeprowadZzmy w tym celu nastepujece spekulacje myslowe: Wywotane mo-
mentem M nieznane nam naprezenie punktu np. C jest cisem. Doteczmy do
momentu M take site podituzne S, aby w rezultacie w punkcie C napreze-

nie byto réwne zeru. Gdy sige to uda, to naprezenie wywotane site S be-

dzie ciegiem liczebnie réwnym nieznanemu cisowi. Z n aj o mo $ ¢ cie-
gu wywotanego site S bedzie przeto iden -
tyczna ze znajomoé$cie cisu wywotanego
momentem M. Realizujec powyzsze idee nakreSlmy przez $rodek prze-

kroju $lad ptaszczyzny pary zginajecej, wiec prostopadte do wektora M.
Przetnie ona kontur jedra w punktach C* 1 R,, oddalonych o ec i er od
Srodka przekroju. Dziatajmy na przekréj tylko mimopodiuzne site S umie-
szczone w C*. Znaczy to tyle samo, jak gdybySmy nan dziatali site osiowe
S i momentem zginajecym S . ec wzglednie tylh samo. jak gdybysmy [Ii-
nie obojetne f samego zgigecia S . ec przesuneli w potozenie réwnolegte
c* przez punkt C, a tym samym spowodowali tam zeroweg warto$¢ tgcznego na-
prezenia. Stanie sie to bez wzgledu na warto$¢ S. Przyjmijmy je rowne

M/ec, gdzie M jest wielkos$Scig dane tematem. Naprezenie pochodzece od sa-
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mego rozciggania site S wynosi a zatem jest réwne M/A.ec.To 6d zgi-
nania jest znaku przeciwnego. Podobnie wyznaczamy naprezenie punktu R.

W rezultacie skrajne liczebnie naprezenie wynosi:

gdzie nos$nik zginania ukos$nego jest réwny

X = Ae. (12.9)

Dest to najogodlniejsza posta¢ dla X < WykazaliSmy wiec, ze mozemy wy-
znaczy¢ skrajne naprezenia zgiecia ukos$nego, nie znajgc potozenia odnos-
nych witékien ani potozenia linii obojetnej. Konieczna natomiast jest zna-
jomos$¢ rdzenia przekroju. Znaki i wskazniki formuty (11.9 dla prostoty

pominegliSmy. Sposéb powyzszy nosi w literaturze przedmiotu nazwe m e to -

dy momentow jedrnych. Pod momentem jedrnym rozumiemy
wielkos¢ M = Se.
Zbiér formut uzupeitnimy wzorem dla energii sprezystosci nagromadzonej

w jednostce diugoéci preta. Wynosi ona:

W -~ Sw +” Sn—" Sm =

1
EA w El (13.9)
2 FlyP
przy czym znak ' oznacza pochodng zetowe. Poszczegélne dodajniki tego wy-
razenia - przy zrozumiatych oznaczeniach = Sn, = - Sm - sg nam juz

znane z poprzednich ustepow.

Przyktad 1.9. Wyznaczy rdzen przekroju prostokatnego.

Odpowiedz 1.9. Ola rozmiaréw b, h jak na rys. 3.7 jest i2 = h2/12,
i2 = b2/12. Dla potozen linii ooojetnej X a + jest p =+ ~ wiec m =
=+, n =0. Analogicznie dla jej potozen y = jest q = + iy, czyli
m= 0, n = +ji. Te cztery punkty wyznaczajg rdzen. Gdy bowiem linia obo-
jetna obraca sige - aby nie przecie¢ prostokata - dokota jego wierzchotka,

przechodzac z jednego w drugie z wyzej wymienionych potozenh, $rodek obcig-
zenia wedruje po odcinku prostej. Rdzen jest rombem o przekatniach b/3 i

h/3, utozonych na osiach X i y przekroju.
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Przyktad 2.9. Obliczy¢ energie w, wychodzac z definicji (11.3)i (12,3),

Odpowiedz 2.9. Stosujgc (6.9) w definicji W =i~ dA i uwzgledniajac
(2.5), (3.5) tudziez (5.5) znajdziemy rezultat zgodny z (13.9).

Pozostaje nam zaopatrzy¢ jeszcze obecny ustep uwagami dotyczgcymi przy-
padkéw mimosrodkowego rozciggania wzglednie $ciskania odbiegajgcych od o-
moéwionego. Zaliczy¢ do nich mozemy wypadki nastepujace:

M ateriat preta jest wprawdzie liniowo sprezysty, lecz jego wytrzymatosé
na rozcigganie jest réwna zeru. Gdy $Srodek obcigzenia umiescimy poza rdze-

niem przekroju, powstaje odmienna posta¢ zagadnienia. Pojawi sie stre -

fa nieczynna, odmienna od strefy, ktédra dotychczas mogliSmy na-
zywaé rozciggang. Gdy ja wzmocnimy innym ciggliwym materiatem, powstanie
zagadnienie, ktére w szczegdétach omawiane jest w teorii stalobetonu. Gdy

Jej nie wzmocnimy w ten sposéb, obcigzenie skoncentruje sie na czesci prze-
kroju - i oczywiste jest, ze nie mozemy mimosrodowi nadawa¢ dowolnie wiel-
kich wartos$ci; $rodek obcigzenia musi sie mies$ci¢ w obrebie przekroju.Gdy
z koniecznos$ci dopuscimy takag ewentualno$¢ w szwie fundamentowym, moéwimy
O utwierdzeniu czeécig przekroju.

M ateriat nie podlega prawu Hooke’a, wiec zwigzek miedzy naprezeniem i

odksztatceniem wyraza sige dowolng funkcje o= f(e). Zaktadamy tu z pew-

nym przyblizeniem, Zze stan napigecia bedzie bez zmiany Jednoosiowy i pomi-
jamy fakt, ze przy przesuwaniu sie¢ linii obojetnej wywotanym wzrostem si-
ty i momentu, w pewnej czes$ci przekroju moze pojawi¢ sie odcigzanie podle-

gajace funkcji o= g(e), odmiennej od f(e). Tu nalezy tez przypadek, gdy

m ateriatl liniowo-sprezysty poza obszarem sprezystym posiada obszar wzoro-

wo plastyczny. Oak przed chwilg tak i tu nalezy pamietaé¢, ze ewentualne
rozwigzanie dotyczy wypadku jednoczes$nie narastajgacych S i M = Se. Gdy
S i M maleja, zagadnienie wymaga nowego oddzielnego traktowania.

Wspélne dla wszystkich omawianych przypadkéw jest zatozenie niezmien-

nie ptaskiego przekroju, wyrazajace sig¢ réwnaniem:

£E=w+ <y - y'x (14.9)
z niewiadomymi w, cfip'. Najprosciej przy tym uktadowi osi da¢ ustalone po-
tozenie, np, Srodkowe i gtébwne. Do znalezienia tych niewiadomych stuzg trzy
warunki redukcji (4.9). Rozwigzujgc zadanie zakltadamy, ze sita i moment

jednoczes$nie w tym samym stopniu narastajga, tak ze iloraz M/7S,czyli mimo-
§r6d e pozostaje niezmienny. Efekty korcowe sg podobno do tych,jakie u-
zyskaliSmy w przypadku ukosnego zginania, wzglednie jeszcze bardziej skom-
plikowane, Wielkos$ci w, <p, \j) zalezg nie tylko od wspéitrzednych m, n.lecz
rébwniez od wartos$ci sity. Gdy zagadnienie wymaga podziatu przekroju na réz-
ne obszary catkowania, okazuje sie, ze i one zalezg od wartosci sity.
W tych warunkach numeryczne rozwigzanie zadania Jest znacznie wutrudnione
1 wymaga wiele czasu. Uzasadnione Wtedy staje sie, ze usitujemy ograniczy¢
sie do mozliwie regularnych przekrojow, by liczbe niewiadomych mozliwie

ograniczy¢€.
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Przyktad 3,9. Mimopodiuzna sita S dziata zewnetrz rdzenia przekroju
prostokatnego b, h na jego osi symetrii. M ateriat wytrzymuje napreze-
nia tylko jednego znaku. Wyznaczy¢ bryte naprezen.

Odpowiedz 3.9. Zdtuz zmienia sig wedtug réwnania £= cp'y.Linia obo-

jetna £= 0 ma réwnanie y = - w/<p. W strefie 0==y =s - —, jest 0= Ee =
= E(w +@y). wstrefie zas$ w/ipWwy ~ h
jest & = 0. R6wnania redukcji

(| /T
/ Eb (w+cpy)dy=S } | Eby(w+|<#y)dy=sni

po wykonaniu catkowan przybieraj? po-

»2 cop i3
staé S=—Erk_)wt s =g W
rej wynika w' = (s} 2s
9Ebrj
tern 3 .rj = - jj,. Czynna wiec jest
Rys. 4.9 czed¢ przekroju rozmiaru 3 jak na

rys. 4.9. Naprezenie tej strefy 6=

pQ \ . . - PS . .
= (3 - przyjmuje dla y = O wartos¢ 0Q = intensywnie rosnaca

z ubytkiem tj . Rozwigzanie ma sens dla tj:=»0.
Przyktad 4.9. Przeprowadzi¢ analize stanu napigcia dla mimos$rodkowo i

symetrycznie rozcigganego przekroju prostokatnego, zaktadajac materiat z

obszarem posprezystym wzorowo plastycznym.

Odpowiedz 4.9. W obszarze sprezystym przy oznaczeniach jak na rys. 5.9

jest wedtug (6.9): 0=~ (1 + 12 ~)(y - jy), skad dla y =0 i y = h ma-
(o) w O — AR o) —
v g-N @-Tryod=If @+ Ir5 Lini? d°72uP Jst v y0=2-t"-
Zatem je$|i jest (Og). Rozwigzanie to Jest wazne przy za-
strzezeniu =£ k, czyli 6M sSh(s, - s), gdzie M =sn, S, = kbh. Roéwna-
nie 6 M = h(S, - S) przedstawia warunek plastyczno$ci dla witékna y = h.
X (o]
"2

=S

Rys. 5.9



Gdy S przekroczy granice okreélone powyzszg nieréwnoécig, w przekro-
ju powstang dwie strefy. W sprezystej O« y « y* naprezenie wyraza formu-

ta o= E(w'+ cp'y), w plastycznej y ~ iy i h jest o= k. Obie strefy od-

dziela prosta y = yt, wyznaczona warunkiem E(w'+cp'y*) = k(a).Warunki re-
N - . *
dukcji V Ebw'F<p'y) dy + | kbdy =S tudziez b (w'+cdy)ydy + kbydy =
Ay . *A) Y
Sh ) . . ) *
=S(n +7) =M+ dajg po scatkowaniu réwnanie:
Eb(w'y+ +f y2) + kb(h - vy,) = § , (b)
Eb(] y2 + & y*) + "~ (h2-y2) @ m+ |L. (c)

Réwnania (a), (b), (c) daja:

3 hSk-nS-2M , 4 (sk~s)2 , 8 (Sk"S)3
V* =2 Sk - S ' °g =Ew =k " 3E * hSk-hS-2m’ =5F * '(hSk-h5-2M) 2

co stanowi rozwigzanie zagadnienia w nowym jego stadium. Linia obojetna

zajmuje potozenie 0= 0, czyli y = - 2,=yQ. Rozwigzanie jest wazne przy
2S

zastrzezeniu o =s- k, czyli 6 M ==h(S. - S)(I +s—). Formuta powyzsza ze

9 k Sk
znakiem réwnosci przedstawia warunek plastycznos$ci dla widkna y = O.Inte-

resujace jest, ze formuta ta obok M, S zawiera tez dodajnik S.

Gdy S przekroczy granice okreslong powyzszg nieré6wnosécig, wprzekro-
ju powstang dwie strefy plastyczne, przedzielone obszarem sprezystym.W ob-
rebie strefy O s y « y jest o= -k, wstrefie y*y~y” jest o=E(wVcpy),
wreszcie w strefie pozostatej y» =s y « h jest o = + k. Proste rozdziela-
jace y = y tudziez 'y = y* spetniajg réwnania: E(w+<py)= - k, E(w+(py,.)=

= k% ktére daja w = - (5— R e s <p’=£. 2 . Linig obojetng jest pro-

y*-y - y* -y
*
sta y = yQt gdzie yQ = - 1:—Y---§—y Warunki redukcji:
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daje po scatkowaniu réwnania:
- kb y + kb(h - y+) + EbCwry* - y) +5 (Y2 - y2)) =s , (d)
o L) I R A R - A D Ve N O
ktéore pc wstawieniu uprzednio znalezionych w', 4 przyjmuje postac:
kb(j -y - y*) =S, kb(3h2- 2y2 - 2yy*- 2y2) « 6M + 3Sh
Mozemy im nada¢ tez wygodniejsze budowe:

6 M h (Sk-S)(Sk+2s) 2

y* +y h. VA ¢ S — K ho,

nadajece sie lepiej do rozwigzania obu réwnan wzgledem 'y i y*. Wraca-
jac z nimi do w', ¥ znajdziemy te parametry w zaleznos$ci od S, M. Waznos¢
tego ostatniego stadium ograniczona jest zastrzezeniem y =£y+.

Rugujec réwnosciag y = y~ te zmienne w dwu ostatnich réwnaniach znaj-
dziemy warunek plastycznos$ci dla catego przekroju w postaci rownania 4MS. =
= (S% - 52) h. Z powodu komplikacji rachunkowych najczes$ciej zadawalamy
sie wyznaczeniem wtasnie tylko rachunku plastycznos$ci dla catego przekro-
ju. Mozna go znalez¢ bez potrzeby poszukiwania w, cp' wprost z odnoénych wa-
runkéw redukcji. 3ak o tym pouczajg réwnania (d), (e) z powodu roéwnosci
y =y% parametry w,<p' odpadajg istotnie z rachunku. Objecie obszarem pla-
stycznym catego przekroju nie jest jednak w rzeczywistosci mozliwe. Roz-
wigzanie nasze wymagatoby bowiem dla wltp' nieograniczonych wartos$ci, co
nie jest fizycznie mozliwe.

Zwroéci¢ wreszcie nalezy uwage, ze dyskusje przeprowadzono przy zatoze-
niu n > h/6. Poza tym za$ przyjeto n = costans, co znaczy, ze moment M
wzrastat w tym samym stopniu jak S. Dzieki jednak temu, Ze w miejsce Sn
wstawiono M, zaleznos$¢ M i S zostata ukryta i rozwigzanie powyzsze
wazne jest réwniez dla wypadku, w ktérym M wzrasta niezaleznie od zmian
S. Zauwazy¢ wreszcie trzeba, ze w warunku plastycznos$ci M figuruje w pier-
wszej a S w drugiej potedze. Ma to znaczenie dla dyskusji znakéw po-

szczegOllnych dodajnikéw. Poszczegdlne stadia ilustruje rys. 5.9.



10. ROWNOMIERNE SKRECANIE

Rys. 1.10

Zbiér sit, dziatajacych na przekréj kohcowy z = 1 pretarébwnowarty
jest momentowi zewnetrznemu L, ktérego para lezy wplaszczyznie tego prze-
kroju - czyli, ktérego wektor jest réwnolegty do osi z. Réwnowazgcy zbiér
sit przekroju poczatkowego sprowadza sie wobec tego réwniez do przeciwnie
skierowanego momentu zewnetrznego L. Dla prostoty rysunkowej umiescilis-
my te wektory na osi preta x + Xg, y = yg.

Przypomnijmy krétko wiadomos$ci nabyte na powyzszy temat w mechanice u-
ktadow sztywnych. Wplywy wewnetrzne znajdziemy dzielgc pret Jcolnym prze-
krojem z i odrzucaj.c jedng z powstatych czeéci. Operacja ta zamienia
wielkoéci wewnetrzne na zewnetrzne i w ten spo30b umozliwia stosowanie réw-

nan réwnowagi do czeé$ci pozostawionej. Wynika z nich Ze na przekréj dzia-
ta moment

N =L, (-10)
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rbwnolegty do osi z - jak na rys. 1.10. Ola rozwazanego uktadu, diugos¢
1 jest to wielkos¢ wewnetrzna, czemu daliSmy wyraz, stosujac mimo lic z -
bowej réwnosci odmienne oznaczenie. Znak momentu N ustalamy,odnoszac jed-
noczednie jego zwrot i zwrot normalnej zewnetrznej n przekroju do kie-

runku aktualnych osi uktadu; jest nimi obecnie dla obu o§ z. Gdy normal-

na zewnetrzna jest zgodna z dodatnim kierunkiem osi z , to N
jest dodatnie, gdy Jego zwrot jest réwniez zgodny z dodatnim kie-
runkiem osi z. Gdy normalnazewnetrzna jest zgodna z ujemnym kie-
runkiem osi z to N jest dodatnie, gdy jego zwrot jest zgodny

z ujemnym kierunkiem osi z. Na rys.1.10 zatozyliSmy przeto ta-

kie L, ze zachodzi wypadek N

Moment wewnetrzny o oméwionym potozeniu nazywamy momentem
skrecajagcym. Méwimy o przypadku réwnomiernego
skrecania, gdy - jak to wtasnie ma miejsce - moment skrecajgcy jest nie-

zalezny od zmiennej z, a wiec jest staty wzdiuz preta. Przypadek ten na-
lezy do grupy podstawowych.

Przejdzmy z kolei do rozwazan na gruncie mechaniki uktadéw odksztatcal-

nych.
Wiemy z punktu pigtego, ze w grupie przypadkéw podstawowych dopuszcza-
my do konkurencji co najwyzej naprezenia Vy‘ tx‘ oz. Poniewaz zbidér réow-

nolegtych do osi z elementarnych sit oz dA moégiby ewentualnie spowo-
dowa¢ obecnos$¢ sity podiuznej S oraz momentéw zginajgacych MX i My’ prze-

to wykluczajagc te mozliwoé¢ zatozymy obok (6.5) dodatkowo najprosciej
2.10)

czyli bedziemy usitowali zbudowa¢ teorie réwnomiernego skrecania przy u-

zyciu jedynie naprezen stycznych

cy =Gy \ =garx (3.10)

wem Hooke'a. Zadanie na$ze polega przeto na wyznaczeniu tych naprezenh.
Wzorujgc sige na stosowanym przez nas dotychczas postepowaniu musimy z
kolei zajg¢ sie geometryczng strong zagadnienia. Przyjmiemy, ze dziatanie
momentu skrecajacego objawi sie obrotem przekroju jak sztywnej catosci.
W punkcie piatym zaznaczaliSmy, ze teoria de Saint-Venanta w konsekwencji
zatozonych tam - a przez nas respektowanych - przyjeé teoretycznych narzu-
ca na koncach preta pewne szczegélne warunki brzegowe. Wyrazajg sie one
np. tym. Zze utwierdzenie przekroju ogranicza sigeg do jego jednego tylko
punktu. Zgodnie z tym przyjmujemy, ze 0$ wspomnianego obrotu zajmuje ja-
kie$ rownolegte do osi preta potozenie. Przechodzi ona wtasnie przez unie-
ruchomiony punkt przekroju np. poczagtkowego z = 0. Mozemy sobie ten punkt

wyobrazi¢ teoretycznie nawet poza materialnym przekrojem, a wiec przyjac.
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ze na rys. 1.10 osi? obrotéw jest 0§ z uktadu wspéirzednych.Odksztatce-
nie polega tu na tym, ze obrét jest wzgledny. Deséli przekréj z obraca sie
o kat it , przekrdj sasiedni z + dz obraca sige o kat it + dit. Wielkos$¢ it
charakteryzujgca zachowanie sieg catego przekroju,nazywa¢ bedzie-
my jednostkowym katem owiniecia lub - kréotko - owinieciem. Gdy
w polskiej literaturze przedmiotu termin ten nie jest stosowany,wyjasnia-
my, ze przywigzujemy wage nie tyle do uzytego terminu, co raczej do tego,
by bezwarunkowo nie stosowa¢ tu nazwy skrecania, ktérej uzyliSmy wyzej dla
zjawiska mechanicznego a nie jak obecnie geometrycznego. Znak ' oznacza
pochodng zetowg.

Dowolny punkt (x,y) przekroju z dozna z powodu owinigecia it drobnego

suwu r it w ptaszczyzZznie przekroju. Z podobienstwa widocznych na rys.2.10

trojkagtéw wynika, ze suwy skiadowe w kierunku osi x i 'y wynoszg:
u = - ity v''= + it'x, (4.10)
Rys. 2.10
przy czym znak ' oznacza pochodng zetowg. Wzory (4.10) wyrazajg zatem w

uktadzie analitycznym fakt wzglednego obracania sie przekrojow dokota osi
owiniecia, za ktoérg obraliSmy dowolnie 0§ z. W skrecaniu réwnomiernym o-
winiecie tez musi by¢ réwnomierne. Parametr i}l' jest tu przeto wielko$cia
stata, wiec niezalezng od z. Pozostate czedci rys. 2.10 wykorzystamy przy
sposobnos$ci nieco pézniej. Tutaj dla zupetnoséci jeszcze dodajemy, ze gdy-
byémy za o0$ obrotu obrali nie 0§ z, lecz np. prosta x = c, y =d, to
oczywiste Jest, ze w miejsce relacji (4.10) wesztyby nieznacznie rozsze-

rzone :

u= -ty - d), v'= +ik(x - c).
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Gdyby naprezenia r , z» bytly bezposrednio zwigzane z suwami u', v' pra-
wem materiatlowym, wykorzystaliby§my - Jak w poprzednich ustepach - ten
fakt i weryfikujac zatozony typ zagadnienia réwnaniami redukcyjnymi

(5.10)
wyznaczylibySmy z nich przy tej sposobnos$ci niewiadomg I>. Tak jednakze

nie jest, albowiem figurujace w prawie wigzagcym (3.10) wielko$ci

(6.10)

zawierajg obok u, v' Jeszcze suwy pochodzace od przemieszczenia w. Wo-
bec tego zatozenie kinematyczne (4,10) jest niewystarczajagce do rozwigza-
nia zagadnienia.

Francuski teoretyk Navier podat zamknieta, ogdélng teorie skrecania, za-
ktadajgc jako drugie przyjecie, ze odksztatcone przekroje preta pozostaja

nadal ptaskie, to jest przyjmujac dla przemieszczenia w wyrazenie

w = wQ + <py - ipX, (7.10)

w ktérym wobec tego wielkos$ci wQ, o, tp sg funkcjami co najwyzej tylko zmien-

nej z. Uwzgledniajac powyzsze jak i (4.10) w (6.10) i (3.10) znajdziemy:
t = - G(0y +ip), t = G(i)'x + <f). (8.10)
y A

Poniewaz wobec statego N state musza byé réwniez ty, Z,, przeto widzi-

my, ze @, \p sa wielkosciami réwniez statymi.

Podstawiajac powyzsze w dwa pierwsze z réwnahn (5.10) znajdziemy:

(9.10)

wobec czego trzecie z réwnan (5.10) przybierze postac:

Gi)'/(x2 + y2 - xgx - y8y) dA = Gi)(30 - A(x*+y”) =N

W réwnaniach tych Xg, Yyg oznaczajg wspo6trzedne geometrycznego $rodka prze-

kroju, 0 za$ bi e gunowy ksztattnik przekroju wzgledem osi
owinigcia, czyli 0Q - A(xg +yg) =0 takiz ksztattnik prze-
kroju wzgledem os i geometryczne.]j pre-

t a. Zatem

(0.10)
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stanowi ostateczny rezultat Navierowskiej teorii skrecania. Uwzgledniaj;.;

(9.10) i (10.10) w (8.10) znajdziemy:

Cy = - rx =3(x - xs?°' (11.10)

Na podkres$lenie zastuguje fakt, ktéry powtdérzy sie mutatis mutandis réw-
niez w teorii de Ssint-Venantowskiej, a mianowicie ujawnienia sie roli*
geometrycznej osi preta. Gdziekolwiek bySmy ustalili warunkami brzegowymi
o$ owiniecia O w formule (10.10) odniesione jest do geometrycznego $rod-
ka przekroju. Podobnie i naprezenia (11.10) nie zaleze od potozenia $rod-
ka owinigecia, lecz od potozenia uwazanego miejsca wzgledem osi uktadu prze-

sunietych do tego punktu. Gdy wiec oddalenie:

IVAX - Xs>2 * (y - ys)2 | -

badanego miejsca przekroju od jego $rodka oznaczymy krotko litere r, na-

prezenie catkowite [|[/c™ + ty |= jest roéwne:

cr = £}r. (12.10)

Skierowane ono jest prostopadle do promienia wodzacego r.

Wzér (10.10) z podanym Navierowskim znaczeniem pa-
rametru 0 nie jestogoélnie mozliwy. Aby to zrozumie¢ wezmy pod
uwage dwa prety réwnej]j dtugosdci =z tego samego i
tej samej objetosci m ateriatu. Nadajemy przekrojowi

jednego posta¢ kota, drugiego za$ waskiego prostokata. Wyobrazmy dalej so-
bie, ze oba te prety skrecamy liczebnie réwnymi momentami L = N. Nasze co-
dzienne doswiadczenie poucza nas, ze kat owinigecia = <>'l dla preta koto-
wego bedzie znacznie mniejszy od tego kata dla preta o waskim przekroju pro-
stokagtnym. Tymczasem teoria Naviera zapewnia o czym zupetinie przeciwnym,
albowiem O przekroju kotowego Jest wybitnie mniejsze od 3 réwnego po-
lem przekroju prostokatnego, kat za$ jest wzgledem O odwrotnie pro-
porcjonalny.

Poniewaz jeszcze dzi$ zdarza sig, ze stosuje sie powyzsze, niepoprawne
okres$lenie wielkos$ci 3, wigec wydawato sie wskazane zwrdéci¢ uwage na ten
szczeg6t. 3ednoczednie za$ staje sie konieczne zastanowi¢ sig,na czym po-
lega stwierdzona sprzeczno$¢.

W punkcie pigtym zwréciliSmy uwage na to, ze w zagadnieniach preta,kt6-
re zamierzamy ;v tym rozdziale roztrzgsaé¢, pobocznica prets jest wolna od
obcigzen powierzchniowych. Na pobocznicy preta dostawa zetowa n2 jest row-
na zeru. Wobec o, =0, = %Z = 0 warunki brzegowe (3.2) - o czym tez mé-

wiono w zadaniach 2.2 i 3.2 - redukuje sie na pobocznicy do réwnania:
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Zy nx +rx ny “ 0 > (13.10)
(8.10) i (9.10) do warunku:
- (y " Y, nx +(x - x#) ny =0 . (14.10)
Gdy oznaczymy wspo6irzedng tukowg brzegu przez a, Jego normalng zewne-

trzng przez n, to na brzegu zachodzg relacje:

n =ii=a =i n . - + - 15.10
x = oh y Tad ¥ -on Px o8 ( )
przy czym nx< n, n2 tudziez sx>sy, s2 wprowadzono jako skroty dla
odnos$nych dostaw kierunkowych normalnej i stycznej do brzegu. Wprowadzmy
esowe pochodne (15.10) w (14.10). Uzyskamy réwnanie
ktérego catka najwidoczniej brzmi:

(Y-ys) +(*-"“s2 =0 i (16.10)
przy czym ¢ jest dowolng statg. Wiadomo nam jest, ze powinnidmy nadac
Jej warto$¢ dodatnig, jes$li réwnanie (16.10) ma istotnie okreéla¢ rzeczy-
wisty kontur. Gest nim najwidoczniej koto.

Sprawa zostata wyjasniona. 3 edyni e pret o petnym prze-
kroju kotowym lub rura ograniczona dwiema wspot -
Srodkowymi powierzchniami walcowymi Kk ot o wy m.i uzyskuje
przy skrecaniu ptaskie przekroje. Ola.takich tylko pretéow para-
metr 3 we wzorach (10.10) i (12.10) oznacza biegunowy ksztattnik prze-
kroju, a wiec jedng z wielko$ci
jesli a oznacza promien przekroju kotowego, wzglednie aj, a2 promien we-

wnetrzny i zewnetrzny piers$cienia.
Najwieksze naprezenie styczne znajdziemy z formutly (12.10) ktadac w niej

r = a wzglednie r = a2. Uzyskamy dlan wartos$¢

(18.10)
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gdzie kazdg z wielko$ci

2 =§- =12~ _1ix . (ig-10,

umawiamy sie nazywa¢ n o $ ni kiem sprezystego s krecania.
Przyktad 1.10. Wyznaczy¢ nos$nik skrecania cienkosciennej rury kotowej.

OdpowiedZz 1.10. Niech $redni promien pier$cienia wynosi a, a grubos¢
Scianki b. Podstawiajec to do (17.10) a2 = a + b/2, ax = a - b/2 czy tez
wprost korzystajec z zatozenia matego b/a znajdziemy 0 = 2a3b , a z
(19.10) Z = 2a2b

Przyktad 2.10. Wyznaczy¢ ze skrecania cienkos$ciennej rury kolowej przy
ustalonej jej osi zwigzek miedzy odksztatceniem y i odpowiadajagcym mu na-

prezeniem stycznym i.

Odpowiedz 2.10. Naprezenie wynosi fc= — 5— , suw za$ i) a réwny Jest wo-

2a bu s

bec unieruchomienia osi rury wprost odksztatceniu jf - czyli wobec 0 =r>I
jest jf = Mierzgc wtedy N i ii znajdziemy zwigzek miedzy ,c i y.

Przyktad 3.10. Uktad ztozony z dwéch réznych pretéw o przekrojach koto-
wych a wspdélnej osi utwierdzono doskonale obu korficami i obcigzono w prze-

kroju posredniczagcym momentem L. Wyznaczy¢ wielko$ci podporowe.

Odpowiedz 3.10. Momenty podporowe sg Lj i L2. Warunki réwnowagi redu-

kujg sie do jednego L. + L, = L. Zagadnienie jest przeto hyperstatyczne.
L.,

Catkowity kat owiniecia kazdej z czes$ci musi mie¢ wspélng wartosé¢ jn.. =

12i2 gll1
=m . Dwa te réwnania rozwiazuje zagadnienie.

22

Formuta (18.10) stuzy z reguty do wyznaczenia rozmiaréw przekroju przy
okreslonym momencie N i naprezeniu bezpiecznym ¢ > t. Bywa jednak, ze
rozmiary te wyznaczamy réwniez, ograniczajac kat i) = i>'l. Wtedy korzysta-
my z formuty (10,10): Fnergia sprezystosci pomys$lanej jednostki ditugosci

preta wynosi:
w'= | Ntf'=1 53 =1 G0l>2, (20.10)

przy czym znak | oznacza pochodna zetows.

Przyktad 4.10. Wyznaczy¢ energie W, wychodzgc z definicji (12.3) i

(12.3).
2 2 2
+
Odpowiedz 4.10. Energia jednostki objeto$ci wynosi WQ = mm ~ rro-

:ln123 . rz, energia za$ jednostki diugosci preta jest réwna W" jWOdA,
260

co wobec =0 prowadzi do (20.10).
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Gdy przekrojowi preta nadamy posta¢ dowolng rézng od kota wzglednie ko-
towego pierécienia, nie pozostanie on po odksztatceniu ptaskim,lecz wypa-
czy sie w ten sposob, ze Jego stosowne czes$ci na przemian doznaja prze-
mieszczen w przed i za pierwotng Jego ptaszczyzne. Uczen Naviera de Saint-
Venant wykazat, ze w miejsce (7.10) przy pominieciu dodajnikéw wyniktych

z ruchéw pretalakosztywnej catosci przyja¢ trzeba:
w = i>" 0. (21.10)

gdzie OlJest ptaskafunkcja harmoniczna, zatemfunkcja spetniajaca we-

wnatrz przekroju réwnanie rézniczkowe

af|] +¢,8 = 0, (22.10)
dx 3y

- ktére na brzegu przekroju czyni zado$¢ warunkowi:

A=ffF "X+ 2 "y = VX - vV (23-10>

Znajomos$c¢ funkeciji owiniecia 0O rozwigzuje zadanie

pod kazdym wzgledem. W miejsce formut (8.10) wchodzg relacje
ty . GNiff _y), cox =61 (2 =Xx) , (24.10)

formuta za$ (10.10) zachowuje swéj wyglad, z tym, ze zalezna od postaci

przekroju wielkos¢ O o dymenzji dtugosci w czwartej potedze wyraza wzor:

3 'f'*\20»Jf —»§>dA.(25.1o

Bous8inesque analizujac zachowanie sie funkcji harmonicznej wykazat,ze

najwieksze naprezenie styczne przynalezy zawsze do konturu brzegowego.Ob-

liczajac przeto na brzegu przekroju z = c2 +r2) mozemy wyznaczy¢ je-
go maximum i nada¢ mu posta¢ koricowg (18.10). Oczywiscie okaze sie, ze
nosnik Z zachowuje stale dymenzje dtugos$ci w trzeciej potedze,a jego bu-
dowa matematyczna zalezy od geometrycznej postaci przekroju.Na og6t punk-
tem, w ktérym X osigga najwiekszg warto$¢ jest ten najblizej lezagcy $rod-
ka przekroju.

Filon wykazat Jednak, ze moga istnie¢ wyjatki od tej reguty. Wreszcie
energie sprezystos$ci przedstawia w dalszym cigqgu wyrazenie (20.10) z okre-

Sleniem 3 wedlug (25.10).



Ujawnione wypaczenie przekroju nie stanowi na szczes$cie trudnos$ci przy
praktycznym stosowaniu teorii. Budujgc dla preta sktadajgcego sie z kil-
ku czeéci warunki nierozdzielno$ci operujemy z reguty tylko katami owinie-
cia i) , nie martwigc sie¢ tym, ze wskutek odmiennego wybrzuszenia przylega-

jacych do siebie czes$ci nierozdzielno$¢ nie jest $Scisle zachowana. Wygla-

da to wiec tak. Jak gdybySmy milczaco zaktadali, ze $§r e d ni e wy -
paczanie i jest réwne zeru, co z powodu
wspomnianego pofalowania przekroju ma istotnie miejsce. Twierdzenie de

Saint-Venanta, na ktére juz wielokrotnie powotywaliSmy sie,poucza,iz kroét-
kie koncowe skrawki preta moga by¢ siedziba odmiennych stanéw napigeé¢ i od-
ksztatcen, nie wpitywajac tym jednak na rozwigzanie podane dla przewazaja-
cej, zasadniczej diugosci preta.

Wreszcie wazne jest pamieta¢, ze punktowe warunki brzegowe. Jakimi po-
stuguje sie de Saint-Venantowska teoria skrecania sga niezgodne z warunka-
mi brzegowymi, jakie narzucajg wzgledy praktyki konstruktorskiej. Z regu-
ty przekréj koncowy zamocowany bywa w wiekszej liczbie punktéw,wzdiuz zam-
knietej krzywej, albo wreszcie na catlym swym polu. Podobnie przekréj po-
Sredniczgcy miedzy lewe i prawg czeécig preta wspoéidziata z natury rzeczy
réwniez caltym swym polem. W tych zmienionych warunkach brzegowych Jeden
wazny szczeg6t zastuguje na uwage. Oto okazuje sie, ze o$ owinigecia przyj-
muje w precie pewne s z c z e g 61 n e potozenie x = c, y = d, uza-

leznione od geometrycznej postaci przekroju. Oest to zatem pewne potoze-

nie nat uralne, gdy w rozwigzaniu de Saint-Venanta byto to po-
tozenie wymuszone ustaleniem jednego tylko punktu x = a, y= b.
Owg szczegdlng prosta nazywamy naturalna osia owinie-
cia. 0 potozeniu Jej bedzie Jeszcze mowa przy innej sposobnosci.

Pozadane jest doda¢ jeszcze kilka uwag odnos$nie rozwigzania $cistego.
W poszukiwaniu za stosowniejszg postacig warunku brzegowego teoretycy wpro-
wadzajg w miejsce funkcji O inng réwniez harmoniczng funkcje t) 2z tam-

tag sprzezong, tj. czynigca zado$¢ zwigzkom:

H--If MS <>

Widzimy, ze czyni ona zado$¢ istotnie réwnaniu harmonicznemu

A +4 =Q, (27.10)
Y

warunek za$ brzegowy (23.10) po wprowadzeniu esowych pochodnych wedtug

(15.10) przybiera dla niej postac:
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ktéra po scatkowaniu wzgledem s - z pominigciem dowolnej statej - daje na

brzegu

V = §(x2 + y2). (28.10)

Znalaztszy zréwnan (27.10) i (28.10) funkcje tp wracamy wediug (26.10) z

powrotem do funkcji O.

W matematycznej teorii sprezystoséci wielkie znaczenieposladaje tzw.
funkcije naprezen. Rozumiemy pod nimi ogdélnie tak dobrane
funkcje, ze przedstawione ich pochodnymi - pierwszymi lub drugimi z ewen-
tualnie doteczonymi znacznymi dodajnikami funkcyjnymi - sktadowe stanu na-

piecia czynie identycznie zado$¢ warunkom réwnowagi.
W teorii skrecania funkcje naprezen Jest wyrazenie:
2 2
-ii = Gi) (tf>- X-5¢-*-). (29.10)

czyniegce wewnetrz konturu zados$¢ réwnaniu rézniczkowemu

+ZISs = - 2G i (30.10)
3x 3y

na Jego brzegu za$ warunkowi

ji =c, (31.10)

gdzie c¢ jest dowolne, np. zerowe state. Powyzsze wynika z réwnan (27.10)
i (28.10). Podstawiejec (29.10) za posrednictwem (26.10) w (24.10) znaj-

dziemy

r. = e o _ (32.10)

co rzeczywiscie czyni zado$¢ warunkowi réwnowagi

|Ss. ». (33.10)

Zatuin ii jest istotnie funkcje naprezen.

Na zakonczenie powyzszych uwag z dziedziny matematycznie $cistej teorii
skrecania trzebadodac jeszcze dodatkowe zastrzezenie.

Podane réwnania dla funkcjiO <czy tez -y, czywreszcie S| wyetarczaje
do rozwiezania zagadnienia przy zatozeniu, iz przekrdéj preta tworzy ob-
szar jednospoéjny, tj. obszar, w ktérym kazda dowolna zamknie-

ta krzywa moze by¢ droge ciggtej deformacji Sciggnieta do rozmiaréw punk-
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tu, nie przecinajac przy tym nigdzie brzegu. Zatem obszarem jednosp6jnym
jest przekréj bez wykrojow. Przekréj z jednym otworem jest d wus p 6 j-
ny, z dwoma wykrojami tr 6 j s p 6 jny itd. Teoretyczne rozwaza-
nie poucza, ze przedstawiony wyzej aparat matematyczny stanowi w wypadku
przekrojéw wielospéjnyoh $rodek konieczny, lecz niewystarczajacy dla uzys-
kania jednoznacznego, wiec zabezpieczajecego ciegto $¢
materii uktadu, rozwigzania.

Niech # przedstawia dowolnge zamkniete krzywe potozone w catos$ci w ob-
rebie materialnego przekroju preta. Wychodzagc z dowolnego jej punktu o-
bejdzZzmy je w catoéci. Oasne jest, ze wré6ci¢ musimy do punktu wyjécia, mi-
mo tego iz z powodu wypaczenia przekroju przebywaliSmy rézne spadki 9/at

Warunek jednoznaczno$ci rozwiezania w teorii skregcania brzmi:

*(34.10)
przy catkowanie wzdtoz krzywej zamknietej. W przekrojach
Jednospéjnych warunek ten Jest identycznie spetniony. Dla wielospéjnych

etanowi on dodatkowe brakujgce do rozwigezania réwnania.

De Saint-Venant podat rozwigzanie zagadnienie skrecania dla wielu réz-
nych przekrojéw majgcych praktyczne zastosowanie. Okazato sige, ze dla nie-
wielu tylko aa ono posta¢ zamkniete. Z reguty zas$ trzeba uzy¢ rozwinig¢ na
szeregi. Dla celéw praktyki zaleznie od stopnia ich zbieznos$ci urywamy je
na wiekszej lub mniejszej liczbie wyrazéw albo - co czesto jest lepsze -
zamieniamy na stosowang formutke interpolacyjne. Podanie og6lnych formut
dla D tudziez Z, obejmujacych wszelkie przekroje nie okazato sie mozli-
we. W pewnym stopniu Jest to mozliwe, gdy przekroje w pewien sposéb bedzie-
my grupowaé¢. Tak np. dla przekrojow jednospéjnych catkowicie wypuklych sto-
sowana bywa de Saint-Venantoweka formuta:

(35.10)
o
w ktérej A oznacza pole przekrpju, 1Q jego biegunowy ksztattnik wzgle-
dem $rodka przekroju, a V wspoétczynnik liczebny! wyhoszgc® w przyblizenit

40. Odmiennie zbudowang formute mozna poda¢ dla przekrojow uformowanych z
waskich paskéw - o czym bedzie jeszcze mowa gdzie indziej.

Rozwigzanie dla przekroju eliptycznego o po6tosiach a ib brzmi:

(36.10)
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Tutaj przeto jest V = 442 = 39,5. Rys. 3.10 podaje przebieg naprezen.Naj-
wieksze, dla ktérego wyzej podano nos$nik Z , przynalezy do miejsc poto-
zonych na koncach osi krotszej. Dla prostokatnego przekroju o bokach b, h
jest :

L~ i

: b2h A0
0=— '77A" Z=3+5b/h* b kK (37.10)

przy czym V zalezy od stosunku b/h  wedtug tabeli jak nizej

b/h 1/1 1/2 1/4 1/8

W= 42,7 42,0 40,2 38,5 36,0

Z przedstawiono tu formute interpolacyjne. Dla bardzo weskiego przekroju
prostoketnego widocznie jest:

0 =y b3h. 142y, (38.10)

co w dalszej czeéci uwidocznimy jeszcze raz elementarnym rachunkiem. Przy

tej sposobnos$ci mogliSmy zauwazyé, ze parametr liczbowy V Jednak do$¢ wy-

raznie odchyla sie od wartos$ci 40. Dla tréjketa réwnobocznego wynosi on
45.

Wrécimy obecnie z powrotem do rozwazan elementarnych. Réwnanie (13.10)
poucza, iz na brzegu przekroju naprezenie catkowite V= (Y~ +ty) ma kie-

runek do niego styczny. Krzywe posiadajece te wtasnos$¢,iz naprezenie Jest
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do niej styczne, nazwaliSmy Juz w pierwszym rozdziale trajektoriag. Zatem
w przypadku skrecania kontur przekroju jest trajektorie brzegowa napreze-
nia stycznego. Z pewnos$cig istniejg réwniez wewnatrz przekroju analogicz-
ne zamkniete, wzajemnie nie przecinajace sie trajektorie.W istocie - gdyby
dwie trajektorie posiadaty wspdélny punkt, przynalezne mu naprezenie stycz-
ne miatoby nieoznaczony kierunek, co przeczy definicji trajektorii - chy-
ba, ze naprezenie to wynositoby zero. Gdy za$ miedzy soba si¢ nie przeci-
naja, kazda z nich musi sie zamyka¢ w sobie.

Znajomos$¢é trajektorii naprezeh stycznych jest identyczna ze znajomo-
§cig rozwigzania zagadnienia skrecania. Przeprowadzimy dowdéd tego twier-

dzenia. Niech trajektorie nalezg do jednoparametrowej rodziny krzywych

Sl (x, y) =cn (39.10)

Rys. 4.10

Nadajgc statej cn warto$¢ szczegdélng ¢, np. zerowga, otrzymamy z roéw-
nania ii = c¢ trajektorie brzeznag. Nadajgc jej stosowane inne wartosci znaj-
dziemy kolejno réwnania coraz to innych trajektorii wtasciwych, tj. wewne-
trznych. Wezmy pod uwage na rys. 4.10 dwie sasiednie trajektorie.lch wza-
jemne oddalenie dn jest zmienne i zalezy od potozenia, ktore okresli¢
mozemy wspo6irzedng tukowg s. Zmienne Jest réwniez wzdluz s naprezenie zn.

Nie trudno Jednak zauwazyé¢, ze iloczyn ¢ dn jest niezmienny wzdiuz o-

brane]j trajektorii. Istotnie,wytnijmy z preta dwoma dowolnymi prze-
krojami z - najpros$ciej oddalonymi o jednostke - dwiema sasiednimi powierz-
chniami walcowymi, kierowanymi dwiema sgsiednimi trajektoriami i wreszcie
dwiema ptaszczyznami 8 = 8" i s = s2 waski ptat preta. Oego powierz-

chnie walcowe sg wolne od obcigzen, za$ jego waskie prostokaty oe-anicza-
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jece szerokos$ci dri i dn', zgodnie z twierdzeniem o réwnowarto$ci odpo-
wiadajecych naprezen stycznych, natozone se¢ przeciwnie skierowanymi, row-
nolegtymi do osi preta sitami dn' i r” dn". Skoro innych réwnolegtych

dc tworzacych preta sit nie ma, musze byé wypisane miedzy sobe réwne.

Elementarne polewynosi dA = dnds, sktadowe za$ naprezenia tnse row-
ne t =t s_tudziez v, -z s . Pierwsze dwa z rownanredukrgjl*(s 10)

y n X X n o«

sq spetnione. Istotnie mamy tu / c~dA J_jmsy dnds —J zr danX ds. Wy-
razenie v dn wytgczyliSmy przed catke zawierajece wyrazenie podcatkowe
zalezne od s, albowiem wzdtuz trajektorii cn dn jest niezmienne. Lecz
wzdituz zamknigtego okregu s jest J's™ 6s= J~~ds= ] ~dx = 0. Podobnie

dowodzi sie réanoéci J/t dA = 0. I_]Dla celébw trzeciego z réwnahn (5.10) ob-

X
liczamy dN =1t dnds n = « dn /nds. Lecz nds oznacza podwdjne pole
tréojketa o podstawie ds i wysokoséci n nakres$lonej z poczetku uktadu
wspoéirzednych O. Wobec tego jest dNl = przy czym Ag jest polem

zamknietym uwazang trajektorie, czyli

N = 25A_ Vv, dn. (40.10)

ZatozyliSmy na wstepie tego rozwazania, ze trajektorie fi=c se nam zna-
ne. Wobec tego pcla Ag se nam réwniez znane. Wykazemy, ze réwniez tn moz-
na wyrazi¢ funkcje fi.

Wzdtuz jednej trajektorii funkcja fi jest stata. Wyrazié to mozemy réw-

naniem

a - <L*+aa 5:1 -0

3s 3x * as

lub po wprowadzeniu oznaczen (15.10)

3y N~ ax ny =0. (41.10)
przy czym n - jak na rys. 4.10 - jest normalnge do trajektorii. Rdéwnaniu
temu mozemy nada¢ posta¢ (13.10), jesli zdefiniujemy naprezenie ty, zX

zgodnie z (32.10). W ten spos6b rozszerzyliSmy znaczenie funkcji fi.Zwieza-
lisSmy z jej obecnos$cig nie tylko kierunek naprezenia, lecz réwniez jego
warto$¢, Dest to oczywiste, bowiem réwnanie (41,10) mozna pomnozy¢ przez
dowolne state. Wyobrazajec je sobie zawarte w fi uczyniliSmy 2z niej funk-
cje naprezen. Zatem trajektorie w zagadnieniu skrecania okres$la funkcja
naprezen.

Przy przejsciu z jednej trajektorii do drugiej funkcja fi doznaje zmia-

ny. Mozemy to z kolei wyrazi¢ réwnaniem

3fi _ 9fi dx 3y
an 3x jn 3y 3n’
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Podstawiajac tu (15.10) tudziez przed chwilg uzasadnione (32.10) otrzyma-

my :
lecz dwumian zawarty w nawiasie jest sumg rzutéw obu naprezen c , zy na
styczng do trajektorii. Dest on wiec - co wynika z definicji trajektorii -
catkowitym naprezeniem z . Mamy zatem:
= - <u (42.10)
Wracajac do rezultatu (40.10) mozemy mu nada¢ obecnie postac
Réwnanie to postuzy¢é moze do wyznaczenia czynnika proporcjonalnosci,
ukrytego w ii i decydujacego o tym, ze it Jest istotnie funkcje naprezen.

Lepiej, catkujgc per partes, uzywa¢ go w postaci nastepujgcej:

(43.10)
Tutaj A jest polem zawartym w konturze zewnegtrznym przekroju, a it - c
przynalezna tam wartos$cig funkcji it . Podobnie Agq oznacza pole ewentual-
nego wykroju, a S = cQ przynalezng mu wartos¢ funkcji ft. Dla obszaru
jednospojnego Jest: Agq = o, na jednym brzegu za$ zawsze dysponu-

jemy wartos$cia c. Przyjmujac ja dla przekroju jednospéjnego robwng zeru

otrzymamy prosciej:

(44.10)

W przypadku obszaru wielospdéjnego mozna wykazaé¢ réwnosé

(45.10)

llustracje ostatnich formut stanowi¢ moze rys. 5.10.

Przedstawmy funkcje it jako powierzchnie rozpietag nad uwazanym przekro-
jem. Wtedy podwdjna objetos¢ bryty obwiedzionej grubg linig przedstawia

moment skrecajgcy N.
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Na zakonczenie tej kwestii musimy zwréci¢ uwage na dwa wazne szczegOty.
Wychodzac z zatozenia, iz istnieje funkcja Sl , okreélajaca linie naprezen
stycznych z biegiem wywodu zidentyfikowalismy ja z funkcja naprezehn SlI.
UzyskaliSmy w ten sposéb tacznos$¢ miedzy definicjg trajektorii (39.10) i
warunkiem brzegowym (31.10), a nadto wykorzystaliSmy definicje funkcji na-

prezeh (32.10). Nie wynika z tego bynajmniej, ze uczyniliSmy tez zado$¢

réwnaniu rézniczkowemu (30.10). Ktadac c¢cn = c¢ otrzymujemy z réwnania X =
= c¢ réwnanie brzegu, wiec np. krzywag U (x,y) = 0. Nie wynika z tego by-
najmniej, ze wyrazenie Sl - ¢ jest identycznie réwne wyrazeniu (0o.Wystar-
czy wyobrazi¢ sobie, ze to jest np. podzielnikiem wyrazenia S - c. Wobec
tego znajomos$¢ brzegu nie jest identyczna ze znajomos$cig funkcji SI . Wy-

jatkowo bedzie tak tylko wtedy, gdy funkcja co(x,y) pochodzi z rodziny:

32to a2to
tt +rr = a-
0 X dy

gdzie a jest statg dowolng r6zng od zera. Wnioskujemy tak na podstawie
znéw réwnania (30.10).

Sciste rozwigzanie zagadnienia skrecania wymaga przeto zawsze catkowa-
nia réwnania harmonicznego lub innego pokrewnego. Rozwigzanie przyblizone

polega¢ za$ musi na tym, ze Sl dobierzemy tylko tak, by na brzegu byto z

nim zgodne. Oczywiécie mozemy to zrobi¢ na nieograniczenie wiele sposo-
béw, uzyskujgc za kazdym razem rozwigzanie przyblizone, nie respektujace
w wiekszym Ilub mniejszym stopniu warunkéw nierozdzielnos$ci, tj. réwnania
(30.10).

Przyktad 5.10. Poda¢ rozwigzanie dla skrecanego przekroju eliptyczne-

go.
2 2
Odpowiedz 5.10. ROwnanie brzegu jest ~ N -1 =c. Przyjmujemy wo-
b
2 2 g2n g2fl a2+b2
bec tego S = - )= Kontrolujgc znajdziemy — N =2C — 2¢5"
a b 9x 3y y b

Prawa strona tego réwnania jest stata. Jestedmy dzigeki temu w stanie po-



da¢

| |
= 2C

a b

(32.10) ¢
Y

dtug

wykresy naprezen

Poniewaz
~+g
a b G

’
D= - C

Przyktad 6.10.
go.

OdpowiedZz 6.10.

np. cos cos ~

state, co dowodzi,

jemy:

» - ac/(,*

Zat em

dii
8y ' *

9N

y

Przy b h

bezwzglednawartos$¢ ’

ten -niezgodnie

(37.10)

Przyktad 7.10. Wyznaczy¢ owiniecie

Odpowiedz 7.10.
rozdzielnosci,
dze
kalkulacji

wynosi i Ni}

rozwigzanie $ciste.

(= + —&f - A)

na

rozwigzanie

2 b2
C(x - —

najwiekszym naprezeniem

z (37.10) -nie

uzyskamy dla

z drugiej
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2c J & A2

1 a b
W dalszym ciggu

Réwnanie (44.10) daje N i) dA o

abjtC, skad C mamy we-

+ —2— mXx, tatwo

a bTt
2

y, skad juz wyznaczyé

abljr X

rys. 3.10 i nos$nik zgodnie z rozwigzaniem (35.10).

jest $Sciste, przeto korzystajac z (30.10) znajdziemy

")~3— mczyli
ab 7

3 zgodne réwniez z (36.10).

Poda¢ rozwigzanie dla skreconego przekroju prostokatne-

Mozemy réwnanie brzegu przedstawi¢ w rozmaite sposoby,
2

=0, (x2 - )(y2 - *j—) =Q itp. Decydujemy sie przy-

oy 2 - "y

. S . A20 A2o0
Kontrolujgc znajdujemy,ze —

X y
rozwigzanie z pewnos$cig bedzie przyblizone.

nie jest

ze Znajdu-

-£,(v2 - £> « -

dii 9N

a ,V « -

jest dla x i, y = 3ego

wynosic =—=—,9N z :ébzh.Rezultat
2b h

jest

czemuodpowiada

zalezny odstosunku /h.Zgodnoé¢ z

b/h 5/6.

i~ w poprzednim zadaniu.

Poniewaz podane rozwigzanie nie respektuje warunku nie-

a wigec postulatu geometrycznego, wigec znalezienie na dro-
rozwazan geometrycznych jest tu niemozliwe. Oedyna mozliwo$¢ tkwi w
energetycznej. Z jednej strony energia sprezysto$ci poditug (20.30)

za$ wediug (11.3) i (12.3) jest ona réwna:

b2 +h2

vy Pa Y 8N

g%.

2g/
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Z porbéwnania otrzymamy =" £ . —2J~%‘ Zestawiajgc ten rezultat z (37.10)
znajdziemy zgodnos$¢ dla vy :Eés—: 4%,2, co z nieznacznym bledem odpowiada
przekrojowi kwadratowemu.

Wréémy jeszcze na chwile do wzoru (40.10) i rysunku 4.10. Dla weskich

przekrojéw jednospéjnych dowolnej postaci mozemy wyznaczy¢ naprezenie,za-

ktadajac, ze zmieniajg sie one wedlug réwnania:

tp] = C|n, (46.10)
przy czym b oznacza matg, w poréwnaniu dodtugos$ci, zmienng szerokos$¢
przekroju, an mierzony réwnolegle do b i ze Srodka b zmienny odci-

nek normalnej do trajektorii przecinajagcych te szeroko$¢, a X warto$é¢ na-
prezenia na brzegu przekroju. Mozemy dalej z powodu zatozonej waskiej po-
staci przekroju przyje¢, ze pele Ag, objete linia naprezen da sie z wy-

starczajgca doktadnos$ciag wyrazi¢ analogiczng proporcja:

AS =A S (47.10)
gdzie A jest polem catego przekroju. Uwzgledniajgc (46.10) i (47.10) w
relacji (40,10) otrzymamy:
b
8AcC 2, Ab€

Zwréci¢ tu trzeba uwage, ze catkujgc w przedziale od O do ™ wyczer-
paliSmy Jednak caty obszar catkowania, albowiem cn dn jest wielkos$ciag
dla jednej trajektorii stata, a Ag obejmuje cate przynalezne pole.Ostat-
ni rezultat prowadzi do konsekwentnego wniosku, ze w kazdym suwie iloczyn

b jest wielkoscig stata. Zatem najwieksza wartosé

= ) (48.10)

znajdziemy na brzegu przekroju w tym miejscu, gdzie szeroko$¢ przekroju

jest najmnieijsza. Oznaczajac jag przez b mozemy napisac

Tak przedstawiony nos$nik skrecania przedstawia uogdlnienie wzoru (38.10).
Gdy przekré6j uformowany jest z waskich paskéw prostokatnych, otrzymujemy

na podstawie (49.10)
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Z =+ b* £ bihi* (50.10)
i

W przeciwienstwie do tego podaje sie czesto za uczonym niemieckim A. Fop-

S .bihi
plem formute =z =§ E~"r’r‘:a><" m 3 za miejsce najwiekszego naprezenia uwaza

sieg Srodek brzegu najszerszego paska, co nalezy uwazaé¢ za niezwykte niepo-
rozumienie. Zatomy wkleste tego rodzaju profili powinny by¢ starannie wy-
okraglone, albowiem jak poucza doktadniejsze obliczenie, powstaje w nich

spigetrzanie naprezenia. Wspotczynnik spietrzania mozemy na podstawie ob-

liczen Trefftza oszacowaé¢ wyrazeniem ~ yj5 b/a, w ktérym a oznacza pro-
mien wyokraglenia, b za$ $Srednig szeroko$¢ przylegajacych $cianek prze-
kroju.

Przyktad 8.10. Wyznaczy¢ naprezenie brzezne r dla waskiego przekroju

prostokgtnego, wyznaczajagc moment N z bryty naprezen (46.10)

Rys. 6.10

Odpowiedz 8.10. Z tréjkata naprezen - jak na rys. 6.10 - ‘tatwo obli-
czy¢ wypadkowe réwnolegte do boku h; wynoszg one (;c . Na korncach prze-
kroju brytami naprezen sg ostrostupy o podstawie b i wysokos$ci (. Prze-

2

to wypadkowe réwnolegte do krétszych bokéw wynoszg po (~2-. Popetnilibysmy
btad, pomijajac Je wobec ~ t . Ramig¢ pary ~ V wynosi | b, ramie za$
pary — ¢ wynosi ~ h. Wobec tego momenty obu tych par ea réwne i wynoszg
po ¢gile, czyli N = t lub zZ = e zgodnie z (49.10).

Przyktad 9.10. Postapi¢ jak w poprzednim zadaniu dla przekroju powsta-

tego z rozciecia waskiego pierscienia.
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OdpowiedZz 9.10. Zatrzymujac przekrdj bryty naprezen Jak w zadaniu po-
przednim znajdziemy, ze kroétkie skrawki koncowe nie daje momentu. Popetni-
libyS§my btad, przypuszczajac, ze wobec tego poszukiwany moment bedzie réw-

ny tylko Eéc_ , gdzie h = 2rrc Jest diugos$ciag pierécienia mierzong wzdtuz

kregu $redniego - jak na rys. 6.10. W istocie za$ rzeczy majag sie tak: Na
b2
jednostke dtugos$ci tego kregu przypada nie tylko moment —g—, lecz - z po-

wodu réznicy diugos$ci brzegu zewnetrznego i wewnetrznego - réwniez sita

wynoszaca:

+ t>/2

/ r +n_ 2n b z
r o r “Br

-.0/2

Redukcja tych sit prowadzi najwidoczniej tez do momentu. Przyjmujac

przeto w dowolnym miejscu, a wiec najpros$ciej w Srodkupierécienia $rodek

redukcji, znajdziemy, ze z jednostki diugos$ci przypadamoment — . r=
.2 i2.
=—, czyli z catego piers$cienia N = —g—z , gdzie h = 2r7t.Rezultat ten

jest oczywiscie zgodny z (49.10).

Przyktad 10.10. Obliczy¢ dla waskiego przekroju Jak na rys.4.10 kat o-

winlecia i}' , stosujac dwojaki sposéb wyrazenia energii sprezystosci.
OdpowiedZ 10.10. Z jednej strony jest W'= | Ni}, z drugiej za$ mamy

W=iw fr2 da. z (46.10) i (48.10) mamy Z = Hil". poza tym jest dA =
2GJ n n  Ab*l

= dsdn = dsQdn (1 + £), jesli sQ oznacza tuk Sredni a r - jego promien

zakrzywienia. Mamy zatem:

W rozwigzaniu podanym dla zdarzajagcego sie nader czesto waskiego prze-
kroju dowolnej postaci nie obliczyliSmy jeszcze owiniecia i) . Wprawdzie
wyznaczyliS§my go w przyktadzie 10.10, wskazane jednak jest dojs¢ do nie-
go drogg bezposSredniag - zwtaszcza, ze w literaturze przedmiotu cytuje sie
czesto wzdér o budowie zgota odmiennej.

Wréémy w tym celu do warunku jednoznacznos$ci (34.10) i rys. 2.10.Niech
0O bedzie Srodkiem owinigcia, a zatem $ladem unieruchomionej warunkami pod-

porowymi osi owiniegcia, a t+ dowolng krzywa zamknietg, potozong w cato-
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§ci w obrebie materialnego przekroju. Skiadowa surra r , wzieta w kierun-

ku stycznej i, jest roéwna:

*

u't +v’|y=ri)sin(r,l) = hi'". (51.10)

Podobnie sktadowa naprezenia stycznego, wzieta w kierunku stycznej b, wy-

nosi:

ch=V * v (52-10)

Rozwijajgc warunek (34.10) otrzymamy:

/ /8w dx dw ¢éty.
IFx dT ay fi' “ *

Rugujac tu z kolei pochodne od w relacjami (6.10) znajdziemy

/<T, *H * == «=

Lecz prawy dwumian podcatkowy wyraza lewa strong réwnos$ci (51.10) lewy za$

z uwagi na (3.10)Jest wedtug (52.10) réwny t. h/G. Zatem

-chdt = Gi> hdt

f
Catke wzdtuz opisanej krzywej zamknietej z wzietego w Jej kierunku napre-
zenia stycznego nazwiemy cyrkulacija lub kragze-
niem naprezenia stycznego t - (\)/) }(2 +t>2/). Oej warto$¢ tatwo ozna-
czyc, je$li zauwazymy, ze hdt przedstawia podwdjne pole tréojkata o pod-
stawie dt i wysokos$ci h, wykresSlonej ze $Srodka owiniecia. Zatem:

C = fh dt = 2GAj.tf, (63.10)

gdzie Aj. oznacza pole objete krzywg .

Réwnanie (53.10) zawiera wazne twierdzenie o cyrkulaciji.
Zwroéci¢ jeszcze raz nalezy uwage na to, ze t jest dowolng krzywag zamknig-
ta, byleby potozona catkowicie w obrebie materialnego pola przekroju.Oczy-
wiscie, gdy zechcemy, moze nig w szczegd6lnos$ci by¢ trajektoria naprezenia
stycznego. Wtedy jest catkowitym naprezeniem r , t za$ lukiem s
trajektorii. Oes$li wreszcie trajektorie ta jest brzeg, réwnsnie (53.10)

przyjmie postac:

/Cds = 2N §.
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Twierdzenie (53.10), mimo swego bardzo wielkiego znaczenia, jest nader
rzadko w literaturze cytowane.

Zastosujemy je obecnie do obliczenia kata ¢ dla waskiego przekroju do-
wolnej postaci jak na rys. 4.10, W tym celu wystarczy obliczy¢ krazenie C
wzdtuz konturu brzeznego. Korzystajagc z rozwigzania (48.10) mamy tu C =

m / ** m# */?e Lecz z dobrym przyblizeniem jest w rozwazanym wypad-

ku obwéd brzegu réwny podwojonej diugosci sQ linii $rodkowej przekroju
tj. J" =2 ] Wobec tego zgodnie z (53.10) jest:
2
»'-nr 3 - -jur-

W przypadku profilu sktadajgcego sie z waskich prostokatéw jest:

(2 bihi)2

0= i r ) (55.10)

Rezultat (54.10) znalezliSmy przed chwila w przyktadzie 10.10 na od-
miennej drodze. Oest rzeczg interesujgcg, iz w literaturze przedmiotu po-
daje sie za niezyjacym wybitnym uczonym A. Fopplem formute 0=y ~ bi bi’

i
niezgodng z wyzej podang. Oest to jedna z przyczyn, dla ktérej wyprowa-

dziliSmy (54.10) w dwa niezalezne sposoby.

Przyktad 11.10. Poréwnaé¢ nos$nos$¢ i sztywnos$¢ cienkoséciennej rury koto-

wej z taka samg rura rozcietg wzdtuz tworzacej.

OdpowiedZz 11.10. Oes$li $redni promieh pierécienia wyno3i r, a grubos¢
$§cianki b, to wediug przyktadu 1.10 jest: z2 = 2r2b7t, 02 = 2r2bit. Dla

rury rozcigetej wedtug (49.10) czy tez przyktadu 9.10 jest: Zj =2r™~n,
wedtug (54.10) jest Oj =—y Zatem Zg/Zj = 3 £ nadto dg/0j = 3(£)2.

Warto sobie uprzytomni¢ te rezultaty.

Zajmiemy sie z kolei cienkosciennymi przekrojami wielospéjnymi, ktore
majag w praktyce duze znaczenie pod nazwag przekrojéw rurowych,skrzynkowych
itp .

Przyjrzawszy sie rys. 5.10 widzimy, ze w wypadku, gdy $cianki oddzie-
lajace poszczegdlne wykroje sg cienkie, mozemy z wystarczajgca doktadno-
Scig krzywe tej figury zastgpi¢ liniami prostymi. W formule (42.10) po-
chodna ngzl oznacza zmiane funkcji fi przy przejsciu od n mniejszego do
n wigegkszego. Znak - odwraca kierunek tego przejscia. Przy podanym upro-

szczeniu jest wiec:
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co oznacza, ze przede wszystkim naprezenie ¢ na szerokoé$ci $cianki b jest

state, a poza tym, ze kragzac krzywe $Srodkowe si( czyli obchodzec obszar

Rys. 7.10

, otrzymamy warto$¢ naprezenia, dzielgc przez aktualng szeroko$¢ b réz-
nice miedzy przynalezng temu obszarowi warto$cig SK a wartos$cia i1~ ob-
szaru przylegtego . Rysunek 5.10 jak i formuta (45.10) pouczajg nas po-
nadto, ze celem wyznaczenia momentu N mozna jedng z brzeznych wartosci
SI przyja¢ dowolnie. Wobec tego te dla konturu zewnetrznego przyjmiemy roéw-
ng zeru. Oeéli wreszcie w formule (45.10) pod Ai rozumie¢ bedziemy nie
- jak dotychczas - pole wykroju, lecz pole objete linig potowigcag grubos¢

Scianek, przyjmie ona prostg postac:

N =2~ (567.10)
i
Gdy przekréj jest dwuspéjny - jak w lewej czeéci rys. 7.10 - wzory
(56.10) i (57.10) rozwigzujg sprawe stanu napiecia, albowiem z = zas
N = ZAOQO’ czyli:
Z = 2A b. (58.10)
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co potwierdza skadingd znany nam wniosek, ze iloczyn b przy obchodze-
niu przekroju jest staty. Dodatkowo - je $li potrzeba - wyznaczy-
my kat owinigcia z formuty (53.10), a to:

N _ 4aAt
Ay D= " (59.10)

Przyktad 12.10. Sprawdzi¢ przyktad 1.10.

OdpowiedZz 12.10. Rezultaty uzyskane z (58.10) se zgodne z rezultatami
przyktadu 1.10.

Gdy Jednak przekrdéj jest tréj-, czworspodjny jedyne réwnanie (57.10) z
okre$leniem (56.10) nie wystarcza do znalezienia jednoznacznego rozwigza-
nia. Ogélnie - gdy przekrdj Jest n-krotnis zwigzany, zagadnienie Jest
(n - 2) - krotnie niewyznaczalne z uwagi na il+. Wtedy mu s i sie
uzy¢ formuty cyrkulacyjnej (53.10) jako tej, ktéra Jest tu wyrazem zacho-
wania nierozdzielno$ci uktadu.

Celem uniknigcia btedu nalezy stosowa¢ nastepujagce postepowanie: Chcac
sobie zabezpieczy¢ algebraiczny znak rezultatow nalezy kazdy profil i kaz-
dg czes$¢ profilu okrgza¢ w tym samym, a to dodatnim kierunku, jak to za-
znaczono na rys. 7,10. Przenoszac odpowiedzialno$¢ za znaki algebraiczne
na réznice S~ - Sik nalezy zawsze ;%S— uwazaé¢ za wyrazenie dodatnie,czy-
li - / 8- za ujemne. Aby tak istotnie byto, nalezy przy okrazeniu ob-

szaruJ za naprezenie uwazac: ! _—Jy—(, gdzie wskaznik k okres$la ko-

lejno mijane obszary przylegte do obszaru i, przy okrazaniu za$ obszaru
k "o~
A™  za naprezenie nalezy uwazaé e . Aby sobie te spekulacje uprzy-

tomni¢ .zauwazmy, ze $cianke przedzielajaca obszary i tudziez k bedziemy prze-
chodzi¢ dwa razy - raz okragazajac krzywa $rodkowg s”, a drugi raz krzy-
wg s/, Przy tym samym zwrocie okragzania bedziemy
przechodzid¢ te Scianke w r 6 znych kierunkach.Gdy prze-
to okaze sie ryp. Sli - Slk >0 oznacza¢ to bedzie, ze poszukiwane napre-
zenie z jest zgodne z kierunkiem przejscia i, czyli wobec tego niezgod-
ne z kierunkiem przejscia k. Wtedy jednak jest Sk - SK < o, co wtasdnie
tak samo dowodzi, ze poszukiwane naprezenie ¢ jest niezgodne z kierun-
kiem przejsécia k, czyli zgodne z kierunkiem przejscia i.

Na rys. 7.10 nakre$lono czterospéjny przekrdj. Naszkicujemy na tym

przyktadzie tok postgepowania. Przede wszystkim wedtug (57.10) jest:

2A1S8li + 2A2 SI2 + 2A3 SI3 = N, (a)



- 214 -

co dowodzi, ze zadanie jest dwukrotnie hyperetatyczne. Obliczamy wobec te-

go cyrkulacje Cj, C2, Cj wedtug wzoru (53.10), czyli

f ai " fik
c =f — ds = 2GAI"N-

w ktéorym dla prostoty tylko w koniecznych miejscach zatrzymano wskazniki

wyrézniajgce. Kolejno mamy:

/4> . N AT A

ABCO DA 1
J - il H JaZ “ 23 r

-——-5-—— ds +_| e- ds + -———f——— ds +y |j- ds =
AD DE EH HA

—azfri~ai Jr- - mfv" a2 -
AD EH

2

/ 3b 2da+/ VvV d8 =+3/+1T “ fi2 T I == 26a3n =
HE EFGH 3 HE

Powyzsze trzy réwnania wymagaja numerycznego wyznaczenia wyrazen

2 *3

Pi -ylr- P2=/'ir' P3=/'tr '
1
tudziez
oS\/>- /T*. «,-/E-/E=
AD DA EH HE
Przypuéémy, ze sie to stato, to z trzech réwnan

Pl ftl “ rt3 “2 “ 2GAI )T -
"“a3*“l +pP2"2 " *1 fI3 " 26V '

-ctlil2 + p3 fI3 = 2GA3 >
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aibo wyrugujemy =&, uzyskujac dla (a) dwa brakujace réwnania,albo tez oz-

wigezujgc je, doprowadzimy do postaci

=yl zZzGA~, 92 = y2 2GA21¥, 113 = y3 2GA3 L,

gdzie y - podobnie jak d,ft - sg bezwymiarowymi wspéiczynnikami.Wstawia-
jac ostatnie rezultaty w réwnanie (a) znajdziemy z niego , wracajac z
tym do nich wyznaczymy ostatecznie S , S Si B tym samym naprezenia
c = ft-‘--E--“-'f, odszyfrowujgc ich zwroty wediug wyzej omoéwionej reguty.
Streszczajgc dotychczasowe wywody widzimy, ze potrafimy metodami ele-
mentarnymi wyznaczy¢ ze znaczng $cistos$cig nos$nik Z i sztywnos$¢ GO dla
cienkosciennych profili jedno- czy tez dwu- i wielospéjnych, dla przekro-

jow zas$ litych jedynie dla kota. Dla innych - niekiedy zbyt grube - przy-
blizenie osiggna¢ mozna metodg identyfikujaca funkcje naprezen z réwna-
niem brzegu. Gdy jednakze wadg tej metody jest nieoznaczony - od wypadku
do wypadku - inny stopien doktadno$ci, musimy w waznych momentach wracac

do pewnej wprawdzie, ale zawitej metody matematycznej teorii sprezystosci.

Rys. 8.10

Nie jest mozliwe, by teoria ta mogta nadazy¢ za potrzebami praktyki. Zdo-
tano wprawdzie znalez¢ $Sciste rozwigzanie dla niektérych przypadkéw. Tak
np. Larmor i inni dowiedli, Zze naprezenie na koncach dituzszej osi elip-
tycznego malenkiego otworu - jak na rys. 8.10 - wzrasta (1+7) razy w po-

rébwnaniu z tym, ktére istnieje tam w przekroju bez tego wykroju.Weber zna-
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lazt rozwigzanie $ciste dla drugiego z kolei na rys. 8.10 przekroju, Ti-
moszenko i inni rozwigzali zagadnienie przekroju kotowego z wykrojem dla
przyjecia klina. Niemniej pojawiaja sie w praktyce przekroje watu dwu- i
wiecej klinowego, wiertta itp ., nastreczajgce bardzo wielkie trudnos$ci w
ich teoretycznym traktowaniu.

Zaszta przeto od dawna potrzeba stosowania rowniez metod eksperymental-
nego wyznaczania naprezen. Nie mogg one polega¢ na bezposérednim studiowa-
niu rzeczywiscie skrecanego preta, albowiem przekréj preta wewnegtrzny,czy
tez czotlowy jest niedostepny. Konieczno$¢ przeto narzucita stosowanie tzw.
analogii, to znaczy poszukiwanie za zagadnieniem ze zgota innej dziedzi-
ny, ale wyrazajagcym sige matematycznie tymi samymi réwnaniami i warunkami.
Stosowanie analogii nie polega na korzystaniu z istniejagcego w innej nau-
ce rozwigzania szczeg6towego. Bytaby to zwykta transpozycja. Na ogé6t by-
wa tak. Ze, gdy nie istnieje - z reguty z powodu skomplikowanych okolicz-
nos$ci matematycznych - rozwigzanie zagadnienia w jednej dziedzinie,to nie
istnieje - z tych samych powoddéw - rpzwiazanie analogiczne réwniez iow
dziedzinie drugiej. Stosowanie analogii polega za$ na tym Ze,gdy w jednej
nauce rozwigzanie nie jest dostepne pod zadnym wzgledem, w drugiej istnie-
je mozliwos¢ eksperymentalnego uzyskania wynikéw.

W teorii skrgcania rozpowszechnione sg dwie a n al o g i e - hy-
drodynamiczna Kelvina i btonowa Prandtla.Podamy tu-
taj te druga. Ma ona te zalete w porébwnaniu z pierwszg. Ze moze by¢é w na-
turalny sposéb przesunieta z obszaru sprezystego w postaci analogii sto-

kowej Nadai'a na obszar plastyczny.

Rys. 9.10
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W sztywnej ptytce, zamykajgcej szczelne naczynie, wykonano wykréj A o
brzegu geometrycznie podobnym do konturu przekroju skrecanego preta. Wy-
kréj zamknieto rownomiernie naciaggnieta btona
mydlang lub gumowa, po czym w naczyniu spowodowano nieznaczne nadcisnie-
nie gq. W tych warunkach btona przyjmie ksztatt powierzchni o rzednych w,
mierzonych réwnolegle do osi z prostokatnego uktadu wspoétrzednych.Ciénie-

3*
draty i wyzsze potegi sa pomijalne w poréwnaniu z 1, wiec wstawa kata na-

nie g regulujemy tak, by nachylenia Ey- byty mate. Wtedy ich kwa-

chylenia jest zmienna z nachyleniem, a dostawa tego kata jest réwna 1. Na
krawedzie elementu btony o rozmiarach dx, dy rzutu dziataja ciggi o na-

tezeniu statym p, a na jego pole cisnienie o natezeniu statym q. Gdy na-

chylenie przekroju y2 w miejscu X wynosi |7, w miejscu X = dx wy-
nosi ono + — £ dx. Nadwyzka s it naciggu dwu krawedzi dy w dodatnim
3x 3x a2
kierunku osi z jest przeto réwna w=mw dx . p dy. Zauwazmy, Ze na rys.
2 3x
9.10 jest (-S «cO. Podobnie nadwyzka sit z dwu krawedzi dx wynosi
3x
i2tt dy . pdx. Obcigzenie rozwazanego elementu w kierunku osi z jest roéw-
dy
ne g d x d y. Warunek réwnowagi wszystkich sit wymaga spetnienia réwna-
nia
2 2
pdxdy 2-f + pdxdy — w + gdxdy = O,
3x 3y
czyli
+ = - 60.10
12 a2 B ( )
X oy

Zatem mate przemieszczenia w membrany czynig zado$¢ réwnaniu rézniczko-

wemu (60.10), z tym Ze na brzegu jej spetnia¢ muszag warunek

w = o. (61.10)
Zaréwno réwnanie (60.10) jak i warunek (61.10) sa
zgodne z réwnaniem (30.10) i warunkiem - przy ¢ =0 - (31.10); na

tym polega analogia zagadnien. Mierzac w znajdujemy tym samym;

i =wD, (62.10)

je sli D oznacza d owolnie obrang podziatke o dymenzji napreze-

nia. Z por6ébwnania réwniez wynika dla kata owinigcia relacja

(63.10)
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z okres$len za$ i'32.10) naprezenia:

*y =f7 D' Cx = -87d- A _ 10>
Trajektoriami naprezen sg - na wzdér (39.10) - krzywe
w = dn. (65.10)
gdzie d» Jest przemienngstata. Sga to wiecw ar s twice powierz-
chniutworzonej przez odksztatcong btone. W miejsce naprezen sktadowych
cx' Aymoiemy wyznacza¢ catkowite, ktore - na wzér f42.10) - wynosi:
Bn- -] S Df (66.10)

czyli jest odwrotnie proporcjonalne wzgledem odcinkéw normalnej miedzy dwie-
ma sasiednimi warstwicami. 2 gestos$ci zatem - obecnie warstwie, jak przed-
tern trajektorii - wnioskowac" mozna ¢ wielkos$ci naprezehn. Skoro za$ W jest
w uwazanym miejscu najwiekszym spadkiem zbocza membrany,to do tego naij-
wiekszego spadku jest proporcjonalne naprezenie w tym

miejscu. Wreszcie transponujgc wzér (44.10) znajdziemy:

N = 20 7/ wdA, (67.10)
stwierdzajagc, Ze moment skrecajgcy jest proporcjonalny wzgledem p o-
dwojone]j objetosci pag6rka membrany. Czynnikiem propor-

cjonalnoéci jest stale ta sama podziatka D, wyréwnujaca wymiary analo-
gii.

W ten wiec sposéb dla przekrojéw jednospéjnych analogia jest zupetna,
czyli wystarcza do wyznaczenia z pomiarow na btonie wszelkich wielkos$ci
aktualnych w teorii skregcania. Analogia daje sie jednak z tatwoscia roz-
szerzy¢ réwniez na zagadnienie skrecania przekrojow wielosp6éjnych. W tym
celu zauwazmy, ze i réwnanie (53.10) ma sw6j odpowiednik w rozpatrywanej
analogii. Wystarcza i celowe jest wzig¢ tez pod uwage cyrkulacje wzdtuz
konturu s wykroju zamiast ogd6lnie wzdtuz dowolnej krzywej t, to znaczy
wystarcza w miejsce t wpisa¢é s, a w miejsce h normalng n. Wstawia-

jac do (53.10) okresdlenia (66.10) tudziez (63.10) otrzymamy:

ds =D 3. a ,
-°fn P s

czyli tez

68.10)

* As +/ p d3 m°-
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Kazdy z dodajnikéw tego réwnania ma proste mechaniczne znaczenie.Wiel-
kos¢ q Ag przedstawia site wywarta na bilone przez cisnienie q na pole

on
wykroju, wzietag z ce/ego brzegu wykroju w kierunku z. Poniewaz w analo-

wykroju AS, wyrazenie zaéjf p~ ds jest wypadkowg napiec pds brzegu

gii btony brzegowi wykroju odpowiada warstwica w = constans, przeto wi-

dzimy, jak nalezy przy eksploatowaniu btony zrealizowa¢ obecno$¢ wykroju

w skreconym przekroju. Po prostu nalezy w mebrangeg wprawic ptaska

sztywna ptytke - jak na rys. 9.10 - obrzezona konturem wykroju s,
obejmujgcym pole As i dba¢ o to, by pitytka ta mogta sige przesuwaé¢ ty |-
k o normalnie do swej ptaszczyzny, tj. tak, by istotnie wzdluz

jej brzegu byto przemieszczenie w state. Najwidoczniej réwnanie (68.10)
jest wtedy spetnione, albowiem wyraza ono warunek réwnowagi tej ptytki.
Oczywiscie ptytka musi by¢ niewazKka, a wiec - praktycznie rzecz
biorgc - jej ciezar musi by¢ oddzielnie zréwnowazony stosowanym ciezar-
kiem. Gdy wykrojow jest wiecej, postepujemy z kazdym oddzielnie w analo-
giczny spos6éb. Membrana z wprawionymi piytkami przyjmie posta¢ jak na rys.
5.10. Wz6r (67.10) nie utraci swego objetosciowego sensu; mozna go ewen-
tualnie dla wyrazisto$éci zamieni¢ na zbudowany analogicznie jak (45.10).
W ten wiec sposéb analogia blonowa stanowi wyczerpujgcy pod kazdym wzgle-
dem Srodek do eksperymentalnego rozwigzania zagadnienia réwnomiernego skre
cania prostego preta o niezmiennym przekroju. Oej prostota i piekno sg u-

derzajace.

Przyktad 13.10. Zbada¢ analogig btonowg stany napie¢ i owinigecia wprzy-
padkach 8.10, 9.10 tudziez 1.10.

OdpowiedZz 13.10. Bytoby niedorzecznos$ciag sadzi¢,ze optaca sie i ma cel
przeprowadzaé¢ naprawde badanie btonowe dla przekrojow cienkos$ciennych na-
wet wielospdéjnych, skoro dysponujemy dla nich wystarczajagco doktadnym roz-
wigzaniem rachunkowym. Miatoby to co najwyzej sens, gdybysmy w wypadku ta-
kim chcieli ujawni¢ teoretycznie skomplikowany wptyw wyokraglenia wkleste-
go miedzy $ciankami zatamania. Temat przeto nalezy rozumie¢ tylko w sen-
sie nastepujacym: Czy zaktadajgc prawdopodobny, mozliwie uzasadniony ksztatt
wzniesienia membrany znajdziemy wtasciwe rozwigzanie zadan 8.10, 9.10 i
1.10? Oczywiscie tak. Naciggnieta”na waskim prostokacie btona- przy pomi-
nieciu krotkich skrawkéw koncowych - przyjmie pod ci$nieniem q ksztatt po-

wierzchni walcowej o tworzgacych réwnolegtych do boku ditugiego h, wiec np.

do osi y. Przekrd6j tej powierzchni ptaszczyzng xz jest - jak wiadomo z

mechaniki teoretycznej - paraboliczng krzywa sznurowag o0 nieznacznym

sie wQ i naciggach koncowych p =q < 3ej réwnanie brzmi: w=wqQl j)-

a objete nig i przynalezng cigciwg b pole wynosi bwQ. Zatem moment wy-
? t

nosi N = 2D , ~ bwOh< skad 4DwQ = 3N/bh. Ket owiniecia jest rowny t -

= N Z~_y-. naprezenia za$ wynoszg: py = D » o. zx=~ 77 D" ao*0 f?°*
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Najwieksze naprezenie znajdziemy na brzegu przekroju, tj. dla x = b/2; wy-
. 1 3N
nosi ono v = 4Dbw f = .
(O t>h

Rezultaty te ag¢ zgodne ze znalezionymi w 8.10. Nic sie nie zmieni, gdy
0oé membrany bedzie krggiem kota. Poprostu jest tu h = 2rlJt, co daje zgod-

nos¢ z przyktadem9.10. W przyktadzie za$ 1.10 btona przyjmie ksztatt po-

bocznicy kotowego stozka $cietego, zamknietego na wysokos$ci wQ ptaskim
krezkiem. Zatem, lJe $li r jest promieniem $rednim, mamy tu N=2D r27tw ,
sked Dw = N State na szerokos$ci b naprezenie z = E\rN~I = E‘— . Réw-

2r Jt D 2r bit
nowaga krezka zamykajecego wymaga spetnienia réwnania: qr2Tt = p wrjt,
sked d G = rb° =T— = Zatem i) = — tL— , jerezultaty saréwniez zgod-
Ra 7 1«10% r brl 2Gr~ *

Pozostaje jeszcze dla zupeitnos$ci wspomnie¢ w kilku stowach o aparatu-
rze wykonawczej. Podzieli¢ Je mozna na dwie kategorie. Autorzy jednych u-
sitow ali dostosowa¢ sie dostownie do wskazan analogii i wyznaczali wprost
czy to z powierzchni btony mydlanej - jak Griffith i Taylor - «czy tez z
menisku powstatego miedzy dwiema réznymi niemieszalnymi cieczami - Jak
Piccard i Donner - réwnowysokie punkty, znachodzec w ten spos6éb bezposred-
nio waratwice. Ten zmudny i niepewny, gdyz zalezny od trwato$ci badanej po-
wierzchni, sposéb zastepit Thiel fotograficznym =zdjeciem stereoskopowym
membrany, posypanej pytkami leukopodium dla ustalenia réznych punktéw na
poszukiwanej powierzchni. Stereoplanigraf ustala na podstawie tego zdje-
cia wspoétrzedne réznych punktéw, co daje mozno$¢ znalezienia waretwic.W ten

spos6b trud badania przeniesiony tu zostat z czeéci eksperymentalnej na kre-

Slarke.

Inni - a i ci sami - autorzy, jak Piccard z Baesem Ilub Donnerem,Ouerst,
Btoch przeszli na koncepcje korzystniejsze. Konstruowali oni aparature,
przystosowang do bezpos$redniego, szybkiego wykrywania linii rownych na-

prezen, zatem miejsc geometrycznych punktéw, ktérym przynalezy stata war-
to$¢ catkowitego naprgzenia stycznego.

Take wtasnie aparature Piccarda i Donnera przedstawia rys.9.10. W sche-
macie tym A przedstawia ptaska tarcze, na ktére wkreslono na przemian
gromade jasnych i ciemnych wspoétsrodkowych kregéw kotowych, z ktérych naj-
mniejszy, $rodkowy, ciemny pokrywa sie z ogniskiem soczewki B. Ptasko -
rébwnolegta ptytka szklana C ma obie ptaszczyzny posrebrzone tak.ze prze-
puszczajg one potowe promieni Swietlanych na nie padajacych, a drugag od-
bijaja. D oznacza mydlang btong. Pozioma soczewka E skupia wpadajace
do niej z dotu promienie w $rodku punktowej diafragmy F. Wreszcie G ozna-
cza matowke wzglednie pityte fotograficzng. Zespoét ten dziata nastepujaco:
Gdy btona jest ptaska, padajace na nig promienie, pochodzace tylko od ciem-
nego srodka A, zostajg odbite w gére i na matéwce obserwujemy jednostaj-
ng ciemnos$¢. Gdy jednak blona przejdzie w powierzchnie przestrzenna,to od-
bija ona w gére promienie padajace na nig z goéry pod rozmaitym katem, tj.

promienie pochodzace od réznych kregéw ekranu A. Na odwzorowaniu btony D
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na matéwce G pojawi? sie na przemian Kkrzywe jasne i ciemne przyporzad-
kowane wtasciwemu ketowi nachylenia osi pionowej aparatu wzgledem btony.
Poniewaz za$ naprezenie styczne jest proporcjonalne do spadku membrany,
przeto eksperyment ten pozwala znalez¢ bezpos$rednio linie rébwnych napre-
zeh. Zaréwno my$l przewodni? tego badania jak i sposéb jego przeprowadze-
nia mozna uwaza¢ za najlepszy z dotychczas znanych.

Gdy m ateriat preta nie podlega prawu Hooke'a ustawienie teorii skre-
cania wybitnie sie komplikuje gtéwnie z tego powodu, iz stan napiecia W
precie staje sie tréjosiowy, a odno$ne prawo wi?z?ce nie jest nam znane.
W pracy "O rozwinieciu potencjatu sprgezystos$ci i zastosowaniach" omoéwitem
szczeg6towo te trudnos$ci. Z naukowego punktu widzenia ubolewania godny jest
fakt, iz nawet skrecanie cienkoéciennej rury kotowej nie nalezy do dwu-
osiowego stanu. Obok suwoéw, zatem odksztalcen postaciowych,pojawiaj? sie
zmiany dtugos$ci preta i promienia rury, zatem odksztatcenie objetosSciowe.

W praktyce najbardziej interesujecy lJest przypadek skrecania preta c
petnym przekroju kotowym. Wiadomo nam jest z ustepu trzeciego jak i obec-
nie z przyktadu 2.10, ze na podstawie dos$wiadczenia z cienko$cienn? rur?
kotow? znalezé mozna zwi?zek migedzy naprezeniem z =—E\‘— a przynaleznym

.a . . . 2a bit
y = -r postaci ogdlnej

r= g(y). (69.10)

Zaktadajec niezmiennie ptaski przekréj po deformaciji, czyli przyjmujec.

Ze y jest w catos$ci suwem r otrzymamy na wzér (4.10) zalezno$¢:
y = rtf! (70.t0)

gdzie r jest oddaleniem dowolnego miejsca przekroju od Jego $rodka. Wo-

bec tego warunek redukcji

a al~
N =j~ 2r2izdr = (5] 'g(y)y2dy (71.10)
o o
daje zwi?zek miedzy N tudziez t)' lub - po uwzglednieniu podanych rela-
cji - zwi?zek miedzy c i N.

Odwrotnie, odczytujec na manometrze maszyny doéwiadczalnej N mierz?c
przynalezne znalez¢ mozemy zwi?zek (69.10). Zrbézniczkujmy bowiem (71.10)

|
wzgledem v , a otrzymamy:

A(NAB) =2TT. g@)Y) . a2i)2 = 2ttrg a3t2.
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skad wynika:

z (72.10)
27ta

Poniewaz w formule powyzszej jest N funkcjg =, a kazdemu i)' przynale-
zy Ya = a$ ,przeto istotnie (72.10) przedstawia zwigzek miedzy z a y
Ze wzrostem N wielkoéci yg i zg przebiegajag zmiennie warto$ci od ze-
ra poczynajagc. W tym wigc sensie (72.10) jest istotnie poszukiwanym zwigz-
kiem (69.10); po prostu znaczek a jest nieistotny.

Ustawienie teorii skrecenia pretow o dowolnym przekroju z materiatu nie
podlegajacego prawu Hooke'a nastrecza powazne trudnos$ci. Natomiast udato
sie tego rodzaju ogdélng teorie ustali¢ dla przekrojéw dowolnej postaci w
obszarach wzorowo plastycznych. Interesujace jest przy tym wiedzie¢, ze
dla wypadku granicznego, gdy caty przekréj ptynie, rozwigzanie stanu na-
piecia jest elementarnie proste.

Celem podania rozwigzania dla chwili, gdy czeé¢ pola przekroju objeta
zostata obszarem plastycznym, a reszta wobec tego stanowi w dalszym ciggu
jeszcze strefe sprezystg - uzyjemy jeszcze raz funkcji naprezen S .Uak wia-
domo, pochodne jej, przedstawiajace naprezenia c¢ ., z, wedtug (32.10),
spetniajg warunek réwnowagi (33,10), a spetniajac”  na brzegu konturu waru-
nek (13.10), czyli tez (41.10), ustalaja na nim wartos$¢ tej funkcji we-
dtug (39.10). Przypominamy tez, ze wtasnoé¢ (41.10), czyli (39.10) rozsze-
rzy¢ mozna na caty przekréj preta, co prowadzi do pojecia trajaktorii,czy-
li linii naprezen stycznych, a woéwczas catkowite naprezenie mozna tez
przedstawi¢ wzorem (42.10). Wreszcie moment skrecajgcy okres$la w tym przed-
stawieniu formuta (44.10) lub ogélniej (45.10). Wreszcie wiadomo nam jest,
ze stosujac analogie blonowag mozemy funkcje it zastagpi¢ omdéwiong niedawno

funkcjag w.

tacznikiem miedzy stsnem napigcia i stanem odksztatcenia jest w obsza-
rach sprezystych wiazgce prawo Hooke'a. W obszarach wzorowo sprezystych
prawo to zastepuje warunek plastycznos$ci. Przyjmuje on tu postac:

niezaleznie od tego, czy uzyjemy réwnania (18.3), czy tez (19,3). Rdéznica
miedzy warunkami (18.3) i (19.3) tkwi tutaj jedynie w stosunku granicy pla-
stycznoéci kg przy $cinaniu do granicy plastycznoéci k przy rozcigga-
niu. Roéwnanie (73.10), stwierdzajgce stato$¢ catkowitego naprezenia stycz-

nego mozemy napisa¢ tez w postaci:

(74.10)

stwierdzajgcej, ze spadek catkowity powierzchni il jest w strefie plastycz-

nej staty.
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Pozwolito to Nadai'owi przediuzy¢ waznoé¢ analogii blonowej w postaci
analogii, ktérg nazwaliSmy tu s t o k o w ga. Istotnie rezultat (74.10)
w transpozycji (62.10) oznacza, ze ewentualna membrana musiataby mie¢ w

kazdym punkcie obszaru plastycznego staty spadek o wartos$ci

(75.10)
je sli D jest podziatkg transpozycji. Mozna to uzyska¢ w sposéb nastepu-
jacy. Napnijmy - jak dotychczas - nad otworem naczynia membrane,a ponadto
zbudujmy nad otworem 8 ztywna powierzchnie stokowgag o stalym spad-

ku kg/D - jak na rys. 10.10. Najpierw, gdy wprowadzone cidnienie q be-

Rys. 10.10

dzie niezbyt wielkie, powstanie wzgé6rze o tagodnych zboczach. Ze wzrostem
cisnienia zbocza bede coraz to bardziej strome, jednak kolejne wzgdérza be-
de pokrewne. Przy dostatecznie duzym cisnieniu btona dotknie w jakim$ miej-
scu skarpy powierzchni stokowej i ze wzrostem ci$nienia bedzie coraz to
wiekszymi polami do niej przylega¢. Rzuty tych pdél se obszarami plastycz-
nymi ze statym naprezeniem stycznym, réwnym kg, czes$ci pozostate se resz-
tami obszaréw sprezystych z naprezeniami zaleznymi od obioru miejsca.W wy-
padku granicznym caty przekréj preta bedzie ptyneé¢ - powierzchnia btono-
wa przejdzie w catosci w powierzchnige stokowe.

Dla przekroju pro3toketnego rzecz przedstawia rys. 10.10.Poczatkowo pcw-
stane obszary plastyczne w okolicy $rodkéw diuzszych bokéw prostokata, po-
tem pojawig sig¢ tez takie strefy przy bokach krétszych, wreszcie btona

przylegnie w catos$ci do ruchu czterospadkowego, rozpietego nad prostokatem.
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Zapewne ten graniczny wypadek nie Jest w istocie mozliwy, bo obszar pla-
stycznos$ci c¢ = kg wykresie y . z jestskonczony, jednakze moment gra-
niczny rzeczywisty nie bedzie zbyt réznitsie od wyznaczonego z powierz-
chni stokowej.

W obszarze plastycznym odksztatcenia y sa nieoznaczone. Ket owiniecia

nie moze byc przeto wyznaczony z rozwazan przeprowadzonych Jedynie w
tym obszarze. Mozna go natomiast znalezé¢, pamigtajac o nierozdzielnos$ci
strefy sprezystej z plastyczng. Oest to zresztg ogo6lna cecha rozwazahn na
terenie teorii plastycznos$ci. Nauka ta nie jest samowystarczalna. Dej po-
czatek jest koncem teorii plastycznoéci. Znalezienie kata A' w dowolnym
stadium na drodze teoretycznej jest przeto bardzo trudne.Brzeg strefy spre-
zystej podzielony by¢ musi na dwie czeéci. W obrebie Jednej warunek brze-
gowy jest zgodny z dotychczas podawanym wteorii sprezystos$ci, wzdtuz dru-

giej - nieznane.]| - musi byé¢:
3lspr - a piast. (76.10)

Wobec tegi. funkcja St w obszarze sprezystym zmienia swg budowe matematycz-
na. Niewiadomg stanowi owa funkcja i brzeg obszaru sprezystego, W tym sa-
mym sensie zmienia sie warunek brzegowy funkcji btonowej w. Poniewaz réw-
nania rézniczkowe obu funkcji il i w nie ulegajag w obszarze sprezystem
zmianie, przeto nie zmienia sie wniosek (63,10). Moze on wigc stuzyé bez

zmiany do eksperymentalnego obliczenia.

Przyktad 14. 0. Zbada¢ skrecanie preta kolowego z materiatu ciggliwe-

go.
Odpowiedz  14.10. W ¢obszarze sprezystym z «Kk lest z -7
p i 2 prezysty “Kg z G
gdzie Z = I3 - —sr——- Dla N Zk®jest wyn iku zatozenia Ip’:askos’ci
przekroju y - ri W trefie sprezyst j Jest nadal t = Gj G tr w pla-
stycznej cas$ z- ks' Obie strefy rozdziela okreg Gtfr* = kS.Moment skre-
cajecy wynosi te az
r e
N J 2r*ntdr + / 2r 7tdgdr = 4- G~ "~ .— ta3 - 3
o r
k 2a37tk kg n
czyli po wstawieniu r, = wynosi on N = — "~ - - — W ten spos6D
6G
znaleziono zwigezek migdzy Ni i), a tym samym i promien kregu rozdziela*
jecego, Rozwazanie jest wazne dla r+2 0. W wypadku granicznym r = o jest
. Za-Sjtk™
Gi nieograniczenie wielkie, tak ze moment graniczny N,, = — z.. Pla-
23, 3
styczny nos$nik skrecania zZ,- -y jest 4/3 razy wiekszy od nos$nik

sprezysteg ;.
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Przyktad 15,10. Poréwna¢ noénik plastyczny i sprezysty dla przekroju
prostokatnego b h.

bw
Odpowiedz 15.10. Wedtug rys. 10.10 objeto$¢ pryzmy wynosi — 3h b),
jesli wQ jest jej wysokos$ciag. Wedtlug (67.10' moment skr cajecy jest wo-
bec tego réwny N = owq4d (3h b). Spadek $cian wynosi wedtug (75.10":
2w k bk 12/_i 1 w o
-g-2 =jp, sk d Dw ="2.. Zatem N« mm3 'emmk”,czyli N - -ki(3h-b),
h2. zn . 5
Wedtug (37.10) jes Z = . Mamy wigc == - (3 -r- (0,5 + 0,3 f
3+1,8 b/h
ktéry to wyki .k wr si ,6 dla pj 1. 1,5 dla ~ - 0 i po .ada mak.i

mum 1,(%"3t cil'ii !L— 2].



11. LINIOWO ZMIENNE ZGINANIE

Rys. 1.11
Zbiér sit dziatajacych na przekréj kornicowy =z = 1 réwnowarty jest si-
le Qy, przechodzgagce]j przez geometrycz-
ny $§rodek przekroiju rébwnolegle do osi 'y, a zatem stycz-

nie do tego przekroju jak na rys. 1.11. Zbiér sit dziatajacy na przekrdj
poczagtkowy z = O musi wobec tego sprowadzaé¢ sig¢ - miedzy innymi - réw-
niez do réwnej, tak samo umieszczonej i przeciwnie skierowanej sity 0

Dla zabezpieczenia réwnowagi potrzebne jest jeszcze dziatanie pary sit o
momencie réwnolegtym do osi x. Poniewaz rozwazamy przyradek podstawowy,
moment ten ulokowaé¢ powinniémy na jednym z przekrojow oyraniczajacych u-
ktad. Gwoli ogdélnoséci mozemy je poumieszczaé na obu tych przekrojach,wiec

K na przekroju koncowym i Kx - 0”1 na poczatkowym. Odpowiednikiem tak
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powstatego w ptaszczyznie yz zagadnienia jest analogiczne drugie w pta-

szczyznie zx z dwojke sit Q Q i momentami K , K +01.
X y y X

X1

Przypomnimy krétko wiadomoéci nabyte na powyzszy temat w mechanice u-
ktadow sztywnych. Wpltywy wewnetrzne znajdziemy, dzielec pret dowolny prze-
krojem z i odrzucajec jedne z tak powstatych czeéci. Operacja podziatu
i odrzucenia czeéci uktadu zamienia wielkoéci wewnetrzne na zewnegtrzne,

czyli umozliwia zastosowanie do nich réwnan réwnowagi. Okazuje sig, ze na

przekré6j dziata sita Ty p, przechodzeca przez jego
geometryczny $rodek stycznie do prze-
kroju, nadto moment Mx o wektorze réwnolegtym do osi X, przy czym

zachodze relacje:

Mo = Ko - Q@ - 2), L T (1.11)

Wypisujec powyzsze réwnania opatrujemy wchodzece w nie wielkos$ci znaka-
mi zaleznymi od ich zwrotéw odniesionych do osi uktadu, tzn. traktujec le
w warunkach réwnowagi Jak wielkos$ci zewnegtrzne. Gdy jednak chodzi o znaki
T . M, jako wielkos$ci wewnetrznych,ktérymi one se istotnie dla preta diu-
gosci 1, musimy te wielkos$ci odnie$s¢ do uktadu materialnego, tzn.,respek-

tujec potozenie wielkos$ci wzgledem aktualnych osi uktadu xyz, jednoczes$-

nie baczy¢ na potozenie normalnej zewnegtrznej n rozwazanego przekroju
wzgledem osi z. Byta juz o tym kilkakrotnie mowa w poprzednich ustepach,
miedzy innymi np. w odniesieniu do wielko$ci M”. Analogicznie - gdy nor-
malna zewnetrzna przekroju Jest zgodna z dodatnim kierunkiem
osi z, to sita Ty lest dodatnia, gdy jej zwrot jest zgodny z
dodatnim Kkierunkiem osi y. Gdy za$ normalna n jest zgodna z ujem -
nym kierunkiem osi z, to sita T~ jest dodatnia, jesli jej
zwrot jest zgodny z ujemnym kierunkiem osi vy. Na rys. 1.11 za-

tozyliSmy wiec MX >m 0, Ty >0.
Wiemy Juz, zZe moment M Jest momentem zginajecym. Poniewaz tym razem

zalezy on liniowo od zmiennej z, rozwazany przypadek nazywamy je d n o -

stajnie zmiennym zginaniem. Site wewnetrz-
n e T o okreslonym wyzej potozeniu nazywamy s it e poprze¢ z-
ne lub § cinajece. Poniewaz T~ jest niezalezne od zmiennej

z, przeto mozemy réwnie dobrze rozwazany wypadek nazwaé przypadkiem r 6 w -
nomiernego S§cinania. 2 powodu zaleznos$ci T, = dM /dz
S§cinanie nie da sie oddzieli¢ od zginania. X

Z naciskiem podkreslamy, ze sita poprzeczna przechodzi przez $rodek prze-
kroju. Site styczne do przekroju, lecz mijajece jego $rodek mozemy nazwad
mimopoprzeczne. Sita mimopoprzeczna jest réwnowarta sile
poprzecznej i doteczonemu momentowi skrecajecemu liczebnie rébwnemu ilo -

czynowi sity i odnos$nego jej mimosrodu.



Analogiczna uwaga dotyczy wielko$ci zewnetrznych. Gdy na jednym korncu
preta sita Qy zaczepia w Srodku przekroju, a na drugim konhcu przekréj za-
mocowany jest w punkcie nie pokrywajgcym sie ze $Srodkiem przekroju,w gru-
pie wielkos$ci podporowych pojawi si¢ obok sity réwnolegtej do osi y i mo
mentu réwnolegtego do osi x, ponadto moment réwnolegty do osi z.

Przechodzac z kolei do rozwazan na gruncie mechaniki uktadéw odksztat-

calnych bedziemy dla prostoty pisac Qy = 0, KX =K i analogicznie Ty =
=T, Mx = M.

Wiemy z punktu pigtego, ze rozwigzanie klasyczne dopuszcza w grupie
przypadkéw podstawowych co najwyzej naprezenia z_, z , o . Lawirowalisémy

, X z
dotychczas tak, by obejs¢ sie albo tylko naprezeniem o , albo tylko dwoéj-

ka e , r_. Obecnie musimy z koniecznos$ci dopus$ci¢ do konkurencji petna
tréojke ¢, c&, c,. Bedziemy usitowali zrobi¢ to tak, by niektére, wcze$-
niej uzys¥ane rezultaty utrzymaé¢ w mocy. Widoczne jest, ze - jesli to w
ogd6le jest mozliwe - dotyczy¢ to moze tylko roli naprezenia 02 =o0.

Zatézmy, ze za osie xy uktadu przyjeliSsmy gtowne $Srodkowe osie uksztal-

towania przekroju. Przyjmujemy, ze w tych warunkach moment = M spowo-
duje proste zginanie. Ewentualne ryzyko tego przyjecia lezy tyl-
ko w tym, ze - odmiennie anizeli w ustepie si6dmym - obecnie M jest Ii-

niowo zmienne. Wedlug powyzszego zatozenia rola momentu zginajgcego M po-
lega na zakrzywianiu osi preta lub - co na jedno wychodzi - na obracaniu
przekrojéw preta z zachowaniem ich ortogonalnos$ci wzglgdem osi preta. Po-
niewaz w odnos$ng cze$é¢ rozwazah ustepu siédmego zmienna z nie wchodzi-

ta w gre, przeto zakrzywienie to zgodnie z (7.7) wynosi:

Poniewaz jest ono obecnie zmienne, zatem celowe jest nada¢ mu stosowniej-
szg postac.
Przemieszczenia osi preta odbywajg sie w rozwazanym prostym zgieciu w

ptaszczyznie yz. Uméwmy sie, ze przemieszczenia punktéw tej osi w kierun-

ku y zamiast wyraznie v oznacza¢ bedziemy krétko v. Poniewaz obro-
ty < sa bardzo mate, wiec mozemy przyjec P=~ tgl*" W ust?Pie si6dmym
umowiliSmy sie mierzy¢ kat < w dodatnim kierunku osi X, ktérag na rys.

2.11 nalezy sobie wyobrazi¢ jako skierowanag przed ptaszczyzne papieru. Po
prostu przez < rozumieliSmy obrét ~ przekroju preta. Skoro za$ za-
krzywiona o$ jest nadal prostopadta do przekroju, to zachodzi réwnos$¢ ~ t
+”~ = 0. Zatem wzrostowi <p odpowiada ubytek rzednych v, co wyraza roéw-
nos$¢ tgcp= - 7N oraz lewa czeé¢ rysunku 2.11. Uwzgledniajac powyzsze w

(2.11) znajdziemy:



Rya. 2.11

Gdy nie zmieniajagc umowy co do apoaobu znakowania M, zmienimy - co
jeat pozedane - umowe co do kierunku pomiaru - jak np. na prawej cze-

§ci rys. 2.11, wtedy musimy wprowadzi¢ ujemny znak na jednej ze etron re-

lacji (2.121). Po prostu obecnie f oznacza nachylenie osi preta.Wtedy jed-
nak wzrostowi < przynalezy jednoczesny wzrost przemieszczenia v, zatem
tg<p = + Uwzgledniajac powyzsze duze zmiany otrzymamy znowu (3.11) bez
zmiany.

Istotny w powyzszym rozwazaniu jest fakt, ze dla ustalania rébwnania

(3111) nalezy uczyni¢ dwie umowy - jedne, dotyczece znaku < i druge, do-
tyczece znaku M. Oczywiste jest, ze przy zmianie kierunku osi v réwna-
nie to zmieni réwniez znak. Relacje (3.11) nazywamy rownamiem
réozniczkowym zakrzywione]|j os i preta.

Przy zmiennym M celowe jest zawsze stosowa¢ (3.11) w miejsce (2.11).
Rozpoczete tu rozwazanie na temat roli momentu M doprowadzi nas w

dalszym ciegu do wzoru (8.7), tj. formuty:

(4.11)

i jej szczego6lnej postaci (11.7) dla witékien skrajnych, wiegc:

Poniewaz wreszcie energia sprezystos$ci nie zawiera dodajnikéw pochodzenia
mieszanego x>z , przeto mozemy od razu tez wypisa¢ udzial momentu w ener-

gii w postaci (9.7), czyli:
®6.11)

W ten sposéb wyczerpany zostat wpltyw momentu M i pozostaje z kolei
rozpatrzy¢ role sity T, ktére to zagadnienie stanowi istote rozwazan obecj*

nego ustepu.
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Mamy spetni¢ warunek réwnowagi:

azZ- ao,
3~ +TT +8ST -0 (7-n)
i warunek brzegowy:
cCy nX + rx ny = °* (8.11)

Poniewaz zagadnienie to Jest Jsszcze bardziej zawite,anizeli przedsta-
wiono w teorii skrecenia, przeto ograniczymy sig¢ do podania dostatecznie
pewnego rozwigzania przyblizonego.

Wezmiemy pod uwage przekroje Jednospélne. Celowe Jest w miejsce wspot-
rzednych x~(y) i Xp(y) wprowadzi¢ wspoétrzedng x (y) Srodka szerokosci

i owe szerokos$¢ 2xo(y), wiec:

2x* = *1 = Xp , 2xq = XX - Xp. (9.11)

Zaktadamy dalej, ze przekroje te posiadajg nastepujace wtasciwoséci.Do-
wolna prosta réwnolegta do osi x przecina brzeg przekroju w.nie wigcej
anizeli dwu punktach - lewym i prawym Cp. Styczna w kazdym punkcie

brzegu lJest okres$lona, co znaczy, ze dopuszczamy zalom brzegu co najwy-



- 231 -

zej w punktach skrajnych D1# D2 wzglednie dla wspoétrzednych skrajnych

y = - dj tudziez y = + d2. Niech wreszcie wielkos$¢ = U, a to:
y d2
- U* = - / 2xoydy = U(y) = 2xQydy = U2 , (10.11)
-dx y
oznacza bezwzgledna wartos$é¢ Sred:nika (momen-
tu statycznego) j e dne|j z czesSci pola przekro-
j u, podzielonego proste y = constans wzgledem linii obojetnej x - obo-

jetnie ktérej - skoro Uj + U2 = 0.

Niech dalej H oznacza wielkos$¢:

+d,

x*dy - ydxi).) , (11.11)

to zaktadamy, ze interesujace nas przekroje posiadaja wtasnos$¢:

H =o0. (12.11)

Moga wiec tu z pewnos$ciag nalezeé¢przekroje symetryczne wzgledem osi vy,

zatem linii dziatania sity poprzecznej T, albowiem dla nich jest X* = 0.

Moga tu naleze¢ przekroje, dla ktérych krzywa $rodkujaca X#(y) jest pro-
* d x *

sta Srodkowa, poniewaz dla niej jest o= 'iJ)X/—* M99 tO by¢ tez przekroje

biegunowo symetryczne, gdyz dla nich przy zmianie znaku zmiennej y wiel-
kos¢ U nie zmienia znaku, a zmienia go dwumian podcatkowy.

Odnosnie naprezen c¢ , v, czynimy nastgpujace zatozenia. Przyjmujemy,
ze sktadowa c¢x jest zalezna Jedynie od zmiennej vy, tj., ze jest ona
wzdtuz szerokos$ci 2xq stata - co wymaga, by przekréj nie by}t zbyt sze-

roki. Przyjmujemy ponadto, ze znany nam jest kierunek catkowitego napre-

Zenia c = X +zy w kazdym punkcie C przekroju, poniewaz dla przy-

naleznej trajektorii zakiadamy réwnanie:

X =C X, + X.. (13.11)
Zatozenie to zastuguje na uwage.Oes$li przemienny parametr ¢ zmienia¢
bedziemy migedzy wartosciami - 1,+ 1, pokryjemy przekréj wszelkimi liniam i
naprezeh. W szczeg6lnoéci dla c =- 1 jest z powodu (9.11) x = xp i po-
dobnie dla c¢c=+ 1 otrzymamy Xx = x”. Skrajne trajektorie pokrywajg sie z

konturem brzegu, co dowodzi, ze zatozenie (13.11) spetnia warunek (8.11).
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Mozna wykazaé¢, ze uczynione przez nae zatozenie jest zgodne z przyjeciem,

iz naprezenia catkowite r , przynalezne do punktéw prostej y = constans
maje wspoélny $rodek zbieznos$ci, wiec np. B na rys. 3.11.

Przyjewszy dowolny punkt (x,y) przekroju ustalamy tym samym parametr

c wediug (13.11), a tym samym kierunek :)7( przynalezny temu punktowi.

37 r dxo dx* X=X * dxo dx* ,u11,

3y~ 3y *BT e W ¥ (w.u)

Gdyby wiec przynalezne temu punktowi naprezenie t byto znane, to znane

bytoby tym samym réwniez naprezenie

Warunek réwnowagi (7.11) przyjmie po oméwionych zatozeniach postac:

dx dc
C +T . 0.
X X0 dy ay | y

Nawiasem mowiec, czesto przyblizenia stosowane w mechanice uktadéw rzeczy-
wistych polegaje na tym, ze réwnanie czestkowe usitujemy zmieni¢ na sto-
sowne zwyczajne - co wtadnie eig stato. Pomnozywszy powyzsze réwnanie stro-

nami przez xq mozemy mu nadaé¢ postac:

. ~ _
ay(xo|)2'+ | X yy o,

sked po scatkowaniu jest:
X0o«x = - t / Xx0y d* + c*

W réwnaniu tym C jest atate catkowania, aJ xQydy jest funkcje y.Gdy

w miejscu y = - d).( jest n, = 0, ny = - 1, musi tam zgodnie z (8.11)by¢
Tx = 0. Gdy za$ w miejscu tym przekré6j posiada zatom, tzn. nieokres$lone
n_, n , musi tam znikaé¢ Jednoczes$nie z iz .

X y X y

Uwzgledniajec powyzsze w ostatnim réwnaniu znajdziemy:

C =1 ~xoydy)y =- d,.
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Gdy uczynimy formalng réznice miedzy wspoéirzedng vy, okres$lajaca obrane
w przekroju miejsce (x,y) a zmienng podcatkowg y, to wstawiajac wyzej zna-
lezione obecnie C napiszemy:

y
xcx - - T @(Wdy)y - [f*O’\— dj -7 f

-dl

gdzie xQ = xQ(y). Rozwigzanie powyzsze zawisto w Jednej jeszcze niepew-
nos$ci. Oto dla y = d2 winno z wyzej przytoczonych powodéw byé¢ réwniez

= 0. GdybySmy z tego postulatu wyznaczyli statg C, okazatoby sie, ze
winno by¢:

X0ydy-

if

SzczesSliwym zbiegiem okolicznos$ci obie postacie rozwigzania sg zgodne, o

czym $Swiadczy sens obu catek. Uwzgledniwszy (10.11) mozemy ostatecznie na-

pisac
cX m ITér' t16°11)
a wracajgc do (15.11) i (14.11)
2, = Eigr ()—(——)Z)é——l d’é’l;-a + 950, (17.11)

Objadnienie dla powyzszych formutl przedstawia si¢ nastepujaco. Pret ma
przekréj staty; jego ksztattnik wzgledem osi gtéwnej X wynosi I. écina-
nie jest réwnomierne; sita poprzeczna T jest statag i dziata wzdtuz osi
y. Przekréj okreslony jest szerokos$ciag 2x0- zalezngod y i linig $rod-
kowg, ktérej potozenie jest funkcjag rowniez zmiennej y. Chcac zna-
lez¢ skiadowe cx> z w punkcie C przekroju, kres$limy przez ten punkt
prosta réwnolegtado osi X, przezco przekrdj =zostatpodzielony na dwie
czedci. Obliczamyz kolei $rednik U jednej ztychczes$ciwzglegdem linii
obojetnej Xx. érodek geometryczny przekroju lezy na tej linii, wobec cze-
go suma algebraicznych wartos$ci srednikéw jest zerem, co wyjasnia dowol-
nos¢ w obiorze tej lub owej czes$ci. Naprezenie cx jest wedtug (15.11)

zalezne tylko od zmiennej 'y, co ilustrujg diagramy rys. 3.11x .Dla prze-

X~Potozenie i warto$¢ maksimum tego naprezenia zalezy od ilorazu
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krojéw symetrycznych wzgledem osi x extremum ma miejsce y = 0, dla in-

nych za$ w poblizu tej osi. Naprezenie z zalezy od zmiennej y i do-

datkowo liniowo od zmiennej x. W miejscach typu B napregezenie to znika.

Pozostaje Jeszcze wykazaé¢, ze zbioér elementarnych sit z dA czyni
zados$¢ warunkom redukcji y

/ x dA =T, )-zy dA =0, f (xzx - yty) dA =P, (18.11)

to znaczy sprowadza sie do sity T, lezacej na osi y. Poniewaz vx zalezy

Jedynie od vy, przeto weryfikujgc pierwsze z réwnan wystarcza napisa¢ dA=

= 2xQdy. Mamy tu wiec:

r > 2 r
J bdA=1 ] udy “ T (uy -/ydu).
-di -di
Lecz U czy to dla y = - dj, czy dla y = + d2 znika, wediug za$ pra-

widet rézniczkowania pod znakiem catki wobec (10.11) Jest du = - 2xQydy,

wobec czego

d2
A - =+t 2080=.
-di

albowiem powyzsza catka oznacza ksztattnzk I. Zatem podane dla c¢cx roz-
wigzanie (16.11) spetnia pierwszy warunek redukciji (18.11).

Przechodzac do weryfikacji drugiego, zbadajmy wpierw warto$¢ tej cze-

Sci, ktéra zalezy tez od zmiennej x. Uczynimy to, ktadgagc dA = dx dy.
Mamy tu:
+d2 X1 +d9 2 2
roii dx, r r n, dx @ n dx x f-x

"dl Xp -dl °
. 2 2
Lecz wedtug (9.11) jest Xi " xp = 4x0x** Wobec tego mamy
hd2
/ ii dx r dx
i 7 xd r dA =/ u”™ * r dy-

-di
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W pozostatej czes$ci aktualnego wyrazenia wystarczy potozy¢ dA = 2xQdy.

Otrzymamy wiegc:

Stosujagc znéw metode catkowania przez czeéci znajdziemy !
f J J . ~f
ZdA =1 Uudx* = T (U x* x* duU)

Lecz U znika zaréwno dla y = - dl1 jak y = + d», za$ du = - 2xQydy,wo-

bec czego jest:

albowiem catka powyzsza oznacza bocznik przekroju, ten za$ réwny jest ze-
ru, bo osiami odniesienia s¢ gltbwne osie. Rozwigzanie (17.11) spetnia wiec
drugi z kolei warunek redukcji (18.11).

Pozostaje do zweryfikowania ostatnie z réwnahn (18.11). Piszemy:

rozbijajgc wyrazenie na dwa dodajniki, z ktérych zajmiemy sie najpierw tym

pierwszym zaleznym od Xx. Mamy tu:
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Wracajgc zatem znajdziemy:

+d2
- Ycy>dA =Y / J- (XOoX+ - X»y "2 + Xty 72 - Xy dy =
o
=dl
32
f ucxndy - ydx*) =P =0,
" dl

poniewaz zatozyliSmy w (12.11), ze zajmiemy sige przekrojami, dla ktérych
wyrazenie (11.11) znika. Gdyby tak nie byto, sita T bytaby mimopoprzecz-
ne.

W tym miejscu wypada zwrdéci¢ uwage na pewien drobny szczegét. Rezultat
T H
weryfikacji trzeciego warunku redukcyjnego przybrat korncowg postaé¢ t —ft x.
X
Gdyby sita T byta réwnolegta do osi, to - z uwagi na to, ze elementar-

nemu momentowi nadaliby$my nadal posta¢ (xc - yc )dA - rezultat oblicze-
TH X Y
nia przyjatby postac - m* ¥  albowiem w zmienionych warunkach w analo-
y
gicznyr do (16.11) i (17.iii rozwigzaniu matematyczng role naprezenia zx
przyjetoby naprezenie <c¢ , a role naprezenia r objetoby naprezenie r~.

Gdyby wigc jednoczes$nie dziataty obie sity T i T , to rezultat obli-
T H TH y X
czania otrzymatby postaé — - y Y. Skorzystamy z tej uwagi w stosownym

X y
miejscu.

Wracajgc do tematu widzimy, ze przy zastrzezeniu H =0 rozwigzanie
(16.11), (17.11) czyni zado$¢ wszystkim wymogom redukcji.Pozostaje jeszcze

zilustrowac¢ je przyktadami.

Przyktad 1.11. Poda¢ naprezenia styczne dla przekroju prostokatnego.

Odpowiedz 1.11. 1 =1J2 bh3, 2x0 = b- x+ = °< u = b(Y ~ ™)\ y) =
2 2 2
= 1 --J-)< t =o, X =-~ (1 - ~-x), gdzie A = bh.Wykres z jest
° b Y b X
parabolg drugiego stopnia. Dla y = + g jest z =0, dla 'y =0 znaj-
dziemy max a to Z=] i, gdzie najwidoczniej jest Srednig warto-

$§cig naprezenia.
Przyktad 2.11. Poda¢ naprezenia Zx‘ Zy dla przekroju tréjkatnego.
Odpowiedz 2.11. De$li podstawe jest b, wysokos$cie h - jak na rys.4.11,

bh~ ~
to 1" 36~' 2xo0 = + xX* = Tym razem wygodniej jest wzigé pod
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2

uwage gorng czeéé¢ przedzielonego profilu. Znajdziemy U = xQ(™ h +vy)
- h " 2y~ a stgd cx =f J i1t (* - - co dalJ® znbébw zmiennos$¢
paraboliczng z zerowymi warto$ciami t w wierzchotku y = - |~ 1 wzdtuz
podstawy y = ~. Maximum znajdziemy dla y = - tj. w potowie wysokosci
przekroju. Wynosi ono z =| gdzie A = |£. Druga sktadowa —m=

2 k ; 1 - %X) znika réwniez w wierzchotku i u podstawy a wzdiuz ramion
X = + X tréojkata ma wartos¢ z = + z Wobec tego extremum tego na-

— "o y — "x zn

prezenia znajdziemy réwniez dla y = - jj. Catlkowite extremalne naprezenie
wynos - 3T \i] b2~

YOS, 24 e v1 +7An

Przyktad 3.11. Wyznaczy¢ naprezenia przy $cinaniu przekroju kotowego.

(2*0)
Odpowiedz 3.11. W mechanice teoretycznej znajduje sie u = =
- 4 T
=K *3 | = 4 - Zatem, wobec x% = rQ - yQ, mamy z ~ ~ A ' « 2 00
: ) ) dx. 4T Xv
daje znéw wykres paraboliczny. Druga sktadowa z = zx — . 3]
y 0 *
wzdituz brzegu x =i x0 osigga warto$é z~ = +J) ] ~ eV 1” A2 NaPr?zenie
catkowite wzdtuz brzegu wynosi ~ - co daje wykres eliptyczny.
Najwieksze naprezenie znajdujemy dla y =0O; wynosi ono z = gdzie
2
A = r t.

Dak zaznaczyliSmy(przedstawione tu postepowanie dopuszcza zatomy jedy-
nie na wysoko$ci ograniczen y = - d», y = +d,, to jest tam, gdzie for-

muty (16.11) i (17.11) gwarantujg nam z powodu U - O zerowe wartosci dla



zz i Ty. przekroju posiada zatomy -

nych miejscach,

Gdy kontur

uzycie powyzszych formut Jest

zwtaszcza wypukte - i

w in-

niedopuszczalne,albowiem wy-

kazatyby one w miejscach tych rézne od zera naprezenia, co Jest niemozli-
we, Nie posiadamy dostatecznie szybkiej i prostej metody przyblizonej dla
znalezienia naprezen c , z w takich wypadkach. Pewne mozliwos$ci poste-

powania wyjde na jaw z uogo6lnienia rezultatéow

Przyktad 4.11. Wyznaczy¢ naprezenia Zx' zy

nastepujgcego przyktadu.

przy $cinaniu przekroju kwa-

dratowego sita T, dziatajgcg wzdiuz jego przekatni.
Odpowiedz 4.11. Wprowadzmy - Jak na rys. 5.11 - uktad pomocniczy X, vy
obrécony wzgledem wtasciwego x, y o n/4. Miedzy wspoétrzednymi zachodzg
Rys. 5.11
zwigzki x'= y'= czyli - co nam za chwile bedzie potrzebne y2+
> 2 gji2n 2 2~2 *
+ X =y + x"', y - X =" 2xy. Site T roztézmy w kierunku osi X, y.»
Kazda ze sktadowych wynosi T/V2. Dla kazdej z nich rozwigzanie podaje przy-
ktad 1.11. Dla sktadowej réwnolegtej do osi y' jest z' =0, ri =8 —-
2 y X z Ayg
(T - -~o), dla sktadowej za$ réwnolegtej do osi x' lJest z' =0, z' S| —
a X y 2 av2
i2

Skadajgc te dwa rozwigzania w kierunkach 'y i

a - ).

X znajdziemy:
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Linie réwnych naprezen ~cx se wspotsrodkowymi kotami, linie za$ row-
nych naprezen rébwnobocznymi hiperbolami o wspélnych asymptetach.Naj-
wieksze r znajdziemy w $rodku bokéw kwadratu, wynosi ono "\1 .]_’1 Najwiek-
sze rx znajdziemy w $rodku kwadratu, wynosi ono i =7 ] i stanowi Jed-

noczesé$nie maksimum catkowitego naprezenia X + r%. tatwo wykazac,ze przez
nieznaczng modyfikacje niektérych wspoétczynnikéw uzyskaé mozemy 2z poda-
nych re ’ rozwigzanie dla przekroju rombowego. Trajektorie naprezen
dla zagadnienia kwadratu znajdziemy, wstawiajac rX, ry w réwnanie 15.11.

Otrzymane w ten sposéb réwnanie

4xy dy + (a2 - 2(x2 +y2)) dx =0

2
scatkujemy z tatwos$cia, ktadac y = Y. Bedzie bowiem
xdr -w « + (sL . d dx - o,
X 2%

. . Y . 2 2
czyli po scatkowaniu — - + Xx) + C =0 Ilub ostatecznie vy - X +
+C x - "~ =0, gdzie C Jest stata catkowania. Nadajgac Jej rézne warto-
§ci, otrzymywa¢ bedziemy coraz to inne hiperboliczne trajektorie. Dla x =
= o otrzymujemy bez wzgledu na warto$¢ tego parametru y = + — , cO zna-

2
czy iz wszystkie trajektorie przecinajg sig w dwéch wierzchotkach kwadra-
tu. Dla C = aY? réwnanie trajektorii przybiera posta¢ y = + (x - a/V2),
okres$lajgca lewa pare bokéw kwadratu. Podobnie dla C = - aV2 znajdziemy
jako trajektorie prawag dwojke bokéw y = + (x + a/V2). Najwidoczniej ce-

lem uzyskania wszystkich mozliwych trajektorii zmieniaé musimy C w prze-
dziatach < —m= - aV2) tudziez (ai?, w>>m

Przy traktowaniu przekrojéow z zalomami konturowymi nalezy skorzystac
z pewnych rezultatéw uzyskanych powyzej odnos$nie trajektorii. Wypisawszy

réwnanie brzegu nalezy zmodyfikowaé¢ dowolnym czynnikiem C wszystkie te

albo niektére wyrazy réwnania, ktére znikaja dla x = 0.Réwnanie tak uzys-
kane nalezy uwazaé¢ za réwnanie trajektorii. Zastosowany zabieg prowadzi
do tego, ze wszystkie trajektorie bedg mie¢ dwa wspodlne punkty na linii

dziatania sity T. W ten sposéb uczynimy zado$¢ warunkowi (8.11),a zwigz-
kiem (15.11) zmniejszymy liczbe niewiadomych do jednej z . W dalszym ciag-
gu zastosowaé¢ nalezy (7.11), pamigtajac Jednak o tym, ze dla profili oma-
wianej kategorii jest z funkcjag obu zmiennych x, y. Modyfikacje czyn-
nikiem C nalezy stara¢ sige tak dokonaé¢, by réwnanie (7.11) miato mozli-
wie prosta, tatwo catkowalng posta¢. Deszcze proéciej postagpimy.wyobraza-
jac sobie, ze zatlomy - zwtaszcza wypukie - zostaty w stosowny sposéb wy-
okraglone. Wtedy bowiem mozemy znéw stosowaé¢ dotychczasowe formuty (16.11)

i (17.11).
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Rozwazania dotychczasowe prowadze do wniosku”™ Zze stan napigcia w wypad-
ku liniowo zmiennego zginania jest dwuosiowy, $cinanie prowadzi do skre-
tow cx< Cy. Najwieksze naprezenia styczne z”. z mozna przedstawi¢ wzo-

rami:

gdzie j jest naprezeniem S$rednim. Wspodtczynniki <x>I tudziez (¢ wyni-
kajag z analizy formut (16.11) i (17.11). Naprezenie r zachodzi w okoli-
cy linii obojetnej wzglednie w okolicy potowy wysokos$ci przekroju.
Przebieg matematyczny obecnych réwnan byt odmienny od zastosowanego w
poprzednich ustepach. Dotychczas bowiem zaktadaliSsmy pewne fakty geome-
tryczne, gwarantujace nam nierozdzielno$¢ uktadu, a jako konsekwencje od-
nosnego zatozenia znajdywaliSmy przynalezne fakty mechaniczne.Obecnie po-
stapiliSmy odwrotnie. Uzupetniajac formute (4.11) znalezli§my dodatkowe
sktadowe (16.11) i (17.11), Rozwigzawszy w ten spos6éb sprawe stanu napie-
cia musimy obecnie zbada¢, jakie stad wynikajg konsekwencje geometryczne.
Rys. 6.11 przedstawia rezultat geometryczny obecnos$ci tyl ko Si-
ty T. W lewej jego czes$ci przedstawiono przekrdéj preta ptaszczyzng yz.
W dwéch szczegodtach nastepnych przypomniano zgodnie z tres$cig pierwszego

ustepu, jak na odksztalcenia poprzeczne

Tx - 5% ' ?y =5* (20°11)

sktadajg sie 3umy av/3z i 3w/5y tudziez 3u/Sz i 3w/3x. Zgodnie z
prawem Hooke’a naprezenia tx>z wywotujg odksztatcenia

3w 3u 3w \

Tx =dz * ay 1 Ty = az + ax* (21.11)

Wielkos$ci Yoo yy zgodnie z (20.11) zalezg tak samo od zmiennych x, y, z

jak naprezenia z_, z . W rozwazanym przez nas przypadku podstawowym, tj.

rbwnomiernego $cinania zadna z tych wielkos$ci nie zalezy od zmiennej z,
y zalezy od zmiennej x tylko liniowo, wreszcie vy, je3t funkcja lJe-
dynie zmiennej y. ROwnolegte warstwy podtuzne preta pochylg sige. Dla za-
chowania nierozdzielno$ci pochylenie to musi by¢ dla wszystkich warsty

wspoélne, co upowaznia nas do pisowni

&_dv :Vi
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Réwnanie (3.11) wskazuje, ze przyczyneg istnienia wielko$ci izj jest mo-
ment M. Gdy réwnanie to raz scatkujemy, otrzymamy 85 Ndza chyle-
nie osi preta g~ bedzie Jednak zaleze¢ nie tylko od M, lecz ewen-
tualnie réwniez od statej tego catkowania. Gdy za$ 8& jest sprzegniegte
z w catosci yx< ta za$ zalezy za posSrednictwem zx od sity T, dla-
tego dzieki tej statej catkowania moze ostatecznie gg by¢ uzaleznione réw-
niez od sity T. Te cze$¢ nachylenia gg, ktéra pochodzi od dziatania si-
ty poprzecznej T, odksztatcenia tj. nazwiemy odchyleniem
przekroju - rozumie sie - od prostopadtos$ci wzgledem jego osi, wzglednie
réwniez posunieciem. Poniewaz posunigcie dv/dz nie jest zalezne od vy,
a od tej zmiennej zalezy, przeto zalezno$¢ te przyjmuje na siebie od-

chylenie dw/dy. Najwieksze warto$s¢ 3w/3y tego odchylenia znajdziemy

tam, gdzie c¢cx osigga najwieksze swe wartos¢ zx. Przeto wediug (19.11)
i (20.11).
dv 3w
22 .11
Hi 3y GA’ ( )

Na rys. 6.11 dla prostoty przyjeto odnos$ne miejsce w warstwie obojet-
nej y = O. W miarg oddalania si¢ w goére lub w dét od warstwy tx = ~.od-
ksztatcenie yx maleje, zachowujec znak dodatni zgodnie z wykresem xx
jak np. oa rys. 3.11. Wobec tego przekrdéj ongi$ ptaski nie moze takim po-

zostac. O b ecno$¢ s ity poprzeczne.j wypa-

cza przeto przekroj w ks ztatt wydtuzone]j ii-
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tery S. W warstwach skrajnych jest yx = O. Tam wiegc wybrzuszony
orzekréj przecina sie ortogonalnie z podiuznymi ograniczeniami preta.

Wykazane wypaczenie w imitowanej przez nas w przyblizony sposéb teorii
de Saint-Venanta nie stanowi teoretycznego ktopotu, ale tylko teore -
tycznego. Tamze bowiem - jak to wyraznie w stosowanym miejscu za-
znaczyliSmy - przyjmuje sie, ze przekroj koncowy preta zamocowuje sige czy
to do uktadu podpierajecego, czy, do dalszej, odmiennie obcigzonej czesdci
preta w jednym tyl ko punkcie. Nie ma wigc istotnie
trudnoéci w uzgodnieniu ze sobe w okreslonym takim punkcie przynaleznej le-
wej i prawej normalnej, a tym samym w ustaleniu tam przynaleznych 3 w/3y,
W rzeczywisto$ci zamocowujemy przekréj kohcowy nie Jednym punktem, lecz
wieksze ich liczbe, z reguty cate krzywe. Jak np. przy spawaniu lub w o-
go6le catltym polem przekroju. Podobnie przekréj posredniczecy migdzy Ilewe
i prawe czedcig preta, a wiec miedzy dwiema odmiennie obcigzonymi czes$cia-
mi tego samego preta, wszystkimi swymi punktami nalezy zaréwno do lewej
jak i do prawej czes$ci tego uktadu. W tych warunkach za$ zteczenie prostej
z krzywe esowate, czy zieczenie dwoéch takich esowatych linii - zwtaszcza,
gdy se one wzgledem siebie obrécone - Jest geometrycznie niemozliwe. Czy
wiec w matematycznie Scistej teorii francuskiego klasyka, czy W naszym
rozwiezaniu przyblizonym zachodzi kazdorazowo potrzeba skorygowania tego
rozwigezania pod wzgledem geometrycznym. Pocigga to za sobe réwniez lokal-
ne zmiange w rozwiezaniu statycznym. Préby takie zostaty w szczegélnie pro-
stych wypadkach w teorii spezystosci przeprowadzone. Wiemy, ze kosztuje
one bardzo wiele trudu i nie s¢ dostatecznie ogdlne.

Potrzeby praktyki nasuwaje naetepujece, dostatecznie ogdélng koncepcje.
Przyjmijmy w miejsce przekroju wypaczonego przekréj ptaski. Zro-
bi¢ to musimy tak, by stosownie wyréwnaé¢ tamten, tj. tak, by cze$é¢ wybrzu-
szenia lezata po jednej, czeé¢ po drugiej wyposrodkowanego przekroju ptas-

kiego. Wtedy'~bedziemy dla niego mogli napisac:

dw*

3y '
Znak * bedzie nam przypominat, ze chodzi o przekréj zamienny; znak *w od-
r6znianiu od 1 oznacza tu pochodne ypsylonowe. W miejsce szczegd6lnego wzo-

ru (22.11) napiszemy obecnie:

Ve "t =31 +TT = “*5Ba ' “* A « (23.11)

W tym wzorze lewa strona ma wyjasnione wyzej szczegbétowe znaczenie. Na
stronie prawej wspotczynnik ct jest niewiadomy. Wiemy na razie tylko, ze

jest on mniejszy od znanego nam blizej a . Znajdziemy go za chwile.
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IV tym miejscu dodatkowo jeszcze zauwazmy, ze gdybySmy chcieli réwnanie
typu (23,11) ustawi¢ dla wpltywu momentu zginajgcego M, to miatoby ono

postac

dv dw* .
31 +3T = '

albowiem moment zakrzywiajgc o0$, tzn. powodujgc dv/dz, ustawia do niej
przekroje normalnie, tzn. czyni dwn~/dy = - dv/dz. Réznice znakéw wyjas-
nia réznica kierunkéw pomiaru obu ketéw. Oczywiscie znak * jest dla wyra-
zenia wptywu M zbedny, albowiem wplyw ten pozostawia zawsze przekrdj pta-
skim. Z tego dodatkowego rozwazania wynika, ze w lewej stronie rébwnania
(23.11) mozemy widzieé¢ sumaryczny wplyw zginania i $cinania, bo dodanie
zera na prawej stronie niczego nie zmienia.

Wreszcie nader wazna jest jeszcze uwaga nastepujgaca: Wprowadze-
nie zastgpczego przekroju ptaskiego stanowi zasadniczy zwrot
w obliczeniu. Oest ono ucieczkag od rozwiagzania k'l asycznego do
innego bardziej praktycznego, ktére z pewnych powodéw nazwiemy ener -
getycznym

Zajmijmy sie jeszcze rolg y . Na rys. 6.11 dla prostoty przyjeto prze-

kréj symetryczny wzgledem osi y. Wtedy ptaszczyzna yz dzieli pret na
dwie symetryczne czes$ci. Naprezenie z zmienia w tej ptaszczyznie znak;
gdy po lewej stronie jest dodatnie, po prawej jest ujemne i na odwrdét.

Wobec tego zgodnie z (20.11) zmienia réwniez znak -y . Dla zachowania nie-
rozdzielnos$ci warstwy réwnolegte do ptaszczyzny yz muszg by¢é nadal do
siebie réwnolegte. W przypadku wiec chwilowo zatozonego przekroju syme-
trycznego jest = o0, a zaleznos$¢ od x przenosi sig w catoséci na

Naprezenie z” jest w takim wypadku proporcjonalne wzgledem x; taki
Jest zatem Jego najwiekszg wartos¢ |-~ znajdziemy na brzegu szero-
koéci przekroju. Réwnolegty do osi x odcinek, okres$lajacy lokalng sze-
rokos¢ w tym miejscu przekroju, odksztatci sie wiec w parabole drugiego
stopnia. Algebraiczna wartos¢ parametru tej paraboli zalezy od zmiennej vy.
Zobaczymy przeto pewng czeéé przekroju wypaczong ku patrzacemu i pozosta-
ta wypaczong od patrzgcego. Zatem obecnoé¢ sity poprzecznej powoduje,poza
poprzednim wypaczeniem w esowatag powierzchnig walcowa, jeszcze drugie wy-
brzuszenie w powierzchnie niewalcowg.

PostanowiliSsmy jednak uzy¢ przekroju wyposrodkowanego ptaskiego. Zna-

czy to, ze w wypadku przekroju symetrycznego wzgledem osi y musimy przy-

ja¢ Srednig wzdiluz x z pochodnej o wartoéci g-j— = 0. Jednoczes$nie

za$ widzimy, ze na wspoéitczynnik a x, figurujgcy we wzorze (23.11), wplywa

nie tylko yx, lecz réwniez 'y , zatem z™ i
Gdy symetrii przekroju nie ma, miejscem yy =0 nie Jest polowa sze-
rokoséci. Zalezne ono jest tez od y. W rezultacie nie mamy podstaw do za-

tozenia zerowej wartosci dla suwu |[¢i. Jednakze nierozdzielno$¢ warstw
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ogni$ réwnolegtych do ptaszczyzny yz wymaga, by byty one nadal do sie-

bie réwnolegte. Wyraza to tekst:

Zatem w wypadku przekroju dowolne]§ konfiguracji obecno$¢ sity
T, dziatajagcej w kierunku 'y, wywotuje nie tyl ko posunigcie v'
w tym kierunku, lecz nadto posuniegcie u' w kierunku prostopa-
dtym x. Na to dodatkowe posunigcie nie ma zadnego wptywu moment M. Po-

niewaz za$ sita T jest w rozwazanym podstawowym przypadku stata, takimze
jest tez u'. Zatlozona ptaskos$¢ przekroju wymaga jeszcze okres$lenia

Srednia ta w omawianym wypadku musi byé stata na catej diugoéci preta, bo
statg jest sita T. Wymaga tego jednak réwniez n..erozdzielno$¢ uktadu.Gdy
przekréj poczatkowy jest zamocowany, mamy tam —— = 0; wobec tego taka
jest ta wielko$¢ na catej diugos$ci uktadu. Gdy przekr6j poczagtkowy jest
podparty, to przynajmniej podparty musi by¢ takze przekrdéj kohcowy.W dys-
kutowanym przypadku podstawowym obcigzenie uktadu stanowi wtedy sita sku-

piona. tatwo woéwczas wykazaé, ze zatozenie wspdélnej wartosci 3w#/3k dla

lewej i prawej czes$ci preta prowadzi znéw do zerowego dla niej rezultatu.

Proste réownolegte ognis do o s i X pozosta-

ja takimi i po odksztatceniu. Uprzedzajgc wypadki juz wczeéniej
3w dw

dla wypadku T =T , zmieniliSsmy symbolike ”~--- na e Obecnie za$ na-

wigzujgc do (21.I1l) i (20.11) a réwniez i (19.11 ) dodajemy:

gdzie £ jest chwilowo nieznanym wspofczynnikiem roznym cafkowicie od (.

Uzycie $rednio ptaskiego przekroju pozostawia po sobie pewien znamien-
ny $lad, czemu daliS$my wyraz w ostatniej czeéci rys. 6.11. Niech na pre-
cie umieszczona bedzie w punkcie O sita skupiona P. Nieciggtos$¢ sity po-
przecznej przy przejsciu od lewej do prawej cze$ci uktadu w tym miejscu

wyraza roéwnanie:

(25.11)

Réwnanie (23.11) przyjmuje tu podwdjng postac:
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lecz warunek nierozdzielnoéci brzmi: w” = wjp = w”. Rugujac przeto z po-
wyzszych réwnan w” i stosujec (25.11) znajdziemy

* = _ *

vp vll ct GA - (26.11)

O$ preta w miejscu dziatania obcigzenia skupionego doznaje matego z a t a -
mania v¥ —v~. Nie nalezy zle rozumieé¢ powyzej stwierdzonego faktu.
Zatamania takiego w istocie nie ma. Zatozenie wyposrodkowanego ptaskiego
przekroju zmusza jednak do takiego traktowania rzeczy ja k gdyby
owo zatamanie istniato. Pominiecie wptywu sity poprzecznej jest zgodne -
jak juz wiemy - z przyjeciem c1* = 0. Zatem - o czym tez Juz byta mowa

zatozenie nierozdzielnos$ci z uwzglednieniem tylko dziatanie momentu, a to

postaci w) =w’ prowadzi do wniosku vl =v'
*1 *p 1 p
GdybySmy, zatrzymujac t o, przeprowadzili dla dwumianéw =
= t‘t_'—1 obliczenie podobne do powyzszego z zapewnieniem nierozdzielnos$ci
GA 3w* 3w*
warunkiem (37-)! = 3ak 1 dru9im = up- otrzymalibysmy rezul-
3w*
tat =o< a ponadto réwnanie

Up = u'=-p*~r. (27.11)

pouczajace o drobnym zatamaniu osi réwniez w ptaszczyznie Xxz.
Nalezy wreszcie zwré6ci¢ uwage na bardzo wWazny szczeg6t.

W rozwazaniach dotyczacych geometrycznej strony omawianego zadania czyni-

lisSmy uzytek z tego, ze istniejg formuty (16.11) i (17.11) okres$lajgce za-
leznos¢ tylko od y i zaleznoé¢ od y a nadto od x. Wzielis-
my réwniez pod uwage fakt, ze sity elementarne Cy dA i zy dA maje wy-
padkowg réwnolegta do osi y. Natomiast - co podkredlamy z naciskiem -

nie zaszta nigdzie potrzeba stwierdzenia faktu (12.11). W naszym rozwaza-
niu geometrycznym nic sie przeto nie zmieni, gdy fakt powyzszy n ie
bedzie mie¢ miejsca, gdy wigc réwnolegta do osi y sita T nie
bedzie sita poprzeczna, lecz np. mimopoprzecz-
n a. Oo wniosku tego niebawem wrécimy.

Ghcemy obecnie obliczy¢ energie sprezystos$ci nagromadzong w pomysla-
nej jednostce dtugos$ci preta. Oczywidcie mamy aa mys$li tylko uzupetnienie

wielkosci (6.11), wiec energie samego $cinania, tj. wielkos$ci:

w=lgJ) {X+H}d& @8.11)
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w ktorej tX, c oznaczaj? wzory (16.11) i (17.11). Potézmy w tym celu
dA = dxdy i wykonajmy catkowanie wzgledem x. Zwazywszy, iz wediug {9.11'
jest xp = X, - Xo' x1 = X} + Xo‘ mamy:

/ d- - / xdx = 2x()xt ,/ 2dx = 2xq(x2/3

Uwzgledniaj?c powyzsze w (28.11) z tatwos$ci? znajdziemy

w = '2F (29.11)
2GlI
gdzie wyrazenie
+d
Fx = F =J &T (a +1 (3ys) + (3yl) ) dy (30.11)
-d

dymenzji dtugosci w sz6stej potedze jest now? wielkos$ci? charakteryzuj?c?
przekré6j pod wzglgdem geometrycznym.

Znajomos$¢ wielkos$ci F jest - jak widzimy - identyczna ze znajomos$ci?
energii wl Te ostatni? mozemy z kolei wykorzysta¢ do wyznaczenia wspo6t-
czynnikéw posunigeé¢. Poniewaz skutki geometryczne s? tu proporcjonalne do
przyczyn statycznych, przeto - jak to uczyniliSmy w punkcie trzecim, pi?-
tym i nastepnych - mozemy energie w’ obliczy¢ tez jako szczegdlnie po-
mys$lan? prace tych orzyczyn na odnos$nych skutkach. Wezmy pod uwage elemen-
tarn? diugoséépreta dz. Na przekroje ograniczaj?ce dziataj? sity T T tu-
dziez momenty M M + dM. Owa szczegodlna praca sit wynosi ~ T(v+dv)-i Tv,
praca za$ momentéw’\l(M +dM) s w*+ EN M w*. Nota bene mamy tu na mysli tyl-
ko te czeé¢ skutkéw geometrycznych, ktére przypisaliSmy w formule (23.11)
obecnos$ci sity poprzecznej. Praca przynalezna diugos$ci dz, czyli energia

elementarna dw wynosi wiegc:

| T dv + | dM w;.

Dzieiec rzez dz 1 baczec na zwiezek dM/dz =T jak i na (23.11) znaj-

ziemy / zech wariantach ;

]
iy
L]
]

et T2 1 , | -2

2 4 =2~ GA = *GA(V + Wx) - (31.11)
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Warto zwréci¢ uwage, ze w tej poprawnej postaci (31.11) jest w literatu-

rze nieznane. Poréwnajmy (31.11) z (29.11). Znajdziemy stad niemianowany,

dotychczas nieznany nam wspoétczynnik

<xr= (32.11)

gdzie F okres$la (30.11).
Dotaczajagc do (31.11) energie (6.11) otrzymamy energie catkowitg.Wazne

jest pamigta¢ znéw o tym, ze zatozenie H = o byto zbedne przy ostatnich
dowodzeniach. Gdy wiec H = o0, (29.11) i (31.11) przedstawiajg e n e r -
gie S§cinania. Gdy zas H ~ o relacje powyzsze przedstawia-
ja energie pewnego szczego6lnego mimosd$cinania, a

mianowicie takiego, ktére w skutkach geometrycznych prowadzi do posunie-

cia Vv' i odchylenia w”. Poniewaz to ostatnie jest tez posunigciem,prze-
to przy H £ O bedziemy powyzsze WI nazywarf energie posu-
niecia. Wspoétczynnik a* znalezliSmy metodag energetyczng. Koniecz-
ne tu bylo zatozenie, ze z b i orowe]| przyczynie, jaka
jest T, odpowiada réwniez u o g 6 Il ni ony s kutek. Jakim Jestu +

w”. Gest on nim, albowiem u’+ w* charakteryzuje zachowanie sie nie pew-
nego miejsca przekroju, lecz catego przekroju.

Niestety postepowanie powyzsze nie doprowadzitlo do znalezienia drugie-
go wspotczynnika, tj. p*. Stato sie tak dlatego, ze odnosnemu przemiesz-
czeniu nie towarzyszy na j e g o kierunku zadna przyczyna i wskutek
tego odnosna praca wzglednie energia jest réwna zeru. Bedziemy usitowali
wobec tego te przyczyne stworzyc€.

Chciejmy sobie wyobrazi¢, ze na przekréj précz sity T», robwnolegtej
do osi y i tak umiejscowionej, ze w skutkach odpowiadajag jej posunie-
cia typu (23.11) i (24.11), dziata nadto sita Tx. réwnolegta do osi x i
tak umiejscowiona, ze w skutkach odpowiadajg jej analogiczne do tamtych

posunigcia. Gdy te pierwsze oznaczymy przez

Vy + w*y = % £ = % - Kn - i33*1n

drugim nadamy analogiczng postac¢

Zatem w pierwszym wierszu wprowadziliSmy w dotychczasowe znane nam ozna-
czenia wskaznik 'y, oznaczajgcy, ze wypisane skutki pochodzag od sity T~i
analogicznie w drugi wprowadziliSmy wobec tego dla odréznienia wskaznik x.

Nota bene wskazniki te przy w oznaczajg tez zmienng, wediug ktérej utwo-
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rzono pochodng wf. Wreszcie przy [3* dopisano w obu wierszach - uprzedza-

jac wypadki - ten sam znaczek dodatkowy z. Naprezenie c pochodzgce od

sa zXxy 1 cyy' te 2a$ odTx sa zyXx 1 zxx" Wobec te9° PrzY jedno-
czesnej obecnos$ci obu sit naprezenia te wynoszg:

z = z + ¢ X =z + z .
X Xy XX y yX yy

Gdy obecnie zechcemy obliczy¢ energieg w tego nowego,ogélniejszego za-

gadnienia trzeba bedzie wediug (28.11) utworzy¢ sume kwadratéw obu powyz-

szych dwumianéw. Gest nam wiadomo, ze rezultat calkowania sumy vi +t;2
y yy
prowadzi wedtug(29.11) do dodajnika energetycznego tVF-Analogicznie,
2GI*
catkowanie sumy 22 +22 doprowadzi do dodajnika ¢y gdzie w analo-
7 XX 2GlI

gii do (30.11) jest:
2 - dv. 2 !
F ' *&52)@
y

ze znaczeniami c, yQ, y~n, analogicznymi do poprzednich d, xQ, x+, U~
Wz6ér powyzszy daje nam mozno$¢ obliczenia drugiego wspétczynnika a* . Ze
wspomnianego kwadratowania pozostaje do scatkowania jeszcze suma 2(cXxy cxx+

+c t ), zawierajagca mieszany wptyw jednoczesnych przyczyn T i T

*-
Odnosna czeécl W - jak tatwo sie przekona¢ stosujec wzory (16.1%),(17.U)
r GZT T
i ich odpowiedniki - ma postac w ktérej parametr Gz prze-
Xy
kroju o dymensji zgodnej z F~ i F~  oznacza ;
G —J/'UX“’_( RO X Y mdyo YTy A (36.11)
Z 4x0y o0 X0 yo 3Ix”

Ostatecznie przeto energia pochodzaca od szczegdlnie umieszczonych sit

i Ty wynosi:
2F T2F TTG
w
2Gi; 2G1* Xy
Przechodzac obecnie do wyznaczenia wspoétczynnika 3 = (3_ zauwazmy, co
nastepuje. Obecnoé¢ jednej tylko z sit np. Tx powoduje nieobecno$¢ do-
cajniKa W* . Pojawia sie on dopiero wtedy, gdy pojawi sig > uga sita,wiec

y
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np. T . Wracajagc do okredlenia energii sprezystos$ci jako szczegdlnej pre-
cy, widzimy, ze oznacza albo szczegélng prace sity na ni e-
zaleznym od niej przemieszczeniu, spowodowanym obecnosciag sity
1~, albo tez odwrotnie - szczegdlng prace sity na niezalez-
nym od niej posunieciu, pochodzgcym od obecnosci sity TX. 2 powodu

podkres$lonej niezalezno$ci posunigecia od sity odpada charakterystyczny

wspotczynnik ktérego obecnos$¢ wyjasnialiSmy szczeg6towo w ustepie trze-
cim. Albo wigec w' !‘est robwne T u' , albo tez iest rébwne T V' .Gd)ﬁ zas
) Xy Xy y X

W dysponuje jednym tylko parametrem G_, uzyliSmy - uprzedzajac wypad-
ty - I z .

ki - czy to dla ,przedstaW|en|a u , czy tez VX Jednego i tego samego

wspoétczynnika (3
Wracajagc obecnie, po tej uogdlniajagcej dygresji, do wypadku wyjSciowe-

go (24.11) napiszemy na wzo6r (32.11) ;

P = * (38.11)

Relacja powyzsza nie Jest znana w literaturze. W ogdle przeoczony zo-

stat fakt, iz sile T = odpowiada nie tylko posunigecie ypsylonowe lecz
rowniez iksowe. Stato sie to prawdopodobnie z nastepujacych powodéw: Do-
datnie parametry geometryczne Fx i Fy sg zawsze r6zne od zera.Wystarcza

natomiast symetria wzgledem ktérejkolwiek ze $rodkowych gtéwnych osi x, vy,
by znikto G2. Istotnie,niech przekr6j bedzie symetryczny wzgledem osi
np. X, tj. niech bedzie y# = O. Wtedy wszystkie niezerujgce sie dodaj-
niki funkcji podcatkowej w wyrazeniu (36.11) sa nieparzysta w zmiennej y.
Catkujac je przy ustalonym X wzgledem 'y otrzymamy zero.Catkujgc z ko-
lei te zerowag funkcje wzgledem x otrzymamy ostatecznie G, = 0. Ponie-
waz przekroje symetryczne sg bardzo czesto stosowane, przeto mozliwe jest,
ze stwierdzone dla nich p =0 przyjeto za fakt natury ogodlnej. Dodaj-
my jeszcze w tym miejscu, ze parametry FX, Fy‘ F2 nie maja zgota nic
wspélnego z wczes$niej wprowadzonymi Hx> H”. Wielko$§¢ Hx znika,gdy prze-
kréj jest symetryczny wzgledem osi y; na odwroét znika dla przekro-
jow symetrycznych wzgledem osi x. Wykazemy w innym miejscu, ze wielko$ci
Hx, Hy wustalajag w przekroju pewien s z c z e g 6 Il ny punkt. Podobnie
mozna wykazaé¢, ze wielkos$ci Fx, F , G2 lub raczej c**, o*, j)z wyzna-
czajag (w tym szczegdblnym punkcie) pewne charekterystyczne kierunki.
Wtasnie tymi kierunkami chcemy sie jeszcze zajac. Przy jednoczesnym
dziataniu sit TX i Ty posunigcia sumujg sie wediug (33.11) i (34.11),

tj. wynosze ]

U+WX "X +Pz A
(39.11)

1 ! * Tv X
vV + Wy “ “y GA +Pzw



- 250 -

Nieco skomplikowane znakowanie znalazto juz wczed$niej wyjasnienie.Znak
' oznacza pochodna zwyczajng wzgledem zmiennej z. Znak * zwraca nasza
uwage na fakt, ze stosujemy zastepczy ptaski przekr6j. Wreszcie wobec jed-
noczesnej obecnosci sit T, i T musimy dla w,wprowadzi¢ z powrotem po-
chodne czgstkowe w*; dodatkowy wskaznik dolny okres$la odnoéng zmienna.
Poniewaz suwy u', v sg katami, przeto wyobrazmy je sobie naj-

prosciej jako wektory. Wektor u'+ w*xlezy na osi y, wektor za$ v'+ wh
na osi X. Zauwazmy przy tym, iz u' tudziez w* mierzone sg zgodnie z
dodatnim kierunkiem osi y wzglednie x,za$ V' tudziez w* niezgodnie
z dodatnim kierunkiem osi x wzglednie y.

Przyjmijmy nowy uktad wspétrzednych x, y obrécony wzgledem dotychcza-

sowego x, y o0 kat tu mierzony od osi x kux. Sita T =I"T2 +Ty | ma

w nowym uktadzie sktadowe TX, Ty. Zachodzg oczywiste zwigzki *

T =T cosoo - T sinoo, T=T _sinoo + T cosco , (40.11)
X X y y X y

Podobnie wigza sige posunigcia nowe ze starymi. Pamietajagc o uwadze do-

tyczacej znakéw tych wielko$ci, znajdziemy:

u'+ w*x = (u* + wAx) coscot (v + wf ) sinoo ,
(41.11)
. - . ; *
v'+ w*y, = (u" + w, X) sin co+ (v* + W)y ) cosco.
Chcemy nowe posuniecia wyrazi¢ przy pomocy nowych skiadowych. W tym celu

wstawmy (40.11) w (39.11), a tak zreformowane (39.11) w (41.11).Znajdzie-

my po uporzgdkowaniu wzgledem TX i Ty poszukiwane zwigzki w postaci:

-. -- -* Tx
Utw*x =axGA

(42.11)

* T
“y ga #pz GA

ol
4
I

analogicznej do dawnej (39.11) z oznaczeniami:

* 2m ® .2 . .
ax = «Xxcos “co+ oty sin” co+ 2|3z sinco cos o,
a* = g*3in2co+ a* cos2co- 2p* sinco cos co,
y X y z

p* = - (a* - a*) sincocosait p*(cos2co -sin2co) .
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Ostatnie relacje mozemy tez napisa¢ w formie

a* = *Et* I £ ~ ax ~ay” cos 2a)- Pz sin 20J) 1|
(43.11)
Pz = - * ay- sin 2u) + Pz cos 2u)-
doskonale nam znanej z ustepu pierwszego i drugiego. Po prostu widzimy,ze

ct*, ci*, |3* przeksztatcajg sie doktadnie tak, jak np. naprezenia ox> oy,

zz. Istnieje wiec w ptaszczyznie xy gt éwne kierunKk:. po-
sunie¢c. Okres$laj? je katy wyznaczalne z relacji ;

wiec wuj, =a0 i w2 =a0 +tt/2. Gdy na przekréj dziata¢ bedzie styczna si-
ta T w kierunku gtéwnym 1, znajdziemy, ze wywota ona suwy tyl ko

*
dokota osi 2 o wartos$ci cll Tt Podobnie sita Tg o kierunku 2 wywota
*
sumy tvyl ko dokota osi 1 o wartosci oig Boczny efekt znika tu,

albowiem przynalezne (3* wynosi zero. Wspodtczynniki gtébwne wynosze:

a* = §(a* ea*y) €\ Y (et*r - a*)2 + 4p* . (45.11)
2

Nie ma oczywiscie sensu wprowadza¢ gtownych kierunkéw posunie¢ jako o-
si odniesienia dla kazdego zagadnienia z dziedziny pretéw prostych. Mie-
lismy sposobno$¢ zauwazyé¢, ze droga prowadzeca do nich nie jest prosta
mimo tego, ze rozwazania nasze obarczone se¢ przyblizeniem. Bez pordéwnania
szybciej wyznacza sie gtéwne kierunki uksztattowania. Nie mozna zreszte za-
gadnienia oszuka¢. Gdybysmy nierozwaznie wyznaczone kierunki uij, w2 przy-
jeli za kierunki odniesienia, to wprawdzie przyczynom oddzielnym ™, Tg
odpowiadatyby oddzielne pojedyncze skutki, jednak oddzielnym momentom M. ,
Mg ©przynalezatyby podwodjne zakrzywienia. Polepszajec wigc sytuacje mate-
matyczng w jednym wzgledzie, pogorszylibySmy je w pozostatych innych. Aby
ktopotéw unikneé, najprosciej jest zdawa¢ sobie sprawe z omoéwionego tu zja-
wiska i ksztattowaé¢ przekréj tak, by gtdwne kierunki posunie¢ byty zgodne
z gtébwnymi kierunkami uksztattowania. Mozna to osiggneé¢, czynigec (3 W u-
ktadzie X, y zerem. Najpros$ciej wystarczy stosowa¢ przekroje posiadaja-

ce choé¢by jedng o0$ symetrii.

Przyktad 5.11. Znalezé¢ a* dla przekroju prostokatnego.



Odpowiedz 5.11. Wobec x+ = 0, xQ = b/2 mamy wedtug (30.11) F = hll —2 dy.
-h/2 b

Wstawiajgc U 2z przyktadu 1.11 otrzymamy F = bhs zatem wedtug (32.11)

a* = gdzie ct w formule (22.11) jest dla prostokata réwne a =j. Zatem

mt = j a < 0.

Przyktad 6.11. Wyznaczy¢ ct* dla przekroju kotowego.
OdpowiedZz 6.11. Wyzyksujec dane przyktadu 3.11 mamy:
+r
F =87j'(r2-y2)(3r2 - 2y2) Vr2 - y2 dy.

-r

+JT/2

Po podstawieniu y = r sin <pjest F =—2erj§ 7 (cos4cp +20036cp) d< ~2er¥
-7t/2

Wobec tego jest ct* = gdy 3 =", wigec a" =] 4 < «.

Przyktad 7.11. Wyznaczy¢ zakrzywiong o$ preta obcigzonego sita P jak

na lewej stronie rys. 7.11.

Odpowiedz 7.11. W dowolnym przekroju z jest T =P, M=-K + Pz gdzie
K = PIl. Réwnanie (3.11) przybiera posta¢ v' = (K - Pz).Catki tego row-
nania sg v'= eggy (2Kz - Pz2) + C,v = (3Kz2 - Pz3) + Cz + D. Oeden z
warunkéw brzegowych wymaga v =0 dla =z =0, skad wynika D = 0. Przy
zamocowaniu do sztwa"ej pionowej $ciany drugi w;carunek brzmi wl =0, czyli
wobec (23.11) v*= ap dla z =0, skad C = @ p. Wobec tego rozwigza-

nie brzmi:

v'=w i (2Kz - Pz2>+ 8a p’ v =sit (3Kz2 " Pz3) +m Pz

‘= wr =0fv =0, dla z =1 jest

W szczegdélnoséci dla z =0 jest v'= s
- Pi2 m“*P -—e - PI!. v . Pli +2~Pi. Przeto wptyw sity
/-
/
(,
/

Rys, 7.11
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poprzeczne.|j ujawnia sie w nachyleniu
\ zakrzywione.| osi. Natomiast przekroije pre-
ta zachowuije nachylenie w* takie samo J a k
przy pominigciu obecnos$ci sity poprzecznej a uwzglednie-
niu jedynie obecnos$ci momentu zginaija-
c e g o

Przyktad 8.11. Wyznaczy¢ o$ zakrzywiong preta obcigzonego momentem K

Jak w prawej czes$ci rys. 7.11.

OdpowiedZz 8.11. Rzecz powtarza sie najpierw doktadnie Jak w przykta-
dzie 7.11. Stata D =0, lecz atata C wyznaczy¢ trzeba z warunku v =0

dla z m1, skad C = - -jiy. Wobec tego jeet v '= (6Kz - 3Pz2 - 2K1),

v = gij- (83Kz2 - Pz3 - 2Klz). Wszczegéblnosci dla z =0 Jest v'= -

p
=3TT +ST* v =°* dla z - 1 jest v'=giy, wj = - v = 0.
Przeto tutaj woptyw s ity poprzeczne.|j nie uijaw-
nia sie w nachyleniu v’ zakrzywione.]
osi. Natomiast u w i dacznia sie on w nachyle-
niu wh przekrojow. Uwzgledniajac przeto site poprzeczna
nie nalezy - jak to czynig wszystkie znane u nas i za granicg podreczniki

- ogranicza¢ sie do zbadania Jej roli w wielkoséci v: trzeba mie¢ na uwa-
dze réwniez wh,.

Przechodzimy do bardzo waznego uzupetnienia dotychczasowych rozwazanh.

Gdy - jak w naszym temacie zasadniczym - sita T lJest réwnolegta do osi
y, rozwigzanie (16.11) jest niezalezne od zmiennej X - i takie w konsek-
wencji jest rozwigzanie (23.11) i uzupetniajagce Je (24.11). Niezaleznos$¢

poaunie¢ od zmiennej x dowodzi, ze umieszczone w przekroju proste row-
nolegte do osi x pozostajg takimi po odksztatceniu. Geezcze inaczej mo-
wigc, przekro6ijnie doznaije obrotu wzglednego, czyli
- Jak go nazwaliSmy - o w iniecia dokota osi z. Pochopnie wno-
szac nikt sie tego rodzaju efektu nie spodziewat. Duz jednak Bach, zgi-
najac nieroéwnomiernie prety nia posiadajace przekro-
ju symetrycznego wzgledem osi gtéwnej vy, stwierdzat fakt owijania sie
przekrojéw dokota prostej réwnolegtej wzgledem osi preta.Zjawisko to znaj-
duje proste uzasadnienie rachunkowe, lJakkolwiek faktem jest, ze przez wie-
lu powaznych autoréw obcych i krajowych nie jest ono zrozumiane. Poswie-

cimy mu wobec tego chwile uwagi.

Rozwigzanie (16.11) i (17.11) - podkre$Slamy jeszcze raz - prowadzi zaw-
sze do rezultatow (23.11) i (24.11). Weryfikuje ono tez zZawsze
dwa pierwsze z warunkéw (18.11), alen ie Zzawsze
trzec.i z tych warunkéw. Inaczej moéwigc rozwigzanie (16.11) i (17.1i)
gwarantuje nam Zawsze rezultat ;

i =0, Hf 0, (46.11)
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tj. nieobecnos$c¢ owiniecia bez wzgledu na
to. czy trzeci z warunkéw redukcji j e st lub nie jest spet-
niony. Gdy H = O, sprawa nie wymaga dalszego nasSwietlania.Trzeci warunek
redukcyjny jest spetniony, czyli mamy przed sobe istotnie przypadek nie-
rbwnomiernego zginania, w ktérym T jest site poprzeczna.wigc
przechodzacg przez $rodek przekroju.Gdy za$ taki wtasnie tytut nosi obec-
ny ustep, jasne sie staje wstepne nasze zastrzezenie (12.11). Gdy jednak
jest H/ O, to rozwigzanie (16.11) i (17.11) prowadzi do momentu skreca-

jacego o szczegdlnej wartosci

ktéra wykrywamy, weryfikujgc trzeci warunek redukcyjny. Wiazac ten rezul-

tat z niedawnymi uwagami mozemy im nada¢ nastepujace brzmienie. W pr e -

tach o przekroijach najdowolnieijsze]j po-
stac.i mo zna uniknagt¢ owiniecia i~ dota-
czajac do zginania potltaczonego ze Sci-
naniem stosowne skrecanie, a zatem dotaczajgc do
sity poprzecznej T = moment skrecajacy N wyzej podanej wartos$ci.
Efekt powyzszy jest rzeczywiscie niezwykty. Przy i s tnieja cym mo-
mencie skrecajacym stwierdzamy brak owiniecia.

Dotaczenie w ptaszczyznie xy sity T momentu TH/I jest najwidocz-
niej identyczne z umieszczeniem sity T w odlegtos$ci H/I od $Srodka prze-
kroju. Uogédlniajac nasze rozwazanie rowniez na drugi kierunek przekroju
widzimy, ze owinigecia nie ma, gdy obie sktadowe, tj. sity TyiT*

przechodza przez szczegélny punkt przekroju o wspétrzednych

H H
X —C=y— | y - d - y*. (47 .HI
X y
Punkt ten nazywamy $r o d ki e m posunie¢, jego prostolinij-
ne miejsce geometryczne o0 s i a przesunie¢. Dla przekrojéw o
wtasnosci HX = Hy =0 punkt ten pokrywa sie ze $rodkiem geometrycznym
przekroju. Gdy sity T,> Tw nie przechodza przez ten punkt,
przekroéj doznaije owiniecia v , przy czym najwidoczniej prosta
X = c, y = d staje sie osig wzglednego obrotu. Zatem wspomniana w uste-
pie poprzednim os$ owiniecia jest prostg identyczng z osia
posunie¢. Tylko rozwigzanie energetyczne prowadzi do zidentyfi-

kowania obu tych osi. Na tym wiec gruncie nie jest celowe stosowanie tego
lub owego terminu. Mozemy przeto punkt (c, d) nazwac Srodkiem
szt ywnos$ ci, wzglednie omawiang prosta osia sztywno -

Sci.



Fakt braku rozwiniecia przy réznym od zera momencie skrecajacym jest

wyjadniany w literaturze niedorzecznie wzglednie w ogbéle kwestionowany.

Rys. 8.11

Oto bardzo pro3te wyjasnienie rzeczy. Wyobrazmy sobie przekréj symetrycz-
ny lak na rys. 8.11 i zatézmy, ze znamy dla niego rozwigzanie pod kazdym
wzgledem $ciste. Wykreélmy dla niego kilka trajektorii naprezenia stycz-
nego. Ozielg one przekréj na czes$ci 1, 2, 3, 4. W kazdym punkcie przekro-
ju, a wiec w kazdym punkcie kazdej czes$ci spetnione sg warunki rébwnowagi
i warunki rozdzielnoséci. W kazdym punkcie trajektorii zgodnie z jej defi-
nicja sktadowa naprezenia stycznego w kierunku prostopadtym do trajekto-
rii jest rowna zero. Wobec tego powierzchnie walcowe o tworzacych réowno-
legtych do osi z, ktérych kierownicami sg trajektorie, sg wolne od obcig-
zen. Mozemy wiec wyodrebni¢ jako oddzielng cato$¢ pret o przekroju 1,pret
o przekroju 2 itd. , jak to pokazano na prawej czeéci rys. 8.11.Pret pier-
wotny z powodu symetrii przekroju nie doznaje oczywidcie owinigcia ii. Wo-
bec tego zadne z jego czes$ci réwniez go nie doznaje. Zatem prety 1, 2 ,...
nie doznajg réwniez tego efektu geometrycznego. Przeptyw naprezenia stycz-

nego dla czeéci 1, 2 zaznaczono na rysunku. Najwyrazniej rzecz wida¢ dla

preta 1. Wypadkowa sit cdA wynosi Tj i jest réwnolegta do osi y. Pow-
stata ona z sity wyraznie pionowej i pary sit o skftadowych poziomych.Z pra-
widet redukcji wynika, Ze sita Tj lezy na zewnatrz przekroju,wiec prze-
chodzi przez punkt Oj. $rodek przekroju Oj jest wyraznie niezgodny z

tym punktem. Przeto sita Tj ma wzglegdem punktu Oj miejscownik TjC.Miej-
scownik ten przedstawia warto$¢ momentu skrecajgacego. Podalismy przeto
przyktad przekroju - wyglgdem przypominajacy stosowany w konstrukcjach
przekréj walcowany C, na ktéry dziata szczegodlnej wartosci moment skreca-
jacy. Mimo obecnosd$ci tego momentu przekréj nie do-

znaije owiniecia.
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Przyktad 9.11. Wyznaczy¢ $rodek sztywnos$ci dla przekroju utworzonego z
potowy kota Jak na rys. 9.11.

Odpowiedz 9.11. Mamy tutaj Xp '

rn U:| xo0"

rx =i * (1 my )i
4 Ty /X 4 »
ry =" 1 Ar (7 +3i}'
H =
Rys. 9.11
Wobec czego 0 =Y = '3 3ii' 8 2 Powoc*u sym strii = O.Zatem $rodek

d
sztywnoséci Q oddalony jest od $srodka geometrycznego O o trzecig cze$¢
oddalenia tego ostatniego od $rodka S kota.

Przeprowadzone tu rozwazanie stanowi dygres,,e od tematu zapowiedziane-
go tytutem tego podrozdziatu. Istotnie tez zastrzegliSmy sie przy wyprowa-
dzaniu formut (16.11) i (17.11), ze w gre moge wchodzi¢ tylko przekroje o
wtasnoséci H = o. Rozsze "zajagc obecnie zakres rozwazan mozemy zapytac,jak
postepie, gdy przekréj powyzszej wiasnoéci nie posiada,a sita T przecho-
dzi zgodnie z zatozeniem przez $rodek geometryczny przekrdéju.OdpowiedZ jest
po dotychczasowych naszych rozwazaniach nader prosta. Poniewaz rozwigza-
nie nasze przy H/ o wtacza do dziatania M i T, ponadto jeszcze-cze-
go nie chcemy - moment skrecajacy réwny miejscownikowi sit T ., Ty umie-
szczonych w $rodku sztywnos$ci wzgledem $rodka geometrycznego, przeto wy-

kluczajgc ten ostatni dotgczymy do dotychczasowych rezultatéw skutki dzia-

tania momentu przeciwnego, tj. momentu s kre-
cajagcego réwnego miejscownikowdi s it T ,
Ty umieszczonych w $§rodku przekroiju
wzgledem $rodka sztywnos$ci. Moment ten wynosi
wiec:

N=TAd—Ty e, (48.11)

przy czym wspoétrzedne c¢, d okres$la relacja (47.11). Postugujac sie na-

dal zastepczym ptaskim przekrojem wiemy z poprzednie-
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go ustepu, ze do skutkéw geometrycznych (23.11) 1 (24.11) lub ogodlniej
(39.11) dotaczy¢é mamy na wzdér (4.10) i dodatkowych uwag podrozdziatu dzie-

sigtego dodatkowe dodajnlki:

u=-I>(y -d), v'=+~"~'"(x-c), wrx = 0, wiy = 0, (49.1H

gdzie wediug (10.10) jest:

tf= 85. (50.11)

Gdy doktadne wyrazenie (25.10) dla O nie Jest nam znane, uzyc mozemy
przyblizonego (35.10) wzglednie zastosowaé¢ postepowanie Jak w przyktadzie

7.10. Gdy doktadne wartos$ci naprgezen (24.10) wzglednie (32.10) v

Ey =!3y*’ Cx = 7 3x (51.11)

nie sa nam znane, mozemy do tych ostatnich zastosowaé¢ postgpowanie jak w

przyktadzie 5.10. Naprezenia (51.11) dotaczy¢é mamy do naprezen (16.11) i

(17.11) wzglednie ich rozszerzonych postaci ny +zZ i zy <t zyy . Dotg-
ozenie to spowoduje przy Ni> O odcigzenie potéwek x 4: 0 tudziez 'y 0
przekroju i na odwr6t docigzenie naprezeniami stycznymi potowek x =0 tu-

dziez y < 0 przekroju.
Poniewaz sity Tx< Ty przy obrocie Il nie wykonuja pracy, zatem dodat-

kowg energie sprezystos$ci obliczy¢é mozemy na wzér (20.10).Wynosi ona wiec
2

550 (Tx y‘ Ty - (52.11)
Energie te dotaczy¢ nalezy do energii (37.11), W ten sposéb rozszerzylis-
my nasze rozwigzanie na przypadki nierbwnomiernego zginania pretéw o prze-
krojach H / 0. Widoczne jest, iz dla H 6 0 wszystkie ostatnio podane
korekty odpadaja.

Uwazamy sprawe gruntownego zaznajomienia sig¢ z teorig przypadkéw podsta-
wowych za rzecz niezmiernie wazng. Z uwagi na to stanowisko zastanowimy
sig z kolei nad sprawg doktadnoséci przedstawionego rozwigzania.Poniewaz w
kazdym punkcie uktadu warunki réwnowagi zostaty spetnione,poniewaz zados$¢
uczyniono warunkom brzegowym obcigzenn, przeto watpliwo$¢é budzi¢ moze spet-
nienie wymogéw nierozdzielno$ci.

Gdy chodzi o wplyw momentu zginajgcego, rzecz nie budzi watpliwos$ci.Na-
prezenie az powoduje obecno$¢ zdiuzu ez = |MrJi gwarantujacego ptaskosc
przekroju, nota bene przy jednoczesnej deformacji tego przekroju w jego

ptaszczyznie okre$lonej skrotami p.ez. Owa ptaskos¢ gwarantuje z kolei wy-
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oetnienie uktadu zdeformowanego bez luk. Analogicznie jest przy zgieciu

momentem M~. Ogdlnie mozemy wigc - pamietajac o wtasciwych znakach alge-
braicznych - napisac:
My M x
£z " IT; ' Ely"’ Ex = Ey = -/ie z- (563.11)
Gdy jednak chodzi o sprawe odksztatcen poprzecznych, to $cisle rzecz

bioragc jestesmy pewni jedynie réwnoscil

t2 = 0. (54.11)
wynikajgcej zzatozenia c¢c2 =0 dla wszelkich przypadkéwpodstawowych.Co
sig za$ tyczy roli Yx i fy. tOrozwazyliSmy ja oddzielnie dochodzac do
tego. iz obecnoé¢ kazdej z tych wielkos$ci wypacza w charakterystyczny spo-
sé6b przekréj. Dednakze jedno wybrzuszenie wptywa na drugie i nie jesteSmy
pevni, czy w przyblizonym traktowaniu rzeczy nie dopusciliSmy lik miedzy

elementami uktadu, a tym samym czy uczyniliSmy zado$¢ warunkom nierozdziet-

nosci. Aby to zbadaé¢, przypomnijmy sobie definicje =

= Tv =_iii +_iHi ?2z - =_+=- -0
* 3y 3z Y 3z +3x"' 2 87 +Ty 0
i odtwérzmy wyrazenie
3% giy 3t Y T 2@z T Y %5 zaxe (65 11)

Lecz ex =i~i, *nyt co P°z*»ala na drodze dalszego ro6zniczkowania wy-

kluczy¢ u, v, a to

2_
d /¢ix 3Yyi . 'S X B /é-x WTy. _ 5 vy
3x 'Sy o« >»ysz' "3y I3x " Dy ' = Ez3x#

dMm dMm
Wstawiajgc tu (53.11) i respektujac =T , = - Tx znajdziemy;
3_ ,3Tx _3_ r3Tx DTy, 2ATx
7% lax ay 1 - + EIX ° 3y Sx -3y " =" Ely *
Catkujgc te rownania i uwzgledniajgc zaleznos$ci

eTx =V Gry " v 2(1 +/% G = Ej



- 259 -

znajdziemy:

lir .57~mA . ,y) + 261> (56,11)
gdzie jest statg catkowania. Ze jest nig kat owinigecia wiemy z poprze-
dniego podrozdziatu. Istotnie, gdy%y zachodzit wypadek T =T = O, na-

X y
prezenie z .t mogtyby pochodzie co najwyzejod skrecania. Wtedy wsta-

wiajac w (55.11”~wyrazenia (4.1Q) uzyskalibySmy istotnie

3Tx _ _kvi_w _ 2~
9 x 3y 3 x 3y
Poniewaz owiniecie - jak nam wiadomo - i)ie Jest przy nierbwnomiernym zgi-

naniu mimo braku momentu skrecajgcego wykluczone, przeto w (56.11) zatrzy-
mujemy i? / 0. Naprezenia rpodwoé&jnego $cinania powinny czyni¢ w ma-
tematycznie $cistym rozwigzaniu zado$¢ réwnaniu (56.11).

Zbadamy, czy tak jest u nas istotnie. Ograniczajgc sie dla prostoty do
przypadku Ty =T, Tx =0 wstawmy (16.11) 1 (17.11) i im odpowiadajgce
m'=0 w (56.11). Lecz cx lJest funkcja jedynie 'y, wobec tego pierwszy

dodajnik odpada. Mamy wiec zbada¢ pod jakimi warunkami réwnanie

W u (* - ** dxo
" X0 Hy" + 3y“/y" 1 HU
spetni sie identycznie, co wymaga spetnienia warunko -
wego dwéch réwnan, a to
d | U dxo \ M d / U /-x* dxo . dx* o (57.11)
-—ay(~"3y-J = + N7

Uwazajmy w pierwszym z nich za niewiadomag funkcje U. Wtedy mozemy napi-

sa¢ na podstawie (110.11)

y! ]
- J- u - T u
!-2x0y dy X0 - - X0 =~"T-5y

_(i]i

przy czym dla prostoty znakiem * oznaczono ypaylonowg pochodng. Réwnanie

to przybierze po powyzszych podstawieniach postac:

d (y iltC. . H)
B u’

y ly u-2 1 HT
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lub po jednokrotnym scatkowaniu

y uu** - uu" = j -+4T

gdzie D jest stata catkowania.

ksztatcenie

Oednorodnos$¢ tego

+ u*2,

In U = Uu=YuUu, uU@-y")=y2uUu",
ktére prowadzi do réwanania
y( - Yy<) - Y =-j-t— (y + D),
czyli tez
Hy (Y y) - ~ d)
lub po scatkowaniu
Yy =1 TTijr (y2 - 2 Dy + F) =£..y,
gdzie F jest stata catkowania. Lecz dla y = - d1
U=0, co daje 2D=d2 -d1# F=- d2dj. Mamy przeto T
u’ , - y 2(1+»*) / dl d2 j
TT = iy.drfy-d-) = (7™N7 +yT ™)
lub po ostatecznym scatkowaniu
2dl 2d2
d. +d, d.+d,
U==C(y +dj) 1 (d2 - vy) *
gdzie C oznacza statg catkowania.
Catkujgc zwrécono tu uwage na nieréwnos$¢ y - d,<O0. Wracajac
L u=* . . .
finicji XQ = - = znajdziemy wreszcie:
(1+2ft)d1-d2 (1+2M)d2-d1
x0 = 0(1 +A)(y +d>) V d2 (dz y) > dl

rébwnania nasuwa

prze-

tudziez y =+ d2 jest

(58.11)

do de-

(59>11)
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jako réwnanie szerokoéci profilu, dla ktérej rozwigzanie (16.11) i (17.11)
jest rozwigzaniem matematycznie $cistym . Stata C reguluje najwidoczniej

szeroko$¢ przekroju.

Drugie z réwnan (57.11), po dwukrotnym scatkowaniu,przyjmie postac:

(60.11)

)(C +
gdzie , Dg sag statymi. W réwnaniu tym U tudziez xQ sg okresSlone
przez (58.11) i (59.11). Réwnanie to moze atuzy¢ do znalezienia funkcji
X,. Wyznaczenie f ~ jest jednak z powodu wykazanej w (58.11) budowy U

bardzo ktopotliwe. Wreszcie ze znalezionych X+ nalezatoby wybra¢ jedy-

+d2
nie te, ktoére czynig zado$¢ réwniez | x*y dv okres$lajacej osie
-d.
X, y lJako osie gtébwne. Dest nader prawdopodobne, Zze ten wymég dodatkowy
ograniczy x do warunku symetrii x* = 0. Przyjmiemy wigec dla celéw ilu -
stracji réownanie (59.11) przekroje symetryczne > 0, 