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PRZEDMOWA

O ddajem y w rę c e  s p e c j a l i s t ó w  z d z ie d z in y  m e ch a n ik i p o z y c ję  o w y ją t k o 
wym z n a c z e n iu .

P r a c a  t a ,  poza n ie w ą tp l iw y m i waloram i n au k o w o - d yd ak tyczn ym i, u z a s a d n ia 
ją c y m i w yd a n ie  j e j  w n as z ych  z e s z y ta c h ,  n a le ż y  do p o ś m ie r tn e j  s p u ś c iz n y  
p r o f .  d r in ż .  W ło d z im ie rz a  BURZYŃ SK IEGO . N ie o cz e k iw a n a  ch o ro b a  i  śm ie rć  
u n ie m o ż l iw i ł y  p r o f .  W ło d z im ie rz o w i B u rzyń sk iem u  w yd an ie  M e c h a n ik i  uk ładów  
o d k s z t a łc a ln y c h  - e fe k tu  s w o je j  d łu g o l e t n i e j  p ra c y  n a u k o w o - d y d a k ty c z n e j, 
p rz ep ro w a d zo n e j na P o l i t e c h n ik a c h  L w o w sk ie j i  ś l ą s k i e j .

P u b l i k a c j ę  w yda jem y w w e r s j i  o r y g in a ln e j ,  o p ra co w a n e j p rz e z  p r o f .  W ło 
d z im ie rz a  B u r z y ń s k ie g o .  W z w ią z k u  z tym w p ra c y  n ie  J e s t  s to so w an y  u k ła d  
je d n o s te k  S I .

W yd an ie  t e j  p r a c y  n ie p rz yp a d k o w o  z b ie g a  s i ę  z d w u d z ie s to le c ie m  P o l 
sk ie g o  T o w a rz ys tw a  M e c h a n ik i  T e o r e t y c z n e j  i  S to s o w a n e j.  P ra g n ie m y  w te n  
sposób  z ło ż y ć  h o łd  p a m ię c i w ie lk ie m u  Uczonemu i  C z ło w ie k o w i,  k tó ry  od 1966 
roku b y ł  C z ło n k iem  Honorowym PTMTSu.

P rz yp u sz cz a m y , że p o p rz e d z e n ie  p ra c y  " S y lw e t k ą ” sk re ś lo n ą  o n eg d a j p rz ez  
o r o f .  d r  in ż .  M .T . H ub era  i  w spom nieniem  p ośm iertn ym  napisanym p rz e z  p r o f .  
d r in ż .  M a r ia n a  Ja n u s z a  p r z y b l iż y  w spó łczesnem u  c z y t e ln ik o w i  osobowość t e 
go w ie lk ie g o  U czonego .

R ó w n o cz eśn ie  s e r d e c z n ie  d z ię k u ję  P a n i I r e n i e  B u r z y ń s k ie j  za z a u fa n ie  i  
u d o s tę p n ie n ie  m a te r ia łó w ,  k tó r e  z ło ż y ł y  s i ę  na n in i e j s z ą  e d y c ję .

D oc. d r in ż .  Jó z e f  W o jn a ro w s k i 

P rz e w o d n ic z ą c y  G l iw ic k ie g o  O d d z ia łu  PTMTS

G l iw i c e ,  s i e r p i e ń  1977 r .





P r o f .  d r W ŁO DZIM IERZ BURZYŃSK I 

S y lw e tk a  w y b itn e g o  w sp ó łcz e sn e g o  in ż y n ie r a - b a d a c z a

S p o ś ró d  w ie lu  s e te k  s tu d e n tó w  w y d z ia łu  I n ż y n i e r i i  P o l i t e c h n i k i  Lwow
s k i e j  w o k r e s ie  mej d z i a ł a l n o ś c i  na k a te d ra c h  M e c h a n ik i  w t e j  u c z e ln i  
W ło d z im ie rz  B u r z y ń s k i  w y r ó ż n ia ł  s i ę  s z c z e g ó ln ie  w yb itn ym  u z d o ln ie n ie m  i  
z am iło w an iem  do p r a c y  b adaw cze j w d z ie d z in ie  z a g a d n ie ń  M e c h a n ik i  T e ch 
n ic z n e j  ja k o  g łó w n e j p o d s taw y  naukow ej w ie lu  d z ia łó w  t e c h n i k i .  Je g o  w a lo 
r y  naukowe r o z w i j a ł y  s i ę  szybko  i  p ię k n ie  w l a t a c h  k ie d y  pracow ał j a k o  mój 
a s y s t e n t .  Widomym dowodem teg o  b y ła  Oego p ra c a  d o k to rs k a  n t .  "S tu d iu m  nad 
h ip o te z a m i w y t ę ż e n ia " ,  k t ó r e j  tem at b y ł  jednym  z k i lk u  ob m yślo nych  p rz e 
zeń  s a m o d z ie ln ie  i  p rz e d ło ż o n y c h  mi do w yb o ru . Ju ż  w t e j  p r a c y  m ie ś c i  s i ę  
id e a  u o g ó ln ie n ia  h ip o t e z y  e n e rg e t y c z n e j  z r .  1904, o g ło s z o n e j  p rz e z e  m nie 
i  u z n a n e j o b e c n ie  p ra w ie  p o w s z e c h n ie , z z a s trz e ż e n ie m  s to s o w a ln o ś c i  t y lk o  
do m e t a l i  e la s t o p la s t y c z n y c h  - u o g ó ln ie n ia  t a k ie g o ,  k t ó r e  by b y ło  s t o s o 
wane do in n y c h  m a te r ia łó w  t e c h n ic z n y c h  m a k ro iz o tro p o w ych  , j a k  k a m ie n ie ,  
b e to n  i t p .  B u r z y ń s k i  u p r z e d z i ł  t ę  p ra c ę  o g ło s z e n ie  niemal id e n ty c z n e g o  po
m ys łu  naukowego p rz e z  p rz o d u ją c e g o  o b e c n ie  b adacza  - p r o f . F . S c h l e i c h e r a .

Je g o  zm ys ł k r y t y c z n y ,  w y o s t rz o n y  p ó ź n ie j  s tu d ia m i s p e c ja ln y m i za g r a 
n ic ę  ja k o  s t y p e n d y s ty  i  gruntownym  p rz yg o to w an iem  m a te m a ty cz n o - p rz y ro d n i
czym , p r z e b i j a  z k i lk u  p u b l i k a c j i  n aukow ych , j a k  np . ” 0 w yb o cz e n iu  po- 
s p rę ż y s ty m "  (1 9 3 0 ) ,  "0  o g r a n ic z e n ia c h  tw ie r d z e n ia  C a s t i g l i a n o ' a ” , “W s p r a 
w ie  n ap ręże ń  w p rz e g ro d a c h "  ( l 9 3 l )  1 in n y c h .

N a le ż y  z w ró c ić  uwagę na w y s o k ie  w a lo r y  Je g o  p ra c y  h a b i l i t a c y j n e j  n t .  
” 0 r o z w in ię c iu  p o t e n c ja łu  s p r ę ż y s t o ś c i " ,  c h o c ia ż  t e o r i i  tam p r z e d s t a w io 
n e j n ie  w y z y s k a ł p ó ź n ie j  t e c h n ic z n ie ,  j a k  można s i ę  b y ło  s p o d z ie w a ć ; n i e 
w ą t p l iw ie  z powodu n aw a łu  tem atów  k o n k re tn y c h , J a k i e  Mu n a s t r ę c z a ła  p ra k 
ty k a  in ż y n ie r s k a  w w ie lk im  s t y l u .  Tak p o w s ta ła  "Nowa m etoda o b l i c z e n i a  i
w yk o n an ia  łu k u  betonow ego i  ż e lb e to w e g o "  (1 9 3 6 ) o ra z  sz e re g  in n y c h  g ru n 
tow nych  i  tw ó rcz y ch  p r a c ,  k tó r y c h  n ie  mogę w y m ie n ić ,  p is z ą c  te n  a r t y k u ł
na w cza sa ch  w a k a c y jn y c h .

P r o f .  W. B u r z y ń s k i  z d r a d z a ł c z ę s to  swą r o z le g łą  i  g ru n to w n ą  w ie d z ę  w 
r e c e n z ja c h ,  k s ią ż k a c h  i  p ra c a c h  z ró ż n ych  d z ie d z in  m e ch a n ik i t e c h n ic z n e j ,  
o g ło s z o n y ch  w k r a ju  i  za g r a n ic ą .  Po m is trz o w sk u  w y ła w ia ł  p rz y  tym u s t e r 
k i  n ie r a z  n ie  d o s t rz e g a n e  p rz ez  w ie lu  s p e c j a l i s t ó w .

Zdan iem  moim p r o f .  W. B u r z y ń s k i  n a le ż y  do g ron a  - n ie s t e t y  bardzo  
u sz cz u p lo n e g o  p rz e z  w o jnę  - n a jw y b i t n ie js z y c h  n aszych  in ż y n ie ró w - b a d a c z y  
s t a r s z e j  g e n e r a c j i .  Je g o  z n a c z e n ie  d la  w sp ó łcz e sn e g o  g o sp o d a rs tw a  pań 
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stwowego p o le g a  n ie  t y lk o  na w a r to ś c ia c h  c z ę s to  naukow ych , j a k i e  w y k a z a ł,  
a le  ta k ż e  na w ie lo le t n im  d o ś w ia d c z e n iu  ja k o  w y b itn e g o  tw ó rcz eg o  k o n s tr u k 
t o r a ,  t j .  i n ż y n ie r a ,  k t ó r y  p o d s taw y  naukowe t e c h n ik i  um ie w yzysk ać  z nako 
m ic ie  w z a p ro je k to w a n iu  i  w yko n an iu  b u d o w li i n ż y n ie r s k ic h .

/ - /  P r o f .  d r  in ż .  M .T . H uber

Z ak o p an e , 25 l i p c a  1950 r .
"Anna - M a r ia "



W ŁO D ZIM IERZ BURZYŃSK I - W SPO M NIEN IE POŚM IERTNE*^

P r o f e s o r  z w y c z a jn y  m e ch a n ik i t e c h n i c z n e j , d o ce n t h a b i l i t o w a n y  m e ch an i
k i  k o n t in ó w , d o k to r  nauk t e c h n ic z n y c h ,  in ż y n i e r  d róg  i  mostów - W ło d z i 
m ie rz  BURZYŃ SK I - u r o d z i ł  s i ę  w P rz e m y ś lu  29 k w ie t n ia  1900 r .  Do s z k o ły  
ś r e d n ie j  u c z ę s z c z a ł  w P rz e m y ś lu , g d z ie  w 1918 r .  z ło ż y ł  egzam in  d o j r z a ło 
ś c i .  S t u d ia  w yższe o d b y ł na W y d z ia le  I n ż y n i e r i i  Lędow ej i  W odnej P o l i 
t e c h n ik i  L w o w sk ie j ; dyplom  in ż y n ie r a  d róg  i  mostów u z y s k a ł  w 1925 r .  Od
b y ł  p o nad to  dodatkow e s t u d ia  w l a t a c h  1928/29 na U n iw e r s y t e c ie  w G e tyn d z e  
i  na P o l i t e c h n ic e  w Z u r ic h u  Ja k o  s ty p e n d y s ta  ów czesnego  Funduszu  K u lt u r y  
N a ro d o w e j.

P r o f .  d r  in ż .  W ło d z im ie rz  BURZYŃ SK I od roku  1922 do ro ku  1939 p ra c o w a ł 
bez p rz e rw y  na P o l i t e c h n ic e  L w o w s k ie j,  p rz e ch o d z ę c  k o le jn e  s to p n ie  nau ko 
we w K a te d rz e  M e c h a n ik i.  S a m o d z ie ln e  w y k ła d y  ro z p o c z ę ł p r o f .  BURZYŃ SK I w 
1927 r . , p row ad zęc  j e  w z a k r e s ie  ró ż n ych  g a łę z i  m e ch a n ik i na W y d z ia le  Me
chan iczn ym  o ra z  W y d z ia le  I n ż y n i e r i i  Lędow ej i  W odnej P o l i t e c h n i k i  Lwow
s k i e j  .

P r o f .  W . BURZYŃ SK I p o s ia d a ł  w s z y s t k ie  s t o p n ie  a k a d e m ic k ie  w p o ls k im  
s z k o ln ic t w ie  w yższym . Na d o k to ra  nauk te c h n ic z n y c h  prom ował s i ę  w P o l i 
t e c h n ic e  L w o w sk ie j 5 m aja  1928 r . , na d o ce n ta  m e ch a n ik i k o n tin ó w  h a b i l i 
to w a ł s i ę  ró w n ie ż  w t e j  u c z e ln i  8 l i s t o p a d a  1933 r .  Na p r o fe s o r a  nadzw y
c z a jn e g o  K a te d r y  M e c h a n ik i T e c h n ic z n e j na W y d z ia le  M echan icznym  P o l i t e c h 
n ik i  L w o w sk ie j p o w o łan y  z o s t a ł  29 w rz e ś n ia  1934 r .

O k re s  w o jn y  i  p o cz ę te k  o k re s u  p o w o jen n eg o , t j . c z a s  od w rz e ś n ia  1939 r. 
do l i p c a  1946 r .  s p ę d z i ł  p r o f .  BURZYŃ SK I we Lw o w ie , s p ra w u ję c  o b o w ię z k i 
p r o fe s o r a  K a te d r y  M e c h a n ik i  T e c h n ic z n e j , p onad to  d z ie k a n a  W y d z ia łu  M echa
n ic z n e g o  , a ta k ż e  d y r e k to r a  w z g lę d n ie  z a s tę p c y  d y r e k to r a  Lw ow sk iego  I n 
s t y t u t u  P o l i t e c h n ic z n e g o ,  na k t ó r y  z am ie n io n a  z o s t8 ła  P o l i t e c h n ik a  Lwow
ska  po o b ję c iu  j e j  p rz e z  w ła d z ę  r a d z ie c k ę .

W p o ło w ie  l i p c a  1946 r .  p r z y b y ł  p r o f .  W. BURZYŃ SK I do G l iw i c ,  g d z ie  
o b ję ł  s ta n o w is k o  p r o f e s o r a  z w ycz a jn eg o  i  k ie ro w n ik a  K a te d r y  M e c h a n ik i 
T e c h n ic z n e j  na W y d z ia le  M echan icznym  P o l i t e c h n i k i  ś l ę s k i e j  , k tó r ę  to  ka 
t e d r ę  z o r g a n iz o w a ł ,  s t a w ia ję c  Ję  na bardzo  w ysok im  p o z io m ie  naukowym i  
d yd ak ty cz n ym , ł ę c z n ie  z nowoczesnym la b o r a to r iu m  w y trz y m a ło śc io w y m . P rz y 
g o to w a ł t u t a j  do p ra c y  naukow ej i  d y d a k ty c z n e j w z a k r e s ie  m e ch a n ik i t e c h 
n ic z n e j  c a ł y  z a s tę p  p ra co w n ik ó w , a m ięd zy  n im i d z i s i e j s z y c h  d ocen tów  i

^ W y g ło s z o n e  na p o s ie d z e n iu  O d d z ia łu  PTMTS d n ia  5 . X . 1970 r .  p rz e z  p r o f .  
d r in ż .  M. ¿Janusza i  o p u b lik o w a n e  w z e s z y ta c h  M ech . T e o r e t .  i  S t o s .  2 ,9  
(1 9 7 1 ) s .  227-229.



- 12 -

p ro fe s o ró w . B y ł  ró w n ie ż  d y re k to re m  Z a k ła d u  B a d a n ia  M a te r ia łó w  P o l i t e c h n i 
k i  Ś l ę s k i e j , p onad to  w s p ó ło rg a n iz a to re m  P o ra d n i R a c jo n a l i z a t o r s k ie j  p rz y  
tym z a k ła d z ie .

Od roku 1936 b y ł  p r o f .  BURZYŃSKI s ta ły m  c z ło n k ie m  P o ls k ie g o  K o m ite tu  
N o rm a liz a c y jn e g o  i  p rz e w o d n ic z y ł je d n e j  z P o d k o m is ji  K o m ite tu . W 1928 r .  
z o s t a ł  z a p ro s z o n y  do w s p ó łp ra c y  z wydawnictwem  " Z e n t r a lb l a t t  f ü r  M echa
n i k " .  W 1938 r .  z o s t a ł  m ianowany c z ło n k ie m  koresponden tem  ó w czesn e j Aka
d e m ii Nauk T e c h n ic z n y c h  o ra z  w sp ó łp ra c o w n ik ie m  K o m is j i  T e c h n ic z n e j P o l 
s k i e j  A k ad e m ii U m ie ję tn o ś c i .  B y ł  c z ło n k ie m  czynnym ś lę s k o - D ę b ro w s k ie g o  To
w a rz y s tw a  Naukowego i  c z ło n k ie m  z a ło ż y c ie le m  P o ls k ie g o  T o w a rz ys tw a  M echa
n ik i  T e o r e t y c z n e j  i  S to s o w a n e j.  W d n iu  28 m aja 1966 r .  na w n io sek  O d d z ia 
łu  G l iw ic k ie g o  teg o  T o w a rz ys tw a  p r o f .  d r in ż .  W ło d z im ie rz  BURZYŃSKI zo 
s t a ł  o b ra n y  c z ło n k ie m  honorowym P o ls k ie g o  T o w arzys tw a  M e c h a n ik i T e o re 
t y c z n e j  i  S to s o w a n e j.

P r o f .  BURZYŃSK I w y d a ł d ru k iem  ponad 30 o r y g in a ln y c h  p ra c  naukowych w 
z a k r e s ie  m e ch a n ik i ośrodków  c ię g ł y c h .  R e z u lt a ta m i sw o ich  p ra c  p r z y c z y n i ł  
s i ę  bardzo  p o w ażn ie  do ro z w o ju  n a u k i p o l s k ie j  w d a n e j d z ie d z in ie ,  r o z s ła 
w i ł  J e j  im ię  w s k a l i  o g ó ln o k ra jo w e j o ra z  p cza  g ra n ic a m i k r a ju .

Oako b sdacz  naukowy n a jw yż sze g o  s t y lu  u ja w n ia  s i ę  W ło d z im ie rz  BURZYŃ
S K I p rzed e  w sz y s tk im  w s w o ich  p ra ca c h  t r a k tu ję o y c h  o w y tę ż e n iu .  P ra c e  te  
k w a l i f i k u j ę  ic h  a u to ra  do g ro n a  n a jp o w a ż n ie js z y c h  znawców t e j  g a łę z i  w ie 
dzy i  z a p e w n ia ję  mu n a jb a r d z ie j  p oczesne  m ie js c e  w l i t e r a t u r z e  p rzed m io 
t u .  Można z c a łę  p e w n o śc ię  t w ie r d z i ć ,  że w p ra ca c h  sw o ich  nad w ytężen iem  
p o d ę ż a ł BURZYŃSK I po l i n i i  w y ty c z o n e j p rz e z  sw o jeg o  m is t r z a  M a k s y m ilia n a  
T y tu s a  H u b e ra , a p ro w a d z ę ce j do u s t a l e n i a  h ip o te z y  w ytężen ia  m o ż liw ie  n a j 
b a r d z ie j  z g od n e j z w yn ik a m i d o ś w ia d c z a ln y m i. Id e ę  h ip o te z  w y tę ż e n ia  u s i 
ło w a ł  W. BURZYŃ SK I s k u t e c z n ie  ro z s z e rz y ć  w k ie ru n k u  p o s ta w ie n ia  h ip o te z y  
u n iw e r s a ln e j , n a d a ję c e j  s i ę  ró w n o cz e śn ie  do m a te r ia łó w  p la s t y c z n y c h  i  k ru 
c h y c h . Ukoronow aniem  t y c h  p ra c  b y ło  "S tu d iu m  nad h ip o te z a m i w y t ę ż e n ia " , 
(A kadem ia  Nauk T e c h n ic z n y c h , Lwów 1 9 2 9 ). W ś la d  za t ę  p ra c ę  p o s z ły  d a ls z e  
o podobnej t e m a ty c e , j a k  np . "T e o r e ty c z n e  p odstaw y h ip o te z  w y t ę ż e n ia -- 
("C z a so p ism o  T e c h n ic z n e "  , Lwów 1929) o ra z  "Ü b e r  d ie  A n s tre n g u n g s h y p o th e 
s e n "  , " S c h w e iz e r is c h e  B a u z e itu n g "  (1930  r . ) .

Drugę g ru p ę  p ra c  naukow o-badaw czych p r o f .  BURZYŃSKIEGO s ta n o w ię  p ra ce  
z z a k re s u  s p r ę ż y s t o ś c i .  Sę to  p ra c e  p io n i e r s k i e  Ja k  na c z a s y ,  w j a k i c h  
p o w s t a ły ,  n ie  z a t r a c a j ę c ę  je d n a k  s w o je j  w a r t o ś c i  i  o b e c n ie .

O d z n a cz a ję  s i ę  one s z c z e g ó ln ie  p re c y z y jn ę  a n a l iz ę  m a te m a ty cz n ę , w yn i-  
k a ję c ę  z g łę b o k ie g o  m e ry to rycz n e g o  u j ę c i a  t r e ś c i  ro z w ię z a n y ch  z a g a d n ie ń . 
In t e r e s u j e  s i ę  BURZYŃ SK I w t e j  g r u p ie  sw o ich  p ra c  s p e c j a ln ie  metodam i e- 
n e rg e ty c z n y m i,  a w śród  n ic h  dwoma tw ie rd z e n ia m i m in im a ln ym i t e o r i i  s p r ę 
ż y s t o ś c i  i  z as to so w an iem  ic h  do ro z w ię z a ń  p r z y b l iż o n y c h .  Można tu  w y ró ż 
n ić  n a s tę p u ję c e  p o z y c je :  "0  o g r a n ic z e n ia c h  t w ie r d z e n ia  C a s t ig l i a n o "  (C z a 
sop ism o  T e c h n ic z n e ,  Lwów 1931 r . ) ,  "0  r o z w in ię c iu  p o te n c ja łu  s p r ę ż y s to 
ś c i "  (A kad em ia  Nauk T e c h n ic z n y c h ,  Lwów 1932 r . ) ,  "O dwóch tw ie r d z e n ia c h
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m in im a ln y ch  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  i  z a s to s o w a n iu  i c h  do ro z w ią z a ń  p r z y b l i 
ż o n ych " (C z aso o ism o  T e c h n ic z n e ,  Lwów 1933 r . ) ,  “ P r z y b l iż o n e  m etody t e o r i i  
s p r ę ż y s t o ś c i ” ( ż y c i e  T e c h n ic z n e ,  Lwów 1934 r . ) .  Po w o jn ie  p o ja w i ła  s i ę  
je d n a  z p o w a ż n ie js z y c h  p ra c  p r o f .  BURZYŃSKIEGO pod ty tu łe m  “ 0 n ie k tó r y c h  
n ie d o m a g an iach  i  k o n ie c z n y c h  u z u p e łn ie n ia c h  de S a in t- V e n a n to w s k ie j  t e o r i i  
p rę tó w  p r o s t y c h "  (W r o c ła w s k ie  T o w arzystw o  Naukowe, W ro c ła w  1951 r . ) .

Poza p ra ca m i w ym ien io nym i p o ja w i ł  s i ę  c a ł y  sz e re g  in n y ch  p ra c  t e o r e 
ty c z n y c h  i  p r a k ty c z n y c h .  N ie z a le ż n ie  bowiem od p ra c y  c z y s to  naukow ej i  dy
d a k ty c z n e j  p r o f .  BURZYŃ SK I m ia ł  r o z le g łę  p r a k ty k ę  zawodowę w d z ie d z in ie  
budow n ictw a  lędow ego  i  w odnego , j a k  budowy d ró g , t u n e l i ,  m ostów , p rz e g ró d  
d o l in  i t p .  B y ł  au to rem  k i lk u n a s tu  pow ażnych p ro je k tó w  b u d o w la n ych , m iędzy  
in n ym i b y ł  p o s iad aczem  re k o rd u  r o z p ię t o ś c i  w b u d o w n ic tw ie  ż e lbe tow ym  w 
P o ls c e  z t y t u ł u  w yko n yw an ia  p r o je k tu  m ostu łukow ego  na S o le  w T r e s n e j-  
C z e rn ic h o w ie  i  k ie ro w n ic tw a  budowy teg o  m ostu . W y s tę p o w a ł często  ja k o  r z e 
czoznaw ca  p rz y  budow ie w i e l k i c h  o b ie k tó w , np . p rz e g ró d  d o l in  w P o rę b ce  i  
R o ż n o w ie .

W p o w ię z a n iu  z d z i a ł a ln o ś c i ą  in ź y n ie r s k o - k o n s t r u k c y jn ę  p r o f .  BURZYŃ
SK IEG O  można w y m ie n ić  d la  p rz y k ła d u  n a s tę p u ją c e  p u b l ik a c j e :  "Z  t e o r i i  ł u 
ków b ez p rze g u b cw ych . K s ię g a  p am iątkow a ku u c z c z e n iu  p ro f. dra inż , M. T h u l-  
ł i e g o "  (Lwów 1 9 3 1 ), "Nowa metoda o b l i c z a n i a  i  w yk o n an ia  łu k u  betonow ego i  
ż e lb e to w e g o " ,  R e f e r a t  na I I  Z ja z d  In ż y n ie r ó w  Bu d o w lan ych  w K a to w ic a c h  - 
1935 r . , "W s p ra w ie  n ap ręże ń  w p rz e g ro d a c h "  (C zaso p ism o  T e c h n ic z n e ,  Lwów 
1931 r . ) .

W śród  p u b l i k a c j i  naukowych p r o f .  BURZYŃSKIEGO  z n a jd u ją  s i ę  p onad to  po
z y c je  z z a k re s u  w yb o cz e n ia  ta k ż e  p o s p r ę ż y s t e g o , z d z ie d z in y  zagadnień p ł y 
to w y ch , t e o r i i  pow łok  c ie n k o ś c ie n n y c h  i  in n e .

P r o f .  BURZYŃ SK I b y ł  św ie tn ym  w yk ład o w cą  i  wychowawcą w ie lu  p o k o le ń  s t u 
d e n c k ic h  o ra z  in ż y n i e r s k ic h .  B y ł  au to rem  dwóch s k ry p tó w  z M e c h a n ik i  O g ó l
n e j i  z W y t r z y m a ło ś c i  M a te r ia łó w .

N a le ż y  je s z c z e  na z a k o ń c z e n ie  z au w a żyć , że  po p r z y b y c iu  w 1946 r .  do 
G l iw i c  i  o b ję c iu  s ta n o w is k a  p r o fe s o r a  z w ycz a jn e g o  i  k ie ro w n ik a  K a te d r y  
M e c h a n ik i T e c h n ic z n e j  na dawnym W y d z ia le  M echan icznym  P o l i t e c h n i k i  ś l ą 
s k i e j ,  i / r o f .  BU RZYŃ SK I b y ł  b a rd zo  a k tyw n y  naukowo, d y d a k ty c z n ie  i  zawodo
we aż  u n ie r u c h o m ie n ia  go p rz e z  o b ło ż n ą  i  n ie u le c z a ln ą  n ie s t e t y  ch o ro b ę  
w 1949 r .  O p u b lik o w a ł w tym c z a s ie  5 p ra c  n aukow ych , w tym Je d n ą  n ad e r 
poważną na tem at "De S a in t- V e n a n to w s k ie j  t e o r i i  p rę tó w  p r o s t y c h " .

R ó w n o le g le  do s w o ich  z a ję ć  n au k o w o - d yd ak tyczn ych  w s p ó łp ra c o w a ł p r o f .  
B u r z y ń s k i  ba rd zo  in t e n s y w n ie  z odbudowującym  s i ę  powojennym  p rzem ys łem  
p o ls k im , w y d a ją c  dużo o rz e cz e ń  naukowych i  e k s p e r t y z ,  p rz e p ro w a d z a ją c  w ie 
le  o b l i c z e ń .  J a k  dźw igów  p o rto w ych  d la  G d y n i i  S z c z e c in a ,  fundamentów pod 
m aszyny, kominów i t p .

Z  powodu t rw a łe g o  i  c ię ż k ie g o  s c h o r z e n ia  p r z e s t a ł  p r o f .  BURZYŃSK I p r a 
cow ać pod k o n ie c  1949 r .  i  17 l i p c a  1970 r .  z m a r ł ku- w ie lk ie m u  ż a lo w i  nas 
w s z y s t k ic h ,  Oego dawnych s tu d e n tó w , u cz n ió w  i  w sp ó łp ra c o w n ik ó w , ku w i e l 
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k i e j  s t r a c i e  n a u k i p o l s k i e j .  Dednakowoż daw n i s tu d e n c i  i  w s p ó łp ra c o w n ic y  
p r o f .  BURZYŃSKIEGO są d z i s i a j  w n ie m a łe j  i l o ś c i  d o k to ra m i nauk t e c h n ic z 
nych  o ra z  sa m o d z ie ln ym i p ra co w n ik am i n a u k i i  k s z t a łc ą  d a ls z e  p o k o le n ia  
s tu d e n c k ie  o ra z  d a ls z e  p o k o le n ia  p racow n ików  naukow o-badaw czych . W te n  
sposób p o w s ta ła  s z k o ła  BURZYŃSKIEGO  Ja k o  k o n ty n u a c ja  s z k o ły  HUBERA, k tó 
rego BURZYŃ SK I b y ł  u czn iem .

P r o f .  zw. d r  in ż .  W ło d z im ie rz  BURZYŃSKI d o b rze  p r z y s łu ż y ł  s i ę  nauce 
p o ls k ie j  w z a k r e s ie  m e ch a n ik i s to so w a n e j i  c h o c ia ż  o d s z e d ł od nas na z a 
w sz e , ż yć  b ę d z ie  zaw sze w śród  n as .

C ześć  Oego P a m ię c i.
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W s t ę p

M e ch an ik a  u k ład ów  s z tyw n ych  p o zw a ls  nam ro z w ią z a ć  w ie le  in t e r e s u ją c y c h  
i  w ażnych  z a g a d n ie ń .  N ie m n ie j n ie  J e s t  ona naukę z u p e łn ę .  a lbow iem  pozo
s t a w ia  n ie r o z s t r z y g n ię t ą  w ie lk ą  g ru p ę  z ag a d n ie ń  n ie w y z n a c z a ln y c h , ponad to  
zaś  j e s t  t e c h n ic z n ie  n ie w y s t a r c z a ją c ą ,  a lbow iem  z n a tu r y  rz e c z y  n ie  l i c z y  
s i ę  z o s ła b ie n ie m  m e ch an iczn ych  w ła s n o ś c i  m a t e r i i ,  spowodowanych o b c ią ż e 
n iem .

Tym samym na g r u n c ie  t e j  n a u k i n ie r o z w ią z a ln e  J e s t  n a jw a ż n ie js z e  1 osta
te c z n e  z a g a d n ie n ie  m e ch a n ik i t e c h n ic z n e j ,  j a k i e  s fo rm u ło w a ć  możemy n a 
s t ę p u ją c o :  u k ła d  m a t e r ia ln y  r z e c z y w is t y  d a n e j p o s t a c i  g e o m e try cz n e j pod
p a r to  i  o b c ią ż o n o  w o k r e ś lo n y  sp o só b ; i l e  r a z y  n a le ż y  z w ię k s z y ć  o b c ią ż e 
n i a ,  ab y  z n iw e c z y ć  c a łk o w ic ie  n o śno ść  te g o  u k ła d u ?  Odnośny w s p ó łc z y n n ik  
z w ię k s z a ją c y  nazywamy s to p n iem  b e z p ie cz e ń s tw a  danego u k ła d u . C a ły  sz e re g  
in n y c h  z ag a d n ie ń  s ta n o w i a lb o  frag m en t p o p rz e d n ieg o  a lb o  Je g o  odmienną fo r 
mę.

Tak te d y  n a jo g ó ln ie js z y m  ce lem  m e ch a n ik i t e c h n ic z n e j  J e s t  w y z n a c z e n ie  
w s p ó łc z y n n ik a  p e w n o śc i r z e c z y w is t y c h  u k ład ó w  m a t e r ia ln y c h .  S p ra w ie  t e j  
p o św ię c im y  n in i e j s z y  k u r s .



1. P R Z EM IESZ C ZEN IE  I  ODKSZTAŁCEN IE

Z a ło ż e n ie  id e a ln e j  s z ty w n o ś c i  m a t e r i i  p ro w a d z i do r e z u l t a t u ,  że n a j 
o g ó ln ie j s z y  ru ch  c i a ł a  sz tyw nego  da r o z b ić  s i ę  w n ie s k o ń c z e n ie  w ie le  spo 
sobów na p r z e s u n ię c ie  i  o b r ó t .  W s z c z e g ó ln o ś c i  d ro b ny  (w  m ech an ice  t e o r e 
t y c z n e j  w n ie c o  innym z n a c z e n iu  - c h w ilo w y ) ru ch  t a k ie g o  c i a ł a  o k r e ś la j ę  
ró w n a n ia  :

u "  uo '  ^ y  + *  z ’

v  = v o - f z  + V x  ’

"  - «0 - *  X + T y  -

w k tó r y c h  uQ , v Q , wQ o z n a c z a ją  sk ład o w e  p r z e s u n ię c ia  c i a ł a ,  z a ś  cp ,X  
sk ład o w e  drobnego  o b ro tu  c i a ł a  w k ie ru n k u  w z g lę d n ie  d o k o ła  o s i  p r o s t o k ą t 
nego u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h  x , y ,  z . W te n  sp osób  na p rz e m ie s z c z e n ia  u , v ,  
w p unktu  ( x ,  y ,  z )  u k ła d u  w k ie ru n k u  o s i  x , y ,  z s k ła d a ją  s i ę  p r z e -  
m i e s z c z e n i a  w y n i k a j ą c e  z p r z e s u n i ę 
c i a  u k ł a d u  i  p r z e m i e s z c z e n i a  w y n i k a 
j ą c e  z o b r o t u  u k ł a d u .  W s z c z e g ó ln o ś c i  p rz e m ie s z c z e 
n ia  p u nk tu  (O , O , O) w ynoszą u q , v Q , wQ , to  z n a cz y  że są równe s k ł a 
dowym p r z e s u n ię c ia ,  z czego  w y n ik a ,  że oś o b ro tu  u s ta lo n o  w ty c h  rów na
n ia c h  p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h .

O d rz u c a ją c  z a ło ż e n ie  o s z ty w n o ś c i  m a t e r i i ,  ja k o  mało w p ra w d z ie , a le  
z an a d to  o d b ie g a ją c e  od r z e c z y w is t o ś c i  d o ś w ia d c z a ln e j ,  musimy J e  z a s t ą p ić  
inn ym , b a r d z ie j  do t e j  r z e c z y w is t o ś c i  z b liż o n y m . Z ak ład am y w tym c e l u .  że 
c i a ł a  m a t e r ia ln e  są j e d n o l i t e ,  to  z n a c z y , że w y p e łn ia ją  z a j ę 
t ą  p rz e z  s i e b i e  p r z e s t r z e ń  w sposób  c i ą g ł y ,  tw o rz ą c  tzw . kon tinuum  m ate
r i a l n e ,  p o nad to  ro z sze rz am y  s to s o w n ie  ró w n a n ia  o k r e ś la j ą c e  d ro b ne  p rz e 
m ie s z c z e n ia  teg o  ro d z a ju  u k ła d u . B a rd zo  ważne j e s t  p rz y  tym , aby pam ię 
t a ć ,  że w każdym wypadku n a le ż y  teg o  r o z s z e r z e n ia  dokonać t a k ,  by z ach o 
wać w a r u n k i  n i e r o z d z i e l n o ś c i  p o s z c z e g ó ln y c h ,
d ro b n ych  c z ą s te k  c i a ł a  lu b  te ż  sko ń czo nych  c z ę ś c i  u k ła d u  z ło ż o n e g o .

P r z y j r z a w s z y  s i ę  o s ta tn im  równaniom  w id z im y , że w p r o s t o c ie  sw e j n ie  
są  one naw et n a jo g ó ln ie j  l in io w e .  N a jp ro s ts z e  p rz e to  ic h  ro z s z e r z e n ie  o- 
trzym am y, j e ś l i  p rz y jm ie m y , że p u n k ty  u k ła d u  m a te r ia ln e g o  p rz e m ie s z c z a ją  
s i ę  t a k ,  że p r o s t e  p o z o s ta ją  p r o s t y m i,  ró w n o le g łe  ró w n o le g ły m i,  t j . ,  że 
p rz e m ie s z c z e n ia  są  d o w o ln ie  l in io w y m i fu n k c ja m i w s p ó łrz ę d n y c h . Gdy s t a r e
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ró w n a n ia  z a w ie r a ją  s z e ś ć  s t a ł y c h ,  ró w n a n ia  ro z s z e rz o n e  mogą ic h  z a w ie r a ć  
d w a n a ś c ie .  O b o ję tn e  j e s t ,  j a k  t e  s t a ł e  oznaczym y; z uw ag i na d o ty c h c z a s o 
we i  p r z y s z łe  n ad a jem y nowym równaniom  n a s tę p u ją c ą  p o s ta ć :

u - uQ + £ xx + ( |  y z  - v ) y  + ( j r y  *  * ) z <

V - v 0 + ( | y 2 + S>)x + £y y  + ( |  y x - <f)z , ( l . l )

w * w0 + ( 5  ry - X ) x + Tx + ^  *  e z 2

W ró w n a n ia ch  ( l . l )  p ozna jem y od razu  dawne d o d a jn ik i  i  d o s trze g am y  no
w e. C zęść  nową nazywamy p r z e m i e s z c z e n i a m i  w y n i k a 
j ą c y m i  z o d k s z t a ł c e n i a  u k ł a d u .  S z e ś ć  w ie lk o 
ś c i  n iem ian o w an ych  - Ex , fcy , £z , y x « y ^ , y z - nazywamy s k ł a d o w y 
m i  s t a n u  o d k s z t a ł c e n i a .  Muszą one być m ałe w tym 
s e n s ie ,  w ja k im  m ałe  s ą t  y  . x  • Y  •

Po w yże j p r z y j ę l i ś m y ,  że  sk ład o w e  £ , y  są  w ie lk o ś c ia m i  s t a ły m i  to  zna 
c z y  a k tu a ln y m i d la  w s z y s tk ic h  punktów  u k ła d u . Tego ro d z a ju  o d k s z t a łc e n ie  
nazywamy J e d n o r o d n y m .  W tak im  szczeg ó lnym  w yp ad ku , p odob n ie  
j a k  mówimy o p r z e s u n ię c iu  c i a ł a ,  c z y  o o b ro c ie  c i a ł a ,  możemy ró w n ie  o g ó l
n ie  mówić o o d k s z t a łc e n iu  c i a ł a  ja k o  c a ł o ś c i ,  t j .  bez w y s z c z e g ó ln ie n ia  t e 
go c z y  in n eg b  je g o  m ie js c a .

Rozważm y, czym c h a r a k t e r y z u je  s i ę  o d k s z t a łc e n ie  Je d n o ro d n e . Odrzućmy z 
rów nań ( l . l )  c z ę ś ć  o k r e ś la j ą c ą  ru ch  u k ła d u  sz tyw nego  i  zbada jm y p o z o s ta łą  
r e s z t ę ,  t j .  ;

u * £ x + k  t 2 v  +  i  V  '

v  * k  ? z x + £ y y  + I  ' ( 2 . 1 )

"  - | r y *  + | t xV + £ z z •

P ie r w o tn y ,  d o w o ln ie  w yb ran y  punkt ( x ,  y ,  z ) ,  p r z e jd z ie  w punkt (x  + 
+ u ,  y  + v ,  z + w ) .  Z l in io w e j  budowy równań (2 . 1 )  w y n ik a ,  że i s t o t n i e  
p ła s z c z y z n a  ja k o  u tw ó r ró w n ie ż  a n a l i t y c z n ie  l in io w y  p r z e jd z ie  w p ła s z c z y 
z n ę , zatem  p ro s ta  ja k o  k raw ędź dwóch p ła s z c z y z n  p r z e k s z t a ł c i  s i ę  n a d a l w 
p r o s t ą .  P o n iew aż  w s p ó łc z y n n ik i  £ , y  są s t a ł e ,  p rz e to  p ła s z c z y z n y  równo
l e g ł e  p rz e jd ą  znowu w t a k i e ,  a p ro s te  ró w n o le g łe  p r z e k s z ta łc ą  s i ę  ponow
n ie  w t a k i e  p r o s t e .  W r e z u l t a c i e  u k ła d  o d k s z ta łc o n y  w y p e łn io n y  b ę d z ie  w
d a lsz ym  c ią g u  bez l u k ,  t a k ,  że  w a ru n k i n ie r o z d z ie ln o ś c i  będą w z u p e łn o ś c i  
z ach ow an e . Dowolne p o w ie rz c h n ie  p rz e jd ą  p rz y  t e j  s p o s o b n o ś c i w sp o w ino 
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w aco n e , t j ,  z a c h o w a j?  sw ó j s to p ie ń  a n a l i t y c z n y .  Tak np. k u la  o d k s z t a łc i  
s i ę  w e l i p s o id ę  t r ó jo s io w ę .

Z n a c z e n ie  w i e l k o ś c i  £ , y  w y jd z ie  na ja w ,  gdy do równań ( 2 . l )  z a s to s u 
jem y z asad ę  s u p e r p o z y c j i .  Weźmy te d y  pod uwagę w*ypadek, w k tórym  w s z y s t 
k ie  sk ła d o w e  z  w y ję tk ie m  £ x są  z e r a m i,  t a k ,  że p rz e m ie s z c z e n ia  o k re ś 
l a j ?  r ó w n a n ia :

u » £x x , v  » 0 , w ■ 0 .

O d c in ek  ró w n o le g ły  do o s i  x-ów, o g ra n ic z o n y  o d c ię t y m i a i  b , c z y l i  o 
d łu g o ś c i :  b - a ,  po o d k s z t a łc e n iu  o g ra n ic z o n y  b ę d z ie  o d c ię t y m i a + gx a , 
t u d z ie ż  b + £ x b, t j .  b ę d z ie  d łu g i :

(b  + E x b) - (a  + 8 x a ) = (b  - a ) ( l  + £ x ) .

to  z n a c z y ,  że każda je d n o s tk a  je g o  p ie r w o tn e j  d łu g o ś c i  p r z y r o ś n ie  o £ . 
P r z e to  w ie lk o ś ć  E x j e s t  w yd łu żen iem  jed no stko w ym  w k ie ru n k u  o s i  x-ów; 
a n a lo g ic z n e  z n a c z e n ia  m a j?  £ y  i  £ z . Będ z iem y £ n azyw ać z d ł  u ż e m; 
u jem ny z d łu ż  J e s t  s k r ó t e m .

Weźmy z k o l e i  pod uwagę w ypadek , w k tó rym  w s z y s t k ie  w ie l k o ś c i  z w y j ę t 
kiem  y z są  z e ra m i,  a p rz e m ie s z c z e n ia  o k r e ś l a j ?  wobec teg o  ró w n a n ia :

u «■ y  y ,  v  = — y  z x , w ■ o .

W id z im y , że  p r z e k r o je  c i a ł a  p ła s z c z y z n a m i p ro s to p a d ły m i do o s i  z-ów 
p rz e m ie s z c z a j?  s i ę  same w s o b ie .  Um ieśćm y s i ę  wobec te g o  w k t ó r e jk o lw ie k  
z n ic h .  P r o s t e  ró w n o le g łe  do o s i  x-ów p rz e m ie s z c z ę  s i ę  w p ro s te  n a c h y lo n e  
względem  t e j  o s i  pod kętem  g  7  z • ta k  samo n a c h y l?  s i ę  pod kętem  ~ y  
p r o s t e  ró w n o le g łe  p ie r w o t n ie  do o s i  y-ów . W r e z u l t a c i e  p ie r w o t n ie  p r o s t y  
k ? t  z a w a r ty  m ięd z y  k ie ru n k a m i + x i  + y  lu b  t e ż  - x i  - y  z m n ie j 
s z y  s i ę  o T z '  na o d w ró t ,  k ? t  p r o s t y  z a w a r ty  m ięd zy  o s ia m i + x i  - y
lu b  - x i  + y  z w ię k s z y  s i ę  o y z . Tak z d e f in io w a n e  y z uw ażać bę
d z iem y za d o d a tn ie .  A n a lo g ic z n e  umowy d o ty c z ?  w i e l k o ś c i  y  i  y  . Sk ła-x y
dow? typ u  y  b ęd z iem y n azyw ać s k o s e m .

W id z im y  o s t a t e c z n ie ,  na czym p o le g a  o d k s z t a łc e n ie  je d n o ro d n e . W yo b raź 
my s o b ie ,  że w m y ś l i  p o d z ie l i l i ś m y  u k ła d  trzem a z b io ra m i p ła s z c z y z n  na 
s z e ś c ia n y  w s p ó ln e j w i e l k o ś c i .  S k ład o w e  £ p ow odu j? , że s z e ś c ia n y  t e  prze
chodzę w p r o s t o p a d ło ś c ia n y ,  sk ła d o w e  z a ś  y  s p r a w ia j ? ,  i ż  p r o s to p a d ło 
ś c ia n y  o d k s z t a łc a j ?  s i ę  w r ó w n o le g ło ś c ia n y .  R y s .  1 .1  i l u s t r u j e  s y t u a c ję  
p rzed  i  po o d k s z t a łc e n iu  w p rz e k r o ju  p ła s z c z y z n ?  z = 0 .

N ie  n a le ż y  p rz y  tym zap o m in ać , że podany ry s u n e k  J e s t  obrazem  równań
( 2 . 1 ) .  W i s t o c i e  z a ś ,  z g o d n ie  z ró w n a n ia m i ( l . l ) ,  do p rz e m ie s z cz e ń  w y n ik 
ł y c h  z o d k s z t a łc e n ia  u k ła d u  d o łę c z y ć  je s z c z e  n a le ż y  ru ch  w y n ik ły  z p rz e-



-  22 -

s u n ię c ia  i  o b ro tu  c i a ł a  ja k o  s z ty w n e j c a ł o ś c i .  W ie lk o ś c i  o k r e ś la j ą c e  ten  
dodatkow y ru c h , t j .  uq , v , wQ tu d z ie ż  <p , x  - ’ł5 są  z r e g u ły  zawsze da 
ne. Są  one m ia n o w ic ie  o k re ś lo n e  tzw . w a r u n k a m i  b r z e g o 
w y m i  z a g a d n ie n ia .  N a le ż y  to  rozum ieć  w te n  sp o só b , i ż  p o ło ż e n ia  n ie 
k tó r y c h  punktów c i a ł a  po m a jących  s i ę  dokonać c a łk o w ity c h  p rz e m ie s z c z e 
n ia c h  ( l . l )  są  z g ó ry  u s ta lo n e  tek s tem  z a d a n ia .  Po p ro s tu  owe p u n k ty  u k ła 
du są  w o k r e ś lo n y  sposób  prowadzone lu b  p o d p a r te . Z teg o  to  powodu te  r o 
d z a je  warunków  brzegow ych  nazywamy w a r u n k a m i  p o d p o r o 
w y m i .  Oak z powyższego w y n ik a , w a ru n k i podporowe maję c h a r a k t e r  g e- 
o m e t r y c z n y .

W yże j p rzep row adzona  o p e r a c ja  n a k ła d a n ia  w z g lę d n ie  r o z b i j a n i a  w dow o l
nym p o rząd ku  sku tków  p o sz cz e g ó ln ych  p rz y c z y n  j e s t  - j a k  wiadomo - s to s o 
waniem  tzw . z a s a d y  s u p e r p o z y c j i .  Zastanów m y s i ę  do
d a tk o w o , c z y  z asad a  t a  b y ła  tu  s to s o w a ln a .  Weźmy pod uwagę p r o s t y  wypadek 
n a s t ę p u ją c y : u k ła d  d o z n a je  k o le jn o  dwóch o d k s z ta łc e ń  e '  i  e "  w  tym s a 
mym k ie ru n k u .  P ie rw o tn a  d łu g o ś ć  c p r z y b ie r a  w sku tek  p rz y c z y n y  e '  d łu 
g o ś ć : c ( l  * £ ) .  Z k o le i  t a  znów uważana za p ie rw o tn ą ,  z m ie n ia  s i ę  na nową
c ( l  + e ' ) ( i  + e ”) = c ( l  + e '  + e "+ E S " ) .  Z d r u g ie j  s t ro n y  z z a s to s o w a n ia  z a 
sad y  s u p e r p o z y c j i  w y n ik a , Ze rz e c z  n a le ż y  t ra k to w a ć  t a k ,  j a k  gdyby u k ła d  
d o z n a ł w r e z u l t a c i e  o d k s z t a łc e n ia  E , + E "  c z y l i ,  Ze je g o  zdeform ow ana d łu 
gość pow inna w y n o s ić  c ( l  + e ' + £ lf) .  Oba w y n ik i  będą zgodne, j e ś l i  w p i e r 
wszym s k r e ś l im y  d o d a jn ik  e ' + e "  do teg o  zaś  k o n ie cz n e  j e s t  by e ' i  £ ” by-
ł y  w i e l k o ś c i a m i  m a ł y m i  w p o rów nan iu  do j e d n o s t k i ,  
w ted y  bowiem ic h  k w a d ra ty , s z e ś c ia n y  i  odnośne i lo c z y n y  są  p o m ija ln e .  Pod 
w y jaśn io n ym  p rz e to  w arunkiem  w o lno  sto sow ać  z asad ę  s u p e r p o z y c j i  do s ta n u  

d k s z t a ł c e n ia .  Pow yższe uw ag i d o ty c z ą  ró w n ie ż  w ie lk o ś c i  tp, X , ! n ie  s to -
j j ą  s i ę  one je d n a k  do w ie lk o ś c i  uQ , v  , wq ja k o  d y m e n sy jn ie  ró żnych  od 

o o p rz e d n ic h , n ad to  ja k o  f ig u r u ją c y c h  w ró w n an ia ch  w p o s t a c i  n ie z a le ż n y c h  
doda j n ikó w .

W o b rę b ie  rozw ażań  m e ch a n ik i t e c h n ic z n e j  z a j ś ć  mogą o d n o śn ie  d e fo rm a 
c j i  u k ła d u  dwa w y p a d k i. W t e j  j e j  c z ę ś c i ,  k tó r ą  o b e jm u je  tzw . te o r ia  s p r ę 
ż y s t o ś c i  i  t e o r i a  p la s t y c z n o ś c i  o d k s z t a łc e n ia  są m a łe j w ie lk o ś c i  £ , Y  n i e
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p r z e k r a c z a ję  w p ie r w s z e j  z ty c h  nauk 0 ,0 0 1 , w d r u g ie j  0 ,0 2 5 . W c z ę ś c i  
s k r a j n e j ,  o b e jm u ję c e j  tz w . w y t r z y m a ło ś ć ,  o d k s z t a łc e n ia  sę duże i  mogę p rze
k ro c z y ć  naw et w a r to ś ć  0 ,2 5 ,  W w y k ła d z ie  naszym  in t e  re so w ać  nas będę w s z y s t 
k ie  pow yższe c z ę ś c i  m e ch a n ik i c i a ł  r z e c z y w is t y c h .  Oednakże t e o r e t y c z n ie  
b ędz iem y u s i ł o w a l i  u ję ć  t y lk o  z a g a d n ie n ia  m a łych  o d k s z t a łc e ń ;  p o z o s ta łe  
będę nas in t e r e s o w a ły  ze  w zg lędów  c z y s to  p r a k ty c z n y c h .  Dodać p rz y  tym 
t r z e b a ,  że z a g a d n ie n ia  w y t rz y m a ło ś c io w e  d o z n a ły  w ie lo s t r o n n e g o  z b a d a n ia  
l a b o r a t o r y jn e g o ,  a le  do d z iś  n ie  d o c z e k a ły  s i ę  n a le ż y te g o  u ję c i a  t e o r e 
ty c z n e g o . Możemy p rz e to  p o p r z e s ta ć  na z n a jo m o ś c i t e o r i i  m a łych  d e fo rm a 
c j i .

Z z a ło ż e n ia  m a łych  o d k s z ta łc e ń  n ie  w y n ik a ję  b y n a jm n ie j m ałe p rz e m ie s z 
c z e n ia  u k ła d u . Te bowiem z a le ż ę  ponad to  od w s p ó łrz ę d n y c h  x , y ,  z , to  zna 
cz y  od ro zm iaró w  g eo m e try cz n ych  u k ła d u . P r z e m ie s z c z e n ia  nazywamy m a łym i, 
gdy w y k ła d n ik  s to su n k u  p rz e m ie s z c z e n ia  do a k tu a ln e g o  w ym iaru  l in io w e g o  
u k ła d u  j e s t  l i c z b ę  m ałę w p o ró w n an iu  do j e d n o ś c i .  W z a g a d n ie n ia c h  t e c h 
n ic z n y c h  p rz e w a ż a ję  t e  z m ałym i p rz e m ie s z c z e n ia m i;  spo tykam y ró w n ie ż  i  
in n e  z p rz e m ie s z c z e n ia m i du żym i.

O d k s z ta łc e n ie  je d n o ro d n e  spo tykam y w y ję tk o w o . Z r e g u ły  c i a ł a  d o z n a ję  
o d k s z t a łc e n ia  n i e j  e d n o r o d n e g o ;  w te d y  s z ó s tk a  6 , 'Y  n ie  
j e s t  8 t a ł a , l e c z  z m ie n ia  s i ę  w raz  z m ie jscem  (x ,  y ,  z ) .  M odel teg o  typ u  
d e fo r m a c j i  sprow adzam y do p o p rz e d n ie g o , p o s tę p u ję c  n a s tę p u ję c o .  Rozwińmy 
p rz e m ie s z c z e n ia  u , v ,  w p u n k tu  ( x ,  y ,  z ) ,  w ychodzęc z p rz e m ie szcze ń  
uQ , v  , wQ p unk tu  (0 ,  0 ,  0 ) .  S t o s u ję c  s z e re g  p o tęgow y T a y lo r a ,  z n a jd z ie 
my:

(3 . 1 )

du du 3u
d x X + 37 y + 3z z +

d v 3v + &dx + ay y 3z

d w dw 3 w
a x x + ay y + 3 z Z +

F ig u r u ję c e  w tym r o z w in ię c iu  pochodne m aję w a r t o ś c i  lo k a ln e  p r z y n a le ż 
ne m ie js c u  (0 ,  0 ,  0 ) ;  n ie  w y p is a n e  d o d a jn ik i  sę typ u  Ą  
n ie  w yż sze g o . Możemy z a le ż n ie  od w a r t o ś c i  lo k a ln y c h  ty c h  pochodnych  w yż
szego  rzędu  t a k  o g r a n ic z y ć  z a s ię g  x , y ,  z d o k o ła  punktu  w y jś c io w e g o , że 
d o d a jn ik i  tu  n ie  w y p is a n e  można b ę d z ie  p om inęć. Tak w ła ś n ie  p o s tę p u je m y , 
z y s k u ję c  w te n  sposób  w tym małym o b s z a rz e  o b ra z  o d k s z t a łc e n ia  zgodny z 
jed no rod n ym . W o b rę b ie  p rz e to  d o s t a t e c z n ie  m ałego o b sza ru  możemy o d k s z t a ł 
c e n ie  n ie je d n o ro d n e  t r a k to w a ć  ja k o  je d n o ro d n e .

P o ró w n u jęc  o b e c n ie  ró w n a n ia  (3 . 1 )  z ( l . l )  z n a jd z ie m y  o k r e ś le n ia  s k ł a 
dowych s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  n ie je d n o ro d n e g o  w n a s tę p u ję c e j  p o s t a c i  matema
ty c z n e j  :



P rz y  t e j  sp o s o b n o ś c i z n a jd z ie m y  t e ż :

_  9w 3 v  _ du 3w _ . S v  du /_ ,
f  3y " 5*'  25c" 5 7 ‘ 57- 2 ^ “ alT " ay-

P o n iew aż  r o z w in ię c ia  można b y ło  do ko nać , w ychodzęc z dow olnego punktu  
u k ła d u , p rz e to  pow yższe o k r e ś le n ia  sę ważne w każdym p u n k c ie  u k ła d u .

Zna jom ość  p rz e m ie s z cz e ń  u ,  v ,  w ja k o  c ię g ło p o c h o d n y c h  f u n k c j i  m ie j 
s c a  ( x ,  y ,  z )  p o zw a la  z ła t w o ś c ię  w yz n aczyć  w ed łu g  ( 4 . l )  sk łado w e  6 , y  
s ta n u  o d k s z t a łc e n ia .

Możemy p rz e to  p r z y ję ć  dow o lne fu n k c je  u ,  v ,  w , np . z o b s e r w a c j i  J a 
k ie g o ś  k o n k re tn e g o  wypadku i  z n ic h  o trz ym a ć  o b ra z  o d k s z t a łc e n ia  w każ 
dym p u n k c ie  u k ła d u . R ó w n ie  dow o lne p o s tęp o w a n ie  o d w ro tn e  j e s t  n ie m o ż liw e  
lu b  w yso ce  u t ru d n io n e .  T rz eb a  tu  bowiem p a m ię ta ć ,  że  sk ład o w e  S , y  stanów  
n ie je d n o ro d n y c h  sę  ró w n ie ż  fu n k c ja m i m ie js c a .  Gdybyśm y p rz e to  p r z y j ę l i  
owych s z e ś ć  f u n k c j i  z b y t  d o w o ln ie ,  to  w p raw d z ie  w o b rę b ie  każd eg o , n ie 
dawno w y ja ś n io n e g o  o b sz a ru  z y s k a l ib y ś m y  z ro z u m ia łe  p r z e d s ta w ie n ia  d e fo r 
m a c j i ,  je d n a k ż e  p o s z c z e g ó ln e  o b s z a ry  n ie  p r z y le g a ły b y  po o d k s z t a łc e n iu  
s z c z e ln ie  do s i e b i e ,  bo p o w s ta ły b y  m ięd zy  n im i w ię k s z e  lu b  m n ie js z e  l u k i .  
In n y m i s ło w y  dobór s z e ś c iu  w ie l k o ś c i  ' S . y  Ja k o  do w o ln ych  f u n k c j i  m ie js c a  
z g ó ry  s k a z u je  na z a g ła d ę  n le r o z d z le ln o ś ć  e lem en tó w , z k tó r y c h  s k ła d a  s i ę  
u k ła d .  Tymczasem te n  p o s t u la t  g e o m e try cz n y  p o w in ie n  być  z g o d n ie  z name- 
c a ln ę  r z e c z y w is t o ś c ię  w każdym p raw id łow ym  ro z w ię z a n lu  s p e łn io n y .

W ś c i ś l e  m atem atycznym  k u r s ie  k in e m a ty k i  o d k s z ta łc e ń  p o d a je  s i ę ,  ja k im  
to  re la c jo m  muszę c z y n ić  zad o ść  fu n k c je  . O k a zu je  s i ę .  że w a ru n k i
n ie r o z d z ie ln o ś c i  m aję p o s ta ć  s z e ś c iu  równań ró ż n icz k o w y ch  częstkow ych d ru 
g ie g o  rz ę d u . R zecz  n ie  m ie ś c i  s i ę  w ram ach n in ie js z e g o  w y k ła d u . D la  do
s a d n ie js z e g o  je d n a k  p o d k r e ś le n ia  I s t o t y  r z e c z y  zad em o nstru jem y  j e  je s z c z e  
na p ro s tym  p r z y k ła d z ie .  W yobraźm y s o b ie  m ia n o w ic ie ,  że  chcem y z d j ę c ie  t e 
renow e u m ie ś c ić  w m apie k a t a s t r a l n e j .  Z d j ę c ie  to  n ie s t e t y  l e ż y  w o b rę b ie  
k i lk u  lu b 'k i l k u n a s t u  o d d z ie ln y c h  a rk u s z y  s e k c y jn y c h .  P a p i e r ,  p o d le g a ję c  
wpływom a tm o s fe ry cz n y m , d e fo rm u je  s i ę  n ie ró w n o m ie rn ie ,  k u rcz ę c  s i ę .  P r z y 
p i n a j ą c  t e d y  owe a rk u s z e  s e k c y jn e  obok s i e b i e  s tw ie r d z im y ,  że k ra w ę d z ie  
i c h  r ó ż n ię  s i ę  w id o c z n ie  m iędzy  sobę co do d łu g o ś c i  i  k s z t a ł t u ,  p o n a d to , 
i ż  suma c z t e r e c h  p r z y la g ły c h  kętów  n ie  d a je  k ę ta  p e łn e g o . Tak w ię c  a rk u 
s z e ,  t j .  e le m e n ty  naszego  u k ła d u , o d k s z t a łc a ję c  s i ę  s a m o d z ie ln ie ,  w ię c  
d o w o ln ie ,  n ie  c z y n ię  w r e z u l t a c i e  z ad o ść  warunkom n ie r o z d z ie ln o ś c i .
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Z a d a n ie  1 .1 . P ł y t k a  p ro s to k ą tn a  z o s t a ła  ró w n o m ie rn ie  o g rz a n a . CJaki po
w s t a ł  s t a n  o d k s z t a łc e n ia ?

O dpow iedź 1 .1 . W każdym k ie ru n k u  je d n o s tk a  d łu g o ś c i  p r z y r o s ła  o oC t , 
g d z ie  a  j e s t  w s p ó łc z y n n ik ie m  r o z s z e r z a ln o ś c i  t e rm ic z n e j  , t  z a ś  ozn acza  
p o d w yższ en ie  te m p e ra tu r y .  O d k s z ta łc e n ie  J e s t  tu  Je d n o ro d n e .

Z a d a n ie  2 .1 . W s z y s tk ie  sk ła d o w e  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  sę z e ra m i. W yzna
c z y ć  p rz e m ie s z c z e n ia .

O dpow iedź 2 .1 . Z ró w n o ś c i ^  °  0 w y n ik a .  Ze każde z p rz e 
m ieszczeń  j e s t  fu n k c ję  t y lk o  dwóch z m ie n n ych , a w ię c :  u ■ f ( y , z ) , v  ■
= g (z  ,x ) ,  w « h ( x , y ) .

U w z g lę d n ia ję c  pow yższe k o le jn o  w w aru n kach  ^  + —  = 0 ,  = O,
S v  nu . °  °  ° x
dx + d y  “  w id z im y , Ze każda z f u n k c j i  f ,  g ,  h może p rz y n a le ż n e  J e j
zm ienne z a w ie r a ć  co n a jw y ż e j w p ie r w s z e j  p o tę d z e . A b s t r a h u ję c  p rz e to  od
w zajem nych  zw ięzków  m ięd z y  s t a ły m i  w s p ó łc z y n n ik a m i m og lib yśm y n a p is a ć :
u = uo + ayz  - tp,y + % ,z ,  v  « v Q + bzx - <p2z + 1(, 2 ^ ' w = wQ + cx y  - X 3x +
+ 'P jY .  W e r y f ik u ję c  w s p ó łc z y n n ik i  wstawmy t e  w y ra ż e n ia  w o s t a t n ie  t r z y
w a r u n k i :  z n a jd z ie m y  a » b ■ c » 0 ,  cp2 >> (p3 « (p ,  % 3 = X j  = X . "
a%P 2 • tp . .W  r e z u l t a c i e  p r z e to  z n a jd z ie m y  p rz e m ie s z c z e n ia  j a k  d la  u k ła d u
sz tyw n e g o .

Z a d a n ie  3 .1 . W s z y s t k ie  sk ła d o w e  e ta n u  o d k s z t a łc e n ia  sę l ic z b a m i  s t a ł y 
m i. Z n a le ź ć  p r z e m ie s z c z e n ia .

O dpow iedź 3 .1 . P o s tę p u ję c  w n ie z n a c z n ie  zm o d yfiko w any  sposób  z n a jd z ie 
my g ru p ę  wzorów 1 .1 .

Z a d a n ie  4 .1 . C ie n k a  p ły t k a  p ro a to k ę tn a  d o z n a ła  w k ie ru n k u  sw e j s z e ro 
k o ś c i  n ie ró w n o m ie rn e j z m ian y  t e m p e ra tu r y ;  z m ie n ia  s i ę  ona l in io w o  od - t °C  
w z d łu ż  Je d n e g o  b rzegu  do + t °C  w z d łu ż  d ru g ie g o  b rz e g u . O k r e ś l i ć  k s z t a ł t  
p ł y t k i  po d e f o r m a c j i .

1 + at

Ry s . 2 . 1

Odpow iedź 4 .1 . P o n ie w a ż  w k ie ru n k u  d łu g o ś c i  p ł y t k i  w a ru n k i sę równo
m ie rn e , p rz e to  w tym k ie ru n k u  możemy w z ię ć  pod uwagę c z ę ś ć  p ł y t k i  d o w o l
n e j d łu g o ś c i ,  np . ró w n e j j e d n o ś c i .  W k ie ru n k u  s z e r o k o ś c i  p ł y t k i  zm iana
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te m p e ra tu ry  p rz e b ie g a  l in io w o ,  zatem  p r o s t o l i n i j n e  o g r a n ic z e n ia  p o m yś la 
n e j c z ę ś c i  p o zo s ta n ę  p r o s t o l i n i j n e .  Na k ra w ę d z ia ch  o g r a n ic z a ję c y c h  d łu 
g ość  1 p r z e jd z ie  w : 1 + c (t  i  w : 1 - U  t . Sk o ro  tak  samo musi być d la  
k a ż d e j c z ę ś c i  p ł y t k i ,  p rz e to  każdy e lem en t p ro s to k ę tn y  p r z e jd z ie  w w y c i 
nek p i e r ś c i e n i a  j a k  na rysu n k u  2 .1 .

Z ró w n a n ia :

1 + a  t r  + c
1 - a t  r  - c

z n a jd z ie m y  p rom ień  z a k r z y w ie n ia  o s i  p ł y t k i  r  = S t a n  o d k s z t a łc e n ia
j e s t  n ie je d n o ro d n y .

Z a d a n ie  5 .1 . Sk ład o w e  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  sę fu n k c ja m i t y lk o  dwóch
z m ie n n ych , np . x i  y .  W yznaczyć  o g ó ln ę  p o s ta ć  p rz e m ie s z c z e ń .

Odpow iedź 5 .1 . Z g o d n ie  z powyższym n ap iszem y na r a z ie :

3w 3 v  > 9 u 3w „ /  \ 3w »
T x  = a y  + a ¥  = F ( x 'V ) ' T y  = 3 7  + 37  = G ( x 'V ) ’ £ z = = H (x 'V } -

C a łk u ję c  t r z e c i e  ró w n a n ie , z n a jd z ie m y : w = h ( x , y )  + z H ( x , y ) ,  W staw ia-
j ę c  te n  r e z u l t a t  w dwa p ie rw s z e  ró w n a n ia  i  c a łk u ję c  o trzym am y:

w  i r-  ah', z2 9H / * 3hs z 2 3Hu = f ( x , y )  + z (G  - - 5-  . v  = g ( x , y )  ♦ z ( F  - _ )  - . — .

P rz y  pomocy pow yższych  u , v ,  w w yraźm y o b e c n ie  p o z o s ta łe  t r z y  s k ł a 
dowe, p a m ię t a ję c ,  że sę one w ed ług  z a ło ż e n ia  ró w n ie ż  fu n k c ja m i t y lk o  x i y .

« „  ■ 57 ■ f t  • - 0 >  - £  • $  - * " * « •  <*•»> ■

«v  - §7 ■ i t • *«§ ? - f7 >  - i 1  • $  ■ «*■»> ■

9 v  du 3g 3 f /3F 3G „  32h * 2 8 2H , . r s
Tz  = 37 + 97 = ń  + ay + 2(87 + 37 - 2 a7a7} - z ^  = funkcJa

3 H 3 HZ n a jd u je m y  s tę d  z w ię z k i d la  f u n k c j i  F , G , H. Z ró w n o ś c i:  — ^ = ™

= — = o w y n ik a  H (x , y )  = 2ax + 2by + 2 l i  g d z ie  a ,  b , l> sę s t a ły m i .

3 2 
Z warunków  z a ś :  - — i  = —  - 2 _ J l  = o o trz ym u jem y :

a 7  2 V 3 7

G - =[77 “  n ( y ) ,  F - —0. - m (x ) ,  co w s ta w io n e  w w aru n e*  ;0 o y
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§ 7  + | y  “  2 dxùy “  0 ds;>e + = ° '  Z8tent “  ~ kx- <P’ n ( y )  =
= k . y  + X . g d z ie  <p,x , k są s t a ły m i .

O s ta te c z n y  p rz e to  r e z u l t a t  b rz m i:

2
u = f  ( x . y  ) - az  + kyz  + x z >

v  » g ( x . y )  - bz2 - kxz - tpz ,

w = h ( x , y )  + 2axz  + 2byz + ^ z -

Weźmy pod uwagę d o w o ln y  s ta n  o d k s z t a łc e n ia ,  o k r e ś lo n y  s z e ś c iu  s k ła d o 
wymi £ , y  . W  o b s z a rz e  n ied aw no  w y ja ś n io n ym  możemy £ , y  uważać za w ie l 
k o ś c i  s t a ł e .  O d e tn ijm y  z p unktu  0 (0 ,0 ,0 )  w dowolnym k ie ru n k u  o d c in e k
n = OA w o b rę b ie  w y ja ś n io n e g o  o b sz a ru  i  o b lic z m y , j a k i e  o d k s z t a łc e n ia  
p rz y n a le ż ę  do te g o  k ie r u n k u .  Ważne to  z a g a d n ie n ie  nazywamy p r z e k s z t a łc e 
n iem  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia .

D ostaw y k ie ru n k o w e  o d c in k a  n , t j .  i ,  —, oznaczym y k ró tk o  p rz e z  

nx ’ n y ’ nz ‘ P rzem l-e s z c z e n i8  p unk tu  0 sę uę ' v o ’ wo ’ p rz e m ie s z c z e n ia  
p u nk tu  s ą s ie d n ie g o  A ( x , y , z )  możemy w yznaczyć  ró w n an iam i ( 3 . 1 ) .  W prowa
d z iw s z y  o z n a c z e n ia :

u - u  v - v _  w - w„r O X O £ Of  ..............., f  m — ———— f  a - ■ ■ —x n ' y  n z n

możemy tym rów naniom  nadać p o s t a ć :

f x
0u 
9x • n X

3u
+ 57 • ny + d u

S T  •

9v
nx + 1 1 ny

a v
0x * 9y * az *

dw . 3w aw
dx • n x + ay ‘ ny az •

Z n a c z e n ie  w ie l k o ś c i  f  j e s t  j a s n e .  Tak np . u - uQ o zn acza  nadwyżkę 
p rz e m ie s z c z e n ia  p u nk tu  A w p o ró w n an iu  z p rz em ie s z cz e n ie m  punktu  0 a to  
w k ie ru n k u  x . P r z e to  f  J e s t  sk ład o w ę  x-owę p rz e m ie s z c z e n ia  w z g lę d n e 
go , o d n ie s io n ę  do Je d n o s t k i  d łu g o ś c i  o d c in k a  n . A n a lo g ic z n e  uw ag i d o ty 
czę  w ie l k o ś c i  f  i  f 2 . C a łk o w it y  z d łu ż  k ie ru n k u  n w y n o s i w ię c :

(7 . 1 )



c z y l i  po p o d s ta w ie n iu  r e l a c j i  ( 6 . 1 )  i  u w z g lę d n ie n iu  o k r e ś le ń  ( 4 . 1 ) :

e » e x n2x + 6 y n y  + V z  + T x  nyn2 + T y  nxnz + Yz nxny . (8.1)

Z n a ję c  p rz e to  s z e ś ć  sk ład o w ych  e , 7  d la  k ie ru n k ó w  x . y , z  możemy p rz y  
pomocy (8 . 1 )  o b l i c z y ć  z d łu ż  8 w dowolnym  k ie ru n k u  n .
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R y s . 3 .1

R y s . 3 .1  i l u s t r u j e  n a s tę p u ję c ę  s y t u a c ję :  P u n k ty  0 
s i ę  w p o ło ż e n ie  o ' i  a ', ta k  i ż  o d c in e k  n p rz e s z e d ł 
do n . O p e r a c j i  tw o rz e n ia  r ó ż n ic :  u - u , v

i  A p r z e m ie ś c i ły  
w n'’ n ie r ó w n o le g ły

o ’ w - wQ odpowiada prze
s u n ię c ie  w m y ś l i  o d c in k a  OA w p o ło ż e n ie  ró w n o le g łe  o '  A . Względne p rz e 
m ie s z c z e n ie  p u nk tu  A w yn o s i Aq A' f * n ,  J e ś l i :

»2 .2  .2 
f x + f y  + f z (9 . 1 )

W p ła s z c z y ź n ie  t r ó j k ę t a  O1 Aqa ' rz u t  a ' na A 0 d a je  punkt A * .  Ob
l ic z o n e  p rzed  c h w i l ę *  E o k r e ś la  w y d łu ż e n ie  OoA ,  = n * £  o d c in k a  n w J e 
go k ie ru n k u .  W ie lk o ś ć  n • E J e s t  Je g o  c a łk o w ity m  w yd łu ż e n ie m , a lbow iem  z 
t y t u łu  uwag ty c z ę c y c h  rzęd u  w ie l k o ś c i  e , y  r ó ż n ic a  m ięd zy  o 'A 1 i  0' A* 
J e s t  p o m ija ln a .  W ie lk o ś ć  £  o d n o s i s i ę  do Je d n o s t k i  d łu g o ś c i  k ie ru n k u  n, 
j e s t  w ię c  z g o d n ie  z d e f i n i c j ę  zdłużem  te g o  k ie ru n k u .  Na p o d k r e ś le n ie  z a 
s łu g u je  f a k t ,  i ż  £ w y ra ż a  s i ę  t y lk o  p rz y  pomocy s z e ś c iu  sk ład o w ych  s t a 
nu o d k s z t a łc e n ia ,  t j . , że na o b l i c z e n ie  t e j  w i e l k o ś c i  n ie  w p ływ a ję  s k ł a 
dowe o b ro tu  <p , X  . ij* . k tó r e  t k w ię  w s z e ś c iu  pochodnych  czę s tk o w ych  typu  

l t p .  O est to  z ro z u m ia łe ,  a lbow iem  sk ład o w e  te  sę  ró w n ie ż  l i c z e b n ie  
m ałe  1 spowodowane n im i kę tow e o d c h y le n ie  n f względem  n J e s t  p o m ija ln e .

In a c z e j  s i ę  rz e c z  ma, gdy chcem y o b l i c z y ć  w ła ś n ie  owo o d c h y le n ie ,  co 
p o z o s ta ło  nam je s z c z e  w yk o n ać . Na o d c h y le n ie  to  w p ływ a 1 o b r ó t ,  i  skos 
w yw o łan y  d e fo rm a c ję .  P o n iew aż  p rz y  danych  <p , x  , Y  o b ró t  sk ła d o w y  w 
dowolnym  k ie ru n k u  J e s t  nam z n a n y , p rz e to  o g ra n ic z ym y  s i ę  do w y z n a c z e n ia  
t y lk o  sk o s u . W tym c e lu  m usimy s o b ie  w y o b ra z ić ,  że w ró w n an ia ch  (6 . 1 )  od
rzucam y sk ła d o w e  o b ro tu ,  co n a d a je  im p o s t a ć :
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f x "  e x "x  + J V y  ł  k l y nz .

f y  ■ l r z nx + e y ny  + 5 Y x nz ’ ( l 0 -l )

fz  ’ h y nx * ? r x n y  + e z n z .

W t y c h  w aru n kach  k ę t  z a w a r ty  m iędzy O1 i  O1 A 1 j e s t  w ed ług  d e f i n i c j i  
po łów kę c a łk o w ite g o  s k o s u , c z y l i  p o w in ie n  m ieć  o z n a cz e n ie  ^  y . Z t r ó jk ę -  
t a  p ro s to k ę tn e g o  A ^ A 1 z n a jd z ie m y :

( | r ) 2 » f2 - £ 2 , (1 1 .1 )

co  ro z w ię z u je  sp raw ę  w i e l k o ś c i  sk o su . Możemy te ż  p rz y  u ż y c iu  (8 .1 ) i  ( 9 . 1 )  
n a p i s a ć :

( £ y ) 2 = ( f y nz - f z ny )2 ♦ ( f z nx - f xnz ) 2 + ( f xny  - f y nx ) 2 . ( l 2 . l )

O la  z u p e łn o ś c i  n a le ż y  o k r e ś l i ć  k ie ru n e k  p o s u n ię c ia  A *a ' p rz e z  p o d an ie
je g o  d o staw  k ie ru n k o w yc h  m , m , m , Z n a jd z ie m y  J e ,  zw ażyw szy , że r z u t yx  y  z
w e k to ra  Aqa ' możemy o k r e ś l i ć  Ja k o  sumy rz u tó w  w ek to ró w  d o d a jn ik ó w  AoA* 
i  A „A . Z a tem :

f x “  e n x + i Y rax- f y ’ E n y  + f z - E n z +

skęd  w yz n aczyć  można m , m m np . w p o s t a c i :x  y  i

m ( £ x  - 6 ) n x +  l r 2 n y  + Z  V *  •

| r my  - | r 2 "x  + <e y  - e ) n y  + Z Y x nz ’ i 13- 1)

I t 1" z  “  Z T y nX + Z 7 x" y  + ( E z "  e ) n z •

W y z n a c z e n ie  z d łu ż u  £ d la  d o w o ln ie  o b raneg o  k ie ru n k u  n z o k re ś le n ie m
p rz y n a le ż n e g o  skosu  i  Je g o  o r i e n t a c j i  m w y c z e rp u je  sp raw ę p r z e 
k s z t a ł c e n i a  d o w o l n e g o .

Wróćmy je s z c z e  na c h w i lę  do równań ( l O . l ) .  W id z ie l iś m y ,  że w ie lk o ś c i
f  , f  , f  w y s t a r o z a ję  do w y z n a c z e n ia  sk ład o w ych  o d n ie s io n y c h  do dow ol- x y  z
nego k ie ru n k u  n . U ło ż e n ie  d o d a jn ik ó w  w ró w n a n ia ch  ty c h  w s k a z u je  na pewnę 
s z c z e g ó ln ę  s y m e t r ię  ta k  z uw ag i na d o s taw y  nx , ny , nz Ja k  i  sk ładow e

e,  r •
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U tw ór s y m e try c z n y , p r z e k s z t a łc a ją c y  s i ę  w p r z e s t r z e n i  w pow yższy l i  
n io w o - s ym e try cz n y  sp osób , nazywamy tensorem  Możemy p rz e to  p o w ie d z ie ć .  Ze 
s ta n  o d k s z t a łc e n ia  w dowolnym p u n k c ie  c i a ł a  o k r e ś lo n y  j e s t  t e n s o 
r e m  o d k s z t a ł c e n i a .

C hcąc p rz ez  dany punkt u m ie ś c ić  w p r z e s t r z e n i  p r o s t ą .  musimy podać dwie
j e j  n ie z a le ż n e  d o staw y  k ie ru n k o w e , a lb ow iem  w s z y s tk ie  t r z y  z w ią z an e  są

2 2 2r e l a c j ę :  nx + ny + n2 = 1 * O la  d r u g ie j ,  do p o p rz e d n ie j  p r o s t o p a d łe j ,  wy
s t a r c z a  podać t y lk o  je d e n  w a ru n ek , a lbow iem  d o staw y  obu k ie ru n k ó w  n 1 i  n" 
z w ią z an e  są w arunkiem  p r o s t o p a d ło ś c i :  n^ n^ + n^ n ”  + n^ n ” = o . W re s z c ie  
t r z e c i a  p r o s t a ,  do obu tam tych  p r o s to p a d ła ,  wymaga co n a jw y ż e j z o r ie n t o 
w an ia  p r z e s t r z e n i ,  t j .  z a ło ż e n ia  praw ego lu b  lew ego  u k ła d u  o s i .  W sum ie 
w ię c  u m ie s z cz e n ie  t r z e c h  w z a jem n ie  p ro s to p a d ły c h  ó s i  p rz ez  o k re ś lo n y  punkt 
wymaga p o d an ia  t r z e c h  n ie z a le ż n y c h  p o s tu la tó w .

Pow yższa uwaga p o s łu ż y  nam do p rz e p ro w a d z e n ia  s z c z e g ó l n e g o  
p r z e k s z t a ł c e n i a  sk ład o w ych  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia .  P r z y j r z a 
w szy s i ę  równaniom  ( 1 . i )  w id z im y , Ze p ro s ta  p o k ry w a ją c a  s i ę  p ie r w o tn ie

np. z o s ią  z-ów o d c h y la  s i ę  od n ie j  w sku tek  d e fo r m a c j i  o k ą t + y ^ .
O d c h y le n ie  n ie  i s t n i a ło b y ,  gdyby b y ło :  y  = 0 . Ten p o s t u la t  p rzed staw ia  dwa
n ie z a le ż n e  w a ru n k i,  a m ia n o w ic ie :  y  » O , y  = 0 .  Gdyby tak i s t o t n i e  by-x y
ł o ,  to  oś z-ów n az w a lib y śm y  . g ł ó w n ą  o s i ą  o d k s z t a ł 
c e n i a  w p u n k c i e  0 , w z g lę d n ie  p ła s z c z y z n ę  x y g ł ó w 
n ą  p ł a s z c z y z n ę  b e z w ł a d n o ś c i  w p u n k c i e  
0 , P o d k r e ś la n ie  p unktu  0 w s ta n a c h  Je d n o ro d n ych  j e s t  o c z y w iś c ie  bez zna 
c z e n ia ,  w s ta n a c h  n ie je d n o ro d n y c h  m usi s i ę  je d n a k  p a m ię ta ć  o tym , Ze od 
p unk tu  do p unktu  k ie r u n k i  g łów ne z m ie n ia ją  s i ę .  Gdyby ró w n ie ż  b y ło :  7 Z=0, 
to  w a ru n k i:  y y  = y z = 0 o k r e ś la ł y b y  o ś  x-ów ja k o  oś g łó w n ą , w a ru n k i zaś:
7z  = 7X “  0 oś y-bw ja k o  t a k ą .  Mimo teg o  je d n a k ,  Ze k a ż d ą  oś od
d z i e l n ie  o k r e ś la j ą  d w a  w a r u n k i  w sum ie t r z y  g łów ne o- 
s i  e w yznaczone są t r z e m a  p o s t u l a t a m i .  W yn ika  to  
z teg o  powodu. Ze są  one w z a jem n ie  do s i e b i e  p r o s to p a d łe .

Z a łóżm y o g ó ln ie ,  Ze y x < y  , y z są  różnym i od z e ra  skosam i n ie je d 
norodnego  s ta n u  n a p ię c ia  i  postawmy s o b ie  za z a d a n ie  w yznaczyć  k ie r u n k i  
g łów ne w d o w o ln ie  u s ta lo n ym  p u n k c ie  u k ła d u . Musim y n a jw id o c z n ie j  z n a le ź ć  
na r a z ie  p rz y n a jm n ie j  je d e n  t a k i  k ie ru n e k  n , d la  k tó re g o  c a łk o w i t y  skos 
z n ik a .  W ted y  je d n a k  z e r u ją  s i ę  r e l a c j e  ( l 3 . l ) ,  d a ją c  Je d n o ro d n y  u k ła d  ró 
wnań z uw ag i na n iew iad o m e n ^ , n , n^ . Oak w iadom o, u k ła d  t a k i  p o s ia d a  
p i e r w i a s t k i ,  j e ś l i  z n ik a  w y z n a cz n ik  u tw o rzo n y  z odnośnych  w sp ó łcz y n n ik ó w , 
t j .  j e ś l i  s p e łn ia  s i ę  wymóg:

E x - £ è Tz 1 T

hz  £y - 6 ł  Y
1 1
2 Ty 2 Tx E z
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Rozw inąw szy  pow yższy w y z n a c z n ik  o trzym u jem y  ró w n a n ie :

E 3 - eg2 + e'e - e " - 0 ,  ( l 4 . l )

gdz ie  d la  k r ó t k o ś c i  p o ło ż o n o :

e - e x + e y  ♦ e z  ,

•' - + 8 z ex + e xe y  - h l  - h y  '  h l  ’ i 15-15

e "  E xe y 6ż + 7 T x T yTz - i E xr :  - i e yr ;  - i E z'Tz-

W a lg e b rz e  p o ś w ię c a  s i ę  o d d z ie ln ę  uwagę ró w n an iu  se k u la rn em u  ( l 4 . l ) ;  
m iędzy in n y m i dow odzi s i ę  tam , że t r z y  Je g o  p i e r w i a s t k i  E , ,  £ 2< E j  sę za
wsze r z e c z y w is t e .  B ęd z iem y  J e  nazyw ać z d ł u ż a m l  g ł ó w n y m i .

Każdemu ze z n a le z io n y c h  e p r z y n a le ż y  k ie ru n e k  g łó w n y . Aby w yznaczyć  
k tó r y k o lw ie k  z n ic h  w róćm y do zze ro w an ych  rów nań (1 3 .1 )  i  p rz e k s z ta łć m y  
j e  w t r z y  in n e ,  p o z o s ta w ia ję c  w y ra z y  z a w ie r a ję c e  8 na j e d n e j  s t r o n i e ,  a 
z a w ie r a ją c e  y  na d r u g ie j .  Z k o le i  wymnóżmy J e  s t ro n a m i po dwa. O trzym a
my np. z dwóch o s t a t n ic h :

( e y  - e ) ( e z  - e  )n y nz « + Ź ( 7 y 7 z nx + T z Y x ny  + T x Y ynz )n x .

W powyższym ró w n a n iu  p rz e rz u ćm y  p ie r w s z y  d o d a jn ik  p ra w e j s t r o n y  na le w ę ,
2

p o d z ie lm y  s t ro n a m i p rz e z  n n n i  odwróćm y s t ro n a m i.  A n a lo g ic z n e  ope-x y  z
r a c je  z a s to s u je m y  do c y k l i c z n i e  podobnych  dwóch równań p o z o s t a ły c h .  O trz y 
mamy w r e z u l t a c i e :

2 2 2 n n n_x ___      z_________
1 .. 2 "  f,, d i 1 . 2  7 I ~ T T ?(ey-£) ( e z - e )-  j y x ( e z - £ )(£x-e)- y y y  ( e x- E ) ( £ y -£ ) -  4 y z

nx ny  nz

X ( Y yT z  • nx + T z T x ny  + Y x T y nz )

2 2 2lu b  i n a c z e j :  n : n s n » a : a : a , g d z ie  a , a , a o z n a c z a jęa  y (Ł a y x a y ^
2 2 2m ia n o w n ik i pod n , n , n w p o p rz e d n ie j  p r o p o r c j i .  O s t a tn ia  p r o p o r c ja  w x y  z

2 2 2p o łę c z e n iu  z r e l a c j ę  n + n + n = 1  d a je  p o szu k iw an e  r o z w ię z a n ie ,  ax y  z
t o :
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K ła d ą c  w a x , , a2 k o le jn o  w m ie js c e  £ w a r t o ś c i  g łów ne e i ' e2 ' £3 '
z n a jd z ie m y  ze wzorów ( l 6 . l )  p rz y n a le ż n e  k ie r u n k i  g łów ne n , n r, n " .

In t e r e s u ją c e  z a k o ń cz e n ie  p rzep row ad zonego  o b l i c z e n ia  może s ta n o w ić  na
s t ę p u ją c a  uw aga: Z m atem atycznego  p unk tu  w id z e n ia  c ie k a w e  może być z n a le 
z ie n i e  extremum w ie l k o ś c i  o k r e ś lo n e j  fo rm u łą  (8 . 1 )  Ja k o  f u n k c j i  k ie ru n k u  
n . Odnośny ra ch u n ek  p ro w a d z i znowu do w a r t o ś c i  g łó w n y ch . Po p ro s tu  z trzech 
z d łu ż y  g łów nych  je d e n  s ta n o w i a n a l i t y c z n e  maximum, d r u g i  minimum i  t r z e c i  
tz w . w a r to ś ć  s io d e łk o w ą .

S ta n  o d k s z t a łc e n ia  J e s t  t r ó j o s i o w y ,  gdy w s z y s tk ie  t r z y  
g ł ó w n e  z d łu ż e  są ró żne  od z e r a ;  do teg o  w y s ta r c z a  i  k o n ie cz n e  j e s t  
by b y ło  e" ^ 0 . O est to  n a jo g ó ln ie j s z y ,  p r z e s t r z e n n y  s ta n  
o d k s z t a łc e n ia .

Gdy e "  = 0 ,  e 1 = 0 s t a n  o d k s z t a łc e n ia  j e s t  d w u o s i o w y  c z y 
l i  p ł a s k i ;  w ted y  Je d e n  z p ie rw ia s tk ó w  ró w n a n ia  ( l 4 . l )  z n ik a ,  w ię c
np . £ ,  m 0 . P o z o s t a łe  dwa z d łu ż e  g łów ne  z n a jd z ie m y  z ró w n a n ia  ( l 4 . l ) ,

2 isk ró co n e g o  do p o s t a c i  k w a d ra to w e j:  E  - e (  + e = 0 , k i e r u n k i  g łów ne z aś
ze wzorów ( l 6 . l ) .

N a jc z ę ś c ie j  je d n a k  w ypadek e " = Ó z a c h o d z i z t y t u łu  n ie o b e c n o ś c i  n ie 
k tó r y c h  s k ła d o w y c h . W ted y  w z o ry  ( l 6 . l )  są n ie p r z y d a tn e .  Tak np. w zag ad 
n ie n ia c h  t e c h n ic z n y c h  ro z p a t ru je m y  n ie k ie d y  w yd łu ż o n e  u k ła d y  p ryzm a tyczn e  
o u n ie ru c h o m io n y ch  ko ń cach  i  poddane teg o  ro d z a ju  wpływom z ew n ętrznym , że 
dow o lne p r z e k r o je  te g o  c i a ł a ,  p r o s to p a d łe  do Je g o  d łu g o ś c i ,  n ie  d o z n a ją  
p rz e m ie s z cz e ń  w tym k ie ru n k u .  P r z y ją w s z y  oś z w k ie ru n k u  d łu g o ś c i  u k ła 
du , o s ie  z a ś  x i  y  w p ła s z c z y ź n ie  dow olnego  p rz e k r o ju  w id z im y ,ż e  p rz y  
p ow yższych  z a ło ż e n ia c h  J e s t  e "  » 0 ,  a lbow iem  y x *  y y  - 0 ,  n ad to  6Z « 
■ E j  = 0 . Zatem  s ta n  o d k s z t a łc e n ia  J e s t  tu  i s t o t n i e  d w uosiow y, p on iew aż  
z aś  f a k t  te n  ma m ie js c e  w k a ż d y m  p u n k c ie  u k ła d u , p rz e to  mówimy 
tu  o p ł a s k i m  z a g a d n i e n i u  o d k s z t a ł c e n i a .

Gdy e "  » 0 ,  e 1 = 0 ró w n a n ie  ( l 4 . l )  p r z y b ie r a  p o s ta ć  E » e ,  t z n . 
o k r e ś la  Je d y n e  różne  od z e ra  o d k s z t a łc e n ie  g łó w n e . Tego ro d z a ju ,  rzadko  
p o ja w ia ją c y  s i ę  s t a n  o d k s z t a łc e n ia  nazywamy J e d n o o s i o w y  c z y 
l i  l i n i o w y .

Z a d a n ie  6 .1 . P ł a s k i  s ta n  o d k s z t a łc e n ia  o k r e ś lo n y  J e s t  różnym i od z e ra
sk ład o w ym i £ , £ , y  . S t ra n s fo rm o w a ć  te n  s ta n  w p ła s z c z y ź n ie  x y ,n a d -  x y  z
to  o k r e ś l i ć  k ie r u n k i  i  z d łu ż e  g łó w n e , u p ra s z c z a ją c  d o tych cz aso w e  fo rm u ły .

Odpow iedź 6 . 1 . W d o ty ch cz as o w ych  w zo rach  n a le ż y  p o ło ż y ć  £ z “ Tx “ Ty “  
n ad to  nx = cosct, n^ = 8 in  CX, n2 ■■ 0 , J e ś l i  cl o zn acza  k ą t  m ie rzo n y  w
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p ła s z c z y ź n ie  xy od o s i  x-ów. Ce low e j e s t  w p ro w ad z ić  obecnie fu n k c je  t r y 
gonom etryczne  podw ójnego  k ą t a .  Fo rm u ła  (8 . 1 )  p rz y jm ie  p o s t a ć :

p rz y  czym dw uznaczność znaku w y n ik łą  z p ie r w ia s tk o w a n ia  usuwamy, zważyw 
s z y ,  że d la  a  * 0 w inno  być y  » + ' i 2 * K * adęc pow yże j y  = 0 z n a jd z ie 
my:

d la  o z n a c z e n ia  k ie ru n k ó w  g łó w n y ch . Zw ażyw szy , że okresem  f u n k c j i  tg  j e s t  
JT, w id z im y , że pow yższy w zó r o k r e ś la  dwa w z a jem n ie  p ro s to p a d łe  k ie r u n k i  
«^  = ctQ i  a 2 = otQ + 31/2. O e ś l i  w r e s z c ie  z ty m i s z cz e g ó ln y m i w a r to ś c ia m i 
kątów w ró c im y  do fo rm u ły  ( 1 7 . 1 ) ,  o trzym am y z d łu ż e  g łó w n e :

Id e n ty c z n e  r e z u l t a t y  da r o z w ią z a n ie  sk ró co n e g o  ró w n a n ia  ( l 4 . l ) .
Zna jom ość  k ie ru n k ó w  i  w a r t o ś c i  g łó w n ych  u p ra s z c z a  z n a k o m ic ie  w s z e lk ie  

o b l i c z e n i a ,  możemy bowiem k ie r u n k i  te  p r z y ję ć  za o s ie  o d n ie s ie n ia  p r o s to 
k ą tn eg o  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h  1 , 2 , 3 ,  a z d łu ż e  e ^ ,  E g ,  6 ^ za w a r t o ś c i  
w y jś c io w e .  W te n  sposób  np . w z o ry  ( l O . l )  p rz y jm ą  p o s t a ć :  f 1 ■ e 1 n1  * f 2 =
= 8 2 n2 , f 3 = e 3n3 . Fo rm u ły  z aś  ( 8 . 1 ) ,  ( l 2 . l )  i  ( l 3 . l )  s k ró c ą  s i ę  do po
s t a c i  :

e =  | ( e x + e y ) + | ( e x - e y ) c o s 2a  + |  z s i n 2ct. (1 7 .1 )

Po u ż y c iu  s k ró c o n y c h  fo rm u ł ( l O . l )  o trzym am y z ( l 2 . l ) :

- | ( e x '  e y ) s i n 2 c t + | y z c o s 2 ct, (1 8 .1 )

(1 9 .1 )

(20.1)
2

| T m1 = ( E 1 - e ) n i , ¿ r m2 “  (£ 2 ~ e ^n2 - ? r m3 = ( E 3 ' e )n 3-

T u t a j  n 1 , n2 . n3 o ra z  n ^ , m2 , m3 o z n a c z a ją  d o s taw y  kątów  m ie rzo n ych  
od o s i  1 , 2 . 3 .
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W zory (2 1 .1 )  j a k  i  ( l 7 . l )  w raz z ( l 8 . l )  można w in t e r e s u ją c y  sposób 
p rz e d s ta w ić  w y k r e ś ln ie .  N ie  ro b im y  te g o ,  bo z n a jd z ie m y  na to  a n a lo g ic z n ą  
sp osob n ość  g d z ie  i n d z i e j .

Z a d a n ie  7 .1 . P rz e p ro w a d z ić  t r a n s fo r m a c ję  p ła s k ie g o  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  
w ychodząc z k ie ru n k ó w  i  w a r t o ś c i  g łó w n ych .

O dpow iedź 7 .1 . P o s t ę p u ją c  j a k  w z a d a n iu  ( 6 . 1 ) o trzym am y: 

e = | ( e i  + e 2 ) + | ( e 1 - e 2 ) Co s 2 a , |  y=  - | ( e i  - e 2 ) s in 2 a .  ( 2 2 . 1 )

O d d z ie ln ą  uwagę n a le ż y  p o ś w ię c ić  w ie lk o ś c io m  ( l 5 . l ) .  W ie lk o ś c i  t e  s t a 
now ią  w s p ó łc z y n n ik i  ró w n a n ia  s e k u la rn e g o  ( l 4 . l ) .  O k re ś la  ono t r z y  w a r to 
ś c i  g łów ne  i  w k o n s e k w e n c ji  d a ls z e j  t r z y  k ie r u n k i  g łó w n e . Zechciejmy p rz y 
j ą ć ,  że punktem  w y j ś c i a  d la  p rz e p ro w a d zo n e j t r a n s f o r m a c j i  b y ła  n ie  sz ó s t-  
ka 8 x . e y , £ z , Y x > T y '  T z ’ z w ią z an a  z układem  x , y ,  z , le c z  in n a  
s z ó s tk a  , y ^  , y  , y ^  w y n ik ła  z o d n ie s ie n ia  s ta n u  od
k s z t a ł c e n ia  do u k ła d u  p ro s to k ą tn e g o  o s i  4 . n . t, . F a k t  ten  n ie  może 
o c z y w iś c ie  w p łyn ą ć  a n i  na w a r t o ś c i  g łów ne £ 2 , e ^ ,  a n i  na p o ło ż e 
n ie  k ie ru n k ó w  g łó w n y c h . Są  to  w i e l k o ś c i  n a t u r a l n e ,
z w ią z a n e  w każdym p u n k c ie  z układem  m a te r ia ln y m , a n ie  z układem  w s p ó ł
rz ę d n y c h , k t ó r y  odgryw a tu  t y lk o  r o lę  p o m o cn iczą . W ie lk o ś c i  e ,  e', e "  w 
u k ła d z ie  £, , , t, będą ta k  samo s y m e t ry c z n ie  zbudowane j a k  w u k ła d z ie
x , y ,  z .  P o s z cz e g ó ln e  d o d a jn ik i  z m ie n ia ją  s i ę ,  a le  sumy ic h  n ie  u le g a ją  
z m ia n ie ,  bo n ie  u le g n ą  z m ia n ie  p ie r w i a s t k i  ró w n an ia  ( l 4 . l ) .  W ie lk o ś c io m  
ta k  zachow u jącym  s i ę  n a d a je  s i ę  w m atem atyce  nazwę n ie z m ie n n ik ó w . Zatem 
e ,  e', e " są  n ie z a le ż n y m i n ie z m ie n n ik a m i te n s o ra  o d k s z t a łc e n ia .  Ic h  w a r
t o ś c i  n a j s z y b c ie j  o b l ic z y m y ,  o b r a c a ją c  u k ła d  w p o ło ż e n ie  g łó w n e . O trzym a
my :

6 ' E l + E 2 + E 3 '  e ' = E 2e 3 + 8 3g l  + 8 182- e" = e i e 2£3 ’

Zauważmy w r e s z c ie ,  że z n ie z m ie n n ik ó w  ( l 5 . l )  możemy tw o rz y ć  in n e  nowe. 
będą one Je d n a k  n ie z m ie n n ik a m i z a le ż n y m i.

Zm iany l in io w e  p o c ią g a ją  za sobą ró w n ie ż  zm iany  p o w ie rz ch n io w e  i  o b ję 
to ś c io w e .  Chcemy o b l i c z y ć  i l e  w y n o s i zm iana o b ję t o ś c i  p ie r w o tn e j  J e d n o s t 
k i  o b ję t o ś c i  w y c ię t e j  w dowolnym  m ie js c u  o d k s z ta łc o n e g o  u k ła d u . W a rto ś ć  
t a  n ie  może z a le ż e ć  od o r i e n t a c j i  u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h ; n a jp r o ś c ie j  ted y  
p o s tą p im y , w y c in a ją c  w o b s z a rz e  o d k s z t a łc e n ia  pseudo- jed n o ro d n eg o  p ro s 
to p a d ło ś c ia n  o k ra w ę d z ia c h  a a 2 . a^ , ró w n o le g ły c h  do k ie ru n k ó w  g łó w 
n y c h . P r z y  tak im  o b io rz e  k ie ru n k ó w  k ra w ę d z i z m ie n i s i ę  on znów na p r o s to 
p a d ło ś c ia n ;  Je g o  o d k s z ta łc o n e  k ra w ę d z ie  będą w y n o s ić :  a ^ l + S j ) ,  a2 ( l+ e 2 ) ,  
a 3 ( l+ £ 3 ) .  O b ję to ś ć  o d k s z ta łc o n a  w y n ie s ie  p r z e t o :  a 1 a 2 a3 ( l  + e ^ )  • ( 1  + 
+ 6 2 ) • i 1 + £ 3 ) ■ c z y l i  po u z a sa d n io n y ch  p o m in ię c ia c h :  a 1 a2 a 3 ( l  + 6 1 +
+ s 2 + ^ 3 )»  gdy o b ję to ś ć  p ie rw o tn a  w y n o s i ła :  a 1 a2 a3 . O d e jm u ją c , z n a j-
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dz iem y c a łk o w i t y  zm ianę o b j ę t o ś c i .  D z ie lą c  J ę  p rz e z  o b ję to ś ć  p ie rw o tn ą ,  
z n a jd z ie m y  w r e s z c ie  zm ianę o b ję t o ś c i  je d n o s tk o w e j,  a t o : + S 2 * 8 3 *
Po w yższe  - j a k  s i ę  można b y ło  sp o d z iew a ć  - s y m e try c z n e , w y ra ż e n ie  j e s t  
je d n a k  w a r t o ś c ią  p ie rw sz e g o  n ie z m ie n n ik a .  P r z e to  ró w n ie ż  w dowolnym u k ła 
d z ie  o d n ie s ie n ia  z m i a n a  j e d n o s t k o w a  o b j ę t o  ś-
c i  o k re ś lo n a  J e s t  w a r t o ś c ią :

e . e x + e y + e 2 . (2 3 .1 )

In t e r e s u ją c e  j e s t ,  że zm iana t a  n ie  z a le ż y  od skosów  y . A n a lo g ic z n ie  
dow odzi s i ę ,  że z m i a n a  J e d n o s t k o w a  p o l a  j e s t  su 
mą z d łu ż y  dwóch w z a jem n ie  p ro s to p a d ły c h  k ie ru n k ó w , u m ieszczo nych  w p ła s z 
c z y ź n ie  p o la  p ie rw o tn e g o .

Wiadomo ju ż  nam j e s t ,  że i s t o t y  d e fo r m a c j i  d o p a tru je m y  s i ę  w pow staw a
n iu  z d łu ż y  i  skosów . W n ie k tó r y c h  w ypadkach można Je d n a k  rz e c z  z d e f in io 
wać i n a c z e j .  Możemy m ia n o w ic ie  o d k s z t a łc e n ia  u k ła d u  d o p a try w a ć  s i ę  w tym , 
i ż  z m ie n ia  s i ę  Je g o  o b ję to ś ć  i  Je g o  p o s ta ć .  O d k s z ta łc e n ie  nazywamy od
k s z ta łc e n ie m  o b j ę t o ś c i o w y m ,  gdy w y ra ż a  s i ę  ono t y lk o  z m ia 
ną o b ję t o ś c i  bez zm iany p o s t a c i .  Z g eom etryczn eg o  p o d o b ień s tw a  u k ła d u  
p ie rw o tn e g o  i  zdeform ow anego  w y n ik a ją  d la  te g o  ro d z a ju  o d k s z t a łc e n ia  n a 
s t ę p u ją c e  w a ru n k i :

E x * 8 y  = E z -  T x “  T y  *  7 z  * ° *

O d k s z ta łc e n ie  nazywamy o d k s z ta łc e n ie m  p o s t a c i o w y m ,  gdy wy
ra ż a  s i ę  ono t y lk o  zm ianą p o s t a c i  bez zm ian y  o b j ę t o ś c i ,  to  z n a c z y , gdy 
J e s t  ono uw arunkowane r e l a c j ą :

S z c z e g ó ln ie  p r o s t y  w ypadek o d k s z t a łc e n ia  o b ję to ś c io w e g o  p rzed staw ia  ró 
w nom ierna  p rz e s t r z e n n a  zm iana o b j ę t o ś c i ,  t  j . wypadek E j  “ 8 2 "  8 3 ”  T '  
W zo ry  (2 1 .1 )  p o u c z a ją  n a s ,  że w s t a n ie  tak im  w każdym k ie ru n k u  j e s t  E »  j  
n ad to  7 - 0 .

O dp ow iedn ik iem  dwuosiowym  teg o  z ja w is k a  J e s t  rów nom ierne p ła s k ie  od 

k s z t a ł c e n i e ,  t j . w ypadek E j  “  82 ' 63 ”  ° "
W zo ry  (2 2 .1 )  in fo rm u ją  n a s ,  że w p ła s z c z y ź n ie  z a g a d n ie n ia  w każdym

k ie ru n k u  J e s t  £ = E j  = e 2 ' nadt0 T = ° *
N a jp ro s ts z y m  w ypadkiem  d r u g ie j  k a t e g o r i i  J e s t  s z c z e g ó ln ie  w ażne , tzw .

p r o s t e  o d k s z t a łc e n ie  p o s ta c io w e . T u ta j  J e s t :  + £ 2 ”  8 3 “  ° *
Z n a czą c  £ . » c ,  6 - = - c ,  z n a jd z ie m y  z fo rm u ł ( 2 2 . 1 ) :  E  = c cos  2ct,

= - c  s in 2 a .  D e ś l l  p r z e to  p o ło ż ym y : ct = J t / 4 , o trzym am y: E  = 0 , f  «
= - c » - E j  = e 2 . I s t o t ę  te g o  ro d z a ju  o d k s z t a łc e n ia  możemy p rz e to  zde
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f in io w a ć  p ro s to  w d w o ja k i sp o só b . K w ad ra t o bokach usy tu o w an ych  ró w n o le g 
l e  do k ie ru n k ó w  g łów nych  p rz e c h o d z i w p ro s to k ą t  o n ie zm ien io n ym  p o lu .  Kwa
d r a t  o b ró co n y  o K /A  względem p o ło ż e n ia  p o p rz e d n ieg o  p rz e c h o d z i w romb 
o równym p o lu  i  n ie z m ie n io n y c h  b o kach . R y s . 4 .1  i l u s t r u j e  pow yższy wypa
d ek .

R y s . 4 .1

Z a d a n ie  8 .1 . S t o s u ją c  z asad ę  s u p e r p o z y c j i  r o z b ić  sk łado w e  E , y  do
w o lnego  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  na sk łado w e  e '  , y '  o d k s z t a łc e n ia  o b ję t o ś c io 
wego i  sk łado w e  e "  , y "  o d k s z t a łc e n ia  p o s ta c io w e g o .

Odpow iedź 8 .1 . N a le ż y  p o ło ż y ć :  £ = e'+  s "  , y  = y ’ + y "  i  do s k ła d o 
wych c z ę ś c io w y c h  z as to so w a ć  o s t a t n io  podane o k r e ś le n ia .  Otrzymamy z ł a 
t w o ś c ią :  e 'x = e'y  = e 2 = ± (e x ♦ 6y+ e z ) , T 'x = T y  - y'z = o :

£"x "  ł (2 e x - £ y - e 2 ) ■ e uy  = ± (2ey - e z - e x ) :

£ z = ł (26z - e x - V ‘ Tx  = Y x ’ Yy = T y ’ Y z  "  Y z ’

W w ypadkach  d ynam iczn ych  p rz e m ie s z c z e n ia  u . v ,  w są  n ie  t y lk o  fu n k 
c ja m i m ie js c a ,  le c z  ró w n ie ż  c z a s u . W ted y  p rę d k o ś c i  i  p r z y s p ie s z e n ia  w y n i 
k łe  z o b e c n o ś c i p rz e m ie s z cz e ń  znachęd z im y  tw o rzą c  ic h  p ie rw s z e  i  d ru g ie  
pochodne czaso w e . Tak n p . :

du Su Su dx 3u dv s u  dzau du du dx a u dv su dz 
37 - 3t + 5"x '  37 + dy '  3 t  + sz  * 3T '

d2
R ó ż n ic z k u ją c  d r u g i  ra z  o trzym am y s tą d  — *■. Gdy p rz e m ie s z c z e n ia  u k ła d u

d t
są m ałe w w y jaśn io n ym  ju ż  ra z  s e n s ie ,  możemy d o d a jn ik i  i lo c z y n o w e  pom inąć

, , ., - du Su  . . d2u S 2ui  k ro tk o  n a p is a ć :  -rr » - i p o d o b n ie  — *■ = —
d t 9 t

U ż yw a liśm y  we w s z y s tk ic h  n a s z ych  ro z w a ż a n ia ch  p ro s to k ą tn e g o  u k ład u  
w s p ó łrz ę d n y c h . A n a lo g ic z n e  o b l i c z e n ia  p rz e p ro w a d z ić  ró w n ie ż  można w i n 
nych  sy s te m a ch , np. w u k ła d z ie  w sp ó łrz ę d n y c h  w a lco w ych  lu o  z u l i s t y c h .
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I s t n i e j ?  pom ysłowe p rz y r z ą d y  do p om iaru  w z g lę d n ie  r e j e s t r a c j i  p rz e m ie 
sz cz eń  i  o d k s z ta łc e ń  s t a ty c z n y c h  lu b  d y n a m icz n ych . O c z y w iś c ie  pom iaru  t e 
go dokonać można t y lk o  w p u n k ta ch  p o w ie rz c h n i o g r a n ic z a ją c e j  u k ła d .  C z u j
n i k i  do p om iaru  p rz e m ie s z c z e ń  m ają budowę z a le ż n ą  n a j c z ę ś c i e j  od p o s t a c i  
u k ła d u . B a rd z o  c h ę t n ie  do pom iaru  o d k s z ta łc e ń  p o s łu g u je m y  s i ę  tz w . t e n- 
s o m e t r a m i .  Po n iew aż  in s tru m e n te m  tym z m ie rz y ć  możemy ty lk o  s k ł a 
dowe typ u  E , p rz e to  n ie z n a jo m o ś ć  skosów y  l ik w id u je m y  pom iarem  d o d a t
kowych z d łu ż y .  Z a s to s o w a n ie  ten so m e tró w  J e s t  s z c z e g ó ln ie  u ż y te c z n e  p rz y
dw uosiow ych  s ta n a c h  o d k s z t a łc e n ia .

R y s .  5 .1  w y ja ś n ia  nam s c h e m a ty c z n ie  z asad ę  budowy t a k ie g o  p rz y rz ą d u .
Gdy d łu g o ś ć  pom iarow a 1 z m ie n ia  s i ę ,  n a s tę p u je  o b ró t  d ź w ig n i,  k t ó r y  p rz e 
n o s i  s i ę  na ró w n ie ż  d źw ig n io w ą  w skazów kę. P o w ię k s z e n ie  w y d łu ż e n ia  1 . £

w yn o s i ^  ^  i w  i s t n i e j ą c y c h  te n so m e tra c h
waha s i ę  z a le ż n ie  od k o n s t r u k c j i  od 500 do
2000 . D łu g o ść  pom iarow a w y n o s i n o rm a ln ie  1 cm 
lu b  2 cm ; można J ą  p rz y  m a łych  o d k s z t a łc e n ia c h  
dość  d o w o ln ie  z w ię k s z y ć ,  np . naw et do 1 m.

Gdy d łu g o ś ć  pom iarow a m usi b yć  b a rd zo  m ała 
z r a c j i  z a k r z y w ie n ia  o b ie k tu  pom iarow ego c z y  
w y b i t n ie  zm iennego  w y d łu ż e n ia ,  s to s u je m y  ten -  
so m e try  budowane na in n e j  z a s a d z ie .  Tak np. 
po w o je n n y  f r a n c u s k i  S o lu x  d a je  p o w ię k s z e n ie  
200 0 0 0 - k ro tn e .

T en som etr s t a j e  s i ę  b e z u ż y te c z n y , gdy o b ie k t  
pom iarow y d o z n a je  z n a czn ych  p r z y s p ie s z e ń .  Ja k  
np . s a m o lo t . W tym wypadku bowiem odnośnych  
s i ł  b e z w ła d n o ś c i d o z n a je  ró w n ie ż  p rz y rz ą d  po
m ia ro w y . N a le ż y  wówczas k o n s tru o w a ć  in s tru m e n 
t y  k i e r u ją c  s i ę  in n ą  z a s a d ą .

Tak np . w c ią g u  o s t a t n i e j  w o jn y  n a d e r  ro z 
p o w s z e c h n ił  s i ę  w Am eryce n a s tę p u ją c y  p r o s t y  
sposób  e k s p e ry m e n ta ln e g o  w y z n a c z a n ia  z d łu ż y .  
Do badanego u k ła d u  p rz y le p ia m y  s p e c ja ln y  d ru 
c i k 1  ̂ , t a k  że  o d k s z t a łc a  s i ę  on w raz  z odnoś
nym m ie jscem  te g o ż  u k ła d u . P o m ia r  zm iany oporu  

e le k t r y c z n e g o ,  w yw o łan y  o d k s z ta łc e n ie m  d r u c ik a ,  s łu ż y  w p ro s t  do w yzn acze 
n ia  e w p rz y ję ty m  k ie r u n k u .  Po m iaru  dokonać można od raz u  na t r z e c h  d ru 
c ik a c h  z o r ie n to w a n y c h  ro z e to w o  lu b  t r ó j k ą t n i e  w t r z e c h  ró ż n ych  k ie ru n -

^ A u t o r  m ia ł  na m y ś l i  te n s o m e tr  o p o ro w y , p o r . np . : Z . R o l i ń e k i :  Z a ry s  e lek 
t r y c z n e j  t e n s o m e t r i i  op o ro w e j , WNT, W arszaw a 1963 - p rz y p . 3 .W.

2 }'C z y l i  za  pomocą r o z e t y  te n s o m e try c z n e j - p rz y p . 3 .W.

R y s . 5 .1
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Z a d a n ie  9 .1 . W z a g a d n ie n iu  p ła s k im  pom ierzono  z d łu ż e  w ro z e c ie  dwóch 
k ie ru n k ó w  w z a jem n ie  p ro s to p a d ły c h  i  t r z e c im  p o ło w ią cym  k ą t  z a w a r ty  m iędzy 
tam tym i dwoma. O b l ic z y ć  k ie r u n k i  i  z d łu ż e  g łów ne .

Odpow iedź 9 .1 . Znamy p rz e to  £ x , e y  o ra z  £ n , t j . 6 d la  a  = ~  lu b  
- co ńa je d n o  w ych o d z i - ct = 21. R zecz  re d u k u je  s i ę  do w y z n a cz e n ia  ' i  z - Ze 
wzoru (1 7 .  l )  mamy:

e n “  I ( e x + e y } + ł r 2 ' c z Vl i :  T z  = 2 en ’  e x "  V  

W s ta w ia ją c  pow yższe do fo rm u ł ( l 9 . l )  i  (2 0 .1 )  o trzym am y:

] -  £ y  Y ' E 1 = ? (£x + E y )  1  ? V ( e x - V 2 + ( 2£n "  £ x '  E y ) 2 -
26 -6 -e  

tg2Q0 =■ n x

Z a d a n ie  1 0 .1 . R o z e tę  pom iarow ą s ta n o w ią  t r z y  k ie r u n k i  - a ,  b , c - wza-
2je m n ie  n a c h y lo n e  pod kątem j  jr . Z n a le ź ć  k ie r u n k i  i  z d łu ż e  g łów ne .

O dpow iedź 1 0 .1 . Znamy E g , e ^ ,  t Q. O e ś l i  k ie ru n e k  a p rz y jm iem y  zgo
d n ie  z o s ią  x , to  d la  k ie ru n k u  b j e s t  a  = d la  k ie ru n k u  zaś  c je s t

4 jr /a  » — S t o s u j ą c  zatem  w zór ( l 7 . l ) ,  mamy: e x = £ g , n a d to :

8 b = l (£ x + E y )  - - £ y )  - ^ T 2 *

e c - 2

y '  4 '  x y 

AfP J. c > _ A  f C c  ̂ V ?
<E x + E y )  "  ł ( £ x - £ y )  ł  T i z ’

Rów nan ia  te  d a ją :  £ y  = | ( 2 e c + 2 eb - e a ) ,  7 z  = y | ( e c - 8 b ) - P o d s ta w ia 

j ą c  £ x , E Y z do wzorów ( l 9 . l )  i  (2 0 .1 )  z n a jd z ie m y

" l  ■ ł< E .  * e b * s o> - IV ' 5 * e b * e b - s b*c - ' c B.  - e . s b-

O s t a tn i  r e z u l t a t  j e s t  n ad e r p ię k n y ;  je g o  - o c z y w is ta  z r e s z t ę  - s y m e t r ia  
j e s t  u d e r z a ję c a .

W y ra ż e n ie  p o d p ie rw ia s tk o w e  można te ż  p rz e d s ta w ić  in a c z e j  , np . w p o s ta 
c i :

?<E b - E c>2 - ( £c - £ a ) 2 ♦ ( e a - e b)2
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lu b  te ż  w p o s t a c i :  ( e g + E b + e c ) 2 - 3 ( e bec + e ce g + 6 ae t,)*  W id z im y  p rz e 
t o ,  Ze z d łu ż e  g łów ne w y ra ż a ję  s i ę  p ła s k im i  n ie z m ie n n ik a m i:  e g + £ b + ec

tu d z ie ż  £ b Ec + E c £a + £a E b ' ł udz? co  podobnym i do od nośn ych  p r z e s t r z e n 
n ych .

Temat 1 .1 . O p racow ać k o n s t r u k c ję  dw uram iennego  i  t  ró  j  ram iennego  te n so -  
m e tru .

Temat 2 . 1 . O p racow ać  t e o r i ę  w y ró w n an ia  p om iaru  tensom etrem  dw uram ien- 
nym w dwóch ró ż n ych  p o ło ż e n ia c h .

Temat 3 .1 . O pracow ać t e o r i ę  pom iaru  w y b it n ie  w z d łu ż  p r o s t e j  zm iennego 
z d łu żu  p rz e z  p rz e s u w a n ie  zw yk łe g o  te n so m e tru  o u łam ek rozstawu jego o s t r z y .

i



2 . S IŁ A  I  N A PRĘŻEN IE

W p ływ y , ja k im  p o d le g a j?  c i a ł a  r z e c z y w is t e ,  p o d z i e l i ć  możemy na dw ie 
g ru p y . Do Je d n e j  n a le ż ?  p rz y c z y n y  n a t u r y  m e c h a n i c z n e j ,  
do d r u g ie j  p rz y c z y n y  n a t u r y  n i e m e c h a n i c z n e j .  W p ły 
wami m ech an iczn ym i s ?  s i ł y .  P rz y c z y n y  p o ch o d ze n ia  n ie m e ch a n icz n eg o  s? ro z 
m a ite j  n a t u r y ,  a w ię c  c h e m ic z n e j,  j a k  np . s k u rc z  b e to n u , t e r m ic z n e j ,  j a k  
np . p o d g rz a n ie  s t a l i ,  m o n tażo w e j, np . ro z m yś ln e  u c h y b ie n ia  podporowe i t p .  
W p ływ y m e ch an iczn e  o k re ś lo n e  s ?  w p ro s t  danym i o b c ię ż e n ia m i , n ie m e ch a n icz -  
ne uw arunkowane b y w a j?  z r e g u ły  Ja k im ś  p o s tu la te m  n a tu r y  g e o m e try c z n e j.  
Te o s t a t n ie  i n t e r e s u j ?  nas w m ech an ice  w w ypadkach  h y p e r s t a t y c z n y c h , w te 
dy  bowiem s ?  one znów p rz y c z y n ?  p o w sta w an ia  s i ł .  W ten  sposób  w obu wy
padkach  rz e c z  sp row adza s i ę  do r o z p a t r y w a n ia  d z i a ła n ia  s i ł .  N ie m n ie j po
d z i a ł  na dw ie  g ru p y  c h a r a k t e r y s t y c z n e  j e s t  i s t o t n y  d la  z a g a d n ie ń  m ech an i
k i  t e c h n ic z n e j  z powodu o d m i e n n e g o  w obu p rz yp ad k ach  schem a
tu  ro z w ię z y w a n ia .

S i ł y  z e w n ę t  r z n e ,  Ja k im  p o d le g a  u k ła d ,  d z ie l im y  na o b- 
c i ę ż e n i a  1 o d p o r y .  O dpory s ?  s i ł a m i  p o w ie rz ch n io w y m i, 
o b c ię ż e n ia  s ta n o w ię  s i ł y  p o w ie rz ch n io w e  i  o b ję to ś c io w e  (m aso w e ). Z a l i c z y ć  
te ż  do n ic h  możemy s i ł y  b e z w ła d n o ś c i ,  uw arunkowane p rz y s p ie s z e n ia m i c z ?-  
s t e k  u k ła d u .

Weźmy pod uwagę w o to c z e n iu  dow olnego  p unktu  0 p o w ie rz c h n i o g ra n i-  
c z a ję c e j  u k ła d  j a k i e ś  o b c ię ż o n e  p o le  A A .  Wiadomo nam j e s t .  Ze s i ł y  
d z i a ł a j ę c e  na to  p o le  r e d u k u j?  s i ę  w n a jo g ó ln ie js z y m  wypadku do j a k i e j ś  
s i ł y  A P  i  j a k ie g o ś  momentu (p a r y  s i ł )  A K . Z ak ła d am y , Ze n a tu ra  s i ł  
p o w ie rz ch n io w y c h  j e s t  teg o  r o d z a ju ,  Ze różna od z e ra  j e s t  t y lk o  je d n a  z

A p A
g r a n ic  sto su nkó w  i  ^ , a m ia n o w ic ie .  Ze j e s t :

l im  ^  » p f  O , n a to m ia s t  l im  = O.
A A —  0 A A — 0

W ie lk o ś ć  p nazywamy n a t ę ż e n i e m  s i ł y  p o w i e r z 
c h n i o w e j  w uważanym m ie js c u  0 lu b  te ż  s i ł ?  o d n i e -  
s i o n ?  d o  (p o m y ś la n e j)  j e d n o s t k i  p o l a  w tymże 
m ie js c u .  S i ł a  p o w ie rz ch n io w a  J e s t  w powyższym s e n s ie  s i ł ?  r  o z ł  o Z o- 
n ? ;  ne e le m e n ta rn e  p o le  dA p rz yp a d a  s i ł a  p .d A . Zna jom ość  w ie l k o ś c i  p 
p o zw a la  na odw ró t z red u kow ać  o b c ię ż e n ie  sk o ń cz o n e j p o w ie rz c h n i do s i ł y  
i  momentu. Gdy odnośne p o le  j e s t  m ałe w p o ró w n an iu  z polem  o g ra n ic z a ję c y m  
c a ł y  u k ła d ,  a p z n ik a  poza tym polem , r e z u lt a te m  r e d u k c j i  j e s t  tzw . po-
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w ie rz c h n io w a  s i ł a  lu b  p o w ie rz c h n io w y  moment s k u p i o n y .  T a , w  me
c h a n ic e  u k ład ó w  s z ty w n y c h , n a d e r  p o ż y te c z n a  a b s t r a k c j a  j e s t  w m e ch an ice  
u k ład ów  o d k s z t a łc a ln y c h  o s o b l iw o ś c ią  p r z y s p a r z a ją c ą  w ie le  k ło p o tó w . Wyzna
c z e n ie  p raw dz iw eg o  p o la  j e j  d z i a ł a n ia  wymaga r o z p a t r z e n ia  p rob lem u  s ty k u  
dwóch c i a ł  r z e c z y w is t y c h ;  o b ecn o ść  j e j  pow oduje w y b itn e  lo k a ln e  o s ł a b i e 
n ie  m a t e r ia łu  u k ła d u .

Weźmy z k o l e i  pod uwagę w o to c z e n iu  dow o lnego  p unk tu  0 , położonego we
w n ą trz  u k ła d u ,  j a k ą ś  o b ję to ś ć  i  i )  . S i ł y  d z i a ł a j ą c e  na p rz y n a le ż n ą  te j ob
j ę t o ś c i  masę re d u k u ją  s i ę  do j a k i e j ś  s i ł y  A Q  i  j a k ie g o ś  momentu A L . 
Tu ró w n ie ż  z a k ła d a  s i ę ,  że t y lk o  je d e n  ze s to sunków  ma g r a n ic ę  ró żną  od 
z e r a ,  a t o .  ż e :

l im  = q  ̂ o i W p r z e c iw ie ń s t w ie  do te g o ,  ż e :
Aił 

A l> ^  0

lim = °-
A Q-» 0

Będ z iem y re s p e k to w a ć  te g o  ro d z a ju  ro z p o w sze ch n io n e  w n auce  m e ch a n ik i 
z a p a t r y w a n ie ,  ja k k o lw ie k  n ie  j e s t  ono zaw sze s łu s z n e .  Wiadomo j e s t  bowiem 
że d z i a ł a n ia  e le k t ro m a g n e ty c z n e  p row adzą do p o ję c ia  n a tę ż e n ia  momentu ma
sow ego ; w te n  sp osób  z a g a d n ie n ie  np . rów now ag i i g i e ł k i  m a g n e tycz n e j u ch y 
l a  s i ę  od n as z y ch  b adań . W ie lk o ś ć  q nazywamy n a t ę ż e n i e m  s i 
ł y  o b j ę t o ś c i o w e j  w ro zp a tryw an ym  p u n k c ie  0 lu b  te ż  s i-  
ł ą  o d n i e s i o n ą  d o  (p o m y ś la n e j)  j e d n o s t k i  o b j ę 
t o ś c i  w tym m ie js c u .  Z na jom ość  w i e l k o ś c i  q p o zw a la  z red u kow ać  s i 
ł y  o b ję to ś c io w e  s k o ń cz o n e j c z ę ś c i  u k ła d u  do s i ł y  i  momentu. Gdy o b ję to ś ć  
rozw ażana j e s t  m ała w p o ró w n an iu  z o b ję t o ś c ią  c a łe g o  u k ła d u , a q z n ik a  
poza tym małym o b sza re m , r e z u lta te m  r e d u k c j i  j e s t  o b ję to ś c io w a  s i ł a  lu b  
o b ję to ś c io w y  moment s k u p i o n y .

S i ł y  o b ję to ś c io w e  są p ro p o r c jo n a ln e  do o b ję t o ś c i  c z ą s t e k  u k ła d u . N ie 
k ie d y  c e lo w e  j e s t  ro z u m ie ć  pod n im i t y lk o  t e  z s i ł ,  k tó r e  pochodzą od 
o b e c n o ś c i p o l a ,  j a k  np . c ię ż a r  w ła s n y .  W tym w ypadku s i ł y  o b ję to ś 
c io w e , pochod zące  od czaso w ych  zm ian  p rz e m ie s z c z e ń , a w ię c  od p r z y s p ie 
sz eń  typ u  -— i t p . ,  w y d z ie la m y  w osobną g ru p ę  ja k o  s i ł y  b e z- 

d t ^
w ł a d n o ś c i .

S i ł y  z e w n ę trz n e  w y w o łu ją  wzmożone d z i a ł a n ie  s i ł  m ię d z y c z ą s te c z k o w y c h . 
In t e r e s u ją c ą  nas tu  nadw yżkę obejm ujem y mianem s i ł  w e w n ę t r z 
n y c h .

C z ą s t e c z k i ,  z k tó r y c h  zbudowana j e s t  m a t e r ia ,  m ają w ym iary l in io w e  r z ę 
du t y s ię c z n e j  c z ę ś c i  m ik ro n u . Tego samego rzędu  j e s t  t e ż  w zajem ny o d s tę p  
m o lek u łó w . Z a s ię g  ic h  wzajem nego d z i a ła n ia  w y n o s i o k o ło  s e t n e j  c z ę ś c i  m i
k ro n u . C e ś l i  w ię c  p rz e z  u k ła d  m a t e r ia ln y  wykonamy m yślow y p r z e k r ó j , to  za 
s ie d z ib ę  s i ł .  j a k im i  Je d n a  c z ę ś ć  u k ła d u  d z i a ł a  na d ru g ą , n a le ż y  p r z y ją ć  
w a rs te w k ę  w y m ie n io n e j o s t a t n io  g r u b o ś c i .  O e ś l i  za element p o w ie rz c h n i prze-
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k ro ju  p rz y jm iem y  kw ad ra t o boku Je d n e j  t y s ię c z n e j  m i l im e t r a ,  to i  ta k  g ru 
bość p ł y t k i  d z i a ł a n ia  b ę d z ie  m ała w p o ró w n an iu  do boku e le m e n tu . Pow yższe 
w z g lę d y  p o z w a la ję  nam, p odob n ie  j a k  w t e o r i i  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia ,  p r z y ję ć  
u ż y te c z n e  z a ło ż e n ie ,  że m a te r ia  j e s t  j e d n o l i t a ,  a n ad to  p r z y p is a ć  s iło m  
w ew nętrznym  ró w n ie ż  n a tu r ę  c i ę g ł ę  i  p o w i e r z c h n i  o-
w ę .

W e w n ę t r z n ę  s i ł ę  p o w i e r z c h n i o w ę  będz iem y 
n azyw ać k ró tk o  n a p r ę ż e n i e m .  Aby s o b ie  owo n a p rę ż e n ie  wyo
b r a z i ć ,  p rzeprow adzam y n a s tę p u ję c ę  o p e r a c ję  m y ś lo w ę : N ie ch  s i ł y  z e w n ę trz 
ne Z ^ , d z i a ł a j ę c e  na u k ła d ,  p o z o s ta ję  w równowadze ró w n ie ż  w sensie o g ó l 
n ie js z y m , w yrażonym  z asad ę  b e z w ła d n o ś c i.  W tedy  w równowadze p o zo sta je  t a k 
że u k ła d  m a t e r ia ln y .  P o n iew aż  J e s t  to  u k ła d  s t a ł y ,  p rz e to  każda d o w o ln ie  
o d c ię t a  je g o  c z ę ś ć  trw a  ró w n ie ż  w rów now adze. Gdy ta k  j e s t ,  to  s i ł y  d z ia -  
ł a j ę c e  na t ę  c z ę ś ć  p o z o s ta ję  ró w n ie ż  w rów now adze. Do s i ł  ty c h  z a l ic z a m y  
s i ł y  z e w n ę t rz n e , p rz y n a le ż n e  o d c ię t e j  c z ę ś c i  u k ła d u , ponad to  te  s i ł y , k tó 
r e  z a s tę p u ję  d z i a ła n ie  o d rz u co n e j c z ę ś c i  u k ła d u . Te o s t a t n ie  sę d la  c a ło 
ś c i  s i ł a m i  w e w n ę trz n ym i) d la  o d c ię t e j  c z ę ś c i  p r z y b r a ły  c h a r a k t e r  s i ł  zew
n ę t r z n y c h .  Ic h  o g ó ln a  suma S i  o g ó ln y  moment M dadzę s i ę  w yz n aczyć  z 
równań rów now ag i w y p is a n y ch  d la  o d c i ę t e j  c z ę ś c i  u k ła d u . Otóż uważamy, zgo 
d n ie  z z a ło ż e n ie m , że w i e l k o ś c i  S i  M pochodzę z r e d u k c j i  s i ł  e lem en 
ta r n y c h  ę  . dA ro z ło ż o n y c h  na p o w i e r z c h n i  wykonanego p rz e 
k r o ju .  Wyrazem p rz e p ro w a d zo n e j tu  k a l k u l a c j i  j e s t  r y s .  1 .2 .

R y s . 1 .2

S i ł ę  e le m e n ta rn ę  w o to c z e n iu  m ie js c a  O J e s t  g . dA. S i ł ę  t ę  r o z k ła 
damy na c z ę ś ć  O . dA - no rm a ln ę  do p o la  e le m e n ta rn e g o  dA i  na c z ę ś ć  
CdA - s ty c z n ę  do te g o ż  e le m e n tu .

W ie lk o ś ć  g nazywamy n a p r ę ż e n i e m  c a ł k o w i t y m ,
w ie lk o ś ć  <3 n a p r ę ż e n i e m  n o r m a l n y m ,  w ie lk o ś ć  z  n a- 
p r ę ż e n i e m  s t y c z n y m .  S ę t o  n a p rę ż e n ia  w p u n k c i e
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O,  p r z y n e l e ż n e  o r i e n t a c j i  n . P ra w ie  c a ł y  n asz  wy
s i ł e k  z m ie rz a  w m e ch an ice  u k ład ów  r z e c z y w is t y c h  do te g o ,  by w dowolnym 
p u n k c ie  d la  d o w o ln e j o r i e n t a c j i  w yznaczyć  w ła ś n ie  owe n a p rę ż e n ia  <3 , z 
Zbadamy o b e c n ie ,  ja k im  warunkom muszę one c z y n ić  z ad o ść  w poprawnym roz-  
w ię z a n iu  i  j a k  s i ę  one p r z e k s z t a ł c a j ę .

Za jm iem y s i ę  p ro s to p a d ło ś c ie n n y m  elem entem  w yod rębn ionym  z u k ła d u  ma
t e r i a ln e g o .  S i ł ę  o b ję to ś c io w ę  je d n o s tk o w ę  ro z ło ż ym y  na sk ład o w e  q , q ,

dq : s i ł y  b e z w ła d n o ś c i o d n ie s io n e  do je d n o s t k i  o b ję t o ś c i  w ynoszę 8 — *■,
32 32 9t5 -2-X, 6 — S ,  g d z ie  5 j e s t  g ę s to ś c ię  m a t e r i a łu .  M nożęc t e  s i ł y  je d -
d t^  d t^

nostkow e p rz e z  o b ję to ś ć  e le m e n tu  dx dy d z , o trzym am y s i ł y  składowe, d z ia -  
ł a j ę c e  na z a w a r to ś ć  e lem e n tu  w k ie ru n k u  o s i  p ro s to k ę tn e g o  u k ła d u  x , y ,  z .m
N a p rę ż e n ia  n o rm a ln e , d z i a ł a j ę c e  na o g r a n ic z e n ia  e le m e n tu , o tr z y m a ję  ro z 
m a ite  o z n a c z e n ia  0 , 0 ,  O , N a p rę ż e n ia  s t y c z n e  n a to m ia s t  o trz ym a ć  x y  z
muszę z  k o n ie c z n o ś c i  - p rz y n a jm n ie j  na r a z ie  - p odw ó jny w s k a ź n ik i  p i e r 
w szy  o zn acz a  o r i e n t a c j ę  p rz y n a le ż n e g o  p o la ,  t j .  in d e k s  o d n o śn e j n o rm a l
n e j , d r u g i  z a ś  o k r e ś la  ró w n o le g ło ś ć  do w ła ś c iw e j  o s i  p r z y ję t e g o  u k ła d u  
w s p ó łrz ę d n y c h . Mamy p rz e to  d la  n ap ręże ń  s ty c z n y c h  o z n a c z e n ia  z y z  * c z y ' 
t zx i  c x z , t:Xy i  Ty x - D e ś l i  n a p rę ż e n ia  o  , c  pomnożymy p rz e z  p r z y n a le ż 
ne im p o la ,  w ię c  d y d z , dzdx lu b  d x d y , o trzym am y s i ł y  p o w ie rz ch n io w e  
e le m e n tu . Na dwóch ś c ia n a c h  p r z e c iw le g ły c h  o n o rm a ln e j,  np . x , n a p rę ż e n ia  
ró ż n ię  s i ę  o p rz y n a le ź n ę  ró ż n ic z k ę  c z ę s tk o w ę , w ię c  o —  d x , d x . A na 
lo g i c z n ie  J e s t  w k ie ru n k a c h  y  i  z .

Musim y k o n ie c z n ie  p r z y ję ć  j a k ę ś  z asad ę  r e g u lu ję c ę  sp raw ę a l g e b r a 
i c z n y c h  z n a k ó w  n a p rę ż e ń . N a p rę ż e n ia  no rm a lne  możemy uważać 
za d o d a tn ie ,  gdy ic h  z w ro ty  sę  s k ie ro w a n e  na z e w n ę trz  e le m e n tu , t z n .  od 
ś c ia n  o g r a n ic z a ję c y c h  g o . Ta r e g u ła  J e s t  n ie w y s t a r c z a ję c a  d la  n ap ręże ń  
s t y c z n y c h .  P rz y jm ie m y  wobec te g o  t a k ę , k tó r a  j e d n o l i c i e  s łu ż y ć  może d la  
je d n y c h  i  d r u g ic h .

N a p rę ż e n ie  uważamy za  d o d a t n i e ,  gdy na ś c i a n ie  d o d a t 
n i e j  n o r m a l n e j  z e w n ę t r z n e j  ma k ie ru n e k  d o- 
d a t  n i  e j  o s i  u k ła d u  lu b  gdy na ś c ia n ie  u j e m n e j  n o r 
m a l n e j  z e w n ę t r z n e j  ma k ie ru n e k  u j e m n e j  o s i
u k ła d u j  w każdym p rzec iw nym  wypadku j e s t  n a p rę ż e n ie  u jem ne.

D la  i l u s t r a c j i  na r y s .  2 .2  zazn aczo n e  dwa n ie p e łn e  w a r ia n t y  w prow adzo
n ych  tu  w i e l k o ś c i  i  o z n a cz eń . W s z y s tk ie  w ie l k o ś c i  z azn aczo n o  j a k  d o d a t
n ie .  D la  u p ro s z c z e n ia  oznaczono
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R y s . 2 .2

D la  p r z e j r z y s t o ś c i  z a ś  n ie  zaznaczono  p rz y  n a p rę ż e n ia c h  Ja k o  mnożników 
m p rz y n a le ż n y c h  im p ó l d yd z , dzdx , d x d y , a p rz y  qx m nożnika dxdydz .

S i ł y  d z i a ł a j ę c e  na e lem en t muszę c z y n ić  zad ość  s z e ś c iu  warunkom równo
w a g i.  Z t r z e c h  równań momentów w yp iszem y tu  to  względem p r o s t e j  ró w n o le g 
ł e j  do os i  x i  p rz e c h o d z ę c e j p rz ez  ś ro d e k  e le m e n tu . Zw ażyw szy , że s i ł y  
r ó w n o le g łe  i  p r z e c in a ję c e  s i ę  z t ę  o s ię  d a ję  zerow e m om enty, sk o rz y s ta m y  
z le w e j  c z ę ś c i  r y s .  2 .2  i  n a p isz e m y :

( c y z  + v y z )  • d x d z  • ^  -  K y  + ^ Z y ) d x d y  * H  "  ° -

A n a lo g ic z n e  ró w n an ia  można n a p is a ć  d la  dwóch p o z o s ta ły c h  o s i .  Po uza 
s a d n io n y ch  p o m in ię c ia c h  o trzym u jem y  s tę d  r e z u l t a t  i

T yz  "  c z y  = c x ' T zx “  c xz “  c y- c x y “ c y x = c z ‘ ( l ' 2 )

r e d u k u ję c y  l i c z b ę  n ie z a le ż n y c h  n ap rę żeń  s ty c z n y c h  do t r z e c h .  O k a z a ło  s i ę  
bow iem , że  n a p rę ż e n ia  s t y c z n e ,  ró ż n ię c e  s i ę  t y lk o  p o rzęd k iem  w sk aź n ik ó w , 
sę w z a jem n ie  rów ne. Możemy to  t w i e r d z e n i e  o r ó w n o 
w a r t o ś c i  o d p o w i a d a j ę c y c h  n a p r ę ż e ń  s t y c z 
n y c h  w y r a z ić  n a s tę p u ję c o .  N a p rę ż e n ia  s t y c z n e ,  w dwóch p ro s to p a d ły c h  
p r z e k r o ja c h ,  s k ie ro w a n e  p ro s to p a d le  do ic h  k ra w ę d z i p r z e c ię c i a ,  sę w z a je 
m nie rów ne. W z w ię zk u  z powyższym z re z y g n o w a liś m y  w ( l . 2 )  z podw ó jnych  
w sk a ź n ik ó w , z a e tę p u ję c  j e  indeksem  u z u p e łn ia ję c y m  p o jed yn czym .

W a rto  z a z n a c z y ć , że pow yższy p r o s t y  r e z u l t a t  z aw d z ięczam y z a ło ż e n iu  
n ie o b e c n o ś c i  o b ję to ś c io w e g o  momentu, na k t ó r y  to  s z c z e g ó ł z w r ó c i l i ś m y  Ju ż  
ra z  uw agę. P r z y  tak im  z a ło ż e n iu  s t a n  n a p i ę c i a  w dowolnym
p u n k c ie  c i a ł a  o zn acz o n y  j e s t  s z e ś c iu  n ie z a le ż n y m i sk ła d o w y m i, a m iano w i
c i e  trze m a  n a p rę ż e n ia m i n o rm a ln ym i i  trzem a s ty c z n y m i.

Z a d a n ie  1 .2 . W pewnym, sym etryczn ym  względem  p ła s z c z y z n y  z = O u k ła 
d z ie ,  w s y m e t r y c z n ie  względem  t e j ż e  p ła s z c z y z n y  p o ło ż o n ych  p rz e k ro ja c h  o 
s y m e t r y c z n ie  d o b ran ych  n o rm a ln ych  n a p rę ż e n ia  sę ró w n ie ż  względem  t e j  p ła 
s z cz y z n y  s y m e try c z n e . Dak s i ę  z ach o w u ję  fu n k c je  o k r e ś la j ę c e  o , c  względem 
z m ie n n e j z .
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O dpow iedź 1 .2 . F u n k c je  o k r e ś la j ą c e  n a p rę ż e n ia  c x , O , d z . z z sę
p a rz y s te ,  o k r e ś la j ą c e  z a ś  n a p rę ż e n ia  t  z  - n ie p a r z y s t e  w z m ien n e j z.x y

Z t r z e c h  rów nań s i ł  n ap iszem y t u t a j  to  d la  o s i  x . Zw ażyw szy , że s i ł y  
p ro s to p a d łe  do n i e j  d a ją  zerow e r z u t y ,  s k o rz y s ta m y  z p ra w e j c z ę ś c i  r y s .  
2 .2  i  n a p is z e m y :

(o'x - a x )d y d z  + (z'z - r z )dzdx  + (c 'y  - c y )d x d y  + qx dxdydz = 0 .

A n a lo g ic z n e  ró w n a n ia  można w y p is a ć  d la  k ie ru n k ó w  y  i  z . Po u p ro s z 
cz e n iu  z n a jd z ie m y :

d ż in y  m e ch a n ik i u k ład ó w  o d k s z t a łc a ln y c h  w inno  c z y n ić  zad o ść  powyższym ró 
wnaniom .

S ta n  n a p ię c ia  j e s t  j e d n o r o d n y ,  gdy w s z y s t k ie  sk ład o w e  ó ,c  
są w o b rę b ie  c a łe g o  u k ła d u  s t a ł e :  gdy sk ła d o w e  są fu n k c ja m i m ie js c a ,  n a 
zywamy s ta n  n a p ię c ia  n i e j e d n o r o d n y m .  Z równań (2 . 2 )  w y n i 
k a , że k o n ie cz n ym , le c z  n ie w y s ta r c z a ją c y m  w arunk iem  i s t n i e n i a  s ta n u  j e d 
norodnego j e s t  n ie o b e c n o ś ć  s i ł  masowych q. W ie le  m y ś l i  p o ś w i ę c i l i  b ada 
cze la b o ra to r y jn e m u  k o n s tru o w a n iu  s tan ó w  je d n o ro d n y c h . Z n ic h  t y lk o  można 
w ysnuć n a le ż y t e  w n io s k i  o z ach o w an iu  s i ę  m a t e r i i  w p ro c e s a c h  m e ch a n icz 
n ych . N i e s t e t y  d a ją  s i ę  one r e a l iz o w a ć  t y lk o  w n ie l i c z n y c h  w yp ad k ach ; w 
p r z y r o d z ie  p ra w ie  n ie  i s t n i e j ą .

K ie ru n k o w i x p r z y n a le ż y  n a p rę ż e n ie  n o rm a ln e  o i  s t y c z n e  r  = z t   x y zV 2 2 2a x * z z * r y- O znacza to  - j a k  ju ż  w iem y - że j e 
ś l i  w badanym p u n k c ie  O n a p ię te g o  u k ła d u  wykonamy w m y ś l i  p r z e k r ó j  o nor
m a ln e j x ,  to  s tw ie rd z im y  w nim t a k i e  w ła ś n ie  n a p r ę ż e n ia .  A n a lo g ic z n ie  
j e s t  z k ie ru n k a m i y  i  z . S t a n  n a p ię c ia  w p u n k c ie  0 j e s t  o k r e ś lo n y ,  
gdy dana tam j e s t  s z ó s tk a  sk ła d o w y ch  O x , p y , o z , Z x - t y - t z • Rozu 
miemy to  t a k ,  że  zna jom ość  t e j  s z ó s t k i  p o zw a la  nam o b l i c z y ć  n a p rę ż e n ia  o ;r
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d o w o ln e j o r i e n t a c j i  n w p u n k c ie  O. O b l ic z a n ie  z m ie rz a ję c e  do teg o  c e lu  
nazywamy p r z e k s z t a ł c e n i e m  sk ład o w ych  s ta n u  n a p ię c ia .

A żeby  dokonać t e j  t r a n s f o r m a c j i ,  p rzeprow adzam y n a s tę p u ję c ę  s p e k u la c ję  
m y ś lo w ę : W Ja k im k o lw ie k  innym  p rz e k ro ju  ró w n o leg łym  do p o p rze d n ie g o  z n a j 
d z iem y te  same O , v  , j e ś l i  s ta n  n a p ię c ia  j e s t  je d n o ro d n y . W tedy  je d n a k
t r z e b a  k o n se k w e n tn ie  p r z y j ę ć ,  że s i ł y  masowe n ie  i s t n i e j ę .  P r z y  t a k i e j
k o n c e p c j i  z a g a d n ie n ie  p r z e k s z t a łc e n ia  zam ien iam y na z a g a d n ie n ie  rów now agi 
dow o lnego  e le m e n tu  skończonego  pod d z ia ła n ie m  je d y n ie  s i ł  p o w ie rz c h n io 
w ych , a m ia n o w ic ie  p o ch o d zęcych  od n a p rę ż e ń . R ozw ażan ie  przeto rzędu  owych 
e w e n tu a ln y c h  s i ł  masowych - k tó r e  ta k  c z ę s to  spotykam y u w ie lu  a u to ró w  - 
j e s t  w powyższym o ś w ie t le n iu  n ie  t y lk o  zbęd ne , a le  w o g ó le  f a łs z y w e ,  w
i s t o c i e  sw e j bowiem z a g a d n ie n ie  t r a n s f o r m a c j i  j e s t  czymś z g o ła  r ó ż 
n y m  od z a g a d n ie n ia  ró w now ag i.

R ye . 3 .2

Rozważmy te d y  równowagę s i ł  d z ia ła j ę c y c h  na c z w o ro ś c ia n  j a k  na r y s . 3 .2 . 
Możemy d la  p r o s t o t y  p r z y j ę ć ,  że p o le  t r ó jk ę t n e  p rz y n a le ż n e  n o rm a ln e j n wy
n o s i  1 . W ted y  p o la  t r ó jk ę t n e  o d c ię t e  na p ła s z c z y z n a c h  u k ład u  o d n ie s ie n ia  
x , y ,  z w ynoszę po p r o s t u :  nx , ny , nz> c z y l i  sę l i c z e b n ie  równe odnośnym 
dostawom k ie ru n kow ym . 2 pom nożenia  nap rężeń  c a łk o w it y c h  p rz ez  p rz y n a le ż n e
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p o la  o trz ym an y  s i ł y .  W arunek  rów now ag i w p o s t a c i  w e k t o r i a ln e j  da
j e :

ę n = e x"x  + C y ny  + e z • nz *

N ie k tó r z y  a u to r z y  n az yw a ją  u tw ó r ,  p o w s ta ły  z p rz yp o rz ą d k o w a n ia  k ie r u n 
kom p r z e s t r z e n i  s k a la r ó w  je d n o r o d n ie  - l in io w o  z a le ż n y c h  od d o staw  k i e 
ru n kow ych , w ek to rem . C i sam i w ted y  n a z y w a ją  u tw ó r , p o w s ta ły  z p rz y p o 
rz ą d k o w a n ia  k ie ru n kom  p r z e s t r z e n i  w ek to ró w  je d n o r o d n ie  - l in io w o  z a le ż 
nych od d o s taw  k ie ru n k o w y c h , ten so re m . Z tym d rug im  w ypadkiem  w ła ś n ie  s i ę  
tu  s p o tk a l iś m y  - j a k  na to  w sk a z u je  o s t a t n i  r e z u l t a t .

Zyskam y na w y r a z i s t o ś c i ,  j e ś l i  pow yższe ró w n a n ie  w ek to ro w e  ro z b ije m y  
na t r z y  s k a la r o w e .  Zważm y, że g x n ie  j e s t  ró w n o le g łe  do x > f i n n ie  J e e t 
ró w n o le g łe  do n . W p ro w ad zen ie  sk ła d o w ych  ró w n o le g ły c h  do o s i  u k ła d u  z 
zachow aniem  o z n a c z e n ia  g w ym aga łoby w p ro w ad zen ia  p odw ó jnych  znaczków . 
U n ik n iem y  i c h ,  w p ro w ad za jąc  z powrotem  o z n a c z e n ia  o  , c , n ad to  p = Q n .

Z n a j d z ie m y :

p = O n = T  n + r n  Mx x x  z y  y  z

P y  “  V x  + ° y ny  + ^ x "z  ( 3 -2 )

Pz "  V *  + r x ny  + e z nz

R ów nan ia  ( 3 . 2 )  są  d o k ła d n ie  ta k  samo zbudowane j a k  ró w n a n ia  ( l O . l )  w 
t e o r i i  o d k s z t a łc e n ia .  I s t o t n i e ,  w ted y  s t a n  n a p ię c ia  w dowolnym  punkcie c ia 
ł a  o k r e ś lo n y  J e s t  t e n s o r e m  n a p i ę c i a .

W iadomo ju ż  nam J e s t , że sk ła d o w e  6 , v  muszą w ew n ą trz  u k ła d u  c z y n ić  
z ad o ść  równaniom  różn iczkow ym  ( 2 . 2 ) .  D odajm y, że na p o w ie rz c h n i o g r a n i 
c z a ją c e j  u k ła d  muszą one c z y n ić  z ad o ść  w a r u n k o m  b r z e g o 
w y m ,  to  z n a c z y  - muszą b yć  one tam zgodne z danym i tem atem  z a g a d n ie 
n ia  o b c ią ż e n ia m i,  a w ię c  pewnym i s i ł a m i  p o w ie rz ch n io w y m i. W w a rs te w ce  
p rz y b rz e ż n e j  n ie  mogą p rz e to  n a p rę ż e n ia  6 , T  p rzy jm ow ać  do w o ln ych  w a r
t o ś c i ,  le c z  na z a s a d z ie  ró w n o ś c i d z i a ł a n ia  i  o d d z ia ły w a n ia  o b licz o n e  z ic h
b rzegow ych  w a r t o ś c i  w y ra ż e n ia  p , p , p muszą być  równe sk ładow ym  ob-x  y  z
c ią ż e n ia  p o w ie rz ch n io w e g o . Tego ro d z a ju  w a ru n k i b rzegow e nazywamy w a- 
r u n k a m i  o b c i ą ż e n i a .  D e ś l i  zatem  n ^ , n^ , nz o z n a c z a ją  
d o s taw y  k ie ru n k o w e  n o rm a ln e j z e w n ę t rz n e j b rz e g u , to  ró w n a n ia  ( 3 . 2 )  są  wa
runkam i o b c ią ż e n ia .

Z a d a n ie  2 .2 . U k ład  p ry z m a ty c z n y , o tw o rz ą c y c h  ró w n o le g ły c h  do o s i  z i  
o g ra n ic z o n y  p rz e k ro ja m i p ro s to p a d ły m i do t e j  o s i ,  o b c ią ż o n y  J e s t  t y lk o  na 
owych p rz e k r o ja c h  ko ń cow ych . Pod ać  w a ru n k i b rzegow e.
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O dpow iedź 2 .2 . Na p o b o c z n ic y  j e s t  n2 = O . P x = P y  = P2 = O , c z y l i  
n + z  r\ ■ O, z  n + o n  = O, o n  + r v n = O . Na o g ra n ic z e n ia c h

A a  y  ł  a y  y  y  X X a

końcowych j e s t  n = n = O , n - 1 , c z y l i  r  = p , r  = p . O = p .
a  y  ^  y  *  a  y  z  z

Z a d a n ie  3 .2 . Podać m ech an iczn ą  i  g eo m etrycz n ą  i n t e r p r e t a c j ę  w arunku
O n  + T v n = 0  z z a d a n ia  2 .2 .  

y  x  x y
Odpow iedź 3 .2 . M ech an icz n a  i n t e r p r e t a c j a  w ym ien io neg o  w arunku  b rz m i: 

W k ie ru n k u  o s i  z p o b o cz n ica  u k ła d u  n ie  j e s t  o b c ią ż o n a .  D la  z n a le z ie n ia  
w y ja ś n ie n ia  g eo m etryczn eg o  zważmy na tw ie r d z e n ie  o ró w n o w a r to ś c i o d pow ia 
d a ją c y c h  n ap rę że ń  s ty c z n y c h  i  n a k re ś lm y  Z x i  T y  p rz y  b rzeg u  d o w o ln e 
go p rz e k r o ju  z = s t a ł e j  j a k  na r y s .  4 .2 .  N ie c h  n o rm a ln a  w dowolnym punk
c i e  k o n tu ru  z a w ie r a  z o s ią  x k ą t a  . W ted y  sk ład o w a  c a łk o w ite g o  n a p rę 

ż e n ia  s ty c z n e g o  z  = Y r  x + w k ie ru n k u  n w yn o s i z  cosd . + T  s i n a  ,x y  y  x
c z y l i  w ła ś n ie  t; n + r  n W ed ług  z a ło ż e n ia  ma ona w y n o s ić  z e ro .  Zatemy  x  x  y
i n t e r p r e t a c j a  g eo m etrycz n a  b rz m i: C a łk o w it e  n a p rę ż e n ie  s t y c z n e  z  w każ 
dym p u n k c ie  b rzeg u  m usi m ieć  k ie ru n e k  s s t y c z n y  do n ie g o .  Z w ro ty  d o d a t
n ie  d la  Z x i  T y  w m ie js c u  wskazanym na le w e j  c z ę ś c i  r y s .  4 .2  n ie  są 
tam m o ż liw e . N a p rę ż e n ia  t e  są tam odm iennych  znaków , Ja k  w p ra w e j c z ę ś c i  
r y s .  4 .2 .

Zgodność fo rm a ln a  równań ( l O . l )  i  ( 3 . 2 )  po zw a la  w s z e lk ie  in n e  ro zw aża 
n ia  z n a k o m ic ie  u p r o ś c ić .  W tym c e lu  n a le ż y  t y lk o  w odnośnych  w zo rach  t e o 
r i i  o d k s z t a łc e n ia  w s ta w ić  w m ie js c e  l i t e r y  8 l i t e r ę  O t u d z ie ż  z am ia s t  
w i e l k o ś c i  ^  y  w ie lk o ś ć  Z  ; w s k a ź n ik i  n a le ż y  z a trz y m a ć  bez z m ian y . S t r e 
szczam y s i ę  p r z e t o , jw zam ian  c e lo w o  rz e c z  u z u p e łn ia ją c  in n y m i s z c z e g ó ła m i. 

N a p rę ż e n ie  c a łk o w i t e  p o r i e n t a c j i  n o k re ś lo n e  j e s t  r e l a c j ą :

( 4 . 2 )
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Oego sk łado w ą  n o rm a ln ą  d a ją  w z o ry  (5 . 2 )  lu b  ( 6 . 2 )  :

0 = px "x  + pyny  + pz nz ’ ( 5 ' 2 )

O = 0 xn2 + O y ny  + o z n2 + 2c xny nz + 2Ty nz nx + 2y x ny  . ( 6 . 2 )

Sk ład o w ą  s ty c z n ą  w yz n aczyć  można z ( 7 . 2 )  lu b  ( 8 . 2 ) ,  a t o :

Z 2 = p2 - O 2 , (7 .2 )

* 2 - ( P y nz - Pz ny ) 2 + (p z nx - P xnz ) 2 ♦ (p xny  - py nx ) 2 (8 . 2 )

O ej o r i e n t a c j ę  m o k r e ś la j ą  d o s taw y  k ie ru n k o w e  mx , my , mz , a t o :

x m x "  ( o x - ° ) n x + T zny  + * y nz ,

T  my = 'c z mx + ( ° y  "  0 ) n y  + ' x nz >

Tmz = T y mx + x x my ♦ (d z - o ) n z .

N a p rę ż e n ia  n o rm a ln e  g ł ó w n e  ^ i  • ^ 2 *  ° 3  p i e rw i a 9 t kam i ró 
w n a n ia  k u b ic z n e g o :

(5 3 - s ó 2 + 8 0  - s " .  o . (1 0 .2 )

g d z ie  n i e z m i e n n i k i  s , s ,  s "  t e n s o r a  n a p r ę -
ż e ń  w ynoszą :

s ' "  ° x  + ° y  + ° z

s' “  ° y ° z  + ° z ° x  + p x °y  "  r x “  T y  * T z ’ ( l l *2 )

s" = o xo y oz ♦ 2 r xxy r z - Oxr 2 - o yx J  - 0 z t 2 .

Z n ie z m ie n n ik ó w  ty c h  tw o rz y ć  możemy te ż  in n e ,  j a k  np . zaw sze d o d a tn i :  
s 2 - 2 s', b a rd zo  c z ę s to  p o ja w ia ją c y  s i ę  ró w n ie ż  s t a l e  d o d a t n i :  s - 3 s ,
w r e s z c ie :  s 2 - 4 s' p rz y  s" = 0 ró w n ie ż  d o d a tn i .  N ie z m ie n n ik  s o d g ry 
wa m ałą r o l ę .  P r z y n a le ż n e  t r z y  w z a jem n ie  p r o s to p a d łe  k i e r u n k i
g ł ó w n e  s ta n u  n a p ię c ia  p o d a ją  f o r m u ły
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b = b x  +  b y  + bz » ( 1 2 . 2 )

b x = ( o y- o ) ( o z- o )- c x . by  = (o 2- o ) ( ó x - ó )- c y , b2 = (o x- o ) (o y -o ) - c z ,

w k tó r y c h  k o le jn o  w m ie js c e  o n a le ż y  w s ta w ić  ó 1 , c>2 , O j .  N a p rę ż e n ia
g łów ne sę ek s trem am i f u n k c j i  o o k r e ś lo n e j  wzorem ( 6 . 2 ) .

W każdym p u n k c ie  u k ła d u , w k tó rym  i s t n i e j e  n ie je d n o ro d n y  s ta n  n a p ię 
c i a ,  w yzn aczyć  możemy t r z y  k ie r u n k i  g łów ne w sposób  o s t a t n io  wskazany. Wy
obraźm y s o b ie ,  że o p e r a c ję  tę  w y k o n a liś m y  w pewnym, z r e s z t ę  d o w o ln ie  wy
branym  p u n k c ie  P .  P rz e jd ź m y  od p unk tu  P ,  p o su w a ję c  s i ę  o k r ó t k i  o d c in e k  
A s  w jednym  z k ie ru n k ó w  g łów nych  do p unk tu  s ę s ie d n ie g o  P 1. W p u n k c ie  P 1 
s tw ie rd z im y  in n y  s ta n  n a p ię c ia ,  a zatem  in n e  ró w n ie ż  k ie r u n k i  g łó w n e . 
P rz e jd ź m y  te d y  od p u nk tu  P 1 do s ę s ie d n ie g o  P" , p o su w a ję c  s i ę  o m ały od
c in e k  A s' w nowym, n a jm n ie j  od p o p rz e d n ie g o  o d ch y lo n ym , k ie ru n k u  g łów 
nym. O p e ra c ję  pow yższę k o n tyn uu jem y d a l e j .  G r a n ic ę  o trzym anego  w ie lo b o k u  
s ta n o w i k rz y w a , zwana t r a j e k t o r i ę  n a p rę ż e n ia  g łów nego lu b  w ed ług  p ro p o zy 
c j i  Lamego iz o s t a t ę .  Zatem  iz o s t a t a  p o s ia d a  t ę  w ła s n o ś ć ,  i ż  s t y c z n a ,  na
k r e ś lo n a  w dowolnym j e j  p u n k c ie ,  w sk a z u je  k ie ru n e k  n a p rę ż e n ia  g łów nego w 
tymże p u n k c ie .  W idoczne  j e s t ,  że p rz e z  każd y  punkt u k ład u  p rz ech o d zę  t r z y  
o r t o g o n a ln ie  p r z e c in a ję c e  s i ę  t r a j e k t o r i e .

Z a d a n ie  4 .2 . K ie d y  t r a j e k t o r i e  n ap rę że ń  g łów nych  sę l i n i a m i  p ro s ty m i?

O dpow iedź 4 . 2 . Z p e w n o śc ię  w te d y ,  gdy s ta n  n a p ię c ia  j e s t  je d n o ro d n y . 
O g ó ln ie  z a ś  w te d y ,  gdy sk ładow e s ta n u  n a p ię c ia  sę te g o  ro d z a ju  fu n k c ja m i 
m ie j s c a ,  i ż  d o s taw y  k ie ru n k o w e  o k re ś lo n e  w zoram i (1 2 .2 )  n ie  z a le ż ę  od 
m ie j s c a ,

Gdy s" jŁ 0 , w s z y s tk ie  t r z y  n a p rę ż e n ia  g łów ne sę różne  od z e r a ,  a s ta n  
n a p ię c ia  j e s t  t r ó j o s i o w y ,  c z y l i  p r z e s t r z e n n y .
Gdy s "  = 0 , s1 0 je d n o  z n ap rę żeń  g łó w n ych  j e s t  ze rem , a s ta n  n a p ię 
c i a  j e s t  d w u o s i o w y  c z y l i  p ł a s k i .  Gdy s "  « 0 ,  s ' = 0 , 
s f  O je d n o  t y lk o  n a p rę ż e n ie  g łów ne j e s t  ró żne  od z e r a ,  a s ta n  n a p ię c ia  
j e s t  j e d n o o s i o w y  c z y l i  l i n i o w y .

W a rto  p rz y  t e j  sp o s o b n o ś c i z w ró c ić  uwagę na p ew ien  znany  z a lg e b r y  
f a k t .  Gdy w s z y s tk ie  t r z y  p ie r w i a s t k i  ró w n an ia  s to p n ia  t r z e c ie g o  sę l i c z 
bami r z e c z y w is t y m i,  n ie  dadzę s i ę  one b e z p o ś re d n io  w y ra z ić  p rz y  pomocy
w sp ó łcz y n n ik ó w  teg o  ró w n a n ia . Zatem  w wypadku ogólnym  s "  ̂  0 ,  aby zna 
le ź ć  n a p rę ż e n ia  g łów ne o  ̂ , 0 2 , 0 ^ , musimy zn ać  w p ro st 1 i  c z e b-
n e w a r t o ś c i  n ie z m ie n n ik ó w  s ,  s\ s ” . G es t to  p rz y c z y n ę  pewnych k ło p o 
tów .



Z a d a n ie  5 .2 . Dane sę n ie l i c z e b n e  w a r t o ś c i  n ie z m ie n n ik ó w  s ,  s'; ponad to  
wiadom a j e s t  w a r to ś ć  Oq jed n e g o  n a p rę ż e n ia  g łów neg o . W yznaczyć  pozo
s t a ł e  dwa O ^, Og i  uporzędkow ac w s z y s tk ie  t r z y  w ed ług  w ie l k o ś c i .

O dpow iedź 5 .2 . Czw orom ian le w e j  s t ro n y  ró w n a n ia  (1 0 .2 )  j e s t  p o d z ie ln y  
p rz e z  dw um ian: 6 - 0  a lb o w iem  z g o d n ie  z tek s tem  z a c h o d z i rów ność d 3 -

2 i 0- s . O + s ' <5 - s "=  O. Po p o d z ie le n iu  i  p rz y ró w n a n iu  do z e ra  o trz y m u je -o o 2 ( 2
my ró w n a n ie  d ru g ie g o  s t o p n ia :  o - ( s  - 0Q)ó  + ( s' - s 00 + 0 Q) = O, a s tę d
p o z o s ta łe  n a p rę ż e n ia  g łó w n e :

2

d la  k tó r y c h  w id o c z n ie  j e s t  O •=- O g . Z a d a n ie  sp row adza s i ę  o b e c n ie  do
u m ie js c o w ie n ia  w t e j  n ie ró w n o ś c i  w ie l k o ś c i  0 Q. R o z w ię z u ję c y  p o w in ien
d o jś ć  do n a s tę p u ją c e g o  r e z u l t a t u :  Gdy s ' - 2 s ó Q * 3 o o »  O n ad to  s ^ 3 <5o5
j e s t  6 o 5» Oj  ̂ 0 2 ; gdy s 1 - 2 s o q + 3oQ > 0 ,  n ad to  s ■«= 3oq j e s t  o1 >■
<5 „  &  O : gdy w r e s z c ie  s ' - 2s0  + 3o!l -= O, to  n ie z a le ż n ie  od s 3 o „2 o 3 0 0 O

j e s t  o  ̂ >  o Q >  <5 .̂ P rz yp a d e k  s = 3oq n a le ż y  do n ie rów nośc i s' - 2 só Q + 
+ 3 o 2 < O, c z y l i  ó« O >  O «» gdy je d n o c z e ś n ie  s ' - 2 sc r + 3 ck = O,O 1 O 2 O O
n ad to  s = 3 cS , j e s t  ó* = (3 = ó 0 .O 1 0  2

Z a d a n ie  6 . 2 . S t a n  n a p ię c ia  j e s t  dw uosiow y. R o z s trz y g n ę ć  z n a k i a lg e 
b r a ic z n e  n ap rę że ń  g łó w n y c h .

O dpow iedź 6 .2 . O dpow iedź z a w a r ta  j e s t  w poprzedn im  z a d a n iu ;  n a le ż y  tam 
p o ło ż y ć  o Q «■ O. N a p rę ż e n ia  g łów ne w yn o szę :

°1 " V  V ° z ) 1
2

O la  s'^- O, n ad to  8 < 0 ,  j e s t  O 5» d la  s ' ^ 0 ,  n ad to  s > 0,
j e s t  O  ̂ 02 3* 0 ; d la  s ' < 0  n ie z a le ż n ie  od s - S ; O j e s t  O j S - 0 ^ 6^ .
N ie  n a le ż y  z ap o m in ać , Ze s"=  O , d z ię k i  czemu w y ra ż e n ie  p o d p ie r w ia s tk c -  
we j e s t  d o d a tn ie .

Z d a rz a  s i ę .  Ze s ta n  n a p ię c ia  j e s t  dw uosiow y w o b rę b ie  c a łe g o  u k ła d u . 
Tak j e s t  np . w c z ę s to  p o ja w ia ję c y m  s i ę  w t e c h n ic e  w ypadku , gdy u k ła d  o g ra 
n ic z o n y  j e s t  dwiema ró w n o le g ły m i p ła s z c z y z n a m i, k tó r y c h  o d d a le n ie  j e s t  
m ałe w p o rów nan iu  do in n y ch  w ym iarów  ta k  p o w s ta łe j  t a r c z y ,  o b c ię ż e n ia  z aś  
le ż ę  w p ła s z c z y ź n ie  t e j  t a r c z y ,  c z y l i  qz = 1 , pz = O. W każdym p u n k c ie
p ła s z c z y z n  o g r a n ic z a j  ę cych  j e s t  Z = z  = O = O , t  j . s = O, c z y l i  wx y  i
k a ż d y m  p u n k c ie  u k ła d u  i s t n i e j e  dw uosiow y s ta n  n a p ię c ia .  W tak im  
wypadku mówimy o p ł a s k i m  z a g a d n i e n i u  n a p i ę 
c i a .

P o n iew aż  p ła s k ie  s t a n y  o d g ry w a ję  ważnę r o l ę ,  ro z p a trz ym y  j e  tu  sz cz e 
g ó ło w o , mimo iż  z a w a rte  sę  one w t e o r i i  o g ó ln e j ,  ju ż  p r z e d s ta w io n e j .  Zgo
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d n ie  z powyższym o k re ś le n ie m  je d y n y m i różnym i od z e ra  sk łado w ym i są i , 
O y, c z . Rów nan ia  rów now ag i ( 2 . 2 )  i  w a ru n k i b rzegow e (3 . 2 )  re d u k u ję  do 
dwóch. N a p rę ż e n ia  O , c  d o w o ln e j o r i e n t a c j i  n otrzym am y ze wzorów
(6 . 2 )  i  ( 8 . 2 ) ,  k ła d ę c  w n ic h  nx = c o s a ,  n^ = s in c i,  n_, « 0 .

W o lim y  je d n a k  rz e c z  je s z c z e  ra z  p o w tó rz yć  m e to d y c z n ie , W le w e j c z ę ś c i  
r y s .  5 .2  zaznaczono  k ie ru n e k  n w u k ła d z ie  xy i  p rz y n a le ż n e  mu p rz e z  
nas p o szu k iw an e  sk ład o w e  0 , c  . W s z y s tk ie  w i e l k o ś c i  uważamy za a lg e 
b r a ic z n e ;  chcem y j e  z a z n a c z y ć  na ry su n k u  j a k  d o d a tn ie .  R e s p e k tu ję c  naszę 
umowę o d n o ś n ie  znaków n ap rę że ń  z a o p a t r z y l iś m y  0X , o ^ ,  t z w z az n acz o 
ne na ry su n k u  z w ro ty .  Wobec te g o  ó o r i e n t a c j i  n o trz y m a ło  ró w n ie ż  
s t r z a ł k ę  od p r z e k r o ju .  W id z im y , że  p rz y  n ak reś lo n ym  je d y n ie  k ie ru n k u  n 
znak p rz y n a le ż n e g o  mu c  p o z o s ta je  n ie o z n a c z o n y . C hcęc go u s t a l i ć ,  m u si
my o k r e ś l i ć  d o d a tn i  k ie ru n e k  j a k i e j ś  p o m o cn icz e j o s i ,  p r o s to p a d łe j  do n. 
Wobec teg o  p r z y j ę l i ś m y ,  że  u k ła d  x y  z o s t a ł  o b ró co n y  w p o ło ż e n ie  now ei^* 
ij i  o ś  Ę, z id e n t y f ik o w a l iś m y  z k ie ru n k ie m  n . W te n  sposób  u c z y n i l iś m y

d = <5ą, n ad to  c  « z  ̂  , p rz y  czym d la  "C^ możemy ju ż  o b e c n ie  u s t a l i ć
d o d a tn i z w ro t .  R zecz  można ro z s z e rz y ć  n ap rężen iem  k ie ru n k u  i j  ; p rz y 
n a le ż n e  mu n a p rę ż e n ie  s t y c z n e  w y n o s i znów , a to  z g o d n ie  z tw ie r d z e 
n iem  o ró w n o w a r to ś c i o d p o w ia d a ję c y c h  n ap rężeń  s t y c z n y c h .  W te n  w ię c  spo
sób t r ó jk ę  O x , ó y ,  c z mamy p r z e k s z t a ł c i ć  w t r ó j k ę  0 ^ , 0 ^ ,

Z a g a d n ie n ie  t r a n s f o r m a c j i  z am ien im y - o czym ju ż  b y ła  mowa - na zagad 
n ie n ie  rów now ag i jed n o ro d n eg o  s t a n u .  G ru b ość  t r ó jk ą tn e g o  e lem en tu  w y c ię 
teg o  z t a r c z y  J e s t  s t a ł a .  Gdy p rz e to  d łu g o ś ć  p r z e k ą tn i  p rz y jm iem y  t a k ,  że 
p o le  p rz e c iw p ro s to k ą tn e  w y n ie s ie  1 , to  p o la  p rz y p ro s to k ą tn e  będą równe 
cos  a  i  s in a .  Mnożąc p o la  p rz e z  p rz y n a le ż n e  n a p rę ż e n ia  sk ład o w e  o trz ym a 
my s i ł y  s k ła d o w e . Za o s ie  r z u c a n ia  p rz y jm iem y  k ie r u n k i  i  t j .  . O trzy
mamy w t e j  c h w i l i  ró w n an ia s

2 2 O = = oxcos a  + O yS in  a  + 2cz s in a c o s a
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z  = Zf. = - (o  - o ) s in a c o s a  + z  ( c o s 2a  - s i n 2ot) ,*3 x y  z

z g o d n ie  ze  sk ró co n ym i fo rm u ła m i ( 6 . 2 ) ,  ( 8 . 2 ) .  C ie ś l i  w fo rm u le  na o w
m ie js c e  a  w staw im y  a  + Jt/ 2 , o trzym am y w y ra ż e n ie  d la  .

Z a d a n ie  7 .2 . W yz n aczyć  6^ , r o z p a t r u ją c  równowagę d o ty c h c z a s  n ie -
zużytkow anego  d ru g ie g o  e lem en tu  t r ó jk ą t n e g o  na r y s .  5 .2 .

O dpow iedź 7 .2 .  P o s t ę p u ją c  w sposób  podany p rz y  w y z n a cz a n iu  ó . , r *  z n a j-  
■ ' ' 2 2 

d z iem y : o = c „  s in  tt + o cos  a  - 2c  s in a c o s a ,  n ad to  tr. j a k  w yże j bezT( x y  z c,
z m ian y . S tw ie rd z a m y  p rz y  t e j  s p o s o b n o ś c i:  » ox +

W z o ry  d la  p r z e k s z ta łc im y  ce low o  w p ro w ad za jąc  podw ó jny
k ą t t r a n s f o r m a c j i .  R e z u l t a t y  b rz m ią :

+ d y ) ~  | ( c x “  t>y )c o s 2 a  i  c z s in 2 o t , 

n (1 3 .3 )

Z t , °  “  2 ^ °X  - ° y ) s in 2 c t+  C z COs2ct,

p rz y  czym we w zorze p ie rw szym  g ó rn y  znak  o d n o s i s i ę  do górnego  w sk a ź n ik a  
i  p r z e c iw n ie .  W id o c z n y  J e s t  z w ią z e k  a 2C j p o s z u k iw a n ie  p rz e to  k ie r u n 
ków g łó w n ych  c  = 0 J e s t  id e n ty c z n e  z p o szu k iw an iem  extrem ów n a p rę ż e n ia  
O . Po w yższy  z w ią z e k  p o zw a la  nam te ż  z a o p in io w a ć  z ach o w an ie  s i ę  f u n k c j i  
o = a tym samym i  p o z o s t a łe j  . M ia n o w ic ie  d la  a  = 0 j e s t  t  =cz ;
gdy p rz e to  j e s t  z z ;=• O, to  w o k o l i c y  ot = 0 n a p rę ż e n ie  r o ś n ie  i  p rz e 
c iw n ie ,  gdy  z «=; 0 , t o  w o k o l i c y  a  = 0 n a p rę ż e n ie  o m a le je .

W yznaczm y k ie r u n k i  i  n a p rę ż e n ia  g łó w n e . K ła d ą c  z = z^ = 0 ,  otrzym am y 
d la  p o szu k iw an ych  s z c z e g ó ln y c h  k ie ru n k ó w  r e l a c j ę :

2 r
tg  2 «  = ------— . (1 4 .2 )

°  ° x  ‘  ° y

Po n ie w aż  okresem  f u n k c j i  tg  J e s t  n  , p rz e to  fo rm u ła  pow yższa o k re 
ś l a  dwa w z a jem n ie  p ro s to p a d łe  k ie r u n k i  g łów ne cl = o ra z  a 2 = oc1 + it/2 .
Możemy, w r a c a ją c  do f u n k c j i  p o je d y n c z e g o  k ą t a ,  w yz n aczyć  z ( 1 4 . 2 ) :

- <°x - ° y ) i V ^ 7 -  óy ' 2 + 4zzt g o t .  = ----- ------ ^------ 57^ ----- 1 - .  (1 5 .2 )
2

W id z im y , Ze p rz y  t: =- 0 j e s t  kątem  o s t r y m , c z y l i  ro z w a r
tym i  na o d w ró t ,  p rz y  r z <  0 j e s t  ci 1 kątem  ro z w a rtym , c z y l i  ct2 k ą 
tem o s try m . Znak  r ó ż n ic y :  o - o  d e c y d u je  dodatkow o o p o ło ż e n iu  k ie -x y
runków g łów nych  względem  d w u s ie cz n ych  u k ła d u  x y .



W s ta w ia j  ęc w w z g lę d n ie  za 2 a  sz cz e g ó ln ą  w a r to ś ć  2ctc > "'Y ”
znaczoną z ( l 4 . 2 ) ,  otrzym am y n a p rę ż e n ia  g łó w n e , a t o :

° i  '  °w  "  l ( o x + V  1  ! V (0* - ó y )Z + 4cz- ( l 6 -2 >
2 m

Wiem y Ju ż ,  że sę one ex trem am i a n a l i t y c z n y m i  w p ła s z c z y ź n ie  x y . N ie  
chcem y ic h  jed n a k  - j a k  to  r o b ię  i n n i  a u to rz y  - o zn acz ać  p rz e z  ° max 1 
<5m ln , a lb ow iem  pam iętam y o tym , że w z a g a d n ie n iu  naszym i s t n i e j e  je s z c z e  
t r z e c i e  n a p rę ż e n ie  g łó w n e , w yn o szęce  z e r o ;  p rz y  rów nych znakach  w yznaczo 
nych  tu  n ap rę że ń  <5̂  i  o 2 owo t r z e c i e  j e s t  p rz e to  z a le ż n ie  od znaku 
tam tych  m aksym alne lu b  m in im a ln e . W yróżn iam y wobec teg o  w yznaczone na
p rę ż e n ie  w ię k s z e  i  m n ie jsz e  znakam i w i  m.

S t r e s z c z a ję c  nasze  uw ag i d o ty c z ą c e  r o l i  n a p rę ż e n ia  Z z podajem y r e z u l 
t a t  o s t a t e c z n y .  P r z y  >  0 n a p rę ż e n ie  0 W p r z y n a le ż y  o strem u  k ę to w i
n o rm a ln e j z e w n ę trz n e j p r z e k r o ju ,  c z y l i  o k ę to w i ro z w a rte m u ; o d w ro tn ie  
j e s t  p rz y  z -c 0. In a c z e j  m ów ięc , w sk a ź n ik o w i 1 fo rm u ły  ( l 5 . 2 )  odpo
w iad a  w sk a ź n ik  1 fo rm u ły  ( l 6 . 2 ) ;  w ię c  in d e k s o w i 2 w jednym  w zorze od
pow iada  ró w n ie ż  in d e k s  2 w d ru g im .

Z a d a n ie  8 .2 . P r z e d s ta w ić  r e z u l t a t y  p o w yższe j d y s k u s j i  s z k ic e m , b io rę c
pod uwagę z n a k i n a p rę ż e n ia  z  o ra z  r ó ż n ic y  o - d .z x y

Odpow iedź 8 .2 . R e z u l t a t y  p rz e d s ta w ia  r y s .  6 .2 ,  na którym  l i n i e  p r z e r y 
wane o z n a c z a ją  s y m e tra ln e  kętów  ( x y ) .

■C2> 0 , ex-cy>0 tr2> 0 , eA- o y< 0  r2< 0 , ox-oy< 0  c2-<0, ax-Gy^0

Z a d a n ie  9 .2 . Podać ró w n a n ia  obu t r a j e k t o r i i  w p ła s k im  z a g a d n ie n iu  na
p i ę c i a .  Podać i c h  p o ło ż e n ie  na brzegu  p ro s to p a d le  obciążonym  lu b  te ż  n ie -  
ob c iężo nym .

O dpow iedź 9 .2 . Rów nan ia  te  m aję c h a r a k t e r  ró ż n ic z k o w y ; n a le ż y  w form u
ła c h  (1 5 .2 )  w m ie js c e  t g n a p i s a ć  w s ta n a c h  n ie je d n o ro d n y c h  sę

2
< V  Oy , z z fu n k c ja m i m ie js c a .  R zecz  sprow adza s i ę  w ię c  do c a łk o w a n ia
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dwóch równań p o s t a c i  ^  = f ( x , y ) .  N ie c h  n o rm a ln a  w pewnym m ie js c u  b rzegu  
z a w ie r a  k ę t (5 z o s ię  x , to  w a ru n k i b rzegow e (3 . 2 )  b rzm ię  px = O^cos ( i + 
+ t 2 s in ( i ,  P y  = zz cos|3  * 0^ s in (3 . Z a ło ż e n ie  p r o s t o p a d ło ś c i  o b c ię ż e n ia  
w y ra ż a  s i ę  w arunk iem  px s in  ¡3= P y  cos(3, c z y l i  ( ó x - Oy ) s in  |3 cos  |3 = t  z . 
. ( c o s 2 |3- s i n 2(3 ). Gdy |3 = O lu b  (3 = Z / 2  znacho d z im y  stęd z^  = 0 , c z y 
l i  tg  2ci = 0 ,  t j .  ci ■= 0 ,  o t, = 7t/2, chyba  że o - o = 0 , co prowa- o i  c. 2
d z i do n ie o z n a cz o n y c h  o t., a , .  P r z y  (3 dowolnym  i  t  M  znacho d z im y  z

2Zi
pow yższego  ró w n a n ia  tg  2(3 =    — , c z y l i  2)3 = 2ct , co o z n a c z a , że je -

°x  “  ° y
dna z t r a j e k t o r i i  p rz e b ie g a  s t y c z n ie ,  d ruga  p r o s to p a d le  do b rz e g u . S k o ro  
je d n a k  p rz y  dowolnym  |3 j e s t  z  » O, t o  z n a jd u je m y  z ró w n a n ia  w y j ś c io 
wego ox - 0^ = 0 ,  co p ro w a d z i do n ie o z n a cz o n y c h  k ie ru n k ó w  obu t r a j e k t o 
r i i  na b rz e g u . R zecz  s i ę  p o w ta rz a  w wypadku b rzeg u  n ie o b c ię ż o n e g o . P rz y  
Cz # 0 je d n a  t r a j e k t o r i a  p rz e b ie g a  s t y c z n ie ,  d ruga  p ro s to p a d le  do b rz e 
g u ; p rz y  = 0 ic h  k ie r u n k i  na b rzeg u  sę n ie o z n a c z o n e , bo ró w n ie ż  j e s t

0X - Oy - 0.
O b l i c z e n ie  z w ię z a n e  z u życ iem  równań (1 3 .2 )  z a s t ę p ie  możemy k o n s t r u k 

c j ę  w y k r e ś ln ę ,  podanę na r y s .  7 .2 ,  W p ro s to k ę tn y m  u k ła d z ie  o s i  0 , Z  o d c i 
namy od p o cz ę tk u  0 o d c in k i  OA = 6 i  OB = 6 i  u z u p e łn ia m y  rzęd n ym ix y
p ro s to p a d ły m i AC' = z  = BC", d a ję c  im z azn aczo n e  p o ło ż e n ie ,  gdy c z =»£>, 
w z g lę d n ie  o d w ra c a ję c  p o ło ż e n ie ,  gdy z^  -c 0 . O d c in ek  C1 C" j e s t  ś r e d n ic ę  
k o ła  n a p i ę c ia .  Gdy k ę t  t r a n s f o r m a c j i  w y n o s i ot , odcinam y w zaznaczonym  
k ie ru n k u  od p r o s t e j  C1 C " k ę t  2o t,znachodzęc w te n  sp osób  p u n k ty  F ' i  F t u 
d z ie ż  ic h  r z u t y  D i  E .  W te n  sp osób  o k re ś la m y  = 0 0 , o^ = O E , Z ^ =
= DF1 = E F " . Celem  z w e ry f ik o w a n ia  k o n s t r u k c j i  oznaczm y p rom ień  k o ła  l i t e 
r ę  g i  wprowadźmy k ę t 2otQ j a k  na ry s u n k u . Z n a jd z ie m y :

OD w z g l.  OE = OS — Q cos (2 c tQ-2ct) = OS — g c o s 2 a ocos2ct — g s in 2 d 0 s in 2 c t ,

OF1 lu b  E f "=  g s in (2 d o-2 d ) = - g c o s 2 d Q s in 2 ct + g s in 2 a o cos2ct ,

L e c z :  OS = + oy ) , n ad to  g cos2cio = j ( o x - Gy ) , e  s in 2 a Q = c z ,

z czeg o  w y n ik a  c a łk o w i t a  zgodność k o n s t r u k c j i  ze w zoram i ( l 3 . 2 ) ,
W k o n s t r u k c j i  o p is a n e j  m ie s z cz ę  s i ę  ró w n ie ż  w z o ry  ( l 4 . 2 )  i  ( l 6 . 2 ) ,  co 

u s p r a w ie d l iw ia  u ż y c ie  d la  k ę ta  C ' S A  o z n a c z e n ia  2dQ. I s t o t n i e  tg  tego

k ę ta  w y n o s i AC^SA =------- -— . Poza  tym t r a n s fo r m a c ja  o k ę t  d Q p ro w a d z i
° x  - ° y

do punktów  G i  H , t j .  do t  = 0 o ra z  OG w z g l.  OH = OS — 6J ; l e c z  g =

= - o y ) 2 + c z Y 1:i 00 = ° i>  0H = °2 *  P r z y  k o n s tru o w a n iu  k o ła
n a p ię c ia  n a le ż y  p a m ię ta ć ,  że  0 o d c in am y ponad końcem óx lu b  c z -<0
pod końcem 0x , n ie z a le ż n ie  od n ie ró w n o ś c i  o x Oy.

O e ż e l i  k i e r u n k i  g łów ne i  p rz y n a le ż n e  w a r t o ś c i  n ap rę że ń  g łów nych  sę 
z n a n e , to  n a j p r o ś c ie j  u żyć  j e  ja k o  p odstaw y do o p e r a c j i  p r z e k s z t a ł c e n ia .
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R y s . 7 .2

F o rm u ły  ( 3 . 2 )  p rz y jm ę  p o s t a ć :  px = c . ^ ,  p2 = o 2 n2> p3 = 03 n3 • a w zo ry
( 6 . 2 ) ,  ( 8 , 2 )  i  ( 9 . 2 )  s k ró c ę  s i ę  do fo rm y :

o = 0^2 + 02ą  + 03n2 J

C 2 = ( o 2 - 0 3 ) 2n |n 2 + ( o 3 - 0 1 ) 2 n3 n2 + (« ^  _  ó 2 ) 2n2n2 , ( l 7 . 2 )

t S j  - (cij^ - o ) r i j , cro2 = (o 2 - o ) n 2 , t i j  « (<>3 - o ) n 3 .

Z a d a n ie  1 0 ,2 . W yk azać , że  sk łado w a  o , z  p rz y n a le ż n e  k ie ru n k o w i n , » 
= n2 = n3 , w y ra ż a ję  s i ę  w a r t o ś c ia m i n ie z m ie n n ik ó w  s ta n u  n a p ię c ia .

O dpow iedź 1 0 .2 . I s t o t n i e ,  s k o ro :  n2 + n ,  + n f  = 1, j e s t :  n f  ~ n2 ■'Jj" 1  ¿ . o  1  . 2
= n3 “  3 ' c z y i i  n a p rę ż e n ie  no rm a ln e  t e j  o r i e n t a c j i  w y n o s i:  G = ^ (o „  + G , +
+ G 3 ) = 3 8 - n a p rę ż e n ie  z a ś  s ty c z n e  w yznaczone j e s t  p r z e z :  9 c2 = ( c ?  -
- O3 ) 2 + ( c % - 0 2) 2 + (0 3 - ) 2 = 2 ^  + 0 2 + G 3 ) 2 - 6 (o 2 G3 + 0 3 01  ’ +
+ G , G „ ) .  La cz  oba t r ó Jm ia n y  p r z e d s t a w ia jg  w a r to ś ć  n ie z m ie n n ik ó w  s ta n u  na-p Ó
p i ę c i a .  P r z e t o :  9z  = 2 s - 6 s', c z y l i
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Z -  . y f s 2 - 3 s .

Ł 3 ^  - s
K ie ru n e k  m n a p rę ż e n ia  Z p o d a ję  d o s ta w y : m, » —  . — ■ ■ — ( i  = l , 2 , 3 ) .

P o n ie w a ż  s i  s ’ sę n ie z m ie n n ik a m i,  w ię c  w ła s n o ś ć  t ę  p o s ia d a  ró w n ie ż : 
2

s - 3 s i ta k  n a p is a n y  n ie z m ie n n ik  d ru g ie g o  rzęd u  odgryw a ważnę ro lę  w me
c h a n ic e  .

O d p ow iedn io  s k ró c ę  s i ę  ró w n ie ż  w z o ry  d la  t r a n s f o r m a c j i  p ł a s k i e j  (1 3 .2 )
z p o ło ż e n ia  1 , 2 w p o ło ż e n ie  x y . Otrzym am y t u :

° x  "  ł ( ° l  + C2 ) * i (Ó l  '  ó2^c o s 2 a  ’ 
y  (1 8 .2 )

uz “  ~ ~ ó2 ) s in 2 o i>

p rz y  czym d  m ie rzo n e  j e s t  od k ie ru n k u  g łów nego  1 .
K o n s t r u k c ja  k o ła  n a p ię c ia  d la  fo rm u ł ( l 8 . 2 )  ró w n ie ż  s k ra c a  s i ę ,  j a k  to

i l u s t r u j e  r y s .  8 .2 .  O dcinam y O^ = OG, 0^ = OH i  na ś r e d n ic y  HG o t r z y 
mujemy p o szu k iw an e  k o ło .  N a k r e ś l iw s z y  k ę t  2 a  w podanym k ie ru n k u  znacho-  
dz im y C 1 w z g lę d n ie  c "  a s tę d  OA = Ox , OB = 6 i  AC1 = B C '= Zz . W s y 
t u a c j i  na r y s .  8 .2  j e s t  n — o. P ro m ień  k o ła  w y n o s i 5’( ° 1 - ° 2 ^* 3 s s t  to  
je d n o c z e ś n ie  n a jw ię k s z a  w s t a n ie  p ła s k im  w a r to ś ć  n a p rę ż e n ia  s t y c z n e g o . 
P rz y n a le ż n e  mu n a p rę ż e n ie  n o rm a ln e  w y n o s i + 62) *  NaP r ? ż e n ia  t e  i s t 
n ie j ę  w p r z e k r o ja c h  p o ło w ię c y c h  k ę t  m ięd zy  p rz e k ro ja m i g łó w n ym i. K o n s tru k 
c j ę  k o ła  z danych  n ap rę ż e ń  g łów nych  p o d a ł po ra z  p ie rw s z y  w y b itn y  badacz  
n ie m ie c k i  0 . M ohr.

R y s . ¿*.2
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W t e k ś c ie  o ry g in a ln y m  punkt c ' z n a jd u je m y , k r e ś lą c  k ą ty  ( n , x )  = cl
w z g lę d n ie  ( n , y )  = it/2  - ct j a k  na ry su n k u .

Gdy punktem  w y j ś c i a  są sk ład o w e  g łó w n e , to  ró w n ie ż  w zo ry  ( l 7 . 2 ) ,  w y n i
k łe  z t r a n s f o r m a c j i  t r ó jo s io w e g o  s ta n u  n a p ię c ia ,  można p rz e d s ta w ić  w pro-

2s t y  sp osób  w y k r e ś ln ie .  Do łęczm y w tym c e lu  do fo rm u ł na O i  c  waru-
2 2 2 2 2 2n e k : n^ + ng + n^ = 1 i  rozw iążm y j e  z u w ag i na n^ , n2 , n^. Po p ro s 

t y c h  ra ch u n k ach  z n a jd z ie m y :

( o 2 - 0 1) ( 0 3 - o ^ n 2 = (d 2 - ó ) ( o 3 - 6 )  + v 2 ,

( o 3 - 0 2 ) ( ° 1 - 02 )n%  = (ó 3 - o ) ( o 1 - o )  + c 2 ,

(O i  - o 3 ) ( c 2 - o3 ) n 3 = ( ° i  - 0) ( ó 2 - o ) + c 2 .

Każde z t y c h  rów nań p rz e d s ta w ia  w p ła s z c z y ź n ie  0 , c  k o ło .  Tak np . p i e r 
wsze z t y c h  rów nań n a p is a ć  możemy w p o s t a c i :

D ,  *  i ,  2 „  0 - 0 2
( o  - ■■2. 2 ■■■3 ) f  c 2 = (0 2 - O i ) ( d3 - G i )n 2 +

p r z e d s t a w ia ją c e j  i s t o t n i e  k o ło ,  k tó re g o  ś ro d e k  le ż y  na o s i  O i  ma o d c ię -  
+ ó3t ą  — i  n ie z a le ż n ą  od k ie ru n k u  n , a k w ad ra t p ro m ie n ia  j e s t  ró w n y :
2 0 - 0 2  *

( ° 2 “  + (--- g— - )  . t j .  z a le ż n y  t y lk o  od n ^  Z m ie n ia ją c
o

p a ra m e tr  n i  od O do 1 otrzym am y gromadę k ó ł  w sp ó łś ro d k o w ych  o pro-
I °2  "  °3  I I °2  + °3  Im ie n iu  z m ie n ia ją c y m  s i ę  od \~~~^  d °  | i  "  ----2 r  A n a lo g ic z n ie

rz e c z  ma s i ę  z p o z o s ta ły m i dwoma ró w n a n ia m i. P r z y  p r z y j ę t e j  o r i e n t a c j i  n
n iew iad o m ym i w ty c h  t r z e c h  ró w n an ia  są  O . , c ; w ted y  je d n a k  z trzech  ty c h

1 2 2 2
równań t y lk o  dwa są n ie z a le ż n e  z t y t u łu  z a le ż n o ś c i ,  t z n .  n i  + n2 + n3 = 1.
In n y m i s ło w y , t r z y  k o ła ,  p rz y n a le ż n e  p r z y j ę t e j  o r i e n t a c j i  n , p r z e c in a ją  
s i ę  w jednym  p u n k c ie ;  je g o  w sp ó łrz ę d n e  O, c s ta n o w ią  w y k re ś ln e  ro z w ią 
z a n ie  z a g a d n ie n ia  p r z e k s z t a ł c e n ia .

K o ła  :

!< °2  + °3 > ' I K  - ° 3 I '  ? ( °3  * V -  I I  °3  - ° l l  : ? ( ° ł
1 I
2 T l  - °2

s ta n o w ią  o g r a n ic z e n ia  p o la ,  w ew n ą trz  k tó re g o  m ieszczą  s i ę  w s z y s t k ie  punk
t y  (o , c )  . W ym ien ione  t r z y  k o ła  b rzeżn e  p rz y n a le ż ą  o r ie n ta c jo m :  n i  = O , 
n | + n2 - 1 ; n 2 = 0 ,  n2 + n2 = 1 ; n3 = 0 ,  n2 + n2 = 1 , to  z n a c z y  i l u 
s t r u j ą  one k o le jn o  t r a n s fo r m a c ję  w p ła s z c z y ź n ie  g łó w n e j n2 n3 > n3 n i '  n i n2 
na wzór t e j  , k tó r ą  p rz e d s ta w ia  r y s .  8 .2 .  N a jw ię k s z e  n a p rę ż e n ie  styczne wy

n o s i :  z  = p '(0 m3x - to w a rz y s z ą c e  mu n a p rę ż e n ie  no rm alne w y n o s i:
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0= j ( ° max + P r z y n a le ż ę  one p r z e k r o jo w i,  k tó re g o  n o rm a ln a  n p o ło 
w i k ę t  m ięd zy  G max i  o m in .

R y s . 9 .2  i l u s t r u j e  pow yższe ro z w a ż a n ia . Celem  b a r d z ie j  p r z e j r z y s t e g o  
p r z e d s t a w ie n ia  rz e c z y  p u n k to w i O nadano p o s ta ć  k u l i ,  k t ó r e j  ósemkę po
d a je  lew a  s t ro n a  ry s u n k u .

R y s . 9 .2

K ę to w i (n ,  l )  odpow iada  p o w ie rz c h n ia  s to żk o w a , k tó r a  z k u lę  p rz e c in a  
s i ę  w z d łu ż  k o ła  n ^ ; k o ło  b rz eżn e  n^ = O l e ż y  w p ła s z c z y ź n ie  23. Podob
n ie  rz e c z  s i ę  ma z k o ła m i n2 i  n^. K o ło  n^ = O p r z e c in a  s i ę  z k o łam i
n2 = O i  n3 = O w p u nk tach  8̂  ̂ i  C^, Ic h  od w zo ro w an ia  na k o ła c h  na
p ię c io w y c h ,  t j .  w p ra w e j c z ę ś c i  r y s u n k u , z n a jd z ie m y , k r e ś lę c  - z g o d n ie  z 

r y s .  8 .2  - z punktu  1 k ę t  (n ,  l ) .  P o n iew aż  w s z y s t k ie  k o ła  n1 m aję w s p ó l
n y  ś ro d e k , p rz e to  punkt 8 , lu b  w yznacza  p rom ień  k o ła  p rz y n a le ż n e g o
n ak re ś lo n e m u  k ę to w i (n ,  l ) . W te n  w ię c  sposób  k o ło  n a p ię c io w e  ' ^ j e s t
o z n a cz o n e .

Po d o b n ie  można w yz n aczyć  ta k ż e  d r u g ie .  P rz e z  ic h  punkt p r z e c ię c i a  mu
s i  t e ż  p r z e j ś ć  k o ło  t r z e c i e .  W sp ó łrzęd n ym i p unktu  r z e c ię c i a  sę  sk łado w e  
O i  z  . P o n ie w a ż  p r z y j ę c i e  k ie ru n k u  n nxe u s t a l a  d la  c  znaku a lg e b r  - 
ic z n e g o  , p rz e to  j e s t  o b o ję tn e ,  c z y  k o n s t r u k c ję  p rzep ro w ad z im y  nad cz y  pod 
o s ię  6 .

R y s . 1 0 .2  i l u s t r u j e  p rz y  pomocy k ó ł n a p ię c io w y c h  n ie k tó r e  podstawowe
s ta n y  n a p ię ć .  N a p rę ż e n ia  g łów ne uporządkow ano w ed łu g  w ie l k o ś c i  n ie rćw n o ś -

(l+ c jO j^  + ( l - c
c i ę  » O j .  Można te ż  to  u c z y n ić ,  k ła d ę c  02 = ---------- ^--------- “ •
g d z ie  p a ra m e tr  c o g ra n ic z a  n ie ró w n o ś ć :  l < c  < 1 .

W j e d n o o s i o w y m  r o z c i ę g a n i o  j e s t  o O, ó 2 - 
u o 3 = 0 ,  c z y l i  c = - l j  t u t a j  kom p let t r z e c h  k ó ł  sp row adza  s ię  do dwóch 
p o k ry w a ję c y c h  s i ę  ze  sobę i  je d n e g o , z d e g ere ro w an eg o  dc p u n k tu . W p rz e
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R y s .  10.2

k r o ja c h ,  k tó r y c h  no rm a lne  le ż ę  w p ła s z c z y ź n ie  23 , n ie  ma an i n ap ręże ń  n o r 
m a lnych  a n i  s t y c z n y c h ,  wobec czego  każda p ła s z c z y z n a  z a w ie r a ję c a  k ie ru n e k  
1 J e s t  g łó w n a . We w s z y s t k ic h  p rz e k r o ja c h  n a c h y lo n y c h  pod 3t/4 względem  1 
n a p rę ż e n ie  s t y c z n e  o s ię g a  n a jw ię k s z ę  m oż liw ę  w a r to ś ć  (3l / 2 .  R zecz  i l u 
s t r u j e  lew a  c z ę ś ć  r y s .  1 0 .2 .

O e d n o o s i o w e  ś c i s k a n i e  c = +1 r ó ż n i  s i ę  od omó
w ioneg o  w ypadku j e d y n ie  znak iem  je d y n e g o  n a p rę ż e n ia  O j różnego  od z e ra .

P ł a s k i e  r ó w n o m i e r n e  r o z c i ę g a n l e  <3̂  = 0, 
<>1 “  G2 = ° o  ^  0 p r z y n a le ż y  k a t e g o r i i  c = +1.

Z p ozo ru  kom p le t k ó ł ,  p rz e d s ta w io n y  na śro d ko w e j c z ę ś c i  r y s .  1 0 .2 , n ie  
r ó ż n i  s i ę  od kom p le tu  p o p rz e d n ie g o . W i s t o c i e  z a ś  k o ło  zdegenerow ane do 
p u nk tu  ma o b e c n ie  o d c ię t ę  o Q / 0 . W p r z e k r o ja c h ,  k tó r y c h  n o rm a ln e  le ż ę  
w p ła s z c z y ź n ie  1 ,2 ,  n ie  ma n ig d y  n ap rężeń  s t y c z n y c h ,  c z y l i  każd y  t a k i
k ie ru n e k  J e s t  głównym i  każdemu odpow iada  t a k ie  samo n a p rę ż e n ie  no rm alne 
0 Q . skęd  z a s to s o w a n ie  nazwy rów nom iernego  p ła s k ie g o  r o z c ię g a n ia .  P ł a 
s k i e  r ó w n o m i e r n e  ś c i s k a n i e  c = -1 r ó ż n i  s i ę  od 
omówionego w ypadku Je d y n ie  zm ianę znaku n a p rę ż e ń .

Ba rd zo  w ażny p rz yp a d ek  dw uosiow ego s ta n u  n a p ię c ia  s ta n o w i s k r ę t ,  
zwany t e ż  p ro s tym  ś c in a n ie m , p rz e d s ta w io n y  w p raw e j c z ę ś c i  r y s .  1 0 .2 . Tu
t a j :  S j  + 0 1 a o 2 = 0 , c z y l i  c = 0 .  Aby z a ło ż e n iu  u c z y n ić  z a d o ś ć , po
łóżm y <5̂  = CQ , O j = - z  i  s t ra n s fo rm u je m y  k ie r u n k i  o tt/4 w  p ła s z c z y 
ź n ie  31 . W id z im y , Ze w t a k  p r z y ję t y c h  p r z e k r o ja c h  n ie  ma n ap rężeń  no rm al-  
n y c h j I s t n i e j e  tam t y l k o  n a p rę ż e n ie  s t y c z n e ,  a to  o w a r t o ś c i  c  = 
= c q ; s t ę d  t e ż  s to so w an a  p rz e z  n ie k tó r y c h  a u to ró w  nazwa c z y s te g o  ś c in a 
n i a .  Z a le ż n ie  od o k o l i c z n o ś c i  s to s u je m y  o z n a cz e n ie  tego  s ta n u  a lb o  n a p rę 
ż e n ia m i g łów nym i a lb o  wykazanym  c h a ra k te ry s ty c z n y m  n ap rę żen ie m  s ty cz n ym .
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P r z e s t r z e n n e  r ó w n o m i e r n e  r o z c i ę g a n i e  
0^ = = O j  ^  0 j e s t  stanem  trudnym  do z r e a l iz o w a n ia .  N a to m ia s t  n ad e r
c z ę s to  s p o ty k a n y  w p r z y r o d z ie  j e s t  p r z e s t r z e n n e  r ó w n o 
m i e r n e  ś c i s k a n i e  = c>2 = O j o . Kom p le t t r z e c h  k ó ł
n a p ię c io w y c h  d e g e n e ru je  s i ę  tu  do p u n k tu . W ż ad n e j o r i e n t a c j i  p r z e s t r z e n 
n e j n ie  ma tu  n ap rę ż e ń  s t y c z n y c h ,  c z y l i  k ażd y  k ie ru n e k  j e s t  g łó w n y ; każ 
demu od pow iad a  t a k i e  samo n a p rę ż e n ie  n o rm a ln e . P a ra m e tr  c j e s t  tu  n ie o 
z n a cz o n y .

Z a d a n ie  1 1 .2 . Czy s t o s u ję c  z asad ę  s u p e r p o z y c j i  można d o w o ln y  s ta n  na
p i ę c i a  r o z b ić  na w s z e c h s t ro n n e , rów nom ierne r o z c ię g a n ie  i  s k r ę t y ?

O dpow iedź 1 1 .2 . S t o s u ję c  sk ła d o w e  g łów ne z ap isz e m y  o = c '+  o " g d z i e  o ' 
o zn acza  c z ę ś ć  p ie rw s z ę  a o" c z ę ś ć  d ru g ę . D la  c z ę ś c i  p ie r w s z e j  n a le ż y  
p r z y ję ć  G^ = o'2 = O j ,  d la  d r u g ie j  z aś  c'^ + o2 + O j = 0 . Zna jdz iem y stęd :

j  = Og = O j  = + ° 2  + °3 ^  • na<̂ t 0 !0

o ; 1 .  1 ( 2  0 l  -  O g -  O j )  , o ”z  = i ( 2 G 2 -  O j  -  0 l ) , o ;  = i ( 2 G j  -  6 ± -  6 £ ) .

S k ład o w e  c z ę ś c i  d r u g ie j  o z n a c z a ję  i s t o t n i e  s k r ę t y ,  a lb o w iem  możemy te ż  
n a p is a ć :  o'[ = ■|(oi  - 0 2 ) - i ( 0 j  - O J  = | ( o 2 - G j )  - ■|(oi  - 6 2 ) .

o '; = ^ ( d j  - - ¡̂(°2 -  O j )  , w czym pozna jem y s u p e rp o z y c ję  w ła śn ie  t r z e c h
p r o s t y c h  ś c in a ń .  Z a g a d n ie n ie  można u o g ó ln ić ,  s t o s u ję c  sk łado w e  d ow o lnych  
k ie ru n k ó w  x , y ,  z . B ę d z ie  w te d y : o ' = o'., = o ' = t ( ° v + + ■ c v =A y 2* O a y  ̂ A
= c y = c z = o ,  n a d to :  o"x = i ( 2 o x - o y  - o z ) . o'^ = f ( 2 o y  - o 2 - O x ) ,

° 'ź  = ¥ 2gz ■ ° x  "  Gy ) , C x = c x , c y  = C c 2 = c z . C zęść  p ie rw s z a  n i 
czym is to tn y m  n ie  r ó ż n i  s i ę  od p o p r z e d n ie j ; w c z ę ś c i  d r u g ie j  p r z y b y ły  do
d a t k i ,  k tó r e  znowu sę s k r ę ta m i,  bo w y ra ż a ję  s i ę  sk ład o w ę  z  .

Wiadomo nam j e s t ,  że w z o ry  d la  p r z e k s z t a łc e n ia  O,z p rz e ch o d zę  we w zo ry  
d la  t r a n s f o r m a c j i  e , ę y  • p °d a n ę  tu  z a s ad ę  i l u s t r a c j i  k o ła m i n a p ię c io 
wym i można p r z e n ie ś ć  do t e o r i i  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia ,  o t r z y m u ję c  k o ła  od
k s z ta łc e n io w e .  Z a p o w ie d z ie l iś m y  to  ju ż  w stosownym  m ie js c u  t e o r i i  s ta n u  
o d k s z t a łc e n ia .

P r z e p ro w a d z i l iś m y  w s z y s t k ie  ro z w a ż a n ia  w p ro s to k ę tn y m  u k ła d z ie  w s p ó ł
r z ę d n y c h , zw ykłym  x y  z lu b  n a tu ra ln y m  1 2 3 .  O g ra n ic z o n y  z a k re s  m ate 
r i a ł u  n ie  p o zw a la  nam p rz e d s ta w ić  t e o r i i  s ta n u  n a p ię c ia  w in n y c h ,  ró w n ie  
p o ż y te c z n y c h  u k ła d a c h  w s p ó łrz ę d n y c h .

Z a d a n ie  1 2 .2 . W y p is a ć  we w sp ó łrz ę d n y c h  w a lco w ych  w a ru n k i rów now ag i d la  
z a g a d n ie n ia  o s io w o - s y m e try cz n e g o .

O dpow iedź 1 2 .2 . W z a g a d n ie n iu  tego  ro d z a ju  zarów no u k ła d  m a t e r ia ln y  
j a k  i  o b c ię ż e n ia  sę s y m e try cz n e  w zględem  o s i  i  w k o n s e k w e n c ji  tak im  s a 
mym te ż  j e s t  s ta n  n a p ię c ia .  P r z y jm u ję c  u k ła d  w s p ó łrz ę d n y c h  w a lco w ych  r ,  
l ) ,  z ,  zm ien im y te ż  o d p o w ie d n io  o z n a cz e n ia  sk ła d o w ych  s ta n u  n a p ię c ia  na



O p, , o z , Cp , , C 2 . O siow a s y m e t r ia  p o le g a  p rz ed e  w sz ys tk im  na
tym , że każda z t y c h  sk ład o w ych  j e s t  n ie z a le ż n a  od zm ie n ne j i i  ,

dz

D dr B dr D 

C A C

D dr B dr D

R y s .  1 1 . 2

P o n ad to  je d n a k  n ie k t ó r e  z ty c h  sk ła d o w ych  sę n ie o b e c n e . Lewa s t ro n a  
r y s .  11 .2  p rz e d s ta w ia  e lem en t u k ła d u  z p rz y n a le ż n y m i s i ła m i  o b ję to ś c io w y 
mi qp, q2 i  n a p rę ż e n ia m i o r< , o , . N ie o b e cn o ść  q ^ w y n ik a  z
z a ło ż e n ia  o s io w o - sym e try cz n e g o  o b c ię ż e n ia .  N ie o b e cn o ść  n ap rę żeń  t p t z wy
n ik a  z je d n o c z e s n e g o  ro z w a ż e n ia  o s io w e j s y m e t r i i  i  z a s ad y  w z a jem n o śc i 
d z i a ł a n i a .  Na p ra w e j s t r o n ie  ry su n k u  podano boczne o g r a n ic z e n ie  e lem en tu  
ś c ia n ę  A B C D. Zauważm y, że t a  sama ś c ia n a  J e s t  je d n o c z e ś n ie  o g r a n ic z e 
n iem  dwóch s ę s ia d u ję c y c h  e lem en tów . S y m e t r ia  wymaga, by n ie z a le ż n ie  od 
pow yższego fa k tu  n a p rę ż e n ia  t p ,  c 2 b y ły  zaw sze ta k  samo na n ie j  z a 
z n a c z o n e ; t ę  e w e n tu a ln o ś ć  p rz e d s ta w io n o  w g ó rn e j  c z ę ś c i  ry s u n k u . Zasada  
w z a je m n o śc i d z i a ł a n ia  wymaga z aś  odm iennego u ło ż e n ia  s t r z a ł e k ,  co p rz e d 
s ta w io n o  w d o ln e j  c z ę ś c i  ry s u n k u . Te dwa sp rz e cz n e  wymogi można u zg o d n ić  
t y lk o  p rz ez  p r z y j ę c i e  c « c 2 = 0 .

Z  s z e ś c iu  warunków rów now ag i t r z y  w yzyskano  o p is u ję c  n a p rę ż e n ia  s t y c z 
ne p o je d yn cz ym i w s k a ź n ik a m i, t z n .  w y z y s k u ję c  tw ie r d z e n ie  o ró w n o w a rto ś c i 
o d p o w ia d a ję c y c h  n ap rę ż e ń  s t y c z n y c h .  W y p is u ją c  t r z y  p o z o s t a łe ,  n ie  n a le ż y  
p r z e o c z y ć ,ż e  s i ł y  d rd z  m aję wypadkowę w k ie ru n k u  r .  Sedno z równań 
j e s t  id e n t y c z n ie  s p e łn io n e ;  dwa p o z o s ta łe  m aję p o s t a ć ;
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Z a d a n ie  1 3 .2 . Podać w a ru n k i rów now ag i w z a g a d n ie n iu  p ła s k im  we w s p ó ł
rz ęd n ych  iz o s t a t y c z n y c h .

O dpow iedź 1 3 .2 . N a p rę ż e n ie  n ie c h  b ę d z ie  s t y c z n e  do i z o s t a t y  S j ,
c z y l i  n a p rę ż e n ie  0 2 do i z o s t a t y  s2 . R ów nan ia  chcem y w y p is a ć  d la  e l e 
mentu um ieszczo neg o  w s ę s ie d z t w ie  p unk tu  P .  O dcinam y t e d y  na t r a j e k t o 
r i a c h  łu k u  d s 1 i  d s2 do punktów  p ' i  P " , p rz e z  k tó r e  p rz ech o d zę  sę-

s ie d n ie  t r a j e k t o r i e ,  o g ra-  
n ic z a j ę c e  w te n  sp osób  e l e 
ment w p u n k c ie  Q. P ro m ie n ie  
k rz yw izn ow e  p rz y n a le ż n e  obu 
iz o s ta to m  w p u n k c ie  P sę r^  
i  r 2 . Ł u k i  na s ę s ie d n ic h
t r a j e k t o r i a c h  sę w ię k s z e  od 
dsj^ i  d s2 , bo p rz y n a le ż ę
do p r o m ie n i:  r 1 + d s2 t u 
d z ie ż :  r „  + d s .  ; w ynoszę o-

/ ds2%ne w ię c :  d s . l l  + -— ) tu -
1 d s j l  

d z ie ż  d s , ( l  + r — )• Te p rzy-
2

r o s t y  muszę być u w z g lę d n io 
ne z teg o  samego powodu, z 
j a k ie g o  u w zg lęd n iam y rów nież 
d ro b ne  zm iany  n ap rę że ń  p rz y  
p r z e j ś c iu  z Je d n e j  i z o s t a t y  
do d r u g ie j .  W y p is u ję c  wa
r u n k i  rów now ag i zauw ażyćR ys  • 1̂ - • c
p o nad to  t r z e b a ,  że w ypadko

wa s i ł  p o ch o d zęcych  od o ^  ma k ie ru n e k  - 62 , t a  z a ś  od o 2 ma k ie ru n e k  
- S j .  S i ł y  masowe oznaczono  p rz e z  q Ł i  q2 . R e z u l t a t y  b rz m ię :

j o ,  o. - o -.o- o„ - a.
n *  *  - H r *  ♦ i i  ■ l i f *

T e o re ty c z n e  w y z n a c z a n ie  n ap rę że ń  - J a k  to  zobaczym y w in n y c h  c z ę ś 
c ia c h  w yk ład u  - n a t r a f i a  na z n aczn e  t r u d n o ś c i .  U s i łu je m y  t e d y  c z ę s to  wy
z n a c z y ć  j e  d o ś w ia d c z a ln ie .  Można to  z r o b ić  z powodzeniem  w n ie z b y t  l i c z 
n ych  p rz yp a d k a ch . N ie k ie d y  s ięg am y do in n y c h  nauk p r z y r o d n ic z y c h ,  k tó r y c h  
p ro b le m y  m u ta t is  m u tan d is  m aję tę  sarnę m atem atycznę p o s t a ć .  W y k o rz y s tu ję c  
tę  a n a lo g ię  znachod z lm y n a p r ę ż a n ia ,  o b s e rw u ję c  i  m ie rz ę c  f a k t y  odm iennego 
z n a c z e n ia  i  d y m e n z ji .  O es t to  m etoda d o ś w ia d c z a ln a  p o ś re d n ia .  N ie k ie d y  
s ięg am y do p o ło w ic z n e j  pomocy b e z p o ś r e d n ie j .  Tak np . w o p ra co w a n iu  z n a j 
d u je  s i ę  m etoda p o le g a ję c a  na p o k ry w a n iu  n ie o b c ię ż o n e g o  o b ie k tu  w a rs tw ę  
s p e c ja ln e g o  l a k i e r u .  W s t a n ie  o b c lężo nym  l a k i e r  pęka  p ro s to p a d le  do k i e 
runku  n ap rę ż e ń  c ię g n ę c y c h ,  d a ję c  w te n  sposób  z b ió r  t r a j e k t o r i i ,  co s t a 
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now i pewnę pomoc w w y z n a c z a n iu  n a p rę ż e ń . M etoda t a  o g ra n ic z a  s i ę  - rz e c z  
ja s n a  - do b a d a n ia  Je d y n ie  p o w ie rz c h n i u k ła d u .

Na s p e c ja ln ę  uwagę z a s łu g u ję  b a d a n ia  o p ty c z n e ,  znane w l i t e r a t u r z e  pod 
nazwę e l a s t o  - a o b e c n ie  te ż  p la s to - o p ty c z n y c h ,  w z g lę d n ie  te ż  fo to - e la -  
s ty c z n y c h  lu b  f o to - p la s t y c z n y c h .

M etoda t a ,  sz e ro k o  ro z p raco w a n a  d la  z ag a d n ie ń  p ła s k i c h ,  z a c z ę ła  s o b ie  
w o s t a t n ic h  l a t a c h  to ro w ać  d ro g ę  ró w n ie ż  do z ag a d n ie ń  p rz e s t r z e n n y c h .  Wy
k o r z y s tu je  ona - m iędzy in n y m i - t e o r e ty c z n e  s p o s t r z e ż e n ie ,  że i s t n i e j e  
r o z le g ła  g rupa  z a g a d n ie ń , d la  k tó r y c h  sk ład o w e  s ta n u  n a p ię c ia  sę n ie z a 
le ż n e  od n ie k tó r y c h  m e ch an iczn ych  w ła s n o ś c i  in d y w id u a ln y c h  m ate ria łu  u k ła 
du . Rozum ieć  to  n a le ż y  w tym s e n s ie ,  i ż  w t e j  g ru p ie  ro z w lę z a ń , p rz y  t e j  
samej p o s t a c i  i  tym samym o b c ię ż e n iu  u k ła d u  w a r t o ś c i  n ap rę że ń  sę n ie z a 
le ż n e  od te g o ,  c z y  u k ła d  w ykonany j e s t  ze s t a l i ,  c z y  np . ze s z k ła .

W in n e j  g ru p ie  z ag a d n ie ń  ro z w a ż a n ia  t e o r e ty c z n e  p o z w a la ję  zaś s p o s t r z e 
ż e n ia  dokonane na c e l u l o id z i e  odpow iedn im  dodatkowym  pomiarem  p r z e t r a n s 
ponować na t e j  sam ej p o s t a c i  u k ła d  w ykonany np . z ż e l iw a .  W zw ięzku  z tym 
b a d a n ia  n ap rę żeń  na d ro d ze  o p ty c z n e j dokonu jem y na m odelach  w ykonanych  z 
m a te r ia łó w  p r z e z r o c z y s ty c h  o p ty c z n ie  ró w n o k ie ru n k o w y c h , Ja k  s z k ło ,  b ake 
l i t  i t p .

M etoda p o s tę p o w a n ia  p rz e d s ta w ia  s i ę  w z a r y s ie  n a s tę p u ję c o .  W ię z k a  rów
n o le g ła  ś w i a t ł a ,  p rz ep u szczo n a  p rz e z  p o la r y z a t o r ,  w y ch o d z i z n ie g o  p ła s k o  
sp o la ryz o w a n a  i  w ch o d z i do n a p ię te g o  m ode lu , g d z ie  d rg a n ie  o p ty c z n ie  zo 
s t a j e  ro z ło ż o n e  w k ie ru n k a c h  g łów nych  s ta n u  n a p ię c ia .  Po w y j ś c iu  w p o w ie 
t r z e  owe dwa d rg a n ia  n ie  s k ła d a ję  s i ę  z powrotem  w p ła s k ie  d rg a n ie  p o la -  
r y z a t o r a ,  a lb o w iem  p ręd k o ść  ro z c h o d z e n ia  s i ę  ś w ia t ł a  w k ie ru n k u  ró w n o le g 
łym do n a p rę ż e n ia  a lg e b r a ic z n ie  w ię k sz e g o  j e s t  m n ie js z a  od t e j  w k ie ru n k u  
d ru g im . D rg a n ia  sk ła d o w e  m aję p rz e to  po w y j ś c iu  z  m odelu różne  fa z y  i , ł ę -  
c z ę c  s i ę  z pow ro tem , d a ję  ś w ia t ło  e l i p t y c z n i e  s p o la ry z o w a n e . To z k o le i  
wpada do a n a l iz a t o r a  sk rzyżo w an eg o  p r o s t o k ę t n ie  z p o la ry z a to re m  i  wycho- 
dzęc  z n ie g o  d a je  ś w ia t ło  znów p ła s k o  s p o la ry z o w a n e . O b s e rw a to r  um iesz 
czo n y  poza a n a l iz a to r e m ,  p a t r z ę c  w k ie ru n k u  ź r ó d ła  ś w i a t ł a ,  n ie  u j r z y  go 
w ię c  p rz y  O j  jt o 2 t y lk o  w te d y , gdy sk rz yżo w an e  k ie r u n k i  p rz y rz ę d u  po- 
la r y z u ję c e g o  będę zgodne z k ie ru n k a m i g łów nym i s ta n u  n a p ię c ia .  D e ś li p rz e 
to  u s t a l im y  np. b le n d ę  punkt na m odelu i  będz iem y o b ra c a ć  p rz yrzę d e m , to  
w y g a ś n ię c ie  p ro m ie n ia  ś w ie t ln e g o  b ę d z ie  d la  nas  id e n ty c z n e  z w yk ryc iem  
k ie ru n k ó w  g łó w n ych  s ta n u  n a p ię c ia  w uważanym p u n k c ie .  P rz e ch o d z ę c  do na
s tę p n y c h  punktów  z n a jd z ie m y  p rz y n a le ż n e  im k ie r u n k i  g łó w n e . O e ś li z a ś  ope
row ać będz iem y w ię z k ę  ś w ia t ł a  o b e jm u ję cę  c a ł y  m o d e l, to  p rz y  u s ta lo n ym  
d o w o ln ie  k ę c ie  p o ło ż e n ia  p rz y rz ę d u  p o la r y z u ję c e g o  u jrz y m y  na e k r a n ie  p ro 
je k c y jn y m  na o b r a z ie  m odelu w ię z k ę  c iem n ych  k rz y w y c h , z k tó r y c h  każda w 
każdym p u n k c ie  p o s ia d a  tę  w ła s n o ś ć ,  i ż  p rz e c in a  ona i z o s t a t y  teg o  punktu  
pod kętem  równym k ę tc w i o k r e ś la jęcem u p o ło ż e n ie  p rz y r z ę d u . Krzywę teg o  
ro d z a ju  nazywamy i z o k l i n ę :  j e s t  to  w ię c  k rzyw a  rów nych  p o c h y le ń  i z o s t a t .  
D b ra c a ję c  p rz y rz ę d  z n a jd z ie m y  nowę w ię z k ę  p rz y n a le ż n y c h  k l i n .  Po s tęp u -
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j ą c  p u nk tow o , c z y  t e ż  o p e r u ją c  od raz u  ca łym  modelem p o t r a f im y  p rz e to , wy
z y s k u ją c  w ła s n o ś c i  podw ójnego  z a ła m a n ia  ś w i a t ł a , w yz n aczyć  t r a j e k t o r i e  na
p rę ż e ń  g łó w n y ch .

P ró c z  c ie m n ych  i z o k l i n  - k tó r e  możemy z r e s z t ą  dodatkowym z a b ie g ie m  u- 
su n ąć  - p o ja w ią  s i ę  na e k r a n ie  p rz y  u ż y c iu  ś w ia t ł a  b ia łe g o  ró w n ie ż  b a r 
wne sm u g i, zwane izo ch ro m am i.

F iz y k  W e rth e im  w y k a z a ł ,  że z a b a r w ie n ie  t y c h  l i n i i  z a le ż y  od i lo c z y n u :  
- o 2 ) , g d z ie  a o zn acza  g ru b o ść  m odelu . Ze w z ra s ta ją c y m  6^ - O2 

k o le jn e  b a rw y , t j . ż ó ł t a ,  c z e rw o n a , n ie b ie s k a ,  z ie lo n a  p o w ta rz a ją  s i ę  ze 
zm ienną in t e n s y w n o ś c ią .  Możemy p rz e to  z teg o  samego m a t e r ia łu  i  t e j  sam ej 
g ru b o ś c i  w ykonać w zo rzec  i  barwom p r z y d z ie l i ć  w ie l k o ś c i  r ó ż n ic  n ap ręże ń  
g łó w n y ch . Możemy te ż  n a k ła d a ć  w zo rzec  na m odel i  kompensować ś w ia t ło  do 
c ie m n o ś c i ,  możemy w r e s z c ie  s to so w a ć  kom p en sa to r k l in o w y  z m ie n n e j g ru b o ś c i .  
P r z y  ś w ie t l e  m onochrom atycznym , to  z n a cz y  jed no b arw n ym , o trzym u jem y  t y lk o  
sm ugi ja s n e  i  c iem n e  i  tu  je d n a k  możemy o szaco w ać  r ó ż n ic e :  w o b rę 
b ie  k a ż d e j sm ugi.

P ł a s k i  s ta n  n a p ię c ia  j e s t  z n a n y , gdy - j a k  ju ż  nam wiadomo - znamy t r z y  
f a k t y ,  np . o 0 y , oz lu b  t e ż  o ^ , a Q. Na r a z ie  o k r e ś l i l i ś m y  
d o ś w ia d c z a ln ie  a Q , n a d to :  Oj - o,,. N a jp r o ś c ie j  w ię c  b ę d z ie ,  gdy za  fa k t
t r z e c i  p rz y jm ie m y  - 0^ + 02 .

I s t n i e j e  w ie le  o p ra co w an ych  metod s łu ż ą c y c h  do z n a le z ie n ia  b r a k u ją c e j  
nam sumy n ap rę że ń  g łó w n y ch . S ą  to  a lb o  w da lsz ym  c ią g u  m etody o p ty cz n e  
a lb o  in n e ,  j a k  e l e k t r y c z n e ,  m e ch an iczn e  i  w r e s z c ie  m a tem atyczn e . Z a k re s  
w yk ład u  n ie  p o zw a la  w s z y s t k ic h  ic h  tu  s c h a r a k te r y z o w a ć .  O g ran icz ym y  s ię  
zatem  do p o d a n ia  je d n e j  z g ru p  m a tem atycz n ych .

Podane w z a d a n iu  1 3 .2  ró w n a n ia  rów now ag i we w s p ó łrz ę d n y c h  i z o s t a t y c z 
nych  można p rz e z  p ro s tą  p rz e ró b k ę  n a p is a ć  te ż  w p o s t a c i :

1 - i —  (o + o_) + i  -2 — (o _ o „) + — (o , -  o2  3-s1 v 1 Z '  Z  3 S j  1 2 r 2 1 2

I  Ą (oz ł  °i> + I  Ą (az - °i> + 77(oi - °2> + q2 = 0 •

W ró w n a n ia ch  t y c h  w iadom e są z n a c z e n ia  s i • s2 1 w a r t ° ć c i  r ^ ,  r 2> po
n ie w a ż  znane nam są t r a j e k t o r i e  rozw ażanego  z a g a d n ie n ia .  W każdym p u n k c ie  
( s j  , s2 ) u k ła d u  z n a le z io n a  te ż  z o s t a ła  r ó ż n ic a :  - c>2 . W obu w ię c  rów 
n a n ia c h  n iew iad om e są pochodne cz ą s tk o w e  sum y: + 6 ^ . C a łk u ją c  i  u-
w z g lę d n ia ją c  w a ru n k i na b rz e g u , z n a jd z ie m y  p rz e to  w każdym p u n k c ie  ( 8 ^» 
s 0 ) sum ę: + o 2 , a tym samym mamy z u p e łn e  ro z w ią z a n ie  z a d a n ia .

B a d a n ia  o p ty c z n e  uznane są o b e c n ie  z a  n a j le p s z ą  metodę d o ś w ia d c z a ln e g o  
w y k ry w a n ia  n a p rę ż e ń . P o s łu ż o n o  s i ę  n im i w o lb r z y m ie j  i l o ś c i  w ypadków , gdy 
n ie  znano skom p likow anego  ro z w ią z a n ia  t e o r e ty c z n e g o .  W ró w n ie  d u że j l i c z 
b ie  p rzypadków  metodą t ą  s k o n tro lo w a n o  popraw ność ró ż n ych  z a ło ż e ń  i  r e 
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z u l t a t ó w  t e o r e t y c z n y c h .  M ię d z y  in n ym i p o tw ie rd z o n o  n im i s łu s z n o ś ć  pewnego 
n ad e r  cennego  t w ie r d z e n ia ,  znanego pod nazwę z asad y  de S a in t  V e n a n ta ,

Z a s a d z ie  p o w yższe j p r z y d z ie la  s i ę  w l i t e r a 
tu rz e  ró ż n e , b a r d z ie j  lu b  m n ie j z ro z u m ia łe ,  
o z n a c z e n ia .  Nazw iem y j ę  tu  t w i e r d z e 
n i e m  o z a n i k a n i u  r ó ż n i c  
s k u t k ó w  r ó w n o ' w a r t y c h  z b i o 
r ó w  s i ł ,  ro z u m ie ję c  pod sk u tk am i s ta n  
n a p i ę c i a  l ub t e ż  o d k s z t a ł 
c e n i a  - n ig d y  z aś  s ta n  p rz e m ie s z c z e n ia .  

Aby z as ad ę  tę  w y j a ś n i ć ,  wyobraźm y s o b ie ,  że 
c z ę ś ć  AB p o w ie rz c h n i o g r a n ic z a ję c e j  u k ła d  
j e s t  poddana d z ia ła n iu  j a k ie g o ś  z b io ru  s i ł ,  
W n a jo g ó ln ie js z y m  wypadku z b ió r  ten  sprow adza 
s i ę  do j a k i e j ś  w ypadkow ej s i ł y  S ,  p rzecho d zę-  
c e j  p rz e z  u s t a lo n y  punkt O i  Ja k ie g o ś  wypad

kowego momentu M. Wiadomo nam j e s t ,  że i s t n i e j e  d o w o ln ie  w ie le  t a k ic h  
z b io ró w  s i ł ,  ro z m ie sz cz o n ych  na t y m  s a m y m  p o lu  d z ia ła n ia ,  k tó 
r e  sę danemu r ó w n o w a r t e ,  to  z n a cz y  z b io ró w , re d u k u ją c y c h  s i ę  
do ta k  samo p rz ez  punkt 0 z o r ie n to w a n e j  i  l i c z e b n ie  ró w n e j s i ł y  S tu 
d z ie ż  ta k  samo z o r ie n to w a n e g o  i  l i c z e b n ie  równego momentu M. Pod każdym 
ińnym w zględem  te  z b io r y  sę je d n a k  ró ż n e j wobec te g o  w yw o łane n im i w u k ła 
d z ie  s t a n y  n a p ię ć  c z y  o d k s z ta łc e ń  będę ró w n ie ż  ró ż n e . Je d n a k ż e  i  to
s ta n o w i i s t o t ę  tw ie r d z e n ia  de S a in t  V en a n ta  - w m ia rę  teg o  ja k  od uważa
nego o b c ięż o n e g o  p o la  AB będz iem y s i ę  posuwać w g łę b  u k ła d u , s t w ie r d z i 
my, że ró ż n ic e  m iędzy ty m i różnym i sk u tk am i będę z a n ik a ć ,  tak  że na do
s t a t e c z n ie  o d le g łe j  p o w ie rz c h n i CDE - j a k  na r y s .  13 .2  - b ę d z ie  j e  można 
p r a k t y c z n ie  z a n ie d b a ć .  P o ró w n an ie  r e z u lt a tó w  ro z m a ity ch  z a g a d n ie ń , c z y  to  
ro z w ię z a n y ch  t e o r e t y c z n ie ,  c z y  na d ro d ze  w ła ś n ie  pom iarów  o p ty c z n y c h  p ro 
w a d z i do użytkow ego  p rz e k o n a n ia ,  że o d d a le n ia  punktów  p o w ie rz c h n i CDE wy
s t a r c z y  u c z y n ić  równe lin io w y m  rozm iarom  p o la  o b c ięż o n e g o  A B.

T w ie r d z e n ie  o z a n ik a n iu  ró ż n ic  sku tków  ró w n o w a rtych  z b io ró w  s i ł  ma n a j 
w id o c z n ie j  w ie lo s t r o n n e  z n a c z e n ie .  P r z y  s p ię t r z o n y c h  o b c ię ż e n ia c h  d a je  
nam ono wskazówkę k o n s t r u k c y jn a  co  do ro zm iaró w  o b s z a ru , k t ó r y  n a le ż y  l o 
k a ln ie  w zm ocn ić . W y ja ś n ia  nam o n o , pod ja k im  w arunkiem  w y n ik i  p ró b , p rz e 
p row adzonych  na ró ż n ych  u rz ę d z e n ia c h  la b o r a t o r y jn y c h ,  sę po rów nyw alne 
w z g lę d n ie  zam ienne - a w ię c ,  że np. o b o ję tn e  J e s t ,  c z y  g ło w ic e  c i a ł  p ró b 
nych  sę ch w y tan e  w u ch w y ty  p ie r ś c ie n io w e ,  c z y  g w in to w an e , j e ś l i  t y lk o  
m ie js c e  pom iaru  n a le ż y c ie  od n ic h  o d d a lim y . P o z w o l i ło  ono w h i s t o r i i  ro z 
w o ju  m e ch a n ik i u k ład ów  o d k s z t a łc a ln y c h  w y ja ś n ić  sz e re g  ro z m a ity c h  p o zo r
n ych  s p r z e c z n o ś c i .  W re s z c ie  ma w a lo r y  ekonom iczne bo re d u k u je  ro z w ię z a -  
n ie  o b s z e rn y ch  grup  z ag a d n ie ń  do ro z w ią z a n ia  puje h y n c z y c h  tem atów , k t ó ie  
t y lk o  l o k a l n i e  n a le ż y  u z u p e łn ia ć .
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Z a d a n ie  1 4 .2 . B rz e g  p ł y t y  o b c ią ż o n y  j e s t  na d łu g o ś c i  AB j a k  na r y s .  
1 4 .2  s i ł a m i  p o p rze cz n ym i o n a tę ż e n iu  T i  momentami ro z m iesz cz o n ym i na 
p o w ie rz c h n i b rzeg u  o zmiennym n a tę ż e n iu  N. Z a m ie n ić  to  o b c ią ż e n ie  na 
t y lk o  p o p rz e cz n e . I l e  w y n o s i n a tę ż e n ie  tego  o b c ią ż e n ia ?  O ak i w p ływ  ma ta  
zm ian a ?

O dpow iedź 1 4 .2 . N ie c h  z w ro t N b ę d z ie  zgodny z no rm alną  z ew n ę trz n ą  n 
b rzegu  p ł y t y ;  n ie c h  poza tym b ęd z ie  N fu n k c ją  łu k o w e j w s p ó łrz ę d n e j b rze
gowej s . Na dwa s ą s ie d n ie  e le m e n ty  ds b rzegu  d z i a ł a j ą  momenty: Nds i

R y s .  14 .2

(n  + d s )d s .  Zam ieńm y J e  na p a r y  s i ł  N i  N + ^  d s ,  u m ie s z c z a ją c  Je  o s o s
ja k  na ś ro d k o w e j c z ę ś c i  r y s .  1 4 .2 . Na w s p ó ln e j  k ra w ę d z i obu e lem en tów  po
w s ta n ie  nadw yżka s i ł  w yn o sząca  ^  ds i  d z i a ła j ą c a  z g o d n ie  z T . Nadwyż

ce s  ^  f-g
ka ta  p r z y n a le ż y  d łu g o ś c i  d s ; j e j  n a tę ż e n ie  w y n o s i p rz e to  — . Równo-

3 Nw a r te  o b c ią ż e n ie  zam ienne ma p rz e to  n a t ę ż e n ie :  T + do teg o  o b c ią ż e 
n ia  c ią g łe g o  n a le ż y  na ko ń cach  badanego b rzeg u  d o łą c z y ć  p o z o s ta łe  z p a r 
końcow ych s i ł y  sk u p io n e  o w a r to ś c ia c h  NA i  Ng. R ezu lta t o s t a te c z n y  przed
s t a w ia  praw a s t ro n a  r y s .  1 4 .2 .

W p ro w ad zen ie  pow yższego  o b c ią ż e n ia  z m ie n i s ta n  n a p ię c ia  j e d y n ie  w ob
r ę b ie  s t r e f y ,  k t ó r e j  o g r a n ic z e n ie  p rz e b ie g a  ró w n o le g le  do b rzegu  p ł y t y  w 
o d d a le n iu  równym j e j  g r u b o ś c i .  Z a g a d n ie n ie  pow yższe ma t ł o  h is t o r y c z n e .  
Z d e cyd o w a ło  ono o s t a t e c z n ie  o p o s t a c i  warunków  b rzegow ych  w t e o r i i  p ł y t ,  
u s t a lo n y c h  po d łu g o le t n i c h  n ie p o ro z u m ie n ia c h  p rz e z  K i r c h h o f f a .

Z a d a n ie  1 5 .2 . Po w ło k a  c ie n k o ś c ie n n a  o s io w o - sy m e try cz n a  o b c ią ż o n a  j e s t  
na b rzegu  rów no leżn ikow ym  ra d ia ln y m  zb io rem  s i ł  o s ta ły m  n a tę ż e n iu  P ,  po
łożonym  w p ła s z c z y ź n ie  p r o s to p a d łe j  do o s i  p o w ło k i j a k  na r y s .  1 5 .2 . W ie 
lu  z a g r a n ic z n y c h  a u to ró w  t w ie r d z i ,  że z asad a  de S a in t- V e n a n ta  upow ażn ia  
do p rz y p u s z c z e n ia ,  i ż  w n i e w ie l k i e j  o d le g ło ś c i  od b rzeg u  s ta n  n a p ię c ia  
c a łk o w ic ie  z n ik a .  Czy p rz y p u s z c z e n ie  to  j e s t  s łu s z n e ?

O dpow iedź 1 5 .2 . Tego ro d z a ju  i n t e r p r e t a c j a  z a s a d y  j e s t  c a łk o w ic ie  f a ł 
sz yw a . G ru b ość  e ś c ia n k i  p o w ło k i j e s t  w ed ług  z a ło ż e n ia  m ała w porów na
n iu  do p ro m ie n ia  r .  O e ś l i  na d łu g o ś c i  ró w n o le ż n ik a  'z ę d u  e p rzep row a-
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R y s .  15 .2

dzim y lo k a ln ą  zm ianę o b c ią ż e n ia  w wiadomym s e n s ie ,  to  i s t o t n i e  w o d le g ło 
ś c i  rzęd u  e od b rzegu  w p ływ  t e j  zm ian y  z a n ik n ie ,  to  z n a c z y , że w o d le g 
ł o ś c i  t e j  w y jś c io w y  s ta n  n a p ię c ia  p r a k t y c z n ie  n ie  z m ie n i s i ę ,  je d n a k  n ie  
b ę d z ie  on stanem  zerowym .

B łę d  p o le g a  na n a s tę p u ją c y m , m ilcz ącym  rozum ow aniu a u to ró w : Z a ło ż o n e
o b c ią ż e n ie  r a d ia ln e  P r e d u k u je  s i ę  d la  c a łe g o  b rzeg u  do z e r  a ; brzeg 
ma ro z m ia r  e ;  wobec teg o  w o d le g ło ś c i  e od b rzeg u  n a p rę ż e n ia  z n ik n ą .  
O tóż  c a ł y  b rzeg  c h a r a k t e r y z u je  g e o m e try c z n ie  n ie  t y lk o  g ru b o ść  e ,  
l e c z  r ó w n i e ż  r ;  s ta n  n a p ię c ia  może s i ę  p rz e to  z redukow ać do 
z e ra  d o p ie ro  w o d le g ło ś c ia c h  rzęd u  r ,  w ię c  np . w o k o l i c y  w ie r z c h o łk a  po
w ło k i .  J e ś l i  w w ie lu  w ypadkach  b łą d  n ie  j e s t  w i e l k i ,  z aw d z ię cz a  s i ę  to  
s w o is t e j  budow ie ro z w ią z a ń  t e o r i i  pow łok  i  g łó w n ie  k s z ta łto m  rozw ażanych  
w l i t e r a t u r z e  n acz yń  a n ie  t r e ś c i  om aw iane j z a s a d y . B łą d  u ja w n ia  s i ę  w 
r a ż ą c e j  p o s t a c i ,  gdy pow łoka  j e s t  ba rd zo  p ła s k a .

Temat 1 .2 . Z ap o znać  s i ę  z t e o r i ą  p o la r y z a c j i  i  i n t e r f e r e n c j i  ś w i a t ł a .

Temat 2 .2 . Z ap o znać  s i ę  ze s z cz e g ó ła m i metod o p ty c z n y c h  b a d a n ia  n a p rę 
żeń .

Temat 3 .2 . Pu nk t ( g .O ) nazywamy punktem o so b liw ym  s ta n u  n a p ię c ia ,  gdy 
k ie r u n k i  g łów ne są  tam n ie o z n a cz o n e . Z apoznać s i ę  z p rz e b ie g ie m  t r a j e k t o 
r i i  w o k o l i c y  t a k ie g o  m ie js c a ,  p rz y jm u ją c  dwa z a ło ż e n ia :

tg 2ct = ąx_L_b*
a o cx + dy lu b  tgztf = z Ł - i-  .( -d.-.c L « y  +-By 2-

cx  + (a - b )x y  + dy

i  w y k ry w a ją c  m iędzy in n ym i t r a j e k t o r i e  p r o s t o l i n i j n e  p rz e ch o d z ą ca  p rz e z
t a k i  p u n k t.



3 . PRAWO WIĄŻĄCE I  EN ERG IA  ODKSZTAŁCENIA

U c z y n i l i ś m y  d o ty c h c z a s  Je d n o  p o ż y te c z n e  z a ło ż e n ie  d o ty c z ą c e  budowy ma
t e r i i »  p r z y j ę l i ś m y  m ia n o w ic ie ,  że tw o rz y  ona k o n tinu u m , c z y l i  że j e s t  ma
t e m a ty c z n ie  j e d n o l i t a .  P r z y j ę c i e  to  u m o ż liw iło  z d e f in io w a n ie  
s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  i  n a p i ę c ia ,  t u d z ie ż  w y s t a r c z a ło  do p rz e p ro w a d z e n ia  na 
n ic h  z a s a d n ic z e j  o p e r a c j i  c i ą g ł e j  , k tó r ą  n a z w a liśm y  p r z e k s z ta łc e n ie m .

W d a lsz ym  c ią g u  p rz y jm ie m y , że je g o  skoń czona  c z ę ś ć ,  m a t e r ia .  J e s t  me
c h a n ic z n ie  J e d n o r o d n e ,  to  z n a c z y  w k a ż d y m  m i e j 
s c u  u k ła d u  pod w zględem  m echan icznym  ta k a  sam a. Jedno  s p o jr z e n ie  p rz ez  
m ik ro sk o p  na z g ła d  s t a lo w y  c z y  te ż  rz u t  oka na masę betonową p rz e k o n a ją  
n a s ,  że w i s t o c i e  może tu  być  mowa Je d y n ie  o p r z e c ię t n e j  j e d n o r o d n o ś c i ,  
u z a le ż n io n e j  od doboru  d o s t a t e c z n ie  d u ż e j j e d n o s t k i  o d n i e s ie n i a ;  s z c z ę ś 
liw ym  z b ie g ie m  o k o l i c z n o ś c i  w z ro s to w i ow ej Je d n o s t k i  to w a rz y s z y  ró w n ie ż  
w z ro s t  s p o ty k a n y c h  w p r a k ty c e  w ym iarów  o b ie k tó w , w ykonyw anych  z danego 
tw o rzyw a .

W re s z c ie  z b raku  m ie js c a  o g ra n ic z y m y  s i ę  do t r a k to w a n ia  p rz ed e  w s z y s t 
kim m a te r ia łó w  m e c h a n i c z n i e  r ó w n o k i e r u n k o -
w y  c h ,  z a n ie d b u ją c  p ra w ie  z u p e łn ie  r ó ż n o k i e r u n k o w  e . Ma
t e r i a ł  nazywamy m e c h a n ic z n ie  rów nokierunkow ym  c z y l i  iz o tro p o w ym , gdy je g o  
w ła s n o ś c i  m e ch an iczn e  są  w k a ż d y m  k i e r u n k u  badanego m ie j
s c a  t a k i e  sam e. D oskona łym  p r z e d s ta w ic ie le m  t e j  k a t e g o r i i  tw o rzyw  J e s t  
s z k ło  o p ty c z n e  i  o d w r o tn ie - a n iz o t r o p ię  r e p r e z e n tu ją  ro z m a ite  ^ k r y s z t a ły ,  
t j .  u k ła d y  m a t e r ia ln e  o wzorowo u p o rząd k o w an e j e l a t c e  a to m o w e j. Pewne ma
t e r i a ł y ,  J a k  np . m e ta le ,  u tw o rzo n e  są  z k o n g lo m e ra tu  d ro b n ych  k r y s z ta łó w  
i  masy b e z p o s ta c io w e j.  Zw ażyw szy , że  u s t r o j e  k r y s t a l i c z n e  beą  b e z ła d n ie  
um ieszczo ne  w o t a c z a j ą c e j  j e  m asie  b e z p o s ta c io w e j,  t a k ‘ ~,że in d y w id u a ln o ś ć  
i c h  w żadnym k ie ru n k u  n ie  może d o jś ć  do w y ra z u , można w y k a z a ć , >.że;-w r e 
z u l t a c i e  m e ta le  można pod względem  m echanicznym  t ra k to w a ć  J a k  m a t e r i a ły  
ró w n o k ie ru n k o w e  ; nazywamy j e  t e ż  q u a s i- iz o t ro p o w y m i.  ¡¿-Tworzywem a n iz o t r o 
powym, o d g ryw a ją cym  pewną r o l ę  w m e ch a n ic e .u k ła d ó w  o d k s z t a łp a ln y c h , j e s t  
d rew no . Je g o  p r z e c ię tn a  ró ż n o k ie ru n k o w o ś ć  da s i ę  s t w ie r d z ić  w yn ik a m i p r y 
m ityw nych  d o ś w ia d c z e ń : m o ż liw e  Je d n a k  J e s t  . u z a s a d n ić  ją,: ? takżed  r na d rod ze  
ra ch u n k u , w ycho d ząc  z budowy i  u ło ż e n ia  e le m e n ta rn y c h  komórek*r<\Sfr podo b n ie  
ro z w in ię ty m  s e n s ie  p r z e c ię t n ie  n ie ró w n ok ie ru n ko w ym  m a te r ia łe m  może być ż e l 
b et , np . w wypadku k rzyżow ego  z b r o je n ia .  M a te r ia ły o ró ź n o k ie ru n k p w ą  będą w 
naszym w y k ła d z ie  rz ad k o  t r a k to w a n e :  o g ra n ic z y m y  s i ę  w ak tu a ln y ch :w yp a d k a ch  
do o k r e ś le n ia  i c h  w ła s n o ś c i  t y lk o  w pewnym w yró żn io nym  k iis ru n k u .
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J e s t  f iz y c z n ą  n ie m o ż liw o ś c ią  o d d z ie l i ć  m a te r ię  od j e j  p o w ło k i z e w n ę trz 
n e j , od g e o m e try cz n e j p o s t a c i  u k ła d u . S z u k a ją c  w ię c  w ła s n o ś c i  m ech an icz 
nych  m a t e r i i  z k o n ie c z n o ś c i  obserw u jem y z ach o w an ie  s i ę  n ie  m a t e r ia łu  le c z  
u k ła d u  m a te r ia ln e g o .  Owe w ła s n o ś c i  n ie  w ychodzą w te n  sposób  na jaw  ja k o  
e le m e n ta r n e ,  podstawowe f a k t y  f iz y k a ln e  - z a k łó co n e  są  one o b e c n o ś c ią  pa
ram etrów  c h a r a k t e r y z u ją c y c h  u k ła d ,  w ię c  w ym iaram i g eo m e try cz n ym i, sposo 
bem p o d p a rc ia  i  podobnym i in n y m i s z c z e g ó ła m i. Może s i ę  naw et z d a r z y ć ,  że 
n ie k t ó r e  w ła s n o ś c i  m ech an iczn e  w o g ó le  n ie  u ja w n ią  s i ę .  Zadan iem  w y tra w 
nego badacza  j e s t  p rz e a n a l iz o w a ć  o d p o w ie d n ie  r e z u l t a t y  o b s e r w a c j i ,  o d rzu 
c i ć  r z e c z y  n i e i s t o t n e ,  a w y k ry te  i s t o t n e  s k o n tro lo w a ć  w sz e re g u  in n y ch  
badań . Z a g a d n ie n ie  to  n ie  j e s t  p r o s t e .

Je d n ą  z n ad e r  cen nych  w ła s n o ś c i  m e ch an iczn ych  m a t e r i i  j e s t  s p r ę 
ż y s t o ś ć .  Gdy u k ła d  m a t e r ia ln y  poddamy o b c ią ż e n io m , s tw ie rd z im y , 
że p u n k ty  u k ła d u  p rz e m ie s z c z a ją  s i ę .  P rz e m ie s z c z e n ie  d o w o ln ie  ob ranego  
p unktu  i  w d o w o ln ie  p rz y ję ty m  k ie ru n k u  okaże s i ę  pewną fu n k c ją  o b c ią ż e ń . 
O g ó ln ie  b io r ą c ,  ze w zrostem  s i ł  ro s n ą ć  będą p r z e m ie s z c z e n ia ;  gdy s i ł y  bę
dą z powrotem m a le ć , z m n ie js z a ć  s i ę  ró w n ie ż  będą p rz e m ie s z c z e n ia .  Je d n a k  
t y lk o  p rz y  z a s to s o w a n iu  n ie z b y t  w i e l k ic h  s i ł  z ja w is k o  pow yższe b ęd z ie  
c a ł k o w i c i e  o d w r a c a l n e  t z n .  p rz e m ie s z c z e n ia  tego  od
w róconego  s ta n u  będą s i ę  w y ra ż a ć  tą  samą fu n k c ją  s i ł ,  w ię c  - w s z c z e g ó l
n o ś c i  - z n ik n ą ,  gdy z n ik n ą  o b c ią ż e n ia .  Gdy ta k  j e s t ,  mówimy, że z ja w is k o  
p rz e b ie g a  w o b s z a rz e  s p rę ż y s ty m . K re s  s i ł  teg o  ro d z a ju  o d w ra ca ln e g o  z j a 
w is k a  nazywamy g r a n i c ą  s p r ę ż y s t o ś c i  z uw ag i na ba
d any  u k ła d .  G r a n ic a  s p r ę ż y s t o ś c i  j e s t  fak tem  d o św iad cza ln ym  bardzo  n ie 
pewnym; o k r e ś la n ie  j e j  w bardzo  wysokim  s to p n iu  z a le ż y  od p r e c y z j i  i n 
s tru m en tó w  pom iarow ych .

Gdy o b c ią ż e n ia  p rz e k ro c z ą  w yż e j w spom niany k r e s  o d k s z t a łc e n ia ,  p rz e 
s t a j ą  być c a łk o w ic ie  o d w ra c a ln e ;  p rz e m ie s z c z e n ia ,  to w a rz y s z ą c e  s i ło m  ma
le ją c y m ,  będą z m ie n ia ć  s i ę  w ed ług  in n eg o  p raw a a n i ż e l i  t e ,  k tó r e  o d pow ia 
d a ły  s i ło m  ro sn ącym . Po u s u n ię c iu  o b c ią ż e ń  s tw ie rd z im y , że j e d y n ie  c z ę ś ć  
i c h  z n i k ł a ,  a r e s z t a  p o z o s ta ła  w p o s t a c i  t r w a ł e j ;  z ja w is k o  j e s t  t y lk o  
c z ę ś c i o w o  o d w r a c a l n e .  O la  n ie k tó r y c h  uk ładów  zbudo
w anych  z n ie k tó r y c h  m e t a l i  s tw ie rd z im y  p rz y  pew nej w a r t o ś c i  s i ł  naw et t e 
go ro d z a ju  f a k t ,  i ż  p rz e m ie s z c z e n ia  będą w z r a s t a ć  p rz y  n i e 
z m i e n n e j  w a r t o ś c i  o b c ią ż e ń .  Tak s z c z e g ó ln ie  w y id e a liz o w a n ą  w ła s 
ność m ech an iczn ą  m a t e r i i  nazywamy p l a s t y c z n o ś c i ą ,  a odno
śną p rz y n a le ż n ą  w a r to ś ć  s i ł  g r a n i c ą  p l a s t y c z n o ś c i  
l ub p ł y n n o ś c i  z uw ag i na badany u k ła d .  Pow yższa dana u ja w n ia  
s i ę  n ie k ie d y  bardzo  w y ra ź n ie  i  j e s t  w ted y  n ad e r cenną in fo r m a c ją  z n a c z n ie  
c e n n ie j s z ą ,  a n i ż e l i  g r a n ic a  s p r ę ż y s t o ś c i .  2 te g o  to  powodu naw et w wypad
kach  n ie w y ra ź n e j g r a n ic y  p la s t y c z n o ś c i  umawiamy s i ę  c h ę tn ie  uważać za n ią  
j a k i ś  f a k t  p o k rew n y , w ię c  np. w y ra ź n y  załom  lu b  z a o k r ą g le n ie  w odnośnym 
d ia g r a m ie ,  t j . m ie js c e ,  od k tó re g o  p o c z y n a ją c  p rz e m ie s z c z e n ia  w y b it n ie  
s i l n i e j  s i ę  z m ie n ia ją  a n i ż e l i  u p rz e d n io  - o c z y w iś c ie  p rz y  t e j  s a n e j zm ia 
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n ie  o b c ię ż e ń .  P la s t y c z n o ś ć  j e s t  s w o is tę  ce ch ę  m e t a l i ,  t a k ic h  j a k  s t a l ,  
m ied ź , a lu m in iu m . M a t e r i a ł y  te g o  ro d z a ju  nazywamy n ie z b y t  ś c i ś l e  c i  ę- 
g 1 i  w y  m i .

Gdy p la s t y c z n o ś ć  w ow ej bardzo  w y ra ź n e j lu b  s p o k re w n io n e j fo rm ie  n ie  
u ja w n ia  s i ę ,  s tw ie rd z a m y  j e d y n i e ,  że po p rz e k ro c z e n iu  g r a n ic y  s p r ę ż y s t o ś 
c i  w chodzim y w o b s z a r  p rz e m ie s z c z e ń  m ie sz a n ych  a lb o  te ż  po p ro s tu  t r w a 
ł y c h ,  gdy te  o s t a t n ie  w y ra ź n ie  p rz e w a ż a ję  nad s p r ę ż y s t y m i.  Takim  
zachow an iem  c h a r a k t e r y z u ję  s i ę  m e ta le  la n e  j a k  ż e l iw o ,  k a m ie n ie  n a tu r a ln e  
j a k  g r a n i t ,  s z tu c z n e  j a k  b e to n . M a t e r i a ł y  te g o  ro d z a ju  nazywamy n ie z b y t  
ś c i ś l e  k r u c h y m i .

Po w yże j p o d z i e l i l i ś m y  o b s z a r  d o ś w ia d c z a ln y  na t r z y  c z ę ś c i ,  t j .  s p rę ż y 
s t y ,  p la s t y c z n y  i  t r w a ły ,  p rz yp o rz ę d k o w u ję c  p la s t y c z n o ś c i  pewne bardzo  
s z c z e g ó ln e  z a c h o w a n ie . N ie k t ó r z y  a u to r z y  r o z r ó ż n ia ję  j e d y n ie  dwa o b s z a r y ,  
a m ia n o w ic ie  c ia s n y  s p r ę ż y s t y  i  p o z o s t a ły  p la s t y c z n y .  I n n i  w r e s z c ie  s to -  
s u ję c  ró w n ie ż  p o d z ia ł  na dwa o b s z a ry  p rz yp o rz ę d k o w u ję  p la s t y c z n o ś ć  jed yn ie  
m a te r ia ło m  c ię g l iw y m ;  w ted y  d la  k ru ch y c h  w p ro w ad za ję  o b s z a r  o d k s z ta łc e ń  
t rw a ły c h .

Końcowę w ła s n o ś c ię  m ech an iczn ę  m a t e r i i  j e s t  j e j  w y t  r z y m a  ł  o ś ć .  
Gdy m ia n o w ic ie  u k ła d  m a t e r i a ln y ,  zbudowany c z y  to  z m a t e r ia łu  c ię g l iw e g o ,  
c z y  te ż  k ru ch e g o  n a d m ie rn ie  o b c ię ż y m y , d o jd z ie m y  do k re s u  je g o  n o ś n o ś c i .  
W u k ła d a c h  c ię g l iw y c h  okaże s i ę  z r e g u ły ,  że p rz e m ie s z c z e n ia  je g o ,  poczy-  
n a ję c  od pew nej w a r t o ś c i  o b c ię ż e ń , r o s n ę  z u b y t k i e m  ob- 
c ię ż e ń ,  w u k ła d a c h  k ru ch y c h  n a s tę p !  n a g ł a  k a t a s t r o f a  - u k ła d  po
d z i e l i  s i ę  na o d d z ie ln e  n ie p o w ię z a n e  c z ę ś c i .  O dnośny k re s  s i ł  nazywamy
g r a n i c ę  w y t r z y m a ł o ś c i  badanego u k ła d u  lu b  te ż  je g o  
n o ś n o ś c i ę  a lb o  je g o  u d ź w i g i e m .  Głównym zadan iem  t e c h 
n ic z n e j  m e ch a n ik i u k ład ów  r z e c z y w is t y c h  j e s t  w ła ś n ie  w s k a z a n ie  n o ś n o ś c i
ro z m a ity c h  c e lo w y ch  u k ła d ó w .

Dodajm y j e s z c z e ,  że ś c i ś l e  rz e c z  b io r ę c  n ie  m a t e r i a ły  sę c ię g l iw e  lu b  
k ru c h e ,  l e c z  s t a n y ,  k tó r e  im n a r z u c i l iś m y  w arunkam i o b c ię ż e n ia  sę teg o
r o d z a ju .  Można d o p ro w a d z ić  do te g o ,  że k ru ch y  marmur b ę d z ie  p ły n ę ć ,  to  
z n a c z y  zachow yw ać s i ę  j a k  c i ę g l iw a  s t a l  i  - na odw ró t - do te g o ,  że c ię -  
g l iw a  m iedź b ę d z ie  pękać  j a k  s z k ło ;  spowodować to  można naw et ś ro d k am i
n a tu r y  c z y s to  m e c h a n ic z n e j , a w ię c  bez pomocy zm ian  te rm ic z n y c h  c z y  i n 
n ych  n ie m e c h a n ic z n yc h  z ab ie g ó w .

S t w ie r d z i l i ś m y  w t e o r i i  s ta n u  n a p i ę c ia ,  że każde popraw ne ro zw ięzan ie  
m e ch a n ik i u k ład ó w  o d k s z t a łc a ln y c h  m usi c z y n ić  z ad o ść  warunkom rów now ag i w 
każdym m ie js c u  w n ę trz a  u k ła d u  o ra z  warunkom o b c ię ż e n ia  na je g o  b rz e g u . 
T r z y  ró ż n icz k o w e  w a ru n k i rów now ag i n ie  mogę w y s t a r c z y ć  do z n a le z ie n ia  n ie 
w iadom ych s z e ś c iu  f u n k c j i ,  o k r e ś la ję c y c h  t e n s o r  n a p i ę c ia .  W id z im y  p r z e t o ,  
ze k a ż d e  z a g a d n ie n ie  s ta n u  n a p ię c ia  j e s t  s t a t y c z n i e
n i e w y z n a c z a l n e .  Rów nan ia  rów now ag i sę  tu  w p raw d z ie  w arun 
kam i k o n i e c z n y m i ,  l e c z  sę one w arunkam i n i e w y s t a r 
c z a j ą c y m i .  S t w ie r d z i l i ś m y  je d n a k  w t e o r i i  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia .



- 72 -

że każde popraw ne ro z w ią z a n ie  m e ch a n ik i u k ład ów  o d k s z t a łc a ln y c h  m usi c z y 
n ić  t e ż  z ad o ść  warunkom n ie r o z d z ie ln o ś c i  w ew ną trz  u k ła d u  i  warunkom pod
porowym na je g o  b rz e g u . W n io sk u jem y  s łu s z n ie ,  że w n a k a z ie  tym z a w a rte  
są  b r a k u ją c e  p rz ed  c h w i lą  w a ru n k i.

Można w y k a z a ć , że p rz y  s p e łn ie n iu  obu s c h a ra k te ry z o w a n y c h  w yż e j wymo
g ó w ,n ad to  pewnych d o datkow ych  z a s t r z e ż e ń  - ro z w ią z a n ia  m e ch a n ik i uk ładów  
r z e c z y w is t y c h  są  j e d n o z n a c z n e .  Nasuwa s i ę  p rz e to  n a s tę p u 
j ą c a  e l im in a c y jn a  m etoda p o s tę p o w a n ia : sp o śró d  w s z e lk ic h  ro z w ią z ań  ze 
s p e łn io n y m i p o s tu la ta m i p ie rw s z e g o  typ u  w yb ie ram y  to  je d n o  je d y n e ,  k tó r e  
c z y n i  tu  zad o ść  wymogom d ru g ie g o  t y p u ,  a lb o  te ż  - sp o ś ró d  w s z e lk ic h  ro z 
w ią z a ń  d r u g ie j  g ru p y  p rz y jm u jem y  to  je d n o  i  t y lk o  je d n o ,  które s p e łn ia  ż ą 
d a n ia  p ie r w s z e j  k a t e g o r i i .

I s t n i e j ą  n a u k i ,  j a k  m atem atyczna  t e o r i a  s p r ę ż y s t o ś c i  t u d z ie ż  matema
ty c z n a  t e o r i a  p la s t y c z n o ś c i ,  k tó r e  i s t o t n i e  w sposób  ś c is ły  w y k ry w a ją  ro z 
w ią z a n ia  w ie lu  p rob lem ów  z d z ie d z in y  m a ł y c h  o d k s z t a łc e ń ,  c z y n ią c  
d o k ła d n ie  z ad o ść  w sz y s tk im  w y ja ś n io n ym  wymogom. A p a ra tu ra  m atem atyczn a , 
j a k i e j  m usi s i ę  p rz y  tak im  p o s tęp o w an iu  u ż y ć , j e s t  n ad e r sko m p liko w an a . 
Z asób  c z a s u ,  p o trz e b n eg o  do p rz e p ro w a d z e n ia  te g o  ro d z a ju  ro z w ią z a n ia  j e s t  
o lb rz y m i - naw et p rz y  p o z o rn ie  p ro s ty c h  z a d a n ia c h .  N ie  s t a ć  nas na to  w 
te c h n icz n y m  k u r s ie  m e c h a n ik i.  Wobec teg o  w n ie l i c z n y c h  t y lk o  w ypadkach 
p o s tą p im y  ś c i ś l e  pod każdym w zg lędem . Na o g ó ł u cz yn im y  ś c i ś l e  z ad o ść  je d 
nym wymogom, p o p rz e s ta n ie m y  na p rz yb liż o n y m  u c z y n ie n iu  zad o ść  d rug im  i  na 
o d w ró t. W w ypadkach  w ą tp l iw y c h  s k o rz y s ta m y  z k o n t r o l i ,  j a k ą  nam n a s u n ie  
p o ró w n an ie ' w yn ik u  z r e z u lt a te m  pokrewnego ro z w ią z a n ia  m a tem a ty cz n ie  ś c i s 
łe g o ,  c z y  t e ż  z r e z u lt a te m  b e z p o ś red n ie g o  d o ś w ia d c z e n ia .  Zważmy w r e s z c ie ,  
że n ie  w s z y s t k ie  in t e r e s u ją c e  nas  p ro b lem y  d o c z e k a ły  s ię  ro zw iązan ia  wzmian
kow ane j t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i ,  c z y  te ż  p la s t y c z n o ś c i ,  m atem atyczna  z a ś  te o 
r i a  w y t r z y m a ło ś c i  w o g ó le  n ie  i s t n i e j e .

Na r a z ie  w y c ią g n ie m y  t y lk o  lo g ic z n ą  ko n sek w e n c ję  z p rzep row adzonego  
wywodu. O e ś l i  r o z w ią z a n ie  z a g a d n ie n ia  m e ch a n ik i c i a ł  r z e c z y w is t y c h  wyma
ga s p e łn ia n ia  wymogów m ech an iczn ych  i  g e o m e try cz n y ch , to  musimy zn ać  z w ią z 
k i  r z e c z y w is t e ,  z a ch o d z ą ce  m iędzy w ie lk o ś c ia m i  m ech an iczn ym i i  geom etrycz
n ym i. M usim y znać p r a w o  w i ą ż ą c e  t e  w i e l k o ś c i .

Cóż możemy na p o cz ą te k  z r o b ić ?  O g ran iczm y na r a z ie  z as ięg  n asz ych  badań 
do o b s z a r ó w  s p r ę ż y s t y c h  i  u s i łu jm y  zbadać c z y  moż
l iw e  j e s t  z w ią z a ć  f a k t y  b e z p o ś re d n io  n a r z u c a ją c e  s i ę  - p r z e m i e 
s z c z e n i a  z s i ł a m i  z e w n ę trz n y m i.

Zbudu jem y w tym c e lu  z t e g o  s a m e g o  tw o rz y w a , np . z o k re 
ś lo n e j  t e c h n o lo g ic z n ie  s t a l i ,  u k ła d y  n a j r o z m a it s z e j  p o s t a c i  g e o m e try cz 
n e j ,  w ię c  j a k  na r y s .  1 .3  b e lk ę ,  ta k  c z ę s to  w la b o r a t o r ia c h  f iz y cz n y ch  s to 
sowaną s p rę ż y n ę ,  d a le j  p ł y t ę ,  p r z e g ib n ie  p o łą c z o n e  dwa p r ę t y ,  a lb o  te ż  
je d e n  p r ę t ,  k u lę  i t p .  K ażdy  z t y c h  u k ład ów  ob ciążm y według w skazanego  p ro 
s te g o  sp o so b u . W yb ie rzm y na każdym j a k i e ś  m ie j s c e ,  n a jp r o ś c ie j  punkt z a 
c z e p ie n ia  s i ł y  c z y n n e j i  obserw u jm y p rz e m ie s z c z e n ie  teg o  punktu  w dow o l
n ie  u s ta lo n ym  k ie r u n k u ,  w ię c  n a j l e p i e j  w k ie ru n k u  d z i a ła n ia  o b c ią ż e n ia .



- 73 -

W wypadku p ie rw szym  s tw ie r d z im y ,  że p rz e m ie s z c z e n ie  j e s t  p r o p o r c jo n a l 
ne do o b c ią ż e n ia ,  o c z y w iś c ie  j e ś l i  t y lk o  to  o s t a t n ie  n ie  j e s t  z b y t  w i e l 
k i e .

P

7

R y s . 1 .3

W wypadku d rug im  owa z a le ż n o ś ć  l in io w a  znów s i ę  p o w tó rz y . Z z ad o w o le 
n iem  w r e s z c ie  s tw ie r d z im y ,  że to  samo d o ty c z y  ró w n ie ż  wypadku t r z e c ie g o .  
Dodatkowe p o m ia ry  w każdym z p ow yższych  z a g a d n ie ń  prow adzę do w n io s k u , że 
p r o s t o l i n i j n y  d iag ram  o trz y m u je  s i ę  ró w n ie ż  d la  p rz e m ie s z c z e n ia  dow o lnego  
p unk tu  u k ła d u  i  w d o w o ln ie  p rz ez e ń  obranym  k ie ru n k u .  P o z w a la  nam to  o c z y 
w i ś c ie  z r o b ić  u ż y te k  z z a s a d y  s u p e r p o z y c j i  i  z a g a d n ie n ia  r o z w i j a ć  p rz e z  
n a k ła d a n ie  na u k ła d  d o w o ln ych  z b io ró w  o b c ię ż e ń . Dom yślamy s i ę  o c z y w iś c ie ,  
że w s p ó łc z y n n ik i  a ,  b , c w r e z u l t a t a c h  n as z ych  t r z e c h  d o ś w ia d c z e ń :

p = a P ,  q = b Q ,  r = c R

z a le ż ę  od p a ram etró w  c h a r a k t e r y z u ję c y c h  u k ła d .  K re s  o b c ię ż e ń  w y w o łu ję c y c h  
l in io w y  s k u te k  pow yższego ro d z a ju  nazywamy g r a n i c ę  p r o p o r 
c j o n a l n o ś c i  z u w ag i na badany u k ła d .  D esteśm y s k ło n n i  p rz y 
j ę ć ,  że ta k  p r o s to  p r z e b ie g a ję c e  z ja w is k o  s tw ie rd z im y  d la  w s z e lk ic h  i n 
n ych  u k ład ó w  z teg o  samego m a t e r ia łu .  W n io s e k  te n  b y łb y  z b y t  pochopny - 
j a k  to  w skażę d o ś w ia d c z e n ia  d a ls z e .

W p ie rw szym  e k s p e ry m e n c ie  d r u g ie j  s e r i i  m iędzy d w ie  n ie ru ch o m e  ś c ia n y  
w m on tow a liśm y p r z e g lb n ie  dwa ró w n ie ż  p r z e g ib n ie  p o łę cz o n e  p r ę t y .  D ośw iad 
c z e n ie  to  w yk a że , że z ra z u  p rz y  m a łych  w a r t o ś c ia c h  s i ł y  z e w n ę trz n e j p rz e 
m ie s z c z e n ie  g w a łto w n ie  w z r a s t a ,  po czym p rz e b ie g  ła g o d n ie je .  W drug im  do
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ś w ia d c z e n iu  w io t k i  s łu p  o b c ią ż y l iś m y  m imośrodkowo ró w n o le g le  do je g o  
o s i .  Z ja w is k o  p rz e b ie g a  s k o m p lik o w a n ie ; s t o s u ją c  r o z w in ię c ie  w ie lo m ian o w e  
s tw ie rd z a m y , że u c ie c  s i ę  musimy do pomocy p rz y n a jm n ie j  t r z e c h  d o d a jn i-  
ków. W t r z e c im  d o ś w ia d c z e n iu  z k u lę  na s z ty w n e j p o d s ta w ie  p rz e b ie g  j e s t  
je s z c z e  b a r d z ie j  sk o m p lik o w an y . W id z im y p r z e to ,  że r e z u l t a t y  nowej s e r i i  
ek spe rym en tó w  i

p » a -^/"p, q = bxQ + b2Q2 + b3Q3 , r  = f ( r )

p rz e c z ę  naszemu p o przedn iem u  pochopnemu p rz y p u s z c z e n iu .  P rz e b ie g  n ie  z a 
w sze j e s t  l i n i o w y ;  t u t a j  n ie  w o lno  s to so w ać  z a s a d y  s u p e r p o z y c j i .

Zm uszen i je s t e ś m y  reasumować. W o b sz a ra ch  s p rę ż y s t y c h  i s t n i e j ę  u k ła d y  
m a t e r i a ln e ,  w k tó r y c h  p rz e m ie s z c z e n ie  i c h  każdego p unk tu  w każdym dow o l
n ie  obranym  k ie ru n k u  j e s t  l i n i o w ę  j e d n o r o d n ą  fu n k c ję  
o b c ią ż e ń ;  u k ła d y  t a k i e  nazywamy l i n i o w o  - s p r ę ż y s t y m i .  
I s t n i e j ę  w o b s z a ra c h  s p r ę ż y s t y c h  u k ła d y  m a t e r ia ln e ,  w k tó r y c h  p rz e m ie s z 
c z e n ia  sę n i e l i n i o w y m i  od wypadku do wypadku in n ym i fu n k 
c ja m i o b c ią ż e ń ;  te g o  ro d z a ju  u k ła d y  nazywamy o g ó l n i e  - s p r ę 
ż y s t y m i .  N ie  u le g a  w ą t p l iw o ś c i ,  że te  p ie rw s z e  n a d a ję  s i ę  l e p i e j  
do d a ls z e g o ,  b a r d z ie j  w y c z e rp u ją c e g o  b a d a n ia , a n i ż e l i  t e  d r u g ie .

Gdybyśm y naw et p o t r a f i l i  a p r i o r i  o szacow ać - a umiemy to  z r o b ić  z ł a 
tw o ś c ią  - k tó r e  to  u k ła d y  n a le ż ą  do p ie r w s z e j  k a t e g o r i i ,  k tó r e  zatem  do 
d r u g ie j ,  to  i  ta k  t r u d n o ś c i  w w y k r y c iu  podstaw ow ego praw a w ią ż ą ce g o  b y ły 
by z n a c z n e . W p raw d z ie  ż o n g lu ją c  w ym ia ram i g eo m etrycz n ym i u k ła d u , p o ło ż e 
n iem  o b c ią ż e n ia ,  in d y w id u a ln o ś c ią  m a t e r ia łu  w y k ry l ib y ś m y  - p rz y  d o d a tk o 
w ej pomocy a n a l i z y  d y m e n sy jn e j - budowę w sp ó łcz y n n ik ó w  m ianow anych a ,b , c ,  
je d n a k ż e  u z ysk a n y  końcowy r e z u l t a t  s to s o w a łb y  s i ę  do w ybranego  u k ła d u  i  
n ie  m ia łb y  g łę b s z e g o  z n a c z e n ia  d la  dow o lnego  in n e g o . D ochodzim y w ten  
sposób  do p rz e k o n a n ia ,  że z w i ą z e k  m i ę d z y  p r z e m i e 
s z c z e n i e m  a s i ł ą  n i e  J e s t  d o s t a t e c z n ie  e lem en 
tarnym  i  p o d s t a w o w y m  p r a w e m  w i ą ż ą c y m  w me
c h a n ic e  u k ład ó w  o d k s z t a łc a ln y c h .  Musimy s i ę  w yzbyć u k ła d u  i  t r a k to w a ć  j e 
d y n ie  m a t e r ię .

W sp o m n ie liś m y , że  n ie m o ż liw e  j e s t  o d d z ie l i ć  f i z y c z n i e  m ate
r i ę  od j e j  p o s t a c i  g e o m e try c z n e j.  Na s z c z ę ś c ie  tak ą  sz a n sę  d a je  nam m a- 
t e m a t y c z n e  rozum ow an ie . N a le ż y  tw o rz y ć  teg o  ro d z a ju  u k ła d y  ma
t e r i a l n e  i  poddawać j e  d z i a ła n iu  teg o  ro d z a ju  z b io ró w  s i ł  z e w n ę trz n y c h , 
ab y  p o s ta ć  u k ła d u  n ie  o d g ry w a ła  w r e z u l t a t a c h  ż ad n e j r o l i .  Ten je d y n y  r a 
tu n ek  s ta n o w i J e d n o r o d n o ś ć .  D e ś l i  w o b rę b ie  c a łe g o  u k ład u  
uda nam s i ę  w yw o łać  s ta n  je d n o ro d n y , to  b a d a n ie  b ę d z ie  można o g ra n ic z y ć  
do d ow o lnego  m ie js c a  teg o  u k ła d u , a lb o w iem  w innym  b ę d z ie  s i ę  d z ia ło  to  
samo. Na p o w yższe j z a s a d z ie  lo g ic z n e j  w y e lim in u je m y  n ie  t y lk o  w ym ia ry  l i 
n io w e , c h a r a k t e r y z u ją c e  p o s ta ć  g eo m etryczn ą  u k ła d u , w yru g u jem y autom a
t y c z n ie  ró w n ie ż  p a ra m e try  c h a r a k t e r y z u ją c e  p o ło ż e n ie  s i ł  z e w n ę trz n y c h .
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w yru g u jem y w o g ó le  w s z e lk ie  w sp ó łrz ę d n e  u k ła d u . Wobec teg o  n ie  będziem y 
ju ż  p o sz u k iw a ć  z w ią z k u  m iędzy  s i ł ę  i  p rz e m ie s z c z e n ie m . U s t a l i m y  
p o d s t a w o w e  p r a w o  m e c h a n i k i  u k ł a d ó w  o d- 
k s z t a ł c a l n y c h  w i ę ż ę c  s t a n  n a p i ę c i a  z e  
s t a n e m  o d k s z t a ł c e n i a .

N ie w ie le  mamy la b o r a t o r y jn y c h  m o ż liw o ś c i tw o rz e n ia  je d n o ro d n y ch  stanów  
n a p ię c ia  lu b  o d k s z t a łc e n ia .  M usim y d o b ie ra ć  s z c z e g ó ln e  k s z t a ł t y  u k ład ów  i  
s z c z e g ó ln e  ty p y  o b c ię ż e ń . Gdy z a c h o d z i mimo w s z y s tk o  obawa n ie ró w n o m ie r-  
n o ś c i  w ja k im ś  k ie r u n k u ,  musimy z a s to so w a ć  w tym że k ie ru n k u  m o ż liw ie  m ały  
ro z m ia r  u k ła d u . Gdy - o d w ro tn ie  - obaw iam y s i ę  wpływ u końców u k ła d u , s t o 
su jem y  w odnośnym k ie ru n k u  w y b it n ie  w yd łu ż o n y  ro z m ia r .  L a w iru je m y  z a le ż 
n ie  od o k o l i c z n o ś c i  m ięd z y  t r ó j -  dwu- i  Je d n o o s io w y m i s ta n a m i.  W r e z u l t a 
c i e  p o t r a f im y  z r e a l iz o w a ć  w s z e c h s t ro n n ę , rów nom iernę ko m p res ję  p rz y  za
s to s o w a n iu  u k ład ów  dość dow o ln ych  k s z t a ł t ó w ,  p ro s te  ś c in a n ie  s k r ę c a ję c  
c ie n k o ś c ie n n ą  r u r ę ,  je d n o o s io w e  r o z c ią g a n ie  i  tym podobne in n e  s t a n y  pow
s t a ją c e  n a j c z ę ś c i e j  z k o m b in a c ji  p o p rz e d n ic h .

W p o m ysłach  teg o  ro d z a ju  tk w ię  zaw sze pewne p rz y p u s z c z e n ia ,  których bez
p o ś re d n io  d o ś w ia d c z a ln ie  s t w ie r d z ić  n ie  można. Muszę być one w e ry f ik o w a n e  
na in n y c h  pok rew n ych  f a k t a c h .  W r e z u l t a c i e  p r a w o  w i ę ż ą c e
sk ła d o w e  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  ze sk łado w ym i s ta n u  n a p ię c ia  - wbrew o p in i i  
w ie lu  au to ró w  - n i e  j e s t  p r a w e m  b e z p o ś r e d n i o  
d o ś w i a d c z a l n i e  s p r a w d z a l n y m .

O g r a n ic z a ją c  n asze  b a d a n ia  w d a lsz ym  c ią g u  do o bszarów  s p rę ż y s ty c h , weź
my pod uwagę n a jp r o s t s z y  w ypadek j a k  na r y s .  2 .3 .  P ry z m a ty c z n y  p r ę t  p ro s 
t y  o b c ią ż o n o  w zd łu ż  o s i  dwiema rów now ażącym i s i ę  s i ł a m i  P .  W dowolnym 
je g o  p r z e k r o ju  i s t n i e j e  s i ł a  w e w n ę trz n a , a m ia n o w ic ie  s i ł a  p o d łu żn a  S= P. 
S i ł a  t a  n ie  z a le ż y  od o b io ru  m ie js c a  p r z e k r o ju ;  pod tym względem  s t w ie r 
dzamy ró w n o m ie rn o ść . U n ik a ją c  n ie ja s n e g o  w pływ u uchw ytów  s i ł  P o b ie rzm y  
za  d łu g o ś ć  obserw ow aną o d c in e k  1 ; o d c in e k  te n  na w s tę p ie  eksperym entu po-

l +A

1—4—1- ■ I 1--1— 1--1--1~ 1 '

R y s . 2 .3

d z ie lm y  na pewną i l o ś ć  m o ż liw ie  m a łych  rów nych  c z ę ś c i .  W zg lęd ne  p rz e m ie 
s z c z e n ie  p rz e k ro jó w  o g r a n ic z a ją c y c h  d łu g o ś ć  1 oznaczm y p rz e z  X  ; je s t  to  
po p ro s tu  w y d łu ż e n ie  d łu g o ś c i  p o m ia ro w e j, o b serw ow ane j na p o b o c z n ic y  p rę 
t a  p ró b neg o . Z  ła t w o ś c ią  s tw ie rd z im y  d o ś w ia d c z a ln ie ,  że mamy p rzed  sobą
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u k ła d  l in io w o - s p r ę ż y s t y ; z n a jd z ie m y  bowiem : A = a-P  - o c z y w iś c ie  p o n iż e j
g r a n ic y  p r o p o r c jo n a ln o ś c i .

C hcąc w yz n aczyć  budowę p a ram etru  a ,  b ędz iem y z m ie n ia ć  po k o le i  po j e 
d n e j w s z y s t k ie  c e c h y  p r ę t a ,  z a t rz y m u ję c  bez zm iany  in n e .  O e ś l i  z tego  s a 
mego m a t e r ia łu  wykonamy p r ę t y  o t e j  sam ej p o s t a c i  p rz e k ro ju  i  o tym s a 
mym p o lu  p r z e k r o ju ,  l e c z  o in n y ch  d łu g o ś c ia c h ,  przekonam y s i ę ,  ze p a r a 
m e tr a j e s t  p r o p o r c jo n a ln y  do d łu g o ś c i  pom iarow ej 1. O e ś l i  z tego  sa 
mego m a t e r ia łu  wykonamy p r ę t y  o s t a ł e j  p o cz ę tk o w e j d łu g o ś c i  1 , le c z  o 
in n y c h  p r z e k r o ja c h ,  przekonam y s i ę ,  że w yn ik  pom iaru  n ie  z a le ż y  od p o s ta 
c i  p r z e k r o ju ,  l e c z  od je g o  p o la ;  okaże  s i ę  m ia n o w ic ie ,  że a j e s t  o d w ro t
n ie  p r o p o r c jo n a ln e  względem A. P o z o s ta w ia ją c  w r e s z c ie  bez zm iany d a ty  1
i  A , a z m ie n ia ją c  m a t e r ia ł  z n a jd z ie m y , że je g o  in d y w id u a ln o ś ć  w y b i ja  tu 
swe w y raźn e  p ię t n o ;  d o jd z ie m y  do te g o ,  że i s t n i e j e  pewna s t a ł a  m a 
t e r i a ł o w a  E , r e g u lu ją c a  w ie lk o ś ć  a .  U est o c z y w iś c ie  o b o ję tn e ,  
c z y  j ą  u m ieśc im y  w l i c z n ik u  c z y  w m ianow n iku  p o sz u k iw a n e j fo rm u ły ,  sk o ro
j e s t  ona s t a ł a .  Um ieśćm y j ą  d la  pew nej wygody rachu n kow e j w m iano w n iku ;
będz iem y j ą  w te d y  nazyw ać p i e r w s z ą  s t a ł ą  s p r ę ż y s t o 
ś c i  l ub  m o d u ł e m  Y o u n g a .  Z n a le ź l iś m y  p rz e to  z a le ż n o ś ć  

P 1A = o k r e ś la j ą c ą  je d n ą  ważną cech ę  badanego u k ła d u . Z a le ż n o ś ć  t a  o ka 
z a ła  s i ę  p rz y  tym - co  te ż  t rz e b a  dodać - ważna d la  P 0, to  z n a cz y  d la  
wypadku ś c i s k a n i a .  M oduł E ma d ym ensję  i lo r a z u  s i ł y  i  p o la .

O d d z ie ln ą  uwagę p o św ięcon o  w tym e k s p e ry m e n c ie  d rug iem u  z ja w is k u .  Zau 
w ażono, że w y m ia ry  p o p rzeczn e  p r ę t a  ze  w zrostem  s i ł y  P p r o p o r c jo n a ln ie  
m a le ją .  L a w ir u ją c  j a k  p o p rz e d n io  w y k r y to ,  że  d la  zm iany  S , k tó r e g o k o l 
w ie k  l in io w e g o  ro z m ia ru  p o p rzeczn eg o  d , n a p is a ć  można fo rm u łę :  5 = - u  .

P d. — i  t u t a j  ważną d la  P «= 0 . D o d a tn ia  w ie lk o ś ć  n iem ianow ana oka
z a ła  s i ę  zaw sze m n ie js z a  od j e d n o ś c i ,  ba - m n ie js z a  od 0 ,5 ;  nazyw ać j ą  
będz iem y u ł a m k i e m  P o i s s o n a  l ub s t a ł ą  z w ę 
ż e n i a  p o p r z e c z n e g o .  Zwracam y tu  uw agę, że n ie k tó r z y  
a u to rz y  o p e ru ją  o d w ro tn o ś c ią  t e j  l i c z b y :  m =

Na r a z ie  d o ś w ia d c z a ln ie  s tw ie rd z o n o , że badany u k ła d  j e s t  l in io w o  - 
s p r ę ż y s t y  o ra z  o k re ś lo n o  budowę odnośnych  w sp ó łcz y n n ik ó w  p ro p o rc jo n a ln o -  
ś c i .  Z k o le i  u s i łu je m y  pozbyć s i ę  w i e l k o ś c i  c h a r a k t e r y z u ją c y c h  geom etrycz
ną p o s ta ć  u k ła d u . To samo d o ś w ia d c z e n ie  p o u cza , że w y d łu ż e n ie  c a łk o w it e  A 
j e s t  ró w n o m ie rn ie  ro z rz u c o n e  na każdą c z ę ś ć  p ie r w o tn e j  d łu g o ś c i  p o m iaro 
w e j 1. U pow ażn ia  nas  to  do w p ro w ad zen ia  p o ję c ia  w y d łu ż e n ia  je d n o s tk o w e 
go , c z y l i  z d łu ż a :  e# = j .  A n a lo g ic z n a  o b s e rw a c ja  p o p rze cz n a  pozw a la  z a 
s to so w ać  z d łu ż  dow o lnego  k ie ru n k u  p o p rz e cz n e g o : e * = ó / d . N a p rę ż e n ie  ma
w ym ia r i lo r a z u  s i ł y  i  p o la .  Wprowadźmy te d y  w g rę  w y r a ż e n ie :  0Q = P/A ,
W te n  sposób  dw ie  fo rm u ły  p r z y b ie r a j ą  p o s t a ć :  s *=  oQ/ E , e*=  - fs. . 0 0/ E ,
w o lną  od param etrów  g eo m e trycz n ych  u k ła d u .

Od w yn ik u  o s ta te c z n e g o  d z i e l i  n as  o b e c n ie  ju ż  n ie  d o ś w ia d c z e n ie  lu b  
ra c h u n e k , l e c z  p r z y p u s z c z e n i e .  W ie lk o ś c i  S *  , s ' ,  są z d łu -  
żam i obserw ow anym i na p o b o c z n ic y  p r ę t a .  Z r a c j i  P = S  wy, g ż e n ie  o Q mo-
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zemy te ż  n a p is a ć  w p o s t a c i  0 Q = S / A , z a w ie r a ją c e j  w e w n ę t  r z n ę  
s i ł ę ;  wobec teg o  0Q j e s t  p rz e c ię tn y m  n ap ręże n ie m  norm alnym  p r z e k r o ju .  
O tóż  p rz yp u śćm y , że s i ł a  S ro z k ła d a  s i ę  ró w n o m ie rn ie  na p o le  p r z e k r o ju .  
W ted y  o Q b ę d z ie  r z e c z y w i s t y m  n ap ręże n ie m  w dowolnym
m ie js c u  p r z e k r o ju .  P rzyp u śćm y d a l e j ,  że d la  d o w o l n e g o  p o d łu ż 
nego w łó kna  p r ę t a  pow yższe n a p rę ż e n ie  n o rm a ln e  O je g o  p r z e k r o ju  j e s t  w 
o g ó le  j e d y n y m  je g o  n ap rężen iem  i  to  g ł ó w n y m ,  c z y l i  że 
z w ęż en ie  p o p rze cz n e  j e s t  s w o is t ę ,  s z c z e g ó ln ę  w ła s n o ś c ią  m a t e r i a łu ,  w y s tę 
p u ją c ą  bez o b e c n o ś c i  n ap rę że ń  w k ie ru n k u  z w ę ż k i.  W ted y  w kon sekw enc ji przy
p u ś c ić  m usim y, że i  s k u t k i  d z i a ła n ia  teg o  ro d z a ju  p ro s te g o  s ta n u  n a p ię c ia  
muszę być ró w n ie  je d n o ro d n e . P rz y jm ie m y  w ię c ,  że  ró w n ie ż  i  z d łu ż  5 k aż 
dego w łó kna  j e s t  s t a ł y  i  rów ny tsmu na p o w ie rz c h n i £ #  ; to  samo d o ty c z y  
s k ró tu  - e' , k t ó r y  zrównam y ze sk ró tem  po w ie rz ch n io w ym  - s '*  . Na zakoń 
c z e n ie  w e s z c i e  p rz y p u ś c im y , że w m a te r ia ła c h  ró w n o k ie ru n k o w ych  k ie r u n k i  
g łów ne obu ten so ró w  p o k ry w a ją  s ię  ze sofcę. S k o ro  w ię c  na p o w ie rz c h n i wy
c ię t e g o  o s t a t n io  w łó kna  o d r z u c i l iś m y  n a p rę ż e n ia  s t y c z n e ,  to  tym samym od
rzucam y tam ró w n ie ż  s k o s y . In a c z e j  mówięc , p ł a s k i  p rzed  o d k s z ta łc e n ie m  
p r z e k r ó j  p r ę t a  p o z o s ta n ie  t a k i  i  po d e f o r m a c j i ;  w łó k n a  z aś  ró w n o le g łe  do 
o s i  p r ę t a  p o z o s ta n ę  t a k im i n a d a l .

W o s ta te c z n y m  w ię c  r e z u l t a c i e  n ap isz e m y :

e = §, s'= - p. |  • (1 .3)

K o n t r o lu ję c  s tw ie rd z im y ,  że teg o  ro d z a ju  s t a n  n a p ię c ia  s p e łn ia  w a ru n k i 
rów now ag i każdego  e le m e n tu , że wymaga on z g o d n ie  z r z e c z y w i s t o ś c i ę , by po- 
b o c z n ic a  p r ę t a  b y ła  w o lna  od o b c ię ż e ń  i  ż ę d a , by o b c ię ż e n ia  z e w n ę trz n e  P 
b y ły  z re a l iz o w a n e  w p o s t a c i  s i ł  p o w ie rz ch n io w y c h  o s ta ły m  n a tę ż e n iu .  
S tw ie rd z im y  d a le j  , że u k ła d  da s i ę  z ło ż y ć  bez lu k  z o d k s z ta łc o n y c h  elemen
tó w , c z y l i  że podany s ta n  o d k s z t a łc e n ia  s p e łn ia  w a ru n k i n ie r o z d z ie ln o ś c i ; 
p o zw a la  on je d e n  k o n ie c  p r ę t a  d o w o ln ie  p ro w a d z ić ,  w ię c  w s z c z e g ó ln o ś c i  
u n ie ru c h o m ić .

F o rm u ły  ( l . 3 )  s ta n o w ię  s z c z e g ó l n ę  p o s ta ć  p raw a w ięż ęce g o  
s ta n u  n a p ię c ia  ze stanem  o d k s z t a łc e n ia ,  a zatem  praw a o k r e ś la ję c e g o  ju ż  
n i e  w ł a s n o ś ć  u k ł a d u  l e c z  w ł a s n o ś ć  s a 
m e j  m a t e r i i .  I s t o t n i e , w z o r y  t e  n ie  z a w ie r a ję  w o g ó le  j a k i c h 
k o lw ie k  wskazówek o d n o śn ie  p o s t a c i  u k ła d u . Rozum ieć to  n a le ż y  p r z y n a j 
m n ie j n a s tę p u ję c o - : Gdyby w ja k im k o lw ie k  innym  w y jśc io w ym  u k ła d z ie  z a i s t 
n i a ł  ró w n ie ż  om ówiony p rz e z  nas o b s z e rn ie  s t a n  n a p ię c ia  O , to  s k u tk i  
je g o  d z i a ł a n ia  £ , £ '  o k r e ś la ł y b y  t e  same fo rm u ły  ( l . 3 ) .  P o s ta ć  pow yższe 
go praw a j e s t  i s t o t n i e  s z c z e g ó ln a .  S ta n  n a p ię c ia  j e s t  t y lk o  je d n o o s io w y , 
p onad to  z a ś  zarów no n a p rę ż e n ie  O ja k  i  o d k s z t a łc e n ia  £ , £ ’ o d n ie s io n e  
są do k ie ru n k ó w  g łó w n ych . In t e r e s u j ę c y  i  n ad e r w ażny j e s t  f a k t ,  że j e d 
noosiowem u te n s o ro w i n a p ię c ia  odpow iada  w s k u tk a c h  t r ó jo s io w y  t e n s o r  od
k s z t a ł c e n i a ,  a to  d z i ę k i  w ła s n o ś c i  o k r e ś lo n e j  o b e c n o ś c ią  s t a ł e j  ju ji 0„
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Możemy d o ś w ia d c z a ln ie  s t w ie r d z i ć .  że i s t n i e j e  g r a n ic a  p r o p o r c jo n a ln o ś c i  
m a t e r i a ł u  w rozważanym  jednoosiow ym  s t a n ie  n a p ię c ia ,  podobn ie  
s tw ie rd z a m y , że i s t n i e j e  g r a n ic a  s p r ę ż y s t o ś c i  m a t e r i a ł u  w 
j e d n o o s i o w y m  s t a n i e  n a p i ę c i a .  O dróżn iam y j ę  od 
p o p rz e d n io  w prow adzonej g r a n ic y  p r o p o r c jo n a ln o ś c i  w z g lę d n ie  s p r ę ż y s t o ś c i  
u k ł a d u .  Praw o (1 . 3 )  ważne j e s t  w o b sz a rz e  p r o p o r c jo n a ln o ś c i  zarów 
no d la  o w- 0 j a k  i  o 0 . Odnośne g r a n ic e  s p r ę ż y s t o ś c i  oznaczym y
p rz ez  X .  i  - x _ .  n r  c

P o n iew aż  o d k s z t a łc e n ia  i  n a p rę ż e n ie  sę w uzyskanym  prawie względem  s i e 
b ie  p r o p o r c jo n a ln e ,  p rz e to  s t o s u ję c  z asad ę  s u p e r p o z y c j i  możemy u zysk a ć  
prawo o g ó ln ie j s z e ,  w yrażon e  trzem a sk łado w ym i g łów nym i obu s ta n ó w . S to s u 
j ę c  znane nam ju ż  p r z e k s z t a łc e n ia  obu stanów  możemy rz e c z  d a le j  u o g ó ln ić ,  
o trz y m u ję c  praw o w ię ż ę c e  s z ó s tk ę  do w o ln ych  je d n y c h  sk ład o w ych  z s z ó s tk ę  
p rz y n a le ż n y c h  d r u g ic h .  U o g ó ln ia ję c  w r e s z c ie  p o s tę p o w a n ie  możemy d o jś ć  do 
p raw a ważnego d la  m a te r ia łó w  d o w o ln ie  ró ż n o k ie ru n k o w y ch .

W t a k i  t o  sposób w naukach  p r z y r o d n ic z y c h ,  o p a r ty c h  o pomoc matema- 
t y c z n ę ,  w y k o r z y s tu je  s ię  ra k t  e le m e n ta rn y  d la  d a le k ic h  u o g ó ln ie ń .

N ie k tó r e  z n a s z k ico w a n y ch  tu o p e r a c j i  p rzep ro w ad z im y  za c h w i lę .  Suż 
t e r a z  je d n a k  po o s t a t n ic h  uwagach w id z im y  j a k  można w y r a z ić  o s ta te cz n y  r e 
z u l t a t  : S k ł a d o w e  s t a n u  o d k s z t a ł c e n i a  s ę
l i n i o w y m i  j e d n o r o d n y m i  f u n k c j a m i  s k ł a 
d o w y c h  s t a n u  n a p i ę c i a  - i  n a  o d w r ó t .  To 
n a jo g ó ln ie j s z e  prawo w ię ż ę c e  m a t e r i i  s p r ę ż y s t e j  p r z y p is u je  s i ę  n ie z b y t s łu 
s z n ie ,  w z g lę d n ie  - w p o w yższe j p o s t a c i  - n ie z b y t  ś c i ś l e  a n g ie ls k ie m u  uczo
nemu R . H o o k e 'o w i,  k t ó r y  n a jp ie r w  (1676 ; o g ło s i ł  j e  w p o s t a c i  anagramu 
c e i i i n o s s s t t u u  i  n ie c o  p ó ź n ie j  (16 78 ) w fo rm ie  t w ie r d z e n ia  " u t  t e n s io  s i c  
v i s 1 - n ad to  fra n cu sk iem u  uczonemu E .  M a r io t t e 'o w i  ( l 6 8 0 ) .

O a k k o lw iek  s z c z e g ó ln e  prawo ( l . 3 )  w y s ta rc z a  do w yp ro w ad zen ia  o g ó ln e g o , 
z ad em o ns tru jem y  na r a z ie  p rz y n a jm n ie j  je s z c z e  je d e n  p r z y k ła d  d o ś w ia d c z a l
n y  d la  je g o  cen n ych  w a lo ró w . C ie n k o ś c ie n n ę  ru rę  o śred n im  p ro m ie n iu  r  
p ie r ś c ie n io w e g o  p rz e k ro ju  ko łow ego  i  g ru b o ś c i  c ś c ia n k i  o b c iężam y na 
obu ko ń cach  rów now ażącą s i ę  dw ó jkę  momentów K o w e k to ra c h  ró w n o le g ły c h  
do o s i  r u r y .  O d c in ek  r u r y  d łu g o ś c i  p om iarow ej 1 znaczym y ja k  na r y s .  
3 .3  ró w n o o d le g ły m i p r o s t o l i n i j n y m i  p o łu d n ik a m i i  ko łow ym i ró w n o le ż n ik a m i. 
W d o w o ln ie  obranym  p rz e k ro ju  i s t n i e j e  o c z y w iś c ie  moment s k r ę c a ją c y  N = K , 
n ie z a le ż n y  od m ie js c a  o b raneg o  p r z e k r o ju ,  co g w a ra n tu je  nam jed n o ro d n o ść  
z ja w is k a .  Z d o ś w ia d c z e n ia  w y n ik a ,  że r ó w n o le ż n ik i  p o zo s tan ę  n a d a l k rz yw y 
mi p ła s k im i ,  t j . k o ła m i i  to  o n ie zm ie n io n ym  p ro m ie n iu ; w zajem ny p o c z ą t 
kowy o d s tęp  t y c h  k ó ł  ró w n ie ż  n ie  u le g n ie  z m ia n ie . P o łu d n ik i  p rz e jd ę  w l i 
n ie  ś ru b o w e , tak  że w zg lęd n e  p rz e m ie s z c z e n ie  p o cz ą tk u  i  końca  o d c in k a  
cw o rz ę ce j d łu g o ś c i  1 ,- m ie rzo n e  w z d łu ż  ró w n o le ż n ik a ,  w y n ie s ie ;  A  = a K . 
Badan y  u k ła d  j e s t  p rz e to  do g r a n ic y  p r o p o r c jo n o ln o ś c i  l in io w o - s p r ę z y s t y .
B l i ż s z e  r o z p a t r z e n i e  u u d o w y  w s p ó ł c z y n n i k a  m i a n o w a n e g o  a  p r o w a d z i  do s z c z e -

K 1n ć ło w e j p o s t a c i  o s t a tn ie g o  r e z u l t a t u ,  a t o ;  K = ^ r ~ .  g d z ie  * 2 c r jto z n a -
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N = K

R y s . 3 .3

cza  p o le  p ie r ś c ie n io w e g o  p r z e k r o ju ,  a j e s t  d r u g ą  s t a ł ą
s p r ę ż y s t o ś c i  c z y l i  m o d u ł e m  K i r c h h o f f a  o 
d y m e n s j i  j a k  d la  s t a ł e j  E .

Do w y e lim in o w a n ia  pa ram etró w  g e o m e try cz n ych  u k ła d u  p o s łu ż y ć  mogę na
s t ę p u ją c e  s p o s t r z e ż e n ia  w z g lę d n ie  u w a g i:  P rz e m ie s z c z e n ie  X  p rz e b ie g a  rów 
n o m ie rn ie  w z d łu ż  d łu g o ś c i  o b serw o w ane j 1 : te n  f a k t  p o zw a la  w p ro w ad z ić  w 
ra ch u n e k  k ą t :  y t  W o p is a n y c h  w aru n kach  moment w ew n ę trzn y  N = K
m usi ro z ło ż y ć  s i ę  ró w n o m ie rn ie  w zd łu ż  obwodu p i e r ś c i e n i a .  D z ie lą c  powyż
szą  je d n o s tk o w ą  s i ł ę  obwodową p rz e z  s z e ro k o ś ć  c p i e r ś c i e n i a  z n a jd z ie m y
p r z e c ię tn ą  w a r to ś ć  w e w n ę trz n e j s t y c z n e j  s i ł y  p o w ie rz c h n io w e j,  a t o :  c =

N i » ^ o= R e z u l t a t  d o ś w ia d c z e n ia  może byc p rz e to  n a p is a n y  w p o s t a c i :  7 * ”  ~
w o ln e j  od w ym iarów  u k ła d u .

Gdy g ru b o ść  ś c i a n k i  j e s t  m ała  w p o ró w n an iu  z p ro m ien iem  r u r y  c q s t a j e  
s i ę  w a r t o ś c ią  r z e c z y w is t e g o  n a p rę ż e n ia  s ty cz n e g o  z , a - ^ w a r to ś c ią  p r z y 
n a le ż n e g o  skosu  y  . U ż y c ie  nazwy skosu  j e s t  u s p r a w ie d l iw io n e  fa k te m , i ż  
z g o d n ie  z op isem  o d k s z t a łc e n ie  j e s t  w y łą c z n ie  p o s ta c io w e ,  w ię c  pozb aw ione  
zm ian y  p o la  e le m e n tu . W r e z u l t a c i e  z n a le ź l iś m y  prawo w ią ż ą c e  d la  s z c z e 
g ó ln e g o  dw uosiow ego  s ta n u  n a p i ę c ia ,  nazwanego p rz e z  n as  s k rę te m , a t o :

(2 .3 )

S t w ie r d z i l i ś m y ,  że odpow iada  mu p ro s te  o d k s z t a łc e n ie  p o s ta c io w e . D la  
e le m e n tu  w y d z ie lo n e g o  w o p is a n y  sposób  w ie l k o ś c i  y  , z są  jed yn ym i sk ła 
dowymi ró ż n ym i od z e r a .  Gdy z n ik a  z  , z n ik a  te ż  y  , zatem  k ie r u n k i  
g łów ne  obu stanów  p o k ry w a ją  s i ę  w z a je m n ie . K o n t r o lu ją c  n asze  z a ło ż e n ia  i  
p rz y p u s z c z e n ia  s tw ie r d z im y ,  źe w a ru n k i n ie r o z d z ie ln o ś c i  i  w a ru n k i równo
w a g i w raz  z odnośnym i p o s tu la ta m i b rzegow ym i są s p e łn io n e .  W reszcie s t w i e r 
dz im y d o ś w ia d c z a ln ie  - i  t y lk o  d o ś w ia d c z a ln ie  - że d la  pow yższego  dwu
o s io w e g o  s ta n u  n a p ię c ia  i s t n i e j e  m a te r ia ło w a  g r a n ic a  p ro p o rc jo n a ln o ś c i t u 
d z ie ż  g r a n ic a  s p r ę ż y s t o ś c i ;  t ę  o s t a t n ią  oznaczym y p rz e z  X  g d l a  
s k r ę t u .  Z b a d a n ie  dodatkow ego  s p o s t r z e ż e n ia  t r e ś c i :  X  ź X r , w z g lę d 
n i e :  X  # X c p o zo staw iam y  s o b ie  do in n e j  c z ę ś c i  w y k ład u .

Z e s t a w ia ją c  w a r t o ś c i  E ,  G , ^  d la  ro z m a ity c h  m a te r ia łó w  ró w n o k ie ru n -  
kowych z n a jd z ie m y  d o da tko w o , że z a c h o d z i m iędzy n im i z a le ż n o ś ć  d o św iad 
c z a ln a  p o s t a c i :
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Z wywodu podanego po poprzedn im  p r z y k ła d z ie  d o św iad cza ln ym  można s ię  
b y ło  sp o d z iew ać  i s t n i e n i a  j a k i e j ś  z a le ż n o ś c i  m iędzy pow yższym i d a ta m i. Ga
ś l i  bowiem d la  m a te r ia łó w  iz o tro p o w y c h  prawo s z cz e g ó ln e  ( l , 3 )  i s t o t n ie  wy
s t a r c z a  do z n a le z ie n ia  d la  n ic h  praw a o g ó ln e g o , to  w odnośnych p r z e k s z t a ł 
c e n ia c h  mogę s i ę  p o ja w ić  je d y n ie  k o m b in ac je  tam tych  dw óch , t j .  E i  p ja k o  
s t a ł e  z a le ż n e .  Z ach o w an ie  s i ę  zatem  l in io w c - s p r ę z y s t e  m a te r ia łó w  równo- 
k ie ru n k o w yc h  c h a r a k t e r y z u ję  w z u p e łn o ś c i  d w i e  n i e z a l e ż n e  
s t a ł e  d o ś w ia d c z a ln e .

N ie  w chodzęc b l i ż e j  w s z c z e g ó ły  maszyn s łu ż ę c y c h  w la b o r a t o r ia c h  do 
w yw o ływ a n ia  s i ł  i  momentów j a k  i  d odatkow ych  u rzę d zeń  pom iarow ych  p o d a je 
my p o n iż e j  z e s t a w ie n ie  s t a ły c h  s p r ę ż y s t o ś c i  d la  k i lk u n a s tu  m a te r ia łó w .  Z 
ro z m a ity c h  powodów d a ty  t e  p r z e d s t a w ia ję  pewne ś r e d n ie  p r z e c ię t n e .  W p ły-  
w a ję  na n ie  z je d n e j  s t r o n y  z a s to so w a n e  w różnym s to p n iu  p rz y  p r o d u k c j i  
m a t e r ia łu  p rz y m ie s z k i ch e m icz n e , z d r u g ie j  zaś ob róbka  te rm ic z n a  lu b  me
c h a n ic z n a  tw o rz yw . T rzeb a  t e z  p a m ię ta ć  o tym , źe n ie  w s z y s t k ie  m a t e r ia ły  
p o d le g a ję  ś c i ś l e  prawu H o o k e 'a .  W g ru p ie  s t a l i  g r a n ic a  p r o p o r c jo n a ln o ś c i  
o s ię g a  w a r t o ś c i  od 1500 naw et do 10 000 kG/cm“'.  U in n y c h  m e ta l i  j e s t  ona
z n a c z n ie  n iż s z a ,  np . d la  m osiędzu  w y n o s i n ie w ie le  w ię c e j  a n i ż e l i  500 kG/ 

2
cm . U n ie k tó r y c h  w r e s z c ie  tw o rzyw , p rz ed e  w sz ys tk im  k ru c h y c h , g r a n ic a  
p r o p o r c jo n a ln o ś c i  l e ż y  bardzo  b l i s k o  z e r a .  W ty c h  w ypadkach c z ę s to  z po
t r z e b  p ra k ty c z n y c h  z a s tę p u je m y  na s to so w n e j d łu g o ś c i  łu k  ła g o d n e j k rz yw e j 
d o ś w ia d c z a ln e j  l i n i ę  p ro s ta  i  u z ysk u jem y  w ten  sposób średn ię  w a r to ś ć  s t a 
ł y c h  m a te r ia ło w y c h .  W re s z c ie  t rz e b a  te ż  z w ró c ić  uwagę na t o ,  że n ie k tó r e  
m a t e r i a ły  sę t e c h n ic z n ie  n ie c e lo w e  d la  r o z c ię g a n ia .  Odnośne s t a ł e  E po
chodzę w ted y  z pom iarów  ś c is k a n ia  i  s k r ó c e n ia .

Z e s t a w ie n ie  p o n iż s z e  p o ch o d z i z k i lk u  ró ż n ych  przypadkow o d o s tę p n ych  
ź r ó d e ł .  N ie  w s z y s t k ie  w ie r s z e  sę wobec teg o  k o m p le tn e ; gdy z aś  s ę , to  z 
t y c h  sam ych powodów n ie  w s z ę d z ie  s p e łm a ję  ś c i ś l e  r e l a c j ę  ( 3 . 3 ) .

M a t e r i a ł E kG/cro“" G kG/cm2 P

W o lfram  - W 3 ,3  do 3 ,7 .  106
S t a l e  i  s t a l iw o 2 ,0  do 2 ,4 .1 0 ° 0 ,8  do 0 , 9 . 106 0 .3 0
N i k i e l  - N i 2 ,0 .  106 0 , 8 . 106 0 ,3 0
T a n ta l  - Ta 1 , 9 . 106 - -
P la t y n o  - P t 1 , 7 . 106 0 , 6 . 106 0 ,4 0
Że 1 i  wo 1 .0  do 1 , 6 . 106 0 ,3  do 0 , 6 . 106 0 ,2 5
M iedź - Cu, Cynk - Z n , 
m o a ięd z , b ręz 0 ,9  do 1 , 3 . 106 0 ,3  do 0 , 5 . 106 0,25 do 0 ,4 0
Z ło t o  - A u , s re b ro  - Ag 0 , 8 . 106 0 .2 9 .1 0 6 0 ,4 0
G l in  - A l ,  d u ra lu m in iu m 0 , 7 . 106 0 .2 7 .1 0 6 0 ,3 5
Cyna - Sn 0 .5 5 .1 0 6 0 .1 7 .1 0 6 0 ,3 5
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M a t e r i a ł E kG/cm 2 G kG/'cm 2

Ołów - Pb 
S z k ło ,  p o r c e la n a  
K a m ie n ie  i  b e to n

0 , 1 7 . 106 
O ,5 do 0 , 8 . 106 
0 ,1  do 0 , 3 . 106

0 , 0 6 . 106 
0 ,2 5  do 0 , 6 0 . 106

0 ,1 5  do

0 ,4 5
0 ,2 5

B a k e l i t ,  f e n o l i t  
C a l lo n  , c e l u l o id  
Lód
Oedwab, s k ó ra  
Kauczuk

O ,25 
0 ,4 0  
0 ,4 0

0 ,5 0
Drewno ró w n o le g le  ,
do w łó k ie n  0 ,0 9  do 0 ,1 7 .1 0  -
Drewno p r o s to p a d le  ,
do w łó k ie n  0 , 0 1 . 1 0  - -

P rz e jd ź m y  o b e c n ie  do sp raw y  ro z s z e r z e n ia  p raw a ( l . 3 )  na w yp a d k i t r ó j -  
o s io w y ch  s tanów  n a p i ę c ia .  P r z y jm i jm y  na r a z i e ,  że znane nam sę t r z y  na
p r ę ż e n ia  g łów ne o j , a 2 , o ^ . W c i a ł a c h  ró w n o k ie ru n k o w ych  odpow iadają  im
- j a k  ju ż  w iem y - t r z y  o d k s z t a łc e n ia  g łów ne E j ,  s 2 , E j .  P o s z u k u ją c  
z w ią z k u  m ięd zy  Je d n y m i i  d ru g im i z a s to s u je m y  z asad ę  n a k ła d a n ia .  N ap ręż e 
n ie  O j  w y w o łu je  w k ie ru n k u  1  z d łu ż  -g—, n ad to  w k ie ru n k u  2 s k r ó t  - -fj G-1 
i  to  samo w k ie ru n k u  3. M u ta t is  m u ta r d is  r z e c z  s i ę  p o w ta rz a  d la  r e z u l t a 
tów  o b e c n o ś c i  n ap rę że ń  0 o i  o , .  O la  k ie ru n k u  p rz e to  1 sum ują s i ę  wy-

O i Op O 3
n i k i  d z ia ła ń  n ap rę że ń  O j ,  • ° 3 > a t0 “ > ~ e- ' ”  P  ~ ' A na l ° -
g i c z n ie  j e s t  w k ie ru n k a c h  p o z o s ta ły c h  - 2 i  3 . Mamy p r z e t o :

g d z ie :  s = O j + g 2 + 0^ - ja k o  p raw o o g ó ln ie j s z e  od ( 1 . 3 ) .

Z a d a n ie  1 .3 . Czy można u s t a l i ć  j a k i ś  z w ią z e k  c h a r a k t e r y s t y c z n y  m iędzy 
kom pletem  k ó ł  n a p ię c io w y c h  i  o d k s z ta łc e n io w y c h ?

O dpow iedź 1 .3 . Z w ią z e k  te n  ma p o s ta ć  p r o p o r c j i :

ei = ł (oi - r {° 2 + ö3}) = i ((l + f*)<3i - Ps)*

e2 = ł̂ °2 " P̂ G3 + °1)) = l^1 + /̂ °2 " P®5

£ 3  = | ( 03  - | i ( ö j  + ö 2 ) )  = | ( ( l  + f O o 3 - f i s )  .

n ie z a le ż n e j  od s t a ły c h  m a te r ia ło w y c h .  Deden z e s p ó ł  J e s t  g e o m e try c z n ie  po
dobny do d ru g ie g o .
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U z y s k a n y  r e z u l t a t  n i e  s t a n o w i  j e s z c z e  n a j o g ó l n i e j s z e j  p o s t a c i  prawa  
H o o k e ' a  - H s r i o t t e ’ a d la  tw o rzyw  r ó w n o k i e r u n k o w y c h , bo o r i e n t u j e  o s i e  we
d ł u g  k i e r u n k ó w  g ł ó w n y c h .  O b ró ćm y  t e d y  o s i e  w p o ło ż e n ie  dowolne x ,  y ,  z .  
N i e c h  o ś  n p ,  x z a j m i e  p o ł o ż e n i e  n, w ted y  z g o d n ie  ze wzorem ( 2 1 . i ) ,  zna 
c z ą c  £ = S ,  mamy:

E £ x = ( ( l  + (J- ; 0 1 - f i s ) n ' j  + ( ( l  +[x ) g 2 - jji s ) n 2 + ( ( l  + f l ) o 3 - f i s ) n 2 =

= ( l  + fi ) ( 0 l n* + ° 2 n2 + ° 3n3- ~ P s ( n l  - n2 + •

L e c z  p i e r w s z y  t r ć j m i a n  z g od n ie  ze wzorem ( l 7 . 2 )  p r z e d s t a w ia  6 = <5̂ , d ru 
g i  z a ś  w y n o s i  1. Zważywszy  dodatkowo , że n ie z m ie n n ik  s możemy t e ż  n a p i 
s a ć  w p o s t a c i :  o x + Cy + 02 . mamy za tem :

e* -  f ( ( i '♦ fO°* - /*" )  • |(<łx - f t ( o y + o z )

i  a n a l o g i c z n e  w zory  d l a  £ y  i  s z . Uzyskane  r e z u l t a t y  zbudowane są i d e n 
t y c z n i e  j a k  p o p r z e d n ie  d l a  sk łado w ych  g łó w n y c h .  N ie  można b y ło  o c z y w i ś c i e  
z g ó r y  p r z y p u ś c i ć ,  że z d ł  u ż e £ d ow o lnych  o r i e n t a c j i  będzie n i e 
z a l e ż n e  od n a p  r ę ż e ń  s t y c z n y c h ,  k t ó r y  t o  f a k t  
j e s t  n a d e r  z n a m ie n n y .

>7 p o d o b n y  sposób  z n a jd z ie m y  o b e c n ie  skos y  . S t o s u j ą c  wzór ( 2 1 . 1 ) ,  
mamy:

E2(^y)Z = (l + f 0 2 (°2 - <53 )2 n2 n2 + (l + p ) 2 . (o3 - 01 )2 njn^ +

+ ( l  + fi ) 2 ( 01 - o2 ) 2 n 2 n 2 .

Tym razem  znowu w id z im y» ,  ż e  p r a w a  s t r o n a  p o w y ż s z e g o  r ó w n a n i a  j e s t  z g o 

d n i e  ze  w z o re m  ( l 7 . 2 )  r ó w n a :  ( l  + f i ) 2t 2 . P r z e t o  po s p i e r w i a s t  k o w a n iu  i  

o b r a n i u  z n a k u  d o d a t n i e g o  t u d z i e ż  u w z g l ę d n i e n i u  r e l a c j i  ( 3 . 3 )  mamy:

= 2 ( 1 .+ f l )  1
I E G Ł •

P o d k r e ś l i ć  t u  n a l e ż y  z n a c i s k i e m .  Ze u p r z e d n i a  z n a jo m o ś ć  w y n ik u  d o 
ś w i a d c z a l n e g o  ( 3 . 3 '  n i e  b y ł a  tu  p o t r z e b n a .  Możemy po p r o s t u  u w a ż a ć ,  że 

d o p i e r o  o b e c n i e  w p r o w a d z i l i ś m y  w i e l k o ś ć  G j a k o  p e w ie n  s k r ó t  m a t e m a t y c z 
n y ,  o z n a c z a j ą c y  w y n i k ł e  z r a c h u n k u  p o ł ą c z e n i e  s t a ł y c h  E i  fi . P r z e t o  

o d w r o t n i e  - s t w i e r d z e n i e  c z y  n i e z a l e ż n i e  d o ś w i a d c z a l n i e  w y k r y t e  E , fi  , G 
s p e ł n i a j ą  r e l a c j ę  ( 3 . 3 )  s t a n o w i  p ew nego  r o d z a j u  k o n t r o l ę  r ó w n o k ie r u n k o w o -  
ś c i  m a t e r i a ł u .
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ś c i s ł o ś ć  n a k a z u je  nam ro z s t r z y g n ą ć  je s z c z e  je d n ą  w ą tp l iw o ś ć  n a s tę p u ją 
c e j  n a t u r y :  N a p rę ż e n ie  s t y c z n e  c  p r z y n a le ż y  do o r i e n t a c j i  n , to  zn aczy  
le ż y  w p ła s z c z y ź n ie  p r o s t o p a d łe j  do n o rm a ln e j n a  x ; w t e j  p ła s z c z y ź n ie  
- a w ię c  w p ła s z c z y ź n ie  y z - ma ono k ie ru n e k  m, k tó re g o  d o s taw y  rr^, 
m2> m3 , o d n ie s io n e  do k ie ru n k ó w  g łów nych  1 , 2 ,  3 , ok reś la ją  w z o ry  ( 1 7 .2 ) .  
A n a lo g ic z n ie  rz e c z  s i ę  ma ze skosem y  : p rz y n a le ż y  on ró w n ie ż  do t e j  s a 
mej o r i e n t a c j i  n i  ma j a k i ś  k ie ru n e k  m, k tó re g o  d o staw y  o k r e ś la j ą  wzo
r y  ( 2 1 . 1 ) .  O tóż n ie  w iem y, c z y  k ie ru n e k  m' n a p rę ż e n ia  Z pokryw a s i ę  z 
k ie ru n k ie m  m" skosu  y  . In a c z e j  m ówiąc w iem y, że y  w ią ż e  s i ę  z j a 
k i m ś  t; w ed ług  o s t a tn ie g o  r e z u l t a t u ,  n ie  wiem y je d n a k ,  c z y  obu tym 
w ie lk o ś c io m  możemy d o p is a ć  te n  sam w s k a ź n ik . Aby to  r o z s t r z y g n ą ć ,  weźmy 
pod uwagę k tó r ą k o lw ie k  ró w n o im ienn ą  d w ó jkę  d o s ta w , np . m  ̂ i  m'^, zatem  
w z o ry : ^  y  n - 6 x ) n j ,  Cm^ = - 0JC) n 1  i  wstawmy w n ie  o s i ą 
g n ię t e  r e z u l t a t y .  Mamy t u :

j T ” i  = ( e i  “  e x ) n l  = + P ^ l  ~ °x ^ n l  = 1 E ^ Cmi  = ? T ml '

c z y l i  o s t a t e c z n ie  m  ̂ = m^ = n ^ j p o d o b n ie  uzgodnim y m2 , m^. Zatem  y  i  z 
p r z y n a le ż ą  do w sp ó lneg o  k ie ru n k u  i  o trz ym ać  mogą w s p ó ln y  w s k a ź n ik :  j e ś l i  
z k ie ru n k ie m  m p o k ry je m y  oś y ,  tym w sk a ź n ik iem  wspólnym  b ę d z ie  l i t e 
r a  z .  C h a r a k t e r y s ty c z n e  j e s t ,  że y x z a l e ż y  t y l k o  od 
a n a lo g ic z n a  uwaga d o ty c z y  skosów  y  y i  y  z .

Możemy w r e s z c ie  podać n a jo g ó ln ie j s z ą  p o s ta ć  p raw a w ią ż ą ce g o  H o o k e ’ a 
d la  m a te r ia łó w  ró w n o k ie ru n k o w y c h :

£

£

x I (o x - P (o y  + ° z ) “  2 S (o x - T ^ j T  8) ’

y  = l ( c y  "  f* (o z + ° x ) = 2 § ( o y  ~ T ^ ]T  e ) ’

° z  ‘  ł (0 z ‘  P-(0 x + 0 y } = d ( ° z  "  T ^ JT  s )  ’ ( 4 ' 3 )

Tx  "  T y  "  5  V  * *  = ’

8 - O* ♦ Oy  ♦ O,, .

P o d a liś m y  tu  p ie rw s z e  t r z y  fo rm u ły  w d w o ja k ie j  p o s t a c i ;  używamy je d n e j  
lu b  d r u g ie j  z a le ż n ie  od p o t r z e b y .  N aw rót do k ie ru n k ó w  g łów nych  J e s t  nad
z w y cz a j p r o s t y .  N a le ż y  po p r o s tu  s k r e ś l i ć  w ie l k o ś c i  y  , Z  w p o z o s ta ły c h  
z a ś  w s ta w ić  w m ie js c e  x , y ,  z w s k a ź n ik i  1, 2 ,  3 . W zory pow yższe ważne 
są  w o b s z a ra c h  s p r ę ż y s t y c h  do g r a n ic y  p r o p o r c jo n a ln o ś c i .  Fak tem  j e s t ,  że 
g r a n ic a  s p r ę ż y s t o ś c i  m a t e r ia łu  w yraża  s i ę  od wypadku do wypadku i n n y m  
zesp o łem  w a r t o ś c i  0 , C  d la  te g o  samego m a t e r i a łu .  W y k r y c ie  p ra w a , k tó r e -
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mu to  in t e r e s u ją c e  z ja w is k o  p o d le g a , b ę d z ie  omówione o b s z e rn ie  g d z ie  i n 
d z i e j .  P rz y  m ie rn y c h  zm ianach  te m p e ra tu ry  s t a ł e  E ,  j i  , 6 n ie  z m ie n ia ją  
sw e j w a r t o ś c i .  F o rm u ły  (4 . 3 )  zm ien iam y w t a k ic h  w ypadkach z w ię k sz a ją c  zdłu- 
że - le c z  t y lk o  z d łu ż e  - d o d a jn ik ie m  t t t ,  w k tórym  a  ozn acza  w s p ó łcz y n 
n ik  r o z s z e r z a ln o ś c i  t e r m ic z n e j ,  a t  p o d w yższen ie  te m p e ra tu ry .

U o g ó ln ie n ie  l in io w e j  z a le ż n o ś c i  m iędzy sk ład o w ym i obu ten so ró w  d la  ma
t e r i a łó w  ró ż n o k ie ru n k o w y ch  d o p ro w a d z iło  początkow o  do 81 s t a ły c h  s p rę ż y 
s t o ś c i .  L ic z b a  ta  z m a la ła  do 3 6 , gdy s k o rz y s ta n o  z te g o ,  że owe t e n s o r y  
są  s y m e try cz n ym i a f f in o r a m i .  Gdy w r e s z c ie  w rachu b ę  w z ię to  pewne syme
t r y c z n e  w ła s n o ś c i  p o t e n c ja łu  s p r ę ż y s t o ś c i ,  o k a z a ło  s i ę  o s t a t e c z n ie ,  że 
l i c z b a  s t a ły c h  m a le je  do 2 1 , z czego  18 s ta n o w i w ła ś c iw e  s t a ł e  m a t e r ia ło 
w e , a 3 o r i e n t u j ą  w zględem  s ie b ie  o s ie  g łów ne obu te n s o ró w . U p ro s z c z e n ia  
d a ls z e  są m o ż liw e  t y lk o  w w yp ad ku , gdy za ło żym y a n iz o t r o p ię  s z c z e g ó ln ą . 
G ę ś l i  np . z a ło ż y m y , że w m a t e r ia le  i s t n i e j ą  t r z y  w z a jem n ie  prostopadłe p ła 
s z c z y z n y  s y m e t r i i  s t r u k t u r a ln e j  i  p rz y jm ie m y , że o s ie  x y  z le ż ą  w ty c h  
p ła s z c z y z n a c h ,  to  l i c z b a  s t a ły c h  z m n ie js z y  s i ę  do 9 ;  f a k t  te n  w dobrym 
p r z y b l iż e n iu  z a c h o d z i d la  d rew n a . D la  m a te r ia łó w  ró w n o k ie ru n k o w ych  - j a k  
ju ż  w s p o m n ie liś m y  - l i c z b a  s t a ły c h  n ie z a le ż n y c h  w y n o s i 2 .

Na je s z c z e  je d n ą  ważną o k o l ic z n o ś ć  n a tu r y  o g ó ln e j  n a le ż y  tu  z w ró c ić  
uw agę. P raw o  H o o k e 'a  w y w ie d liś m y  z d o ś w ia d c z e n ia ,  u z u p e łn ia ją c  j e  skon 
tro lo w a n y m i a p o s t e r i o r i  p rz y p u s z c z e n ia m i. Z w y ja ś n io n y c h  k o n ie c z n o ś c i  w 
d o ś w ia d c z e n ia c h  s to s o w a liś m y  s ta n y  je d n o ro d n e . Można by p rz e to  w n o s ić ,  że 
ró w n a n ia  ( 4 . 3 )  odnoszą s i ę  j e d y n ie  do te g o  ro d z a ju  s ta n ó w . Tak n ie  j e s t .  
Ro zsze rzam y w ażność praw a (4 . 3 )  do w s z e lk ic h  s tanów  n ie je d n o ro d n y c h ,  z a 
k ł a d a j ą c ,  że sk ład o w e  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  w pewnym m ie js c u  u k ła d u  z a le ż ą  
j e d y n i e  od sk ład o w ych  s ta n u  n a p ię c ia  w tymże m ie js c u ,  n ie  z a le ż ą  
z aś  od z ach o w an ia  s i ę  ic h  w n a jb l i ż s z e j  nawet o k o l i c y  tego  p u n k tu , w ię c  
np . od ic h  spadku i t p .  Z a ło ż e n ie  to  s k o n tro lo w a n e  z o s ta ło  na w y s t a r c z a ją 
c e j  l i c z b i e  w ypadków . Z g o d n ie  z naszym i w stęp n ym i p rz y k ła d a m i o k a z u je  s i ę  
że - mimo u ż y c ia  teg o  sam ego, p o d le g a ją c e g o  prawu H o o k e 'a ,  m a t e r ia łu  
pewne u k ła d y  z n ie g o  zbudowane są l in io w o - s p r ę ż y s t e , in n e  t e j  c e c h y  n ie  
p o s ia d a ją .

Z a d a n ie  2 .3 . W y r a z ić  zm ianę  o b ję t o ś c i  p rz e z  sk ładow e s ta n u  n a p ię c ia .  
W y c ią g n ą ć  w n io se k  o d n o śn ie  ułam ka P o is s o n a .

O dpow iedź 2 .3 . D o d a ją c  do s i e b ie  s t ro n a m i t r z y  p ie rw s z e  ró w n an ia  z 
g ru p y  ( 4 . 3 )  z n a jd z ie m y :

H ■ 2(i --"żyr A

g d z ie  H j e s t  modułem H e lm h o ltz a . Gdy w s z y s tk ie  t r z y  n a p rę ż e n ia  są do
d a t n ie ,  p rz y p u s z c z a ć  n a le ż y ,  że o b ję to ś ć  w z r o ś n ie :  gdy n a p rę ż e n ia  będą
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c i ś n i e n ia m i ,  o b ję to ś ć  z m a le je .  Zatem  e z m ie n ia  znak w raz  z s ;m u s i p rz e 
to  być i  - 2 ^ t > o ,  c z y l i  p. -*=■ 1 / 2 .

Z a d a n ie  3 .3 . O d w ró c ić  ró w n a n ia  ( 4 . 3 ) .  Czy zaw sze j e s t  to  m o ż liw e ?

O dpow iedź 3 .3 . Z równań (4 . 3 )  mamy: ox = 2 G ex + —  s ,  z ró w n an ia
z aś  ( 5 . 3 )  mamy: s = y  E' "2 u e - Rów nan ia  odw rócone b r z m ię :^

°x  = 2G <£x + T ^ T f l = T ^ 2 j l ( l  ~ r )£ x + P (£ y + £z> ’

° y  = 29 ( e y + e )  = T ^ 2 j i ( l  ~ F ) S y  + ( e z + £x ) ’

0 _ = 2G

r x = GTx- Zy  “  G T y '  <2 = G T ;

e = 8 + £ + £x y  z

O d w ró cen ie  j e s t  n ie m o ż liw e  d la  = 1/2 .

Z a d a n ie  4 .3 . R o z b iw sz y  o d k s z t a łc e n ie  8 , y  na o b j ę t  o ś c io w e  e y  ' i  po
s t a c io w e  £ ' , y " p rz e k o n a ć  s i ę ,  j a k im i  c z ę ś c ia m i n ap rę że ń  0 , 0  sę o d pow ia 
d a ją c e  o *  ,o * tu d z ie ż  <3* * ę * * .

O dpow iedź 4 .3 . Sk ład o w e  e ', y  ’ tu d z ie ż  e ', y  " podane są w o d p o w ie d z i 8 .1 , 
Wstawmy n a jp ie r w  g ru p ę  £ ,y  1 do równań (6 . 3 )  i  u w z g lę d n ijm y  ( 5 . 3 ) ,  z n a j 
d z ie m y : o * = o ;  = O * = t 4 -5-  . f  = ± s n a d to :  r*x = c *  = c *  = O.

Z a jm ijm y  s i ę  t e r a z  p o z o s ta łą  c z ę ś c ią .  Wstawmy w p ie rw s z e  równanie (6 .3 )  
za  £ x w ie lk o ś ć  s 'x tu d z ie ż  za e w ie lk o ś ć  e 1 = s'x + s y  + £" = O;

o trzym am y: o*x* = y ł ( 2 e x - e y - S z ) .  Do teg o  r e z u l t a t u  podstawm y ( 4 . 3 ) ,

o trzym am y: O x* = ^-(2 ° x “  ° y  - az ) 1 P °  c y k l i c z n e j  z m ia n ie  w sk aź n ik ó w :

-** .
y  ' 3 " y  “ z “ x ' '  ~z 3 '  z ~x ” y '

7 " z n a jd z ie m y : o * *  = ex . c * *  = c y , c * *  = cz .

Reasum ując w id z im y , że c z ę ś c i  0* c *  tu d z ie ż  o * * c * * s ą  id e n ty c z n e  z od
nośnym i o1, c 1 t u d z ie ż  o ", o "  podanym i w z a d a n iu  1 1 . 2 .

Z a d a n ie  5 .3 . R o z b iw sz y  s ta n  n a p ię c ia  o, z  na w s z e c h s tro n n e  rów nom ierne 
r o z c ią g a n ie  o ’, c '  i  p o z o s ta łe  s k r ę t y  o " , c "  p rz ek o n a ć  s i ę ,  j a k im i  c z ę ś c ia m i 
sk ła d o w ych  c a łk o w it y c h  S , y  są  o d p o w ia d a ją ce  S *  y * t u d z ie ż  £ * * , y * ^

* 'Odpow iedź 5 .3 . P o s t ą p ić  o d w ro tn ie  a n i ż e l i  w z a d a n iu  4 .3 .  Znajdziemy £ = S,
* ' , . * * I) * * "y  = y  tu d z ie ż  e = e , y  = y  .

Z a d a n ie  6 .3 . P ła s k im  uo g ó ln io n ym  z ag a d n ie n ie m  n a p ię c ia  nazywamy zag ad 
n i e n i e ,  w k tó rym  na p ła s k i c h  o g r a n ic z e n ia c h  t a r c z y  j e s t :  c = c = O , po-x y

OT,- = §(20  - ° z - Ox ) , 0* * =  ^ (2 o _ ,  - 6X - o ) .  Z p o d s ta w ie n ia  w re s z c ie
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za tym oz = 0Q J e s t  znanę fu n k c ję  (z  r e g u ły  t y lk o  zm ien ne j z ) .  Zna 
le ź ć  p o z o s ta łe  o ,z  ja k o  fu n k c je  8 , y  .

O dpow iedź 6 .3 . N ie  możemy dać o d p o w ie d z i g o tow e j w p o s t a c i  równań (6.3)„ 
bo na p ra w e j i c h  s t r o n ie  f ig u r u j e  n iew iadom e $ z . R o z w ię z u ję c  dwa p i e r 
wsze ró w n a n ia  ( 4 . 3 )  w zględem  o , o i  u w z g lę d n ia ję c  r e l a c j ę  ( 3 . 3 )  o-x y
trzym am y o d p o w ied ź j

° x  = + fi S y ) + ° 0 ' ° y  “  l^ p ( s y + P ex } + l ^ p V  t z ’  GT z - ( 7 * 3 )

Z a d a n ie  7 .3 . P ła s k im  u o g ó ln io n ym  z ag a d n ie n iem  o d k s z t a łc e n ia  nazywamy 
s t a n ,  w k tó rym  na p ła s k i c h  o g r a n ic z e n ia c h  t a r c z y  j e s t  i <j'x ■ T y  = Po
n ad to  z a ś  e 2 J e s t  danę fu n k c ję  (z  r e g u ły  t y lk o  z m ie n n e j z ) .  Z n a le ź ć  
a k tu a ln e  o, c  ja k o  f u n k c je  e , f  , o z n a c z a ję c  o = 2Ge i  s t o s u ję c  obok

LL ® *
s t a ł e j  G p o m o cn icz y  w s p ó łc z y n n ik  V » -j—

O dpow iedź 7 .3 . Z n a le z io n y  z t r z e c ie g o  ró w n an ia  (4 . 3 )  z w ię z e k :  6^  »
= p(<5x + o ) + E e z = | i ( o x + o y ) + ( l  + p ) ° 0 w staw im y w dwa p ie rw s z e  rów
n a n ia  ( 4 . 3 ; .  D z ie lę c  s t ro n a m i p rz e z  ( l  + p )  otrzym am y J e  w p o s t a c i !

2G£X -  ( 1  -  f»)0x - p 0y -  f i0 o .

2Gey  = ( l  - p ) o y  - p c x - p o 0 .

skęd po ro z w ię z a n lu  względem  o , o i  u w z g lę d n ie n iu  z g o d n ie  z tematem 
•j x y

r e l a c j i  p  = ^ y o trzym am y:

° x  = I ^ (6 x + ^ £ y> + T T y °o '  P y  = I § v ( 6 y  * V £ x ) t  ^ C 0 . z z  - GT z . ( 8 . 3 )

Z powodu o g r a n ic z e n ia  O «= p  -=1/2 z a c h o d z i n ie ró w n o ś ć  0 -= c  1. Ko
r z y ś ć  z z a s to s o w a n ia  w s p ó łc z y n n ik a  V w m ie js c e  p  J e s t  w id o c z n a . Rezu l
t a t y  ( 8 . 3 )  m aję zgodnę budowę ze w zoram i ( 7 . 3 ) ,  j e ś l i  w m ie js c u  p  w s ta 
w imy V . W tym s e n s ie  oba t y p y  p ła s k ic h  z ag a d n ie ń  sę z am ienn e . A n a lo g ia
u p ad a , gdy w z a d a n iu  6 .3  o b lic z y m y  £ Ja k o  fu n k c ję  e , £ lu b  w za-z x y
d a n iu  7 .3  o z Ja k o  fu n k c ję  ox , o y . o trzym am y bowiem w p ie rw szym  wy
padku i

£ z "  "  r ^ p - ( Ł x + £ y } + I  - Y  • £o '  9d z ie  , £ o “  ’

w d rug im  z a ś :

■s——r-(O + o ; j. 1 + 2V
1 + v x y  "i1 + -J ’ a 0 1 tu  f* p rz e s z ło  w - V .
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W m e ch an ice  u k ład ó w  s z tyw n ych  w y p ro w a d z iliś m y  z podstaw ow ych  p raw  New
to n a  z asad ę  z ach o w a n ia  e n e r g i i .  D o w ie d liś m y  m ia n o w ic ie ,  że  p rz y  p r z e j ś c iu  
u k ła d u  m a te r ia ln e g o  z p o ło ż e n ia  p o czę tko w eg o  w dow o lne in n e  zm iana  je g o  
e n e r g i i  k in e t y c z n e j  j e s t  równa p ra c y  w yko n an e j na tym p rz e m ie s z c z e n iu  przez 
w s z y s t k ie  s i ł y  z e w n ę trz n e  i  w e w n ę trzn e  p o ru s z a ję c e g o  s i ę  u k ła d u . Z asad ę  
t ę  w y ra ż a  ró w n a n ie :  U - UQ = Lz + L ^ . W y k a z a liś m y  tam , że d la  u k ła d u  two
rz ą ce g o  j e d n o  c i a ł o  sz tyw n e  p ra c a  Lw s i ł  w e w n ę trzn ych  j e s t  z a 
w sze ze rem . Z w r ó c i l iś m y  Je d n o c z e ś n ie  ju ż  w te d y  uwagę na t o ,  że w w ypadku 
u k ła d u  s k ła d a ją c e g o  s i ę  z k i l k u  c i a ł  s z ty w n y c h , k tó r e  w ' c z a s ie  
ru chu  u k ła d u  p o ru s z a ją  s i ę  względem  s i e b i e ,  mogą s i ł y  w ew n ę trzn e  w p o łą 
c z e n ia c h  w ykonać  e w e n tu a ln ie  p r a c ę .  Z  c h a r a k t e r u  t y c h  s i ł  w y n ik a ło ,ż e  owa 
e w e n tu a ln a  p ra c a  j e s t  znaku  u jem nego .

W u k ła d a c h  o d k s z t a łc a ln y c h  s i ł y  w ew nę trzn e  są  p rz y c z y n ą  p o w staw an ia  
o d k s z t a łc e ń ,  c z y  t e ż  o d w ro tn ie  - p o w staw an iu  o d k s z ta łc e ń  p r z e c iw d z ia ł a j ą  
s i ł y  w e w n ę trz n e . W ty c h  w aru n kach  p r a c a  s i ł  w e w n ę t r z 
n y c h  j e s t  z a w s z e  u j e m n a .  P ro c e s  d e f o r m a c j i  j e s t  w 
o b s z a ra c h  s p r ę ż y s t y c h  c a łk o w ic ie  o d w ra c a ln y .  Po u s u n ię c iu  s i ł  z e w n ę trz 
n ych  s i ł y  w e w n ę trzn e  p rz e m ie s z c z a ją  z powrotem  p u n k ty  u k ła d u  do p o ło ż e n ia  
p o cz ą tk o w e g o , w yk o n u ją c  p r z y  tym p ra c ę  d o d a tn ią  o u p r z e d n ie j  b e z w zg lę d n e j 
w a r t o ś c i .  W iem y , że w t a k i c h  w a ru n kach  wprowadzamy zw ycza jo w o  do n a u k i 
t e rm in  e n e r g i i .  Umawiamy s i ę  p rz e to  w o b s z a r a c h  s p r ę ż y 
s t y c h  u je m n ie  w z ię t ą  p ra c ę  s i ł  w ew n ę trzn ych  nazyw ać e n e r g i ą  
o d k s z t a ł c e n i a  l ub  e n e r g i ą  s p r ę ż y s t o ś 
c i  W ; mamy z a te m : W * - l_w. Wobec te g o  p ra c ę  s i ł  z e w n ę trz n y c h  o zn a 
czym y p r o ś c ie j  L ; w ię c  L = Lz . Zwróćm y uwagę na t o ,  że w o b s z a ra c h  od
k s z t a łc e ń  t r w a ły c h  J e s t  zaw sze  | Lw I ^  w » tam bowiem o d zysk u jem y  po usu 
n ię c iu  o b c ią ż e ń  j e d y n ie  c z ę ś ć  p ra c y  s i ł  w e w n ę trz n y ch . Gdy u k ła d  ro z p o c z ą ł
ru ch  ze s ta n u  s p o c z y n k u , Je g o  e n e r g ia  k in e ty c z n a  j e s t  p o czą tko w o  równa 
z e r u .  Gdy o b serw u jem y go w t r a k c i e  np . s z y b k ic h  d rg a ń , w id z im y , że u s t a 
w ic z n ie  p rz e c h o d z i on p rz e z  zerow e m ie js c e  e n e r g i i  k in e t y c z n e j .  N ic  n ie  
s t o i  na p rz e s z k o d z ie  ab y  za p o czą tk o w e  m ie js c e  u k ła d u  c z y  początkową c h w i
l ę  ru ch u  p r z y j ą ć  t ę ,  w k t ó r e j  UQ = 0 .  W te n  sposób  z asad a  z ach o w an ia  e- 
n e r g i i  p r z y jm ie  d la  u k ład ó w  s p r ę ż y ś c ie  o d k s z t a łc a ln y c h , d la k tó r y c h  UQ = 0 
j e s t  p o ło ż en ie m  o d n ie s ie n i a ,  p o s t a ć :

U + W = L  . ( 9 . 3 )

Gdyby i  s i ł y  z e w n ę trz n e  m ia ły  c h a r a k t e r  zach ow aw czy , to  - j a k  nam w ia 
domo z m e c h a n ik i k la s y c z n e j  - m o g lib yśm y tu  w p ro w ad z ić  i c h  e n e r g ię  p o te n 
c j a l n ą  V . R e z y g n u ją c  z z a ło ż e n ia  UQ = 0 i  n e g u ją c  L ró w n o ś c ią :  L  =
= VQ - V u z y s k a l ib y ś m y  w ted y  w m ie js c e  ( 9 . 3 )  r ó w n a n ie : U + V + W = Con
s t a n s .  W edług  p ie r w s z e j  z a s a d y  te rm o d y n a m ik i tw ie r d z e n ie  (9 . 3 )  ma form ę 
o g ó ln ie j s z ą :  U + W = L  + Q , g d z ie  Q j e s t  m echanicznym  równoważnikiem  do
prow adzonego  w z g lę d n ie  odprow adzonego w c z a s ie  p ro ce su  c i e p ł a .  W tym wy
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padku e n e r g ia  W z a le ż y  n ie  t y lk o  od k o n f ig u r a c j i  u k ła d u  l e c z  ró w n ie ż  od 
ro z m ie s z c z e n ia  te m p e ra tu ry  w ew ną trz  u k ła d u .

Pow yższą popraw kę te rm od yn am iczne  możemy pom inąć z n a s tę p u ją c y c h  po
wodów: W m ech an ice  u k ład ó w  o d k s z t a łc a ln y c h  in t e r e s u ją  nas w z s s a d z ie  dwa 
s k r a jn e  w y p a d k i.  W jednym  z n ic h  u k ła d  w yk o n u je  d robne i  s z y b k ie  d r g a n ia ,  
w d rug im  o d k s z t a łc e n ia  d o ko nu ją  s i ę  n ad e r  p o w o li .  W p ie rw szym  wypadku 
można p r z y p u ś c ić ,  że z ja w is k o  p rz e b ie g a  a d ia b a t y c z n ie ,  to  z n a czy  bez z a 
s i l a n i a  e lem en tów  u k ła d u  w c ie p ło  w z g lę d n ie  te ż  bez u s z c z u p la n ia  ic h  z 
c i e p ł a ;  t u t a j  p rz e to  j e s t  0 = 0 . W d rug im  można p r z y j ą ć ,  że p rz e b ie g  
j e s t  iz o t e r m ic z n y , to  z n a c z y , że u k ła d  p o z o s ta je  w te rm ic z n e j  równowadze 
z o to c z e n ie m , c z y l i  że je g o  te m p e ra tu ra  j e s t  s t a ł a ;  w ty c h  w arunkach  we
d łu g  d r u g ie j  z a s a d y  te rm o d yn a m icz n e j wobec o d w ra c a ln o ś c i  z ja w is k a  j e s t  
ró w n ie ż  Q = 0 . W om ówionych w aru n kach  fu n k c ja  W z a le ż y  wobec tego t y l 
ko od k o n f i g u r a c j i  u k ła d u .

I s t o t n y  c e l  ró w n an ia  (9 . 3 )  t k w i  w tym , by  in fo rm o w a ć , j a k  z m i e 
n i a j ą  s i ę  w c z a s ie  ru ch u  u k ła d u  w i e l k o ś c i  L ,  U , W. 
W p r z y s z ło ś c i  do teg o  te ż  c e lu  będziem y go u żyw ać . Obecnie w y ją tk o w o  s p ró 
b u jem y , c z y  ró w n a n ie  to  n ie  może p o s łu ż y ć  do z n a le z ie n ia  b u d o w y
f u n k c j i  W. P rz ep ro w a d z im y  w tym c e lu  n a s tę p u ją c ą  s p e k u la c ję  m yślow ą. 
N ie c h  s i ł y  z ew n ę trz n e  n a r a s t a j ą  n ie z m ie r n ie  p o w o li  od w a r t o ś c i  zero w ych  
do z a ło ż o n y ch  ko ńcow ych . W ted y  ró w n ie  p o w o li  n a r a s ta ć  będą p rz e m ie s z c z e 
n ia  u k ła d u  od w a r t o ś c i  zerow ych  do p rz y n a le ż n y c h  końcow ych . Tak p o w s ta łą  
p ra c ę  s i ł  z e w n ę trz n y c h  L  oznaczm y p rz e z  L ^ ; z n acze k  d o ln y  ma nam p rz y 
p o m in ać , że n a ło ż y l iś m y  na z ja w is k o  p ow yższy  s z c z e g ó ln y  p rz e b ie g .  W po
w yż szych  w aru n kach  p rę d k o ś c i  p rz e m ie s z cz e ń  w o g ó le  n ie  i s t n i e j ą , wobec t e 
go e n e r g ia  k in e ty c z n a  j e s t  w k ażd e j c h w i l i  równa z e ru .  Na p o cz ą tk u  z ja w i 
ska  ró w n a n ie  (9 . 3 )  j e s t  s p e łn io n e ,  bo w s z y s t k ie  je g o  d o d a jn ik i  są z e ra m i. 
W c h w i l i  d o w o ln e j , c z y l i  - co na je d n o  w ych o d z i - końcow e j wobec U = 0
ró w n a n ie  ( 9 . 3 )  u p ra s z c z a  s i ę  do fo rm y :

W = L „  . (1 0 .3 )

Zatem  e n e r g ia  s p r ę ż y s t o ś c i  równa j e s t  f i k c y j n e j  p r a c y ,  
j a k ą  w y k o n a ły b y  n ie z m ie r n ie  w o ln e  od z e ra  n a r a s t a ją c e  s i ły  z e w n ę trz n e  u k ła 
du na ró w n ie  w o lno  od z e ra  n a r a s t a ją c y c h  p rz y n a le ż n y c h  p rz e m ie s z c z e n ia c h  
ic h  punktów  z a c z e p ie n ia .

W ie lc e  f r a p u j ą c y  j e s t  o c z y w iś c ie  f a k t ,  że  w ie lk o ś ć  W, z a le ż n a  od w p ły 
wów w e w n ę trz n y ch , może być o b lic z o n a  za p o ś re d n ic tw em  wpływów z e w n ę trz 
n y ch . Z o s t a n ie  to  w p o w yższy , d o s ło w n y  sposób  w yzyskane  g d z ie  i n d z i e j .  Na 
r a z ie  s p e k u lu je m y  d a le j  n a s tę p u ją c o :  Chcemy w y r a z ić  W p rz e z  e , y  i  c , t ,  
t j .  p r z y  pomocy w ie l k o ś c i  je d n a k  w e w n ę trz n y ch ; c z y  j e s t  to  m o ż liw e ?  O czy
w i ś c ie  t a k .  W ie lk o ś c i  t e  są w ew n ę trzn e  d la  c a ł e g o  u k ła d u . Gdy go 
je d n a k  p o d z ie l im y  na c z ę ś c i ,  t o  d la  k a żd e j n a b ie r a j ą  one c h a ra k 
t e r u  w ie l k o ś c i  z e w n ę trz n y c h . O b l i c z a ją c  i c h  L t  o b lic z y m y  W. B a ,  pozbę
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d z iem y c i ę  naw et r z e c z y w iś c ie  z e w n ę trz n y c h  w i e l k o ś c i ,  j a k im i  sę s i ł y  ma
sowe w y o d rę b n io n e j c z ę ś c i ;  z ro b im y  to  - j a k  ju ż  nam wiadomo - p rz e z  z a ło 
ż e n ie  s ta n u  jed n o ro d n e g o  w rozważanym m ie js c u .

W yo d rę b n ijm y  z u k ła d u  m a te r ia ln e g o  p r o s to p a d ło ś c ia n  o k ra w ę d z ia c h  a , 
b , c w y c ię t y c h  ró w n o le g le  do o s i  x, y ,  z u k ła d u  o d n ie s ie n ia .  Na dwóch 
je g o  p r z e c iw le g ły c h  ś c ia n a c h  d z i a ł a j ą  ró w n o le g le  do k ra w ę d z i a p rz e c iw n ie  
s k ie ro w a n e  s i ł y  bc . o . Ś c ia n y  te  p rz e su n ą  s i ę  m ięd zy  in n y m i w k ie ru n k u  
o s i  x , a to  t y ln a  o a' i  p rz e d n ia  o a" U w z g lę d n ia ją c  p rz e c iw n e  z w ro ty  
s i ł  bc . o w id z im y , że p r z e s u n ię c ie  w zg lęd ne  w y n o s i a "-  a', c z y l i  a .
. ^  = a S ^ , bo w yw o łane  ono j e s t  w yd łu ż en ie m  k ra w ę d z i a w k ie ru n k u  x . 
P r z e s u n ię c ie  a . e x n a r a s ta  l in io w o  w raz  ze s i ł ą  bc . ox z g o d n ie  z 
prawem H o o k e ‘ a . W ykonana p rz e to  p ra c a  j e s t  równa p o lu  odnośnego t r ó j 
k ą t a  i  w y n o s i ^  abc . £ X <5X -

P ra c a  in n y c h  s i ł  p o w ie rz c h n io w y c h , p ro s to p a d ły c h  do u w zg lęd n io n eg o  wy
ż e j  p r z e s u n ię c ia ,  w y n o s i o c z y w iś c ie  z e ro .  S i ł a m i  ró w n o le g ły m i do tego  
p r z e s u n ię c ia  są t e ż  p r z e c iw n ie  s k ie ro w a n e  c a c z na dwóch p r z e c iw le g ły c h  
ś c ia n a c h  o d d a lo n ych  o b , tu d z ie ż  p r z e c iw n ie  s k ie ro w a n e  a b ty  na dwóch 
p r z e c iw le g ły c h  ś c ia n a c h  o d d a lo n y c h  o c .  Oednakże tym p rz e c iw n ie  s k i e r o 
wanym dwójkom p r z y n a le ż y  to  samo p rz e m ie s z c z e n ie  a "-  a', wobec czego  ic h  
p ra ca  j e s t  zerem . A n a lo g ic z n ie ,  p rz y  w zg lę d n ych  p r z e s u n ię c ia c h  b . i
c . e w yk o n u ją  ró żną  od z e r a  p ra c ę  o d d z ie ln ie  t y lk o  s i ł y  ca  . o i  ab .

1 1  
. a z . P r a c e  t e  w ynoszą  ^  abc • ° y  1 2 a ^c ó z ‘

Weźmy z k o l e i  pod uwagę dw ó jkę  p r z e c iw n ie  s k ie ro w a n y c h  s i ł  a b cx równo
l e g ły c h  do k ra w ę d z i b i  o d d a lo n y ch  o c .  D o lna  p rz e s u n ie  s i ę  w k ie ru n k u  
y  o b', g ó rn a  z a ś  o b'l ta k  że w z g lę d n e  ic h  p r z e s u n ię c ie  w y n o s i b' - b', 
c z y l i  c , bo w yw o łan e  ono J e s t  c z ę ś c ią  skosu  y x . W ykonana p ra c a  wyno

s i  j  aba • c x . S i ł y  p ro s to p a d łe  do c ^  d a ją  p ra c ę  z e ro w ą . Ró w n o leg 
łym i  p r z e c iw n ie  sk ie ro w an ym  dwójkom ca<5 i  b e t  p r z y n a le ż y  na p rz e-y ii
c iw le g ły c h  ś c ia n a c h  to  samo p rz e m ie s z c z e n ie  b - b ; i c h  p ra c a  j e s t  p rz e to  
zerem . W iem y ju ż  je d n a k ,  że i s t n i e j ą  je s z c z e  dw ie in n e  s i ł y  po ch o d zące  od 
n a p rę ż e n ia  r  . Są  to  p r z e c iw n ie  s k ie ro w a n e  s i ł y  c a 'cx ró w n o le g łe  do k r a 
w ę d z i c i  o d d a lo n e  w z a jem n ie  o b . P r z y n a le ż ą  im p r z e s u n ię c ia  lew e  c ' i
p ra c e  c'l c z y l i  w zg lęd n e  c " - c ' = b pochodzące  od r e s z t y  skosu  y  .

1 7) wIc h  p ra c a  ma w a r to ś ć  ^ abc • Y y  c x - In n e  s i * y  o d p a d a ją , bo a lb o  są p ro s 
t o p a d łe  do b a lb o  te ż  p r a c u ją  na tym samym p rz e m ie s z c z e n iu  względnym
c "  - c ' p rz y  w ła s n y c h  p rz e c iw n y c h  z w ro ta c h  ja k  d w ó jk i b e t^  i  aboz . W r e 

z u l t a c i e  p ra c a  s i ł  p o ch o d zących  od ma w a r to ś ć  ^  a b c ( ^  + | y ) c x =
1 1 1  

=  ^  ahc y  X T X .  P o d o b n ie  od i  f z z n a jd z ie m y  ^  a b c - 7 y r y  1  2 a b c  •

•Tzr z '
E n e r g ię  o d k s z t a łc e n ia  nagrom adzoną w o b ję t o ś c i  abc o trzym am y, sum ując 

s z e ś ć  w yk azan ych  d o d a jn ik ó w . D z ie lą c  r e z u l t a t  p rz e z  a b c , z n a jd z ie m y  wy
r a ż e n ie  na e n e r g ię  s p r ę ż y s t o ś c i  WQ , zam agazynowaę w j e d n o s t c e  
o b j ę t o ś c i ,  a t o :
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w = ¿ ( e  o + e o + e o + y  c  + y  c  + y  t  ) . (11.3)o 2 '  x x  y y  z z l x  x ' y y  1 z z '  1 ' '

E n e r g ia  W c a łe g o  u k ła d u  w y n o s i:

W /  WQd ih  (12.3)
*7 lV \* w

g d z ie  O1 o zn acza  o b ję to ś ć  u k ła d u .
W te n  sposób  w y r a z i l iś m y  e n e r g ię  o d k s z t a łc e n ia  p rz y  u ż y c iu  sk ład o w ych  

s ta n u  n a p ię c ia  i  o d k s z t a łc e n ia .  W s ta n a c h  n ie je d n o ro d n y c h  sę sk ład o w e  ty c h  
s tanó w  fu n k c ja m i m ie js c a :  w te n  sposób  o b l i c z e n ie  e n e r g i i  W sp row adza s ię  
do c a łk o w a n ia  J a k i e j ś  f u n k c j i  t r z e c h  z m ien nych .

Z a d a n ie  8 .3 . I l e  w y n o s i e n e r g ia  Je d n o o s io w e g o  r o z c ię g a n ia  w z g lę d n ie  
ś c i s k a n i a ?  I l e  w y n o s i e n e r g ia  s k r ę tu ?

O dpow iedź 8 .3 . S ę  to  s z c z e g ó ln e  w yp ad k i fo rm u ły  ( l l . 3 ) .

Wo = f o s  \  Ee2 = ! ! _ ;  w0 = i t c = | g t 2 = |

Z a d a n ie  9 .3 . R o z b ić  e n e r g ię  je d n o s tk o w ę  Wq m a t e r ia łu  ró w n o k ie ru n k o -  
wego na e n e r g ię  o d k s z t a łc e n ia  o b ję to ś c io w e g o  WQ i  e n e r g ię  o d k s z t a łc e n ia  
p o s ta c io w e g o  WQ. I l e  one w yn o szę ?

Odpow iedź 9 .3 . P o z o rn ie  w yd a je  s i ę  to  n ie m o ż liw e . O e ś l i  bowiem r o z ło 
żymy sk łado w e  obu s tanó w  w ed ług  sch em a tu : £ = £ +  e " , y  = y '  + y "  tu d z ie ż  
0 = c ’+ o " ,  c =  c + c "  i  w staw im y j e  w ( l l . 3 ) ,  to  obok i lo c z y n ó w  typu  
uporzędkow anego  : e 'o ',  y ' c 1 t u d z ie ż : e " o "  "otrzym am y te ż  ilo cz y n y  ty p u  m ie 
szanego  : e'o", y'  z " w z g lę d n ie :  e "o ',  i [ " t '  . O ednakże z a d a n ia  4 .3  i  5 .3  w y ja ś -  
n i a j ę ,  że sk ład o w e  s o b ie  o d p o w ia d a ję c e  sę d la  c i a ł  ró w n o k ie ru nko w ych  id en 
t y c z n ie  i  to  w p ew ien  s z c z e g ó ln y  sposób  zbudow ane. D z ię k i  temu sumy w y ra 
żeń m ie sz a n ych  £ 0  i  d o d a jn ik i  m ieszan e  y z  o d p a d a ję  z ra ch u n k u . Z n a jd u 
jem y  o s t a t e c z n ie :

Wo = Wó + »0 '  Wó = k  ■ es >

Wo - 5 ( ( e y  "  e z ) ( o y  - °z> + <e z "  Ex> (o z "  c x ) +

+ ( E x "  6y )(<5x - V )+  2 ( r x Cx + T y * y  + T z *z ) • (1 3 .3 )

Z a d a n ie  1 0 .3 . E n e r g ia  s p r ę ż y s t o ś c i  n ie  może o c z y w iś c ie  zależeć od o r ie n 
t a c j i  u k ła d u  o d n ie s ie n ia ,  c z y l i  m usi s i ę  ona dać w y r a z ić  p rz y  pomocy n ie 
zm ien n ikó w  jed n e g o  lu b  d ru g ie g o  s t a n u .  W ykazać t o .
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Odpow iedź 1 0 .3 . S k o rz y s ta jm y  ze  zw iązk ó w : E = ( l  - 2 jx )s , G y  = z t u 
d z ie ż  t r z e c h  t y p u :  2 G (e y  - e z ) = o y  - o z . Z n a jd z ie m y :

1  E 2 1 1 - 2p  2
o ' 6  1 -  2fX ~ "5 E

Wo = I  G((sy - *z>2 + <ez - £x)2 + (ex - ey)2) + k G(?x + Ty + T*) =

= T2g ^ ° y  - ° z )2  + ( o z - ° x ^  + (óx '  0y )2)+ ! g (Yx + T ^ + T z } =

= _ | ( e 2 -  3 e ) = g i ( s 2 -  3s') .

W o s ta tn im  w ie rs z u  s k o r z y s t a l iś m y  ze wzorów ( l 5 . l )  o ra z  ( l l . 2 ) .
F a k t  l in io w o  je d n o ro d n e j z a le ż n o ś c i  sk ład o w ych  obu te n so ró w  u w id o cz 

n io n y  j e s t  w y ra ź n ie  w f u n k c j i  ( l i , 3 ) ,  p rz e z  f ig u r u j ą c y  tam u łam ek 1/2 . 
W y ra ż e n ie  to  ma p r z e to  z n a c z e n ie  j e d y n ie  d la  tw o rzyw  p o d le g a ją c y c h  prawu 
H o o k e 'a .  Fo rm u ła  ( l l . 3 )  w y ra ż a  e n e r g ię  m ieszan ym i w ie lk o ś c ia m i .  Możemy j ę  
w y r a z ić  p rz y  u ż y c iu  sk ła d o w ych  t y lk o  je d n e g o  s t a n u ,  gdy d ru g ie  w yrugu jem y 
z w iąz k am i (4 . 3 )  lu b  ( 6 . 3 ) .  W ted y  okaże s i ę  - co ju ż  u w id o c z n ia ją  r e z u l t a 
t y  ( l 4 . 3 )  - że e n e r g ia  o d k s z t a łc e n ia  j e d n o s t k i  o b ję t o ś c i  WQ m ateria łów  l i -  
n io w o - s p rę ż y s ty c h  j e s t  j e d n o r o d n ą  k w a d r a t o w ą  fu n 
k c ją  sk ła d o w ych  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  lu b  t e ż  teg o  ro d z a ju  fu n k c ją  s k ła d o 
wych s ta n u  n a p ię c ia .  Z powyższego f a k tu  w y n ik a ją  ważne k o n sek w e n c je  m ate 
m a ty cz n e .

N ie c h  w ię c  WQ b ę d z ie  je d n o ro d n ą  kw adratow ą fu n k c ją  sk ła d o w ych  s ta n u  
o d k s z t a łc e n ia .  W ted y  w edług  tw ie r d z e n ia  E u le r a  o teg o  ro d z a ju  fu n k c ja c h
WQ da s i ę  p r z e d s ta w ić  w p o s t a c i :

1 , d w0 3Wo 3 Wo 3W o 3 Wo 3WOx
wo = S ^ ex g ex + e y  a s y  v £z d s z  + ^x  dyx  * ^ y  d y y  + ^ z  a y z  '

w a żn e j d la  dow o ln ych  w a r t o ś c i  sk ła d o w ych  £ , y  . S k o ro  ta k  j e s t  , to  z
p o ró w n an ia  pow yższego w y ra ż e n ia  z ró w n ie  ogólnym  ( l l . 3 )  z n a jd z ie m y :

3 W 3 W 3 W 3 W 3 W 3 w0

6x "  a e ^ ’ óy = ° z  = ae^ ' = Cy  = Zz = » T z  * 15‘ 3

A n a lo g ic z n ie  - p r z e d s t a w ia ją c  WQ ja k o  fu n k c ję  sk ład o w ych  S , y  o trz ym a 
my :
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I s t n i e j e  g ł ę b o k a  r ó ż n i c a  m ięd zy  r e la c ja m i  ( l 5 . 3 )  i
( 1 6 .3 ) ,  M atem atyk  a n g ie l s k i  G reen  na p o d s ta w ie  pewnych rozw ażań  d o sz e d ł 
do p rz e k o n a n ia ,  Ze w p ro c e s a c h  o d w ra ca ln y c h  z p ew n o śc ię  i s t n i e j e  fu n k c ja  
W , p o s ia d a ją c a  w ła s n o ś c i  ( l 5 . 3 ) ,  s tą d  te ż  r e l a c j e  te  noszę w l i t e r a t u r z e  
nazwę fo rm u ł G re e n a . F iz y k  a n g ie l s k i  K e lv in  u g ru n to w a ł e g z y s te n c ję  fu n k 
c j i  W z d o c ie k a ń  e n e rg e ty c z n y c h  m e ch a n ic z n o - te rm ic z n y ch . W łasności (35 .3 ) 
u s t a l i l i  o n i  b e z  z a k ł a d a n i a  j a k i e j k o lw i e k  s z c z e 
g ó l n e j  b u d o w y  f u n k c j i  WQ. R e la c je  te  sę p rz e to  ważne d la  
m a te r ia łó w  d o w o l n i e  s p r ę ż y s t y c h ,  a w ię c  ró w n ie ż  d la  n i e  
p o d l e g a j ą c y c h  prawu H o o k e 'a .  W p r z e c iw ie ń s tw ie  do teg o  r e 
l a c j e  ( l 6 . 3 ) ,  zwane w l i t e r a t u r z e  fo rm u łam i w ło s k ie g o  uczonego  C a s t ig l i a -  
no , są  ważne j o d y n i e  d la  m a te r ia łó w  l in io w o - s p r ę ż y s t y c h , t j .  t y l 
ko d la  t a k i c h ,  k tó r e  p o d l e g a j ą  prawu H o o k e 'a .  D la  t e j  o s t a t 
n ie j  k a t e g o r i i  m a te r ia łó w  fo rm u ły  G re en a  i  C a s t ig l i a n o  tw o rzą  odm ienną - 
a le  t e j  sam ej t r e ś c i  - form ę równań (4 . 3 )  i  ( 6 . 3 ) .  W yp ro w ad zen ie  ic h  z 
je d n e j  f u n k c j i  k r y j e  je d n a k  ro z m a ite  w a lo r y  n a tu r y  m a te m a ty cz n e j. Z a l i 
c z y ć  do n ic h  można m iędzy  in n y m i re d u k c ję  36 s t a ły c h  m a te r ia łó w  a n iz o t r o 
powych do l i c z b y  21.

P o ś w ię c i l iś m y  sp o ro  uw ag i l in io w y m  z a le ż n o ś c io m  m ięd zy  sk łado w ym i obu 
te n so ró w  w o b s z a ra c h  s p r ę ż y s t y c h ,  ja k o  s p ra w ie  podstaw ow e j w a g i.  Z i s t 
n ie ją c y c h  d z ie d z in  m e ch a n ik i uk ładów  o d k s z t a łc a ln y c h  o p racow an a  z o s t a ła  
o b s z e rn ie  m a t e m a t y c z n a  t e o r i a  s p r ę ż y s t o 
ś c i ,  s t o s u ją c a  w ła ś n ie  ja k o  prawo w ią ż ą c e  w yprow adzoną p rz e z  nas z a 
le ż n o ś ć  l in io w ą  H o o k e 'a .  N ie m n ie j p rz yp o m n ieć  tu  m usim y, że i s t n i e j ą  ma
t e r i a ł y  n ie  p o d le g a ją c e  temu p raw u . U s iło w a n o  w y k ry ć  d la  n ic h  z a s tę p c z ą  
p o s ta ć  p raw a w ią ż ą c e g o . N i e s t e t y  z ro b io n o  to  w sposób  z b y t  s z c z e g ó ln y ,  a 
w ię c  np . p o szu k iw ano  t y lk o  z w iąz k u  m iędzy je d n ą  sk ład o w ą  o a p rz y n a le ż n ą  
j e j  je d n ą  ze sk ła d o w ych  e . W r e z u l t a c i e  praw a o g ó ln eg o  n ie w y k r y to .  Tym
czasem  w o b s z a ra c h  s p r ę ż y s t y c h  o d p o w ie d z i d o s t a t e c z n ie  ogólnej mogą u d z ie 
l i ć  r e l a c j e  ( l 5 . 3 ) .  S p ra w ie  t e j  p o ś w ię c iłe m  o b sz e rn ą  p ra c ę  s p e c ja ln ą .  Gę
ś l i  m a t e r i a ł  p r z y n a le ż y  do g ru p y  ró w n o k ie ru n k o w y ch , to  e n e r g ia  s p r ę ż y s to 
ś c i  WQ może być  zbudowana z n ie z m ie n n ik ó w  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  e ,  e ‘, e" 
w z g lę d n ie  l e p i e j  e , e^ - 3 e 'e ". Z a le ż n ie  od m a t e r ia łu  i  p o trz e b y  wprowa
d z ić  możemy w ra ch u n e k  d o s ta te c z n ą  l i c z b ę  s t a ły c h  s p r ę ż y s t o ś c i  p ie rw s z e 
go , d ru g ie g o  i  w yższych  rzęd ów . W ted y  r e l a c j e  ( l 5 . 3 )  d a ją  nam poszu k iw ane  
prawo w ią ż ą c e  w p o s t a c i  o g ó ln e j .  O b l ic z e n ia  sz cz eg ó ło w e  d o w io d ły ,  że tak  
ro z s z e rz o n a  t e o r i a  s p r ę ż y s t o ś c i  n a s t r ę c z a  - czego  można s i ę  b y ło  s p o d z ie 
wać - b ard zo  w ie le  t r u d n o ś c i  n a tu r y  m a te m a ty cz n e j.

C o raz  c z ę ś c ie j  spo tykam y s ię  z pog lądem , że prawo w ią ż ą c e  w o b sz a ra c h  
s p r ę ż y s t y c h  może m ieć j e d y n ie  l in io w ą  budowę. S t w ie r d z e n ie  p rz e to  n i e l i 
n io w e j z a le ż n o ś c i  m ięd zy  sk łado w ym i obu s tanó w  d o w o d z iło b y  w ed ług  powyż



szego  p o g lą d u , że p rz e b ie g  d e fo r m a c j i  J e s t  w tym wypadku n ie s p rę ż y s ty . N ie  
p rz e sz k a d z a  to  budow aniu  praw a w ią ż ą ce g o  w edług  w yż e j p o d an e j r e c e p t y ,  to  
j e s t  r o z s z e rz e n iu  t e j  k o n c e p c j i  na o b s z a ry  dow o lnego  z ach o w an ia  s i ę  m ate 
r i a ł u .  Wymaga je d n a k  o g r a n ic z e n ia  j e d y n ie  do ty c h  - n a j l i c z n i e j s z y c h  p raw 
d opod ob n ie  - wypadków , w k tó r y c h  w każdym p u n k c ie  u k ła d u  b ezw zg lędn e  w a r
t o ś c i  n ap rę ż e ń  ro sn ę  w raz  z s i ł a m i  z e w n ę trz n y m i. Dodatkowe w y ja ś n ie n ie  
teg o  z a s t r z e ż e n ia  b ę d z ie  za c h w i lę  podane .

Praw o  H o o k e 'a  j e s t  w pew nej m ie rz e  w z g lę d n ie  d la  pewnych m a te r ia łó w  
prawem w y id e a liz o w a n y m  d la  o bszarów  s p r ę ż y s t y c h .  P rz e c h o d z ą c  do o b sza ru  
o d k s z ta łc e ń  t r w a ły c h  możemy rz e c z  a n a lo g ic z n ie  w y id e a l iz o w a ć ,  b io r ą c  so 
b ie  za w zór z a ch o w a n ie  n ie k tó r y c h  ga tunków  m ię k k ie j  s t a l i .  Ś c i ś l e  rz e c z  
b io r ą c ,  w ła ś n ie  s z c z e g ó ln e  z ach o w an ie  s i ę  t y c h  m a te r ia łó w  w pewnym o b sz a 
rz e  zmusza nas  do t a k ie g o ,  sk ą d in ą d  u c ią ż l iw e g o  p o s tę p o w a n ia . P ro w ad ząc  
m ia n o w ic ie  d a le j  omówione n iedaw no  d o ś w ia d c z e n ie  z ro z c ią g an ym  w z g lę d n ie  
te ż  ze ś c is k an ym  p rętem  z m ię k k ie j  s t a l i  zauw ażym y, że od pewnego m ie js c a  
p o c z y n a ją c ,  z d łu ż  w z g lę d n ie  s k ró t  £ b ę d z ie  ro sn ą ć  p rz y  n ie z m ie n n e j w a r
t o ś c i  n a p rę ż a n ia  no rm alnego  o = k r w z g lę d n ie  o = - k c . O d w ró ce n ie  ty c h  
równań n ie  j e s t  m o ż liw e . O k re ś lo n e j  w a r t o ś c i  k n a p rę ż e n ia  przynależą n ie  
o zn aczone  £ . Dodatkow y p om iar w yk a że , że  z d łu ż  w z g lę d n ie  skrót p o p rz e c z 
n y  e '  b ę d z ie  o b e c n ie  w y n o s ić  co w d o ty ch cz a s o w y ch  oznaczen iach
j e s t  rów noznaczne  z p r z y ję c ie m  ¡Ji = j .  In n y m i s ło w y  d e fo rm a c ja  p rz e b ie g a ć  
b ę d z ie  bez zm iany  o b j ę t o ś c i .  W re s z c ie  okaże  s i ę ,  że p r z y j ę c i e  z g o d n o śc i 
k ie ru n k ó w  g łó w n ych  obu stanów  odpow iada  n a le ż y c ie  objawom badanego z j a w i 
s k a .  W ie lk o ś ć  kr  w z g lę d n ie  k c nazywamy g r a n ic ą  p la s t y c z n o ś c i  m a-
t  e r  i  a ł  u d la  j e d n o o s i o w e g o  r o z c i ą g a n i a
w z g lę d n ie  ś c i s k a n i a ;  z r e g u ły  j e s t  k p = kc = k . N a to m ia s t  
a n a lo g ic z n y  ek sp e rym en t z c ie n k o ś c ie n n ą  ru r ą  s k rę c a n ą  w ykaże g r a n ic ę  p l a 
s t y c z n o ś c i  teg o  samego m a t e r ia łu  p r z y  s k r ę c i e  r = k ,  ró ż 
ną od k.

Pow yższe r e z u l t a t y  ek sp e rym en tu  je d n o o s io w e g o  s ta n u  n a p ię c ia  w o b sz a 
rz e  ta k  s z c z e g ó ln ie  z m ie n ia ją c y c h  s i ę  o d k s z ta łc e ń  t r w a ły c h  s ta n o w ią  punkt 
z a c z e p ie n ia  d la  d a ls z y c h  u o g ó ln ie ń  m a t e m a t y c z n e j  t e o 
r i i  p l a s t y c z n o ś c i .  U o g ó ln ie n ia  te  p row adzą do praw a w ią 
żąceg o  p o s t a c i :
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k tó r e  o trzym u jem y  z ( 4 . 3 ) ,  k ła d ę c  tam fi = Do o k re ś lo n y c h  o, t  mogę w 
o b s z a ra c h  p la s t y c z n y c h  p rz y n a le ż e ć  r ó ż n e  £ , y  teg o  obszaru. W rów 
n a n ia c h  p rz e to  (1 7 .3 )  w ie lk o ś ć  Gq j e s t  n i e o z n a c z o n a ;  po 
p ro s tu  £ ,y  n ie  sę  tu  je d n o z n acz n ym i fu n k c ja m i o , c  . W s ta n a c h  n ie je d n o 
ro d n ych  Gq j e s t  dodatkow ę n iew iad om ę fu n k c ję  m ie js c a .  W ten  sposób  w i e l 
kość  Gc n ie  j e s t  w pow yższych  ró w n a n ia ch  s t a ł ę  d o ś w ia d c z a ln ę . R u g u ję c  
j ę  p rz ek o n u jem y  s i ę ,  że w zo ry  (1 7 .3 )  z a w ie r a ję  t y lk o  p ię ć  n ie z a le ż n y c h  
rów nań. Po w yższy  b rak  e k s p e ry m e n ta ln y  z a s tę p u je m y  w t e o r i i  p la s t y c z n o ś c i  
innym  r e z u lt a te m  d o św ia d c z a ln y m , a m ia n o w ic ie  tz w . w a r u n k i e m
p l a s t y c z n o ś c i .  Odnośne ró w n an ie  b rz m i:

( ° y  - o 2 ) 2 + (o 2 - 6x ) 2 + (o x - o ) 2 + 6 ( c 2 + e 2 + z \ )  = 2k2 .
(1 8 .3 )

Pozn a jem y tu  znan y  nam z zadań  10 .2  i  10 .3  n ie z m ie n n ik  s2 - 3s'. W zw ięz-  
ku z tym m og lib yśm y w aru n kow i ( l8 .3 )-  nadać ro z m a ity  te k 6 t  s ło w n y . Powyż
sze ró w n a n ie  n o s i w l i t e r a t u r z e  n ie z b y t  s łu s z n ę  nazwę w arunku  H ubera  
M is e s a  - H e n c k y ‘ eg o . Dobre p r z y b l iż e n ie  ró w n a n ia  ( l 8 . 3 )  s ta n o w i w arunek 
Coulom ba
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s to so w a n y  p rz ez  tw ó rców  t e o r i i  p la s t y c z n o ś c i  - f r a n c u s k ic h  u czo nych  Le- 
v y 'e g o  i  de S a in t - V e n a n t a .  W ie lk o ś ć  k j e s t  w obu w arunkach  g r a n ic ę  p la 
s t y c z n o ś c i  je d n o o s io w e g o  s ta n u .

R o z w ię z a n ia  p ra w id ło w e  t e o r i i  p la s t y c z n o ś c i  muszę poza tym c z y n ić  z a 
d ość  ogólnym  p o s tu la to m  m e ch a n ik i uk ładów  o d k s z t a łc a ln y c h , a w ię c  w aru n 
kom n ie r o z d z ie ln o ś c i  i  rów now ag i z odnośnym i wymogami b rzeg ow ym i. C h arak-  
t e r y s t y c z n ę  c e c h ę  t e j  t e o r i i  s ta n o w i J e j  b rak  s a m o w y s ta r c z a ln o ś c i ;  n ie  
p o s ia d a  ona w ła sn e g o  p o c z ę tk u . Z a cz yn a  s i ę  bowiem tam , g d z ie  s i ę  kończy  
t e o r i a  s p r ę ż y s t o ś c i ;  z k o n ie c z n o ś c i  w ię c  w ię ż ę  s i ę  z n ię  w arunkam i b rz e 
gowym i.

ś c i ś l e  rz e c z  b io r ę c ,  w p rz e d s ta w io n e j  w yż e j t e o r i i  n ie  i s t n i e j e  prawo 
w ię ż ę c e  sk ła d o w e  obu s ta n ó w ; z a s tę p u je  j e  prawo ( l 8 . 3 )  w z g lę d n ie  ( l 9 . 3 ) .  
Rzecz  u w yp u k la  s i ę  w s z c z e g ó ln y  sp o só b , gdy s ta n  n a p ię c ia  J e s t  je d n o ro d 
n y ; o d k s z t a łc e n ia  p ły n ę  p rz y  n ie z m ie n n ych  w a r to ś c ia c h  n a p rę ż e ń . Tylko n ie 
l i c z n e  m a t e r i a ły ,  a lb o  t e ż  t y lk o  w s z cz e g ó ln y c h  w arunkach  m a t e r ia ły  z a 
chow u ję  s i ę  w pow yższy  sp o só b . Gdy ta k  n ie  j e s t  , z powrotem  a k tu a ln a  i  
podstaw ow a s t a j e  s i ę  sp raw a w y k ry w a n ia  p raw a w ię ż ę c e g o . N ie s t e t y  rz e c z  ta  
z n a jd u je  s i ę  - j a k  w yż e j w sp o m n ie liśm y  - w z a c z ę tk a c h . N ie  pos iad am y na
w et d la  n a d e r  c z ę s to  s to so w an ych  tw orzyw  teg o  prawa w p o s t a c i  o g ó ln e j .
T ru d n o ś c i  p o le g a ję  n a j c z ę ś c i e j  na tym , że n ie  p o t r a f im y  z r e a l iz o w a ć  do
s t a t e c z n ie  o g ó ln y ch  s tanó w  je d n o ro d n y c h , że p ię t r z ę  s i ę  te ż  p rzed  nami
t r u d n o ś c i  m atem atyczne  w s to s o w a n iu  te g o  ro d z a ju  p raw . W re s z c ie  i  m ate
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r i a ł y  same k r y j ę  w s o b ie  n ie s p o d z ia n k i .  Czasem w p o z o rn ie  p ro stym  do
ś w ia d c z e n iu  je d n o o s io w e g o  s ta n u  n a p ię c ia  w y s tę p u ję  o b ja w y , z k tó r y m i n ie  
p o t r a f im y  s o b ie  d ać  r a d y .  Tak np . r o z c ię g a ję c  p r ę t  z m ię k k ie j  s t a l i  z au 
ważymy w pewnym s ta d iu m  d o ś w ia d c z e n ia  lo k a ln ę  zw yżk ę , k tó r a  a u to m a ty c z n ie  
z m ie n ia  s ta n  n a p ię c ia  w t r ó jo s io w y ,  u r ę g a ję c  naszym u s iło w a n io m  u trz ym a 
n ia  s ta n u  p ro s t s z e g o .  Z ja w is k o  to  n ie  z n a la z ło  d o ty c h c z a s  w y ja ś n ie n ia  me
c h a n ic z n e g o . Z t y c h  to  powodów z a d o w o lić  s i ę  musimy tym , czym d y s p o n u je 
my. O p eru jem y fo rm u ła m i z d o b y tym i w o b s z a ra c h  m a tem a ty cz n ie  i  d o św ia d 
c z a ln i e  opanow anych i  k o ryg u je m y  j e  w s p ó łc z y n n ik a m i,  k tó r e  każdorazow o 
wykrywam y d o ś w ia d c z a ln ie .  D roga t a  n ie  s ta n o w i p o s tęp o w a n ia  naukowego n ie  
w yw odzi s i ę  bowiem z praw a e le m e n ta rn e g o ; n ad m ia r d o św iad cze ń  c z y n i  te  
p o c z y n a n ia  w ysoce  n ie e k o n o m ic z n y m i. W skazane p rz e to  j e s t ,  by w ię c e j  uw ag i 
p o św ięco n o  s p ra w ie  praw a podstaw ow ego.

Na w ażny d odatkow y s z c z e g ó ł t r z e b a  tu  je s z c z e  z w ró c ic  uwagę. Weźmy pod 
uwagę p ry m ityw n y  w ypadek p r ę t a  ro z c ię g a n e g o  lu b  te ż  ś c is k a n e g o  poza g ra 
n ic ę  s p r ę ż y s t o ś c i  m a t e r i a łu .

c z a so w e j znowu z w ię k s z a ć  n a p rę ż a n ie  o  s tw ie r d z im y ,  i ż  w dobrym p r z y b l i 
ż e n iu  t r z e c i a  z k o l e i  k rz yw a  d o ś w ia d c z a ln a  p o k r y je  s i ę  z p ro s tę  EB  w z g lę 
d n ie  D8; d a ls z e  z w ię k s z a n ie  n a p rę ż e n ia  d o p ro w ad z i do łu k u  BC zgodnego 
z p ie rw o tn y m , t j .  tym , k t ó r y  u z y s k a l ib y ś m y , p row adzęc d o ś w ia d c z e n ie  od 
p o cz ę tk u  O p rz e z  B p rz y  c i ę g l e  n a r a s ta ję c y m  o b c ię ż e n iu .  Na o d c in k u  EB 
m a t e r i a ł  z ach o w u je  s i ę  p rz e to  j a k  s p r ę ż y s t y .  Ek sp e rym e n t pow yższy  możemy 
k i lk a k r o t n i e  p o w tó rz y ć . P r z y  d o s t a t e c z n ie  wolnym  tem p ie  i  każdorazowym
odpoczynku  w E żadne nowe f a k t y  n ie  z a jd ę .  O d c in ek  OB p rz e d s ta w ia  c^ał- 
k o w ite ,  OE t r w a łe  i  EB s p r ę ż y s t e  o d k s z t a łc e n ie  p r ó b k i.  W te n  sposób  
znane nam j e s t  prawo w ię ż ę c e  d la  odw róconego  p rz e b ie g u  e ; G co r *w  n ie 
k tó r y c h  z a g a d n ie n ia c h  ba rd zo  duże z n a c z e n ie .

O

R y s . 4 .3

C

Na r y s .  4 .3  podano c z ę ś ć  A 0 C 
odnośnego d iag ram u  6 ,  G . O e ś l i  
o s ię g n ę w s z y  m ie js c e  B w w y k re s ie  
poczn iem y z m n ie js z a ć  n a p rę ż e n ie  G, 

to  okaże s i ę ,  że z w ię z e k  p o w ro tny  
m iędzy 6 i  O b ę d z ie  in n eg o  ro 
d z a ju  a n i ż e l i  te n  p o p rz e d n i,  o k r e 
ś lo n y  łu k ie m  OB. W dobrym p r z y 
b l i ż e n iu  obrazem  tego nowego zw ięz-  
ku b ę d z ie  p ro s ta  BD w z g lę d n ie  B E ,  
ró w n o le g ła  do s t y c z n e j  k rz y w e j 
p ie r w o tn e j  w p o cz ę tk u  0 . Gdy do
datkow o o b ró c im y  znak  n a p rę ż e n ia  w 
tym p r o c e s ie  p ow ro tnym , nowa c z ę ś ć  
w yk re su  E F  z a k rz y w i s i ę  w s t ro n ę  
łu k u  OA. Gdy w r e s z c ie  p o c z y n a ję c  
c z y  to  od m ie js c a  E ,  c z y  te ż  D 
po czn iem y po s to so w n e j p rz e rw ie
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Temat 1 .3 . S t r e ś c i ć  u s tę p  3 , p o d k r e ś la ją c  n a jw a ż n ie js z e  f a k t y  i  m y ś l i .

Temat 2 .3 . Z ap o znać  s i ę  z różnym i pom ysłam i n ie l i n io w e j  z a le ż n o ś c i  obu 
s tan ó w .

Temat 3 .3 . E n e r g ia  s p r ę ż y s t o ś c i  j e s t  zaw sze  d o d a tn ia .  O a k ie  s tę d  w y n i
k a ją  k o n sek w e n c je  d la  s t a ły c h  m a te r ia ło w y c h  w ro zsze rzon ym  potęgowym o- 
k r e ś le n iu  e n e r g i i  ja k o  f u n k c j i  n ie z m ie n n ik ó w ?



4 . W YTĘŻEN IE  I  BEZPIECZEŃSTW O

□ o ś w ia d cz e n ia  p row ad zące  do u s t a l e n i a  p raw a w ią ż ą ce g o  sk ład o w e  s ta n u  
n a p ię c ia  i  o d k s z t a łc e n ia  tw o rzą  je d n ą  ważną s e r i ę  e k s p e ry m e n ta ln ą . I s t 
n ie j e  ró w n ie  ważna d ru g a , z m ie rz a ją c a  do u s t a l e n i a  s t o p n ia  w y t ę ż e 
n i a  m a t e r i a łu .  W iem y, ż e  u k ła d u  m a te r ia ln e g o  n ie  można o b c ią ż a ć  bez 
g r a n ic .  P r z y  pewnych w a r t o ś c ia c h  s i ł  z e w n ę trz n y c h  o s iąg am y  g r a n ic ę  s p r ę 
ż y s t o ś c i ;  p r z e k r a c z a ją c  j ą  w chodz im y w o b s z a r  t r w a ły c h  o d k s z t a łc e ń .  Z m ia 
na k o n f ig u r a c j i  u k ła d u  d o p ro w a d z ić  może do n ie p rz e w id z ia n e g o  i  n ie n a le ż y 
teg o  J e j  fu n k c jo n o w a n ia .  Gdy z a ś  o s ią g n ie m y  g r a n ic ę  w y t r z y m a ło ś c i ,  n o ś 
no ść  u k ła d u  z o s t a n ie  z n iw ecz o n a  c a ł k o w i c i e .  W l a b o r a t o r ia c h  rozm yś ln ie  po
wodujem y teg o  ro d z a ju  s t a n y  po t o ,  ab y  na o d w ró t d la  o b ie k tó w  t e c h n ic z n y c h  
p ra w id ło w o  zbudow anych i  o b c ią ż o n y c h  móc d o k ła d n ie  o sz aco w a ć , i l e  w y n o s i 
ic h  s t o p i e ń  b e z p i e c z e ń s t w a  n .  t j . o k r e ś l i ć  i l o -  
k ro tn e  p o w ię k s z e n ie  o b c ią ż e ń  s t a n o w i ło b y  g roźbę  n ie z d a tn o ś c i  o b ie k tu .  Wy
z n a c z e n ie  teg o  w s p ó łc z y n n ik a  b e z p ie c z e ń s tw a  c z y  t e ż  od nośn ych  o b c i ą 
ż e ń  d o p u s z c z a l n y c h  s ta n o w i z te c h n ic z n e g o  użytkow ego  
p u nk tu  w id z e n ia  n a jw a ż n ie js z y  c e l  m e ch a n ik i u k ład ów  r z e c z y w is t y c h .

O dpow iedź na te g o  ro d z a ju  p y t a n ie  może dać t y lk o  d o ś w ia d c z e n ie .  P r z y  
masowej p r o d u k c j i  j a k ie g o ś  e lem en tu  o p ła c a  s i ę  i  j e s t  naw et w skazane  e k s 
perym en tow ać  w p ro s t  na jednym  c z y  k i lk u  z n ic h ,  w ię c  z n is z c z y ć  go po t o ,  
by innym  z ag w aran to w ać  d łu g o t r w a łą  e g z y s t e n c ję  m ech an iczn ą  p rz e z  n a le ż y t y  
dobór b e z p ie cz n e g o  o b c ią ż e n ia  c z y  e w e n tu a ln ą  e k o n o m i c z n ą  z m ia 
nę je g o  ro zm iaró w  g e o m e try cz n y ch . Na o g ó ł je d n a k  rzadko  możemy s o b ie  poz
w o l i ć  na t a k i e ,  b e z p o ś r e d n i o  do c e lu  p row adzące  d o św ia d 
c z e n ia .  W iem y z r e s z t ą ,  że b a d a n ie  u k ład ów  m a te r ia ln y c h  n ie  p ro w a d z i do 
w y k r y c ia  w ła s n o ś c i  podstaw ow ych  sam ej m a t e r i i .  Z teg o  to  powodu dążymy do 
te g o ,  by u d ź w i g  u k ł a d u  s t a ł  s i ę  aktem  m atem atycznego  o b- 
l i c z e n i a ,  p o d s t a w y  z a ś  teg o  o b l i c z e n ia  by s t a n o w i ło  
p r a w o  e l e m e n t a r n e  o k r e ś l a j ą c e  w y t ę ż e 
n i e  s a m e g o  t w o r z y w a .  P o d o b n ie  ja k  w p ra w ie  w iążącym  
chcem y owo w y tę ż e n ie  o k r e ś l i ć  n a p rę ż e n ia m i i  o d k s z t a łc e n ia m i.

R ó ż n i a u to r z y ,  r o z m a ic ie  d e f i n i u j ą  w y tę ż a n ie  m a t e r i a łu .  B ęd z iem y pod 
w y tę ż an iem  ro zum ie ć  o s ł a b i e n i e  m e c h a n i c z n y c h
w ł a s n o ś c i  m a t e r i i ,  s p o w o d o w a n e  o b e c n o 
ś c i ą  s t a n u  n a p i ę c i a  i  s t a n u  o d k s z t a ł 
c e n i a .  O s ła b ie n ie  to  może być  p r z e lo tn ą  s ł a b o ś c i ą ,  gdy d o s z liś m y  
n ie  d a le j  J a k  do g r a n ic y  s p r ę ż y s t o ś c i .  Może ono s t a ć  s ię  n ie u le c z a ln y m  ka 
lec tw em  w o b s z a rz e  p la s t y c z n y m  j e s t  zgonem , gdy o s ią g n ie m y  g r a n ic ę  wy
t r z y m a ło ś c i .
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Z a g a d n ie n ie  w y tę ż e n ia  notow ane j e s t  w l i t e r a t u r z e  ju ż  od czasów  G a l i 
l e u s z a ;  na pewno m u s ia ło  ono i s t n i e ć  i  w c z a s a c h  o d le g le js z y c h .  I s t n i e j e  
p rz y n a jm n ie j  k i lk a n a ś c i e  h ip o te z  u s i łu j ą c y c h  wynikom  badań nadać s z a tę  
m a tem atyczn ą . Podamy tu  k i l k a  uznaw anych o b e c n ie  w ś w ie c ie  te ch n icz n ym  
f u n k c j i ,  o k r e ś la j ą c y c h  w y tę ż e n ie .  P rz e s trz e g a m y  p rz y  te j sp o s o b n o ś c i p rzed  
in n y m i p r z e s t a r z a ły m i  i  n ie o d p o w ie d n im i, k tó r e  b ezw ład n a  t r a d y c ja  h i s t o 
ry c z n a  z d o ła ła  je s z c z e  u trz ym ać  w n ie k tó r y c h  s k ą d in ą d  naw et d o b rych  pu- 
b l i k a c j  a ch .

R zecz  z ys k a  na J a s n o ś c i ,  j e ś l i  zazna jom im y s i ę  n a jp ie r w  z fa k ta m i do
ś w ia d c z a ln y m i p r o s t y m i,  a potem p rz e jd z ie m y  do z ło ż o n y c h . W l a b o r a t o r ia c h  
m e ch an iczn ych  d ysp onu jem y ro z m a ity m i m aszynam i w y trz y m a ło ś c io w y m i i  u r z ą 
d z e n ia m i p o m o cn icz ym i, s łu ż ą c y m i do p r e c y z y jn y c h  pom iarów . Pod tym w z g lę 
dem re k o rd  p o s ia d a  A m eryka. I s t n i e j ą  tam m aszyny do b a d a n ia  dużych  c z ę ś c i  
k o n s t r u k c j i ,  na k tó r y c h  można w yw rzeć  s i ł y  c is n ą c e  do 4500 ton  w z g lę d n ie  
c ią g n ą c e  do 1500 to n . N o rm a ln ie  s to s u je m y  do badań na e le m e n ta ch  p róbnych  
m aszyny o z a s ię g u  do 500 to n  p rz y  ś c is k a n iu  w z g lę d n ie  do 100 to n  przy ro z 
c ią g a n iu .  Na m aszynach t y c h , n a j c z ę ś c i e j  t y p u  u n iw e rs a ln e g o , można poza 
ro z c ią g a n ie m  i  ś c is k a n ie m  r e a l iz o w a ć  ró w n ie ż  c i ę c i e  i  z g in a n ie ;  do s k r ę 
c a n ia  s to so w an e  są  m aszyny o d m ienne j k o n s t r u k c j i  o stosowanym z a s ię g u .  I s t 
n ie j ą  w r e s z c ie  u rz ą d z e n ia  s p e c j a ln e ,  w k tó r y c h  r e a l iz o w a ć  można dodatkowo 
w sz e c h s tro n n e  rów nom ierne c i ś n i e n i e  i  e w e n tu a ln ie  d o łą c z y ć  j e  do in n y ch  
s ta n ó w , z y s k u ją c  w te n  sposób  w ię k s z ą  ró ż n o ro d n o ść  stanów  n a p ię c ia .  Szcze
g ó ły  c z y  to  m aszyn , c z y  in s tru m e n tó w  pom iarow ych  są ta k  ró ż n o ro d n e , że 
n ie  sposób  j e  tu  p o d ać ; n a jp r o ś c ie j  z ap o znać  s i ę  z n im i w la b o r a to r iu m . 
O g ó ln ie  b io r ą c ,  u s i ło w a n ia  k o n s tru k to ró w  id ą  w tym k ie ru n k u ,  by w u rz ą 
d z e n ia c h  w y tw a rz a ć  s t a t y c z n ie  w y z n a c z a ln e  z b io r y  s i ł ,  ponad to  z aś  i  g łó w 
n ie  w tym k ie r u n k u ,  by w yw o łane  s ta n y  w e w nę trzn e  b y ły  m o ż liw ie  je d n o ro d 
n e ; te n  d r u g i  p o s t u la t  j e s t  - j a k  ju ż  o tym g d z ie  in d z ie j  w sp o m n ie liśm y  - 
b a rd zo  t ru d n y  do z r e a l iz o w a n ia .

N a jb a r d z ie j  e le m e n ta rn ą  a je d n o c z e ś n ie  n a jb a r d z ie j  cenną p ró b ę  w y tę ż e 
n ia  s ta n o w i d o ś w ia d c z e n ie  nad znanym nam ju ż  w n ie k tó r y c h  szczegó łach  j  e- 
d n o o s i o w y m  r o z c i ą g a n i e m .  Za typ o w y  d la  m a te r ia łó w
c i ą g l i w y c h  uważamy ekspe rym en t z m iękką  s t a l ą ,  z i lu s t r o w a n y  na
r y s .  1 .4 . Z w ię k s z a ją c  o b c ią ż e n ie  z e w n ę trz n e , zw iększam y n a jp ie r w  w y tę ż e 
n ie  m a t e r ia łu  od w a r t o ś c i  p o cz ą tk o w e j z e ro w e j do w y tę ż e n ia  na granicy sp rę -  

X r
ż y s t o ś c i  o = % r  , e = ■g—. W dobrym p r z y b l iż e n iu  g r a n ic a  s p r ę ż y s t o ś c i  po
k ryw a  s i ę  tu  z g r a n ic ą  p r o p o r c jo n a ln o ś c i .  P o n iew aż  o b ie  z a le ż ą  w w y s o k ie j  
m ie rz e  od p r e c y z j i  in s tru m e n tó w  p o m ia ro w ych , p o n iew aż  n ie  u w s z y s tk ic h  
m a te r ia łó w  w y s tę p u ją  one ró w n ie  w y r a ź n ie ,  umawiamy s i ę  c z ę s to ,  że za  g r a 
n ic ę  s p r ę ż y s t o ś c i  w z g lę d n ie  p r o p o r c jo n a ln o ś c i  uważamy to  n a p rę ż e n ie  g<r , 
k tórem u odpow iada  z d łu ż  t r w a ły  o w a r t o ś c i  0 ,0 0 0 3 . Pu n k t A w y k re s u , i l u 
s t r u j ą c y  d la  m ię k k ie j  s t a l i  g r a n ic ę  s p r ę ż y s t o ś c i  i  p r o p o r c jo n a ln o ś c i ,  ma 
w s p ó łrz ę d n e : e = ~  0 ,0 0 1  i  b = PC * ~  1800 kG/cm2 .
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- £ 7 ^ 3 ----
R y s . 1 .4

W d a ls z e j  c z ę ś c i  AB w yk re su  próbnego o d k s z t a łc e n ie  r o ś n ie  s z y b c ie j  
a n i ż e l i  n a p rę ż e n ie .  Na b ły s z c z ą c o  p o le ro w a n e j p o w ie rz c h n i p ró b k i s t a lo w e j  
zauw ażyć  można p rz y  u ż y c iu  m ikroskopu  ju ż  w c h w i lę  po p rz e k ro c z e n iu  g r a 
n i c y  A c iem ne l i n i e ,  n a c h y lo n e  w p r z y b l iż e n iu  pod kętem  4 5 ° względem  o- 
s i  p r ę t a  p ró b n eg o . L i n i e  t e , p oczą tkow o  g ru b o ś c i  1/2 m ik ro n a , p o ja w ia ją  s i ę  
w dwóch grom adach i  ze w zrostem  n a p rę ż e n ia  o d a ję  s i ę  w r e s z c ie  zauw ażyć 
gołym  okiem  w p o s t a c i  w k lę s ły c h  smug p la s t y c z n y c h ,  zw anych smugami Lu d er-  
s a .  O es t to  w y raź n a  in fo r m a c ja  o tym , że o s ią g n ę l iś m y  w y tę ż e n ie  na g r a n i 
c y  p la s t y c z n o ś c i  B .  W podanym na r y s .  1 .4  wypadku punkt B ma w s p ó łrz ę d 
ne e = ~  0 ,0 0 3  i  o = k r  = 2400 kG/cm2 . W i s t o c i e  teg o  ro d z a ju  p r z e j 
ś c i e  do o b sz a ru  p la s t y c z n e g o  p o ja w ia  s i ę  u tw a rd s z y c h  s t a l i .  U m ię k k ic h  
ro z ró ż n ia m y  górną  g r a n ic ę  p la s t y c z n o ś c i  B °  i  o ś r e d n io  15% n iż s z ą  d o ln ą  
B ;  z n a c z e n ie  p ra k ty c z n e  ma j e d y n ie  d o ln a  g r a n ic a  p ły n n o ś c i  B . Sm ugi p la 
s t y c z n e  są  op tycznym  objawem p o ś liz g ó w  u k o śn y ch , w w yn ik u  k tó r y c h  w ob
s z a rz e  p la s ty c z n y m  w y s tę p u je  w y b it n ie  z w ię k sz o n e  w y d łu ż a n ie  c i a ł a  p ró b n e 
go. Odnośny m echanizm  p o ś l iz g u  i  zw iązan eg o  z tym w y d łu ż e n ia  wskazano p r y 
m ity w n ie  na r y s .  1 .4 . Sm ugi p la s t y c z n e  p o ja w ia ją  s i ę  w n a jb l i ż s z e j  o k o l i 
c y  p rz y s z łe g o  r o z d a r c ia  p r ó b k i.

G ra n ic a  p ły n n o ś c i  p o s ia d a  d la  o ce n y  m a te r ia łó w  c ią g l iw y c h  bardzo  duże 
p ra k ty c z n e  z n a c z e n ie .  P o n ie w aż  n ie  u w s z y s tk ic h  m e ta l i  u w id a c z n ia  s i ę  ona 
ta k  w y ra ź n ie  j a k  u s t a l i ,  p rz e to  umówiono s i ę  uw ażać za n ią  to  m ie js c e  B 
w yk re su  d o ś w ia d c z a ln e g o , k tórem u odpow iada  t r w a ły  z d łu ż  o w a r t o ś c i  skwa- 
l i f i k o w a n e j  d la  ró ż n ych  m a te r ia łó w  od 0 ,0 0 2  do 0 ,0 0 5 .

O b szar w y ra ź n ie  p la s t y c z . i y  k o ń czy  s i ę  d la  b ad an e j s t a l i  w m ie js c u  C
2w yk re su  o w s p ó łrz ę d n y c h  s  = ~  0 ,0 2 5 , o = k = ~  2400 kG/cm . S łu s z n e
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J e s t  wobec s t a ł e j  w a r t o ś c i  n a p rę ż e n ia  p r z y ję ć ,  że w o b rę b ie  ob
s z a ru  p ły n n o ś c i  w y tę ż e n ie  r o ś n ie  w raz  ze  w zrostem  o d k s z t a ł c e 
n i a .

P o ś l i z g i  c z ę s te c z e k  m a t e r ia łu  w o b sz a rz e  p la s ty c z n y m  w y w o łu ję  zm iany 
s t r u k t u r a ln e  m a t e r i a łu ,  w w yn ik u  k tó r y c h  w m ie js c u  C w yk re su  d o ch o d z i do 
je g o  pow tó rnego  w z m o cn ie n ia . D a lsz e  w y d łu ż e n ie  wymaga znów w z ro s tu  n a p rę 
ż e n ia .  Oednakże w w yn ik u  ty c h  zm ian m a te r ia ło w y c h  s ta n  n a p ię c ia  d o zn a ł 
s k o m p lik o w a n ia ; j e s t  on zap ew ne , p o c z y n a ję c  ju ż  od m ie js c a  C , t r ó jo s io w y  
i  c o r a z  to  b a r d z ie j  n ie je d n o ro d n y .  Z  p ew n o śc ię  ta k  j e s t  w m ie js c u  z i l u 
strow anym  na r y s .  1 .4  punktem  szczytow ym  D. Gdy w d o ty c h c z a s o w e j c z ę ś c i  
e k sp e rym en tu  s t w ie r d z ić  można b y ło  rów n om iern ość  w y d łu ż e n ia  p n ę ta  p ró b n e 
g o , o b e c n ie  f a k t  te n  p r z e s t a n ie  z a ch o 'd z ió . Na p ró b ce  p o ja w ia  s i ę  lo k a ln e  
z w ę ż en ie  i  tu  k o n c e n t ru je  s i ę  d e fo rm a c ja  u k ła d u ; c z ę ś c i  p o ło ż o n e  poza 
s z y j  k ę p r z e s t a ję  s i ę  w y d łu ż a ć . W r e z u l t a c i e  n ie je d n o ro d n e g o  t r ó j -  
o s io w eg o  s ta n u  n a p ię c ia  n a s tę p u je  w zw ężce s p ię t r z e n ie  w y t ę ż e n ia ,  k tó r e  
ko ń czy  s i ę  w r e s z c ie  ro zerw an ie m  p r ę t a  p ró b n e g o ; i l u s t r u j e  to  p unk t końco 
wy E w y k re s u . P o w ie rz c h n ia  r o z d a r c ia  zakończona  j e s t  na b rzegu  typowym 
s to ż k ie m .

T e ch n o lo d z y  u s i ł u j ę  ro z m a ic ie  t łu m a c z y ć  z ja w is k o  s z y j k i .  M ech an iczn eg o  
w y ja ś n ie n ia  d o ty c h c z a s  n ie  podano . N a le ż y  p rz y p u s z c z a ć ,  j e s t  ono objawem 
n i e s t a ł o ś c i  rów now ag i szczegó lnego- , t r ó jo s io w e g o  s ta n u . P o g lę d u  teg o  n ie  
z a ryzyk o w an o  d o ty c h c z a s  n ig d z ie  w l i t e r a t u r z e .

D la  c y to w a n e j s t a l i  punkt s z cz y to w y  d iag ram u ma w sp ó łrz ę d n e  £ » ~ 0 , 2 0 ,  
2

tí = K p = ~  3600 kG/cm . Pu n k t końcowy E ma w sp ó łrz ę d n e  £ ■ tj = ~  0 ,2 5 , 
O = ~  3000 kG/cm2 . W c e r t y f i k a t a c h  p r z e m y s ł o w y c h  z powyż
sz ych  c z t e r e c h  d a t  podajem y d w ie ,  a m ia n o w ic ie  g r a n ic ę  w y t r z y m a ło ś c i  d o- 
r a ź n e j  K r  i  w y d ł u ż 8 l n o ś ć  k o ń c o w ę  ^  .

Za teg o  ro d z a ju  z e s t a w ie n ie ,  n ie  o d p o w ia d a ję c y c h  s o b ie  w s p ó łrz ę d n y c h , 
n ie  możemy sp o d z iew ać  s i ę  a p ro b a ty  ze s t r o n y  m atem atyczn e j t e o r i i .  U sp ra 
w i e d l iw i e n i e  k r y j e  s i ę  w n a s tę p u ję c y c h  w z g lę d a c h . W a r to ś ć  Kp wyznacza s i ę  
b a rd zo  p r o s to .  A lb o  r e j e s t r u j e  j ę  w p ro s t  dodatkow a lu ź n a  wskazówka mano
m e tru , napędzana wskazówkę o b ie g o w ę , a lb o  p rz y  w p rz ę g n ię c iu  p rz y rz ę d u  sa- 
m o p iszęcego  rz e c z  re d u k u je  s i ę  po p r o s tu  do dodatkow ego n a k r e ś le n ia  odno
ś n e j s t y c z n e j  s z c z y to w e j.  O d w ro tn ie  je d n a k ,  w y z n a c z e n ie  o d c ię t e j  p rz y n a 
le ż n e j  do extrem um f u n k c j i  j e s t  - j a k  wiadomo - n ad e r  n ie p e w n e . W yznacze 
n ie  n a to m ia s t  z d łu ż u  końcowego i j  j e s t  znowu bardzo  p r o s t e ;  a lb o ' bowiem 
p rz yk ła d am y  do s i e b i e  ro z e rw an e  c z ę ś c i  p ró b k i i  m ierzym y s tw ie rd z o n e  wy
d łu ż e n ie  t r w a łe ,  p o m ija ję c  n ie o b e cn ę  ju ż  c z ę ś ć  s p r ę ż y s t ę ,  albo t e ż  s t w i e r 
dzamy j e  na uzyskanym  w y k r e s ie  p rz y rz ę d u  sa m o p isz ę ce g o , k r e ś lę c  d la  E 
p rz y n a le ż n ę  o d c i ę t ę .  Zw ażyw szy je d n a k  na f a k t  , że w y d łu ż e n ie  ro z k ła d a  s i ę  
w o s t a t n ie j  f a z ie  d o ś w ia d c z e n ia  n ie ró w n o m ie rn ie  w z d łu ż  p r ę t a  p ró b n eg o , to  
z n a c z y , że na z d łu ż  końcowy T¡ s k ła d a  s i ę  je d n a  c z ę ś ć ,  p ro p o r c jo n a ln a  do 
d łu g o ś c i  p om iarow ej i  d ruga  z a le ż n a  od wzajem nego s to su n k u  in n y ch  ro z m ia 
rów g eo m e try cz n ych  u k ła d u ,m u s im y  p rz y  podaw an iu  d a ty  tj o k r e ś l i ć  w y ra ź n ie
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ty p  u ż y t e j  - z r e g u ły  z n o rm a liz o w a n e j - p r ó b k i ;  n ie z b y t  ś c i ś l e  uważa s i ę ,  
że p rz y  u ż y c iu  p r ę t a  o p rz e k r o ju  kołowym w y s t a r c z a ją c e  tu j e s t  podać s t o 
sunek d łu g o ś c i  p om iarow ej do ś r e d n ic y  p r z e k r o ju .

D odatkow ego w y ja ś n ie n ia  domaga s i ę  s z c z e g ó ln a  o s o b liw o ś ć  w yk re su  1 .4 . 
S ta n o w i j ą ,p o c z y n a ją c y  s i ę  w D, spadek n a p rę ż e n ia  <3 . Zauważmy w tym 
c e lu ,  że w d ia g ra m ie  tym o dcinam y ja k o  w a r to ś ć  n a p rę ż e n ia  i l o r a z  zm ien ne j 
s i ł y  p o d łu ż n e j i  s t a łe g o ,  bo p ie r w o tn ie  p oczą tkow ego  p r z e k r o ju .  W r z e c z y 
w i s t o ś c i  z a ś  p rz e k ró j  p r ę t a  d o z n a je  ze w zrostem  n a p rę ż e n ia  p o m n ie js z e n ia . 
P o m ija ln e  ono j e s t  w o b sz a rz e  m a łych  z d łu ż y .  D e ś l i  z a n ie d b u je m y  j e  rów
n ie ż  w o b s z a rz e  d u żych  o d k s z t a łc e ń ,  to  ro b im y  to  j e d y n ie  z k o n ie c z n o ś c i  
ż y c io w y c h ; n ie  możemy setkom  p rób  dokonyw anych  d la  c e ló w  c z y s to  przem y
s ło w y ch  p o ś w ię c a ć  z b y t  w ie le  c z a s u . C hcąc je d n a k  d la  c e ló w  naukowych u zy 
sk a ć  w y k re s  p o p r a w n ie js z y , o d c in am y w nim ja k o  n a p rę ż e n ie  p raw d z iw e  o* 
i l o r a z  s i ł y  p o d łu ż n e j i  p rz y n a le ż n e g o  ch w ilo w eg o  p r z e k r o ju .  T a k i  sposób 
p o s tę p o w a n ia  wymaga u s ta w ic z n e g o  p om iaru  zm ian  p r z e k r o ju .  W y s ta r c z a ją c o  
d o k ła d n y  p o g ląd  na sp raw ę uzyskam y, p o m ija ją c  c z ę ś ć  s p r ę ż y s t ą  o d k s z t a łc e 
n ia  a d la  p la s t y c z n e j  z a k ła d a ją c  b rak  zm ian  o b ję t o ś c i  u k ła d u  p ró b n e g o . W 
r e z u l t a c i e  okaże  s i ę ,  że  k rzyw a  o *  l e ż y  ponad krzyw ą  c5 ; w m ie js c e  pun
k tu  sz cz y to w e g o  D uzyskam y punkt D ^ ze s t y c z n ą  n a c h y lo n ą  względem  o s i  
S pod kątem  różnym od z e r a .  K o ryg o w a n ie  w yk re su  poza punkt D n a s t r ę c z a  
n ie p o m ie r n ie  w ię k s z e  t r u d n o ś c i ,  bowiem s ta n  n a p ię c ia  s t a j e  s i ę  t r ó jo s io w y  
i  n ie je d n o r o d n y .  W ró ż n ych  p rz e k r o ja c h  z w ę ż k i,  p r z e c ię tn e  n a p rę ż e n ie  i  
p r z e c ię t n y  z d łu ż  m ają ro z m a itą  w a r to ś ć .  N a le ż a ło b y  wobec teg o  a lb o  n a k re 
ś l i ć  pęk k rz yw ych  w ych o d z ących  z punktu  D * , a lb o  te ż  umówić s i ę ,  że k r e 
ś l im y  k t ó r ą ś  s z c z e g ó ln ą  z teg o  p ęk u , np . tę  d la  n a jw ę ższ eg o  m ie js c a  s z y j 
k i .  B y ło b y  n a d e r  cen ne  zbadać  c h a r a k t e r  owego p ęk u , czego  d o ty c h c z a s  w 
l i t e r a t u r z e  p rz e d m io tu  n ie  z ro b io n o . D est m o ż liw e , że p rz y  o d p o w ied n io  
z m o d yfik o w an e j d e f i n i c j i  z d łu ż u  S można by ów pęk z red u kow ać  do je d n e j  
je d y n e j  k r z y w e j .

Z a d a n ie  1 .4 . W yz n aczyć  praw dopodobny z w ią z e k  m ięd zy  n a p rę ż e n ia m i t e c h 
n icznym  o i  p raw dziw ym  O * w p ró b ie  jed n o o s io w eg o  r o z c ią g a n ia .  Podać 

,d  o t
spadek  s t y c z n e j  (ttz- ) w m ie js c u  o = o max- 

o

O dpow iedź 1 .4 . Oznaczmy p rz e k ró j  p o cz ą tk o w y  p rz e z  A , c h w ilo w y  p rz ez  
A ^  a odnośne d łu g o ś c i  pom iarow e p rz e z  1 i  1 * . Z n ie z m ie n n e j o b ję t o ś c i

"*  ̂ Ap ró b k i A ^ l*  = A l  i  d e f i n i c j i  z d łu żu  e = — j —  uzyskam y A ,  = y  + ■ .

D e ś l i  S o zn acza  s i ł ę  p o d łu ż n ą , j e s t :  o= | ,  oę= Z a t ^  p o szu k iw any
z w ią z ek  ma p o s t a ć :  = ( l  + e ) o . R ó ż n ic z k u ją c  mamy s t ą d :  ( l  +

ri C ^ ® *
+ E ) + o . D la  0 = 0  max = K p j e s t  -jg = O; tam w ię c  j e s t  : = O =

O* , 0
= y 1 y ■£ . co ła tw o  s k o n s tru o w a ć , k r e ś lą c  odnośną p r o s t ą .  D aką?

Z a d a n ie  2 .4 . N ie k t ó r z y  a u to r z y  m o d y f ik u ją  w yk re s  o ( e )  do p o s t a c i  o j,ct) , 
g d z ie  j e s t  n ap ręże n iem  praw dziw ym , «, z a ś  je d n o s tk o w ą  zm ianą  p rz e k ro 
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j u .  Pod ać  odnośny z w ią z ek  i  w yznaczyć  w arunek d la  m ie js c a  o d pow ia 
d a ją c e g o  p u n k to w i o = 0 max-

1*- 1 A - A *
Odpow iedź 2 .4 . D e f in iu j  eroy £ = — j — , n ad to  a  = — -----. P o s tę p u ją c  Ja k

w z a d a n iu  1 .4  z n a jd z ie m y  a  = ^  . ■ ■ 1  a +
do o *

+ ; zatem  d la  O = o mgx = K r  j e s t  ( 3-5 ; )  0 = ■ co można skon 
s t ru o w a ć  k r e ś lą c  h ip e r b o lę .  O akę?

Rysunek  2 .4  p o d a je  w y n ik i  jed n o o s io w e g o  r o z c ią g a n ia  d la  m ie d z i,  g l in u  
i  ż e l iw a .  P ie rw s z e  dwa m e ta le  n a le ż ą  do ty p u  c ię g l iw y c h ;  ic h  w y d łu ż a ln o ś ć  
p rz e k ra c z a  0 ,5 0  w z g lę d n ie  0 ,3 0 . Sp adek  k rzyw ych  na c z ę ś c i  DE w sk a z u je  i  
tu  na o b ecn o ść  zw ężk i k o ń co w e j.

W p r z e c iw ie ń s tw ie  do te g o  ż e l iw o  z a l ic z a m y  do tw o rzyw  k ru c h y c h ; z d łu ż  
końcowy n ie  d o ch o d z i tu  do 0 ,0 0 5 , co  z m u s iło  do zm iany  s k a l i  ry s u n k o w e j. 
K o re k ta  do k rz y w e j o *  j e s t  tu  n ie c e lo w a ;  b rak  j e s t  g r a n ic y  p ły n n o ś c i .
B ra k  t e ż  j e s t  z ja w is k a  s z y j k i .  Za c h a r a k t e r y s t y c z n y  p a ra m e tr  w y tę ż e n io 
wy - j a k  d la  w s z y s tk ic h  m a te r ia łó w  k ru ch ych  - uważamy tu  w y trz y m a ło ś ć  do
raźn ą  Kr . R o z d a rc ie  r o z c i ą g a n e g o  p r ę ta  p ryzm a tyczn eg o  z
m a te r ia łu  k ru ch eg o  n a s tę p u je  w p ła s z c z y ź n ie  o d c h y lo n e j od p rz e k ro ju  p ro 
s to p a d łe g o  do o s i  p r ę t a  o k ą t zaw sze m n i e j s z y  od jr/ 4 .

D aty  Kp d la  m a te r ia łó w  k ru ch y ch  n ie  są c a łk o w ic ie  pewne. C zę s to  l i 
c z ą c  s i ę  z dodatkow ym i in n ym i p a ram etram i m echan icznym i tego  typ u  tw orzyw  
zm uszen i je s te ś m y  próbkom ro z c iąg an ym  nadawać skom p likow ane k s z t a ł t y ,  ja k  
np. d la  cem en tu , d a le k ie  od p o s t a c i  p ryzm atyczn eg o  p r ę t a .  Wskutek tego  wy
w o łu jem y  w e le m en tach  p ró b n ych  t r ó jo s io w y  n ie je d n o ro d n y  s ta n  n a p ię c ia .  
W r e z u l t a c i e  o k r e ś le n ie  w y tę ż a n ia  końcowego d a ta m i i  rj s t a j e  s ię
m n ie jszym  lu b  w iększym  p r z y b l iż e n ie m . Dodać w r e s z c ie  t r z e b a ,  że z u t y l i 
ta rn e g o  p unktu  w id z e n ia  w y trz y m a ło ś ć  na r o z c ią g a n ie  n ie  s ta n o w i d la  t e j  
g ru p y  m a te r ia łó w  z b y t  c e n n e j w sk az ó w k i. Za ta k ą  k o n s t r u k to rz y  u w aża ją  tu 
r a c z e j  w y trz y m a ło ś ć  na ś c is k a n ie .

O d d z ie ln ą  k a te g o r ię  m a te r ia łó w  t e c h n ic z n y c h  tw o rzy  d rew no . Po n iew aż  
j e s t  to  tw orzyw o  ró ż n o k ie ru n k o w e , p rz e to  o k r e ś la j ą c  je g o  m echan iczne  w ła 
s n o ś c i  n a le ż y  o k r e ś l i ć  odnośny k ie ru n e k  b a d a n ia .  R o z c ią g a n ie  drew na od
g ryw a pewną r o l ę  w k ie ru n k u  ró w n o leg łym  do w łó k ie n .  G ra n ic a  s p r ę ż y s t o ś c i  
X r  l e ż y  stosunkow o b l i s k o  g r a n ic y  w y t r z y m a ło ś c i  K r . C h a r a k te r  ro z d a r 
c i a  bywa ro z m a ity  w z a le ż n o ś c i  od ga tunku  d rzew a .

W y k re sy  u zyskane  z p ró b y  r o z c ią g a n ia  poza c h a ra k te ry s ty c z n y m  d la  każ 
dego m a t e r ia łu  k s z ta łte m , t j .  w zajem ną z a le ż n o ś c ią  w ie lk o ś c i  o i  E ,  d a ją  
nam te ż  możność pewnego ro d z a ju  ry c z a łto w e g o  sz aco w an ia  tworzywa pod w zg lę 
dem m echan icznym . P o le  o g ra n ic z o n e  k rz yw ą , o s ią  £ i  dow olną rzęd n ą  rów
ne j e s t  n a jw id o c z n ie j  p ra c y  o d k s z t a łc e n ia ,  t j .  p ra c y  d o s ta r c z o n e j j e d 
n o s tc e  o b ję t o ś c i  c i a ł a  próbnego d la  d o p ro w ad zen ia  j e j  do s ta n u  o k r e ś lo n e 
go p r z y ję t ą  rz ę d n ą . W s z c z e g ó ln o ś c i ,  gdy b ę d z ie  n ią  rzęd n a  końcow a, odno
śne p o le  j e s t  je d n o s tk o w ą  p ra cą  o d k s z ta łc e a ś t * ,  p o trz e b rą  do zerw ań-a p ró b 
k i .
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R y s .  2 .4

P o n iż e j  z e s ta w io n o  g r a n ic e  w y t r z y m a ło ś c i  K r  n ie k tó r y c h  m a te r ia łó w .  
G r a n ic a  p la s t y c z n o ś c i  kp m a te r ia łó w  c ię g l iw y c h  z a w a r ta  j e s t  m iędzy 0 ,5  
K r  a 0 ,8  Kr , w ię c  np . d la  s t a l i  w y n o s i ś r e d n io  2/3 Kp .

M a t e r i a ł K r kG/cm2 M a t e r i a ł K r kG/cm2

W o lfram 30 000 G l in  - A l 700 - 3 000

S t a le 3 000 - 20 000 D ura lum in ium 3 800 - 6 000

N i k i e l  - N i 5

OOo

Cyna - Sn 170 250

P la t y n a  - P t 2 400 - 3 500 Ołów - Pb 200

Ż e l iw o 1 200 - 2 500 S z k ło 200 - 800
M iedź  - Cu 2 100 - 5 000 K am ień , beton 20 - 80

Cynk - Zn 1 300 - 2 000 C e lu lo id ,  b a k e l i t 250 - 800

M o sięd z 1 500 - 6 000 • t Sk ó ra 250 - 350

B rę z 1 800 - 7 OOCk Kauczuk 200 - 500

Z ło t o  - Au 1 000 - 2 500 Drewno m ię k k ie 700 - 800
S re b ro  - Ag 1 600 - 3 000 Drewno tw a rd e 1 OOO - 1 300
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N astęp n ą  podstaw ow ą d la  b a d a n ia  w y tę ż e n ia  p róbę  s ta n o w i d o ś w ia d c z e n ie  
ze  śc is k an ym  e lem en tem . Ek sp e rym en t te n  p rz e d s ta w ia  t r u d n o ś c i  t e c h n ic z n e  
w ię k s z e  a n i ż e l i  p o p rz e d n i.  C hcąc u z ysk a ć  je d n o ro d n y  s ta n  n a p ię c ia  n a le ż y  
c i a ł u  próbnemu nadać k s z t a ł t  p ryzm atyczn eg o  p r ę t a  o p rz e k ro ju  n a j l e p i e j  
kołowym lu b  n ie c o  g o rz e j  kw adratow ym . B la  u n ik n ię c ia  w p ływ u g ło w ic  n a le 
ż y  z g o d n ie  z tw ie rd z e n ie m  de S a in t- V e n a n ta  d o b ie ra ć  p r ę t y  d o s t a t e c z n ie  
d łu g ie .  W ted y  je d n a k  w pewnym s ta d iu m  d o ś w ia d c z e n ia  p o ja w ia  s i ę  boczne 
z a k r z y w ie n ie  p r ę t a ,  k tó r e  m ąc i jd d n o o s io w y  o b ra z . Zm uszen i te d y  je s te ś m y  
używ ać p rę tó w  n ie z b y t  d łu g ic h .  Gdy chcem y p ró cz  n ap rę że ń  w yznaczać  rów
n ie ż  i  o d p o w ia d a ją c e  im s k r ó t y ,  musimy s to so w ać  p r ę t y  p rz y n a jm n ie j  t a k i e j  
d łu g o ś c i ,  k tó r a  u m o ż liw ia  u m ie s z c z e n ie  odnośnego in s tru m e n tu  na p ró b c e . 
Ś r e d n io  b io r ą c ,  d łu g o ś ć  ta k a  j e s t  równa p rz y n a jm n ie j  c z t e r o k r o t n e j  ś re d 
n ic y  p r ę t a .  S to s o w a n ie  p rób ek  k r ó t s z y c h ,  w ię c  np . o d łu g o ś c i  m n ie js z e j  od 
t r z y k r o tn e g o  ro z m ia ru  p o p rz e cz n e g o , n ie  p ro w a d z i do r e z u lt a tó w  n a d a ją c y c h  
s i ę  do naukowego t r a k to w a n ia .  S k o n c e n t ro w a n ie  o b c ią ż e n ia  w p o s t a c i  s i ł  
s k u p io n y ch  na końcach  p r ę t a  g r o z i  w wypadku m a t e r ia łu  z b y t  s ła b e g o  z n is z 
czen iem  lo k a ln y m , w wypadku z a ś  tw o rzyw a  z b y t  mocnego nadw yrężen iem  s t y 
k a ją c y c h  s i ę  z p róbką  c z ę ś c i  m aszyny l a b o r a t o r y jn e j .  Z p ow yższych  powo
dów w yw ieram y na p ła s k ie  p r z e k r o je  końcowe c i a ł a  p róbnego n a c i s k i  r o z ło 
żone p o w ie rz c h n io w o . W t y ę j i ; z aś  w a ru n k a ch , t a r c i e  p o w s ta łe  m iędzy  p ły t ą  
m aszyny a p o w ie rz c h n ią  końcową p ró b k i u n ie m o ż liw ia  swobodne p o s z e rz e n ie  
s i ę  t e j  o s t a t n i e j .  Wymuszony z o s t a je  w te n  sposób  na końcach  p r ę t a  t r ó j -  
• s io w y  s ta n  n a p ię c ia ,  k t ó r y  n ie je d n o r o d n ie  w n ik a  w g łą b  p r ó b k i.  O c z y w is te  
znów j e s t  , że w t y c h  w aru n kach  j e d y n ie  p rz y  d o s t a t e c z n e j  d łu g o ś c i  p r ę t a  
można s i ę  w je g o  c z ę ś c i  ś ro d ko w e j sp o d z iew a ć  jed n o o s io w eg o  rów nom iernego  
s ta n u  n a p i ę c ia ,  o k t ó r y  n as  c h o d z i w teg o  typ u  d o ś w ia d c z e n ia c h .

Po d ob n ie  j a k  p rz y  r o z c ią g a n iu  i  tu  p rz y  ś c is k a n iu  różne  e f e k t y  o s ią g a 
my d la  tw o rzyw  c ią g l iw y c h  i  k ru c h y c h .  R y s .  3 .4  i l u s t r u j e  r e z u l t a t y  bada
n ia  m ię k k ie j  s t a l i .  Z ja w is k o  p rz e b ie g a  j a k  p rz y  r o z c ią g a n iu .  Począ tkow o  
os iąg am y  w y tę ż e n ie  na g r a n ic y  p r o p o r c jo n a ln o ś c i  p r a k t y c z n ie  zgodnie z g ra-  
.n ic ą  s p r ę ż y s t o ś c i j  o d p o w ia d a ją  mu d a t y  o = - x  Ze  w zrostem
o b c ią ż e n ia  o s iąg am y w y tę ż e n ie  na g r a n ic y  p ły n n o ś c i  p rz y  n a p rę ż e n iu  wyno
szącym  o = - k c . P o w ta r z a ją  s i ę  t e ż  objatoy z w ią z an e  z pow staw aniem  po
ś l iz g ó w ,  w ię c  n a c h y lo n e  pod n  /4  w yp u k łe  sm ug i, d z ię k i  k tó rym , jak  to  z a 
znaczo n o  na r y s .  3 .4 ,  w y s tę p u je  w o b s z a rz e  w y ra ź n ie  p la s ty c z n y m  w y b itn y  
w z ro s t  o d k s z t a łc e n ia  - £ p rz y  n ie z m ie n n e j w a r t o ś c i  n a p rę ż e n ia  0 . P rz y  
n ie w y r a ź n ie  z a z n a c z a ją c y c h  s i ę  p u nk tach  A i  B czyn im y  tu  j a k  i  w ogó
l e  d la  m e t a l i  c ią g l iw y c h  umowę d e f i n i u j ą c ą  te  c h a r a k t e r y s t y c z n e  g r a n ic e .  
R ó ż n ic e  m ięd zy  odnośnym i d a ta m i p rz y  r o z c ią g a n iu  tu d z ie ż  ś c is k a n iu  są ta k  
n ie z n a c z n e , że  z bardzo  małym błędem  możemy d l a  m a t e r i a ł ó w  
c i ą g l i w y c h  n a p is a ć  !

(1 .4 )
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0,001

R y s . 3 .4

Na o d w ró t , r e l a c j ę  (1 . 4 )  s ta n o w ię  n a d e r  c h a r a k t e r y s t y c z n ą  ce ch ę  w y tę 
ż en io w ą  tw o rzyw  c i ą g l iw y c h .  A n a lo g ic z n ą  rów ność s tw ie rd z a m y  ró w n ie ż  d la  
o d k s z t a łc e ń .  Z g o d n ie  z powyższym s łu s z n ie  w n o s im y , że w y k re s  3 .4  d o ty c z y  
t e j  m ię k k ie j  s t a l i ,  d la  k t ó r e j  u p rz e d n io  p o d a liś m y  d iag ram  1 .4 .

Po w yże j o b sz a ru  ś c i ś l e  p la s t y c z n e g o  p rz e b ie g  f u n k c j i  o , e j e s t  je d n a k  
in n y ;  k rz yw a  ś c is k a n ia  j e s t  w y b i t n ie  b a r d z ie j  s tro m a  p rz y  ś c is k a n iu  a n i 
ż e l i  p rz y  r o z c ią g a n iu .  P r ę t  w sp osób  c i ą g ł y ,  t j .  bez r y s  lub s z c z e l in  s k ra 
ca  s i ę ,  p rz y jm u ją c  z a le ż n ie  od s to p n ia  p o d a tn o ś c i b e c z u łk o w a tą  p ostać . S łu 
pek te n  można w d a lsz ym  c ią g u  ś c i s k a ć ,  u z y s k u ją c  z n ie g o  c ie n k i  k rą ż e k .  
B a rd z o  rzad k o  z d a rz a  s i ę  o s i ą g n i ę c ie  w y tę ż e n ia  o d p o w ia d a ją ce g o  g r a n ic y  
w y t r z y m a ło ś c i  mimo t e g o ,  że p rz e k ra cz a m y  s k r ó t y  w a r t o ś c i  0 ,6 0 . W z w iązk u  
z tym można by naw et p r z y j ą ć ,  że w y trz y m a ło ś ć  na ś c is k a n ie  K c m a te r ia łó w  
c ią g l iw y c h  j e s t  d o w o ln ie  w ie lk a .  P r a k t y ć z n ie j  j s s t  o d r z u c ić  j ą  z k a lk u l a 
c j i ,  a za d a tę  c h a r a k t e r y s t y c z n ą  d la  w y tę ż e n ia  uw ażać g r a n ic ę  p ły n n o ś c i

K c '
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Do o s t a t n ic h  uwag można w n ie ś ć  k o re k tę  a n a lo g ic z n ę  ja k  p rz y  ro z c ią g a -  
n iu .  Możemy i  t u t a j  w m ie js c e  n a p rę ż e n ia  te c h n ic z n e g o  <5 w p ro w ad z ić  n a p rę 
ż e n ie  p raw d z iw e  o ł  = 0 ( l  + e ) .  Wobec £ -=: 0 w yk re s  sko ryg o w an y p r z e b ie 
ga w y ra ź n ie  m n ie j s tro m o . B a , o k a z u je  s i ę ,  że - p o m ija ją c  z n a k i - p rz e 
b ie g a  on d la  w s z e lk ic h  m e ta l i  c ię g l iw y c h  w y s t a r c z a ją c o  z g o d n ie  z odnośnym 
d iagram em  o * , E uzyskanym  z p ró b y  r o z c ią g a n ia  - o c z y w iś c ie  w o b sza rz e  
n a s z e j z n a jo m o ś c i teg o  o s t a t n ie g o ,  t j . do p unktu  D . B y ło b y  bardzo  i n t e 
r e s u ją c e  p rz e k o n a ć  s i ę ,  c z y  p o w yższe j z g o d n o śc i c z y n i  zadość również wzm ian
kowane p rz e z  n as  e w e n tu a ln e  p r z e d łu ż a n ie  w yk re su  o * , 6 d la  r o z c ią g a n ia .

Na r y s .  4 .4  podano dodatkow o w y n ik i  p ró b y  ś c is k a n ia  z m ie d z ią  i  g l i 
nem; d o ty c z ą  i c h  podobne u w ag i.

R y s . 4 .4

Z ach o w an ie  s i ę  m a te r ia łó w  k ru ch ych  p rz y  ś c is k a n iu  o d d a je  d ob rze  ż e l i 
wo; od nośny  w y k re s  p rz e d s ta w ia  prawa c z ę ś ć  r y s .  4 .4 .  Za  je d y n ą  ce ch ę  me
c h a n ic z n ą  p ró b y  ś c is k a n ia  tw o rzyw  k ru ch y ch  uważać n a le ż y  t y lk o  w y trz ym a 
ło ś ć  o = - Kc . S k r ó t  końcowy j e s t  bardzo  m a ły , bo n ie  p rz e k ra c z a  w a r to 
ś c i  0 ,0 2 .  C h a r a k t e r y s ty c z n e  tu  j e s t ,  że Kc j e s t  u m a te r ia łó w  k ru ch ych  
k i l k a ,  k i l k a n a ś c i e  a naw et k i l k a d z i e s i ą t  ra z y  w ię k s z e  a n i ż e l i  K r . Tak np.
ś r e d n io  b io r ą c  d la  ż e l iw a  j e s t  rr- = 4 . D la  m a t e r i a ł ó w  k r u -

r
c h y  c h p rz e to  zaw sze z a c h o d z i n ie ró w n o ś ć :

(2 .4 )
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Co n a le ż y  uważać za w y tę ż e n ie  końcowe p rz y  p ró b ie  ś c is k a n ia  tw o rzyw  k ru 
chych  - z g o d n ie  n ie  u s t a lo n o .  O edn i badacze  u w aża ją  za  m ia rę  teg o  w y tę ż a 
n ia  t ę  w a r to ś ć  n a p r ę ż e n ia ,  p rz y  k t ó r e j  p o ja w ia ją  s i ę  p ie rw s z e  m ik ro sk o 
p i jn e  r y s y ,  i n n i  n a to m ia s t  p o d a ję  to  n a p r ę ż e n ie ,  p rz y  k tó rym  z o s t a je  c a ł 
k o w ic ie  z n is z c z o n y  opór c i a ł a  p ró b neg o . P ła s z c z y z n a  końcowego p o ś liz g u  w 
p rzyp ad ku  je d n o o s io w o  ś c i s k a n e g o  p r ę t a  z m a t e r ia łu  k ru ch e g o , 
ja k  ż e l iw o ,  kam ień  i t p .  , o d ch y lo n a  j e s t  od p rz e k r o ju  p ro s to p a d łe g o  do o s i  
p r ę t a  o k ę t  zaw sze w i ę k s z y  od it / 4 , E f e k t  te n  obserw ow ać można 
je d n a k  t y lk o  na p rę ta c h  d o s t a t e c z n ie  d łu g ic h ,  a m ia n o w ic ie  w c z ę ś c i  ś ro d 
kowej p r ę t a ,  d o s t a t e c z n ie  o d d a lo n e j od p rz e k ro jó w  ko ńcow ych . Powyższemu 
fa k to w i n ie  p rz e c z y  zatem  p o z o rn ie  odm ienne z ach o w an ie  s i ę  k r ó t k ic h  p ró 
b ek , w ię c  np. k o s te k  cem entow ych lu b  k am ien n ych . T rz eb a  w ty c h  w ypadkach 
n a le ż y c ie  o szaco w ać  n ie je d n o ro d n o ś ć  s ta n u  n a p ię c ia  a w z w iązk u  z tym p raw 
dopodobne k ie r u n k i  n ap rę że ń  g łó w n ych .

P rz y  p ró b ie  ś c is k a n ia  d rew na ró w n o le g le  do w łó k ie n  s tw ie rd z im y  n ie ró w 
ność  K c Kr> Z a le ż n ie  od g a tu n ku  drew na z n is z c z e n ie  w y t r z y m a ło ś c i  n a 
s t ę p u je  p rz e z  r o z c z e p ie n ie  m ię d z y s ło jo w e  a lb o  t e ż  o d w ro tn ie  - p rz e z  p ęk 
n i ę c i e  p r o s to p a d łe  do w łó k ie n .

D la  o r i e n t a c j i  poda jem y k i l k a  d a t KQ :

2
M a t e r i a ł  Kc kG/cm

Ż e liw o 6 000 - 18 000
S z k ło 6 000 - 10 000
K a m ien ie  n a tu r a ln e 200 - 6 000
B e to n 150 - 600
Drewno ró w n o l.  do w łó k . 250 - 350

T r z e c i  ważny w ypadek s ta n o w i b a d a n ie  w y tę ż e n ia  p rz y  s k r ę c ie  c z y l i  p ro 
stym  ś c in a n iu .  S p o ty k a n y  c z ę s to  w p o d rę c z n ik a c h  p r z y k ła d  pryzm atycznej be- 
l e c z k i  o b c ią ż o n e j rów now ażącą s i ę  dw ó jką  s i ł ,  d z ia ła j ą c y c h  p ro s to p a d le  do 
n i e j , n ie  ma w tym wypadku żadnego naukowego z n a c z e n ia .  G e s t to  po p ro s tu  
c i ę c i e  t e c h n o lo g ic z n e ,  t  j . p ro ce s  w y w o łu ją c y  sk o m p lik o w a n y , n ie je d n o r o d 
n y , c a łk o w ic ie  n ie p r z e j r z y s t y  s t a n  n a p ię c ia .  Popraw ne d o ś w ia d c z e n ie  s t a 
now i w tym w ypadku s k r ę c a n ie  c ie n k o ś c ie n n e j  r u r y .  Wiemy j u ż ,  że e lem en 
t y  r u r y  d o z n a ją  w ła ś n ie  je d n o ro d n e g o  s k rę tu  z , k tórem u odpow iada  od
k s z t a ł c e n ie  p o s ta c io w e  m ie rzo n e  skosem y  . P r z y  n ie z b y t  w i e l k i c h  n a p rę 
ż e n ia c h  s to so w a ć  możemy r u r ę  o bardzo  c i e n k i e j  ś c i a n i e .  Ze w zrostem  ob
c ią ż e n ia  z a c h o d z i je d n a k  c z ę s to  w ypadek n ie s t a t e c z n o ś c i  tego ro d z a ju  u k ła 
d u , ta k  że w r e z u l t a c i e  eksp e rym e n t p ro w a d z ić  t r z e b a  na ru ra c h  d ość  g ru 
b y ch ; z a k łó c a  to  je d n o ro d n o ś ć  i  wymaga k o r e k t y  ra c h u n k o w e j. P r z y  b ad an iu  
m a te r ia łó w  k ru ch y c h  w o g ó le  zm uszen i je s te ś m y  rezyg n o w ać  z r u r y  i  s to s u 
jem y  p e łn e  w a lc e  p ró b n e ; w y n ik i  d o ś w ia d c z e n ia  n ie  są  tu  z b y t  pewne.

P r z y j r z a w s z y  s i ę  w y k re so w i d o św iad cza lnem u  z , y  tw o rzyw  c ią g l iw y c h  
s tw ie r d z im y ,  że j e s t  on podobny do t y c h ,  k tó r e  d la  badanego materiału u z y 
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skano w p ró b ie  r o z c ią g a n ia  w z g lę d n ie  ś c is k a n ia .  Zatem  ze w z rostem  o b c ią 
ż a n ia  r o ś n ie  n a p rę ż e n ie  z i  sko s  y  do g r a n ic y  s p r ę ż y s t o ś c i  w z g lę d n ie  
p r o p o r c jo n a ln o ś c i ,  po czym osiąg am y w y tę ż e n ie  na g r a n ic y  p ły n n o ś c i ,  co 
pozna jem y po c h a r a k t e r y s t y c z n y c h  smugach p la s t y c z n y c h ,  p o ja w ia ją c y c h  s i ę  
d o k ła d n ie  na ró w n o le ż n ik a c h .  P rz y  tym samym je d n a k  w y tę ż e n iu  odnośna g r a 
n ic a  p la s t y c z n o ś c i  k g j e s t  w y ra ź n ie  n iż s z a  od u s t a lo n e j  u p rz e d n io  k = 
= kc = k ; d o ś w ia d c z e n ia  nad n a jro z m a it s z y m i m a te r ia ła m i c ią g l iw y m i  p row a
dzą do p rz e k o n a n ia ,  że  d a ta  kg z a w a r ta  j e s t  m iędzy 0 ,5  k a 0 ,6  k z wy
raźnym  z b l iż e n ie m  ku w ię k s z e j  z t y c h  w a r t o ś c i .

W d a lsz ym  p rz e b ie g u  w yk re su  d o ś w ia d c z a ln e g o  s tw ie rd z am y  u m ię k k ic h  s ta 
l i  w y ra ź n y  o b s z a r  p la s t y c z n y ,  c z y l i  w z ro s t  skosu  y  p rz y  n ie z m ie n n e j w a r 
t o ś c i  t  = kg ; u p o z o s ta ły c h  m a te r ia łó w  c ią g l iw y c h  w id oczn e  je s t  s i l n e  l o 
k a ln e  z a k r z y w ie n ie  w y k re s u . In n y m i s ło w y ,  w s z y s tk ie  o b ja w y  p o w ta rz a ją  s i ę  
i  d o ś w ia d c z e n ie  ko ń czy  s i ę  o s ią g n ię c ie m  w y tę ż e n ia  o d p o w ia d a ją ce g o  g r a n ic y  
w y t r z y m a ło ś c i  Ks .

U m a te r ia łó w  k ru ch y c h  za je d y n y  s ta n  k r y t y c z n y  p r z y ją ć  musimy w y tę ż e 
n ie  na g r a n ic y  w y t r z y m a ło ś c i  Kg . Ten s t a n  o b ja w ia  s i ę  p o ś liz g ie m  w z g lę d 
n ie  ro z d a rc ie m  p r ę t a  p róbnego w ed ług  p o w ie rz c h n i n a c h y lo n e j  do ró w n o le ż 
n ik a  pod kątem  tym w i ę c e j  z b liż o n ym  do 7 t/4 , im b a r d z ie j  m ate
r i a ł  J e s t  k ru c h y .  D o ś w ia d cz e n ie  poucza  t a k ż e ,  że l i c z b a  Kg j e s t  u ty c h  
tw o rzyw  z b l iż o n a  do w a r t o ś c i  K r .

Z  o lb r z y m ie j  i l o ś c i  in n y ch  d o św iad cze ń  nad w y tęż en ie m  m a te r ia łó w  wy
m ien im y tu  je s z c z e  n ie k tó r e  t y lk o .  Tak w ię c  o k a z a ło  s i ę ,  że zarów no m ate
r i a ł y  c i ą g l iw e  Ja k  i  k ru ch e  są  n ie c z u łe  na w sz e c h s tro n n e  rów nom ierne ś c i 
s k a n ie :  p rz y  d o w o ln ie  dużym ro z p o rz ąd za ln ym  c i ś n i e n iu  n ie  z d o ła n o  o s ią g 
nąć  w y tę ż e n ia  o d p o w ia d a ją ce g o  g r a n ic y  w y t r z y m a ło ś c i .  S tw ie rd z o n o  j e d y n ie  
w pewnych w ypadkach  i  o k o l ic z n o ś c ia c h  w yraź n e  o d k s z t a łc e n ia  t r w a łe .  Do
ś w ia d c z e n ia  w y k a z a ły ,  że m a t e r i a ły  teg o  r o d z a ju ,  j a k  np . p ia s k o w ie c  i  mar
mur w w y s o k ic h  c i ś n i e n ia c h  p r z y b ie r a j ą  c e c h y  tw o rzyw  c ią g l iw y c h .  Tak np. 
gdy do rów nom iernego  p rz e s trz e n n e g o  c i ś n i e n i a  d o łą cz o n o  o s io w e  ś c is k a n ie  
w a lcó w  p ró b nych  z t y c h  k a m ie n i,  s tw ie rd z o n o  s k r ó t y  dochodzące do 0 ,1 0 ,  gdy 
p rz y  jed no o s io w ym  ś c is k a n iu  n ie  u zysk u jem y  d la  n ic h  naw et 0 ,0 1 .

O s t a tn io  w ym ien io n e  e k s p e rym e n ty  Ja k  i  w ie le  in n y c h  p o d ję to  ce lem  zba 
d a n ia ,  j a k ą  r o l ę  w w y tę ż e n iu  odgryw a w t r ó jo s io w y c h  s ta n a c h  n a p ię c ia  ś r e 
d n ie  n a p rę ż e n ie .  Wobec ró w n o śc i w p ow yższych  d o ś w ia d c z e n ia c h  dwóch g łów 
n ych  n ap rę że ń  te n  sp osób  b a d a n ia  n ie  o k a z a ł s i ę  z b y t  c e lo w y  i  w p ł  y- 
w u te g o  n i e  s t w i e r d z o n o .  D o św ia d cz e n ia  te  n a to m ia s t  
w y k a z a ły ,  że z m o d y fik o w a n ie  s ta n u  n a p ię c ia  p rz e z  d o łą c z e n ie  h y d r o 
s t a t y c z n e g o  c i ś n i e n i a  w p ł y w a  n a  w y t ę 
ż e n i e  t w o r z y w  k r u c h y c h .

C e n n ie js z e  d la  w y k a z a n ia  w p ł y w u  ś r e d n i e g o  n a p r ę 
ż e n i a  na w y tę ż a n ie  m a te r ia łó w  b y ły  d o ś w ia d c z e n ia  nad c ie n k o ś c ie n n y 
mi ru ra m i ze  s t a l i ,  m ie d z i i  n ik l u ,  ro z c ią g a n y m i o s io w o  i  Je d n o c z e ś n ie  
poddanym i wewnętrznem u c i ś n i e n iu .  W p ł y w  pow yższy u w y  d a t-
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n i  ł  s i ę  tam w n ie z n a c z n e j  a le  w i d o c z n e j  m ie rz e . J e d 
n o c z e ś n ie  o k a z a ło  s i ę ,  że m o d y f ik o w a n ie  s ta n u  n a p ię c ia  d o łą c z e n ie m  h y- 
d r o s t a t y c z n e g o  c i ś n i e n i a  n i e  w p ł y w a
n a  w y t ę ż e n i e  t w o r z y w  c i ą g l i w y c h .

O d d z ie ln ą  uwagę po św ięcon o  s p ra w ie  p ła s z c z y z n  p o ś liz g o w y c h  w z g lę d n ie  
p ła s z c z y z n  r o z d a r c ia .  N ie  o s ią g n ię t o  d o ty c h c z a s  p o ro z u m ie n ia  co do te g o , 
w j a k i c h  w a ru n kach  p o w s ta je  je d e n  lu b  d r u g i  ro d z a j z n is z c z e n ia .  Z d o łan o  
je d n a k ż e  s t w ie r d z i ć ,  że n a p rę ż e n ie  n o rm a ln e  a lg e b r a ic z n ie  n a jm n ie js z e  z a 
w ie r a  z p ła s z c z y z n ą  k r y t y c z n ą  k ą t m n ie js z y  a n i ż e l i  n a p rę ż e n ie  a lg e b r a ic z 
n ie  n a jw ię k s z e .  R ó ż n ic a  t a  j e s t  tym w ię k s z a ,  im w ię k s z e  j e s t  « c od K r# 
Zna jom ość  p o ło ż e n ia  p ła s z c z y z n  p o ś liz g o w y c h  ma o c z y w iś c ie  te ż  duże p r a k 
ty c z n e  z n a c z e n ie ,  np . d la  e k s p e r t y z  k a t a s t r o f  i t p .

O p isyw ane  tu  w ła s n o ś c i  m a te r ia łó w  z a le ż ą  dodatkow o od c a łe g o  sz e re g u  
w arunków , k tó r y m i sz cz eg ó ło w o  z a jm u ją  s i ę  n a u k i t e c h n o lo g ic z n e  i  o d d z ie l 
ne d z i a ł y  nauk k o n s t r u k c y jn y c h .  P o t r a k tu je m y  j e  tu  t y lk o  s z k ic o w o .

B a rd z o  d u ży  w p ływ  na w ła s n o ś c i  m ech an iczn e  s t a l i  p o s ia d a  z a- 
w a r t o ś ć  w ę g la .  Może ona w ahać s i ę  od 0 ,1 %  w s t a l i  m ię k k ie j  do 1 ,5%  
w s t a l i  t w a r d e j .  Ze w z rostem  z a w a r to ś c i  w ę g la  r o ś n ie  g r a n ic a  p r o p o r c jo 
n a ln o ś c i  i  g r a n ic a  w y t r z y m a ło ś c i ,  n a to m ia s t  zwęża s i ę  o b s z a r  ś c i ś l e  p l a 
s t y c z n y  i  m a le je  c a łk o w i t a  w y d łu ż a ln o ś ć . Aby p rz e to  p rz y  z w ię k s z o n e j wy
t r z y m a ło ś c i  z a p e w n ić  s t a l i  d o s ta te c z n ą  c ią g l iw o ś ć  t r z e b a  obok s to s o w n ie  
d u ż e j z a w a r t o ś c i  w ę g la  s to so w ać  dodatkow e ś r o d k i  t e c h n ic z n e .  N a le ż y  tu  w 
p ie rw szym  r z ę d z ie  p r z e r ó b k a  t e r m i c z n a ,  do k t ó r e j  z a 
lic z a m y  w y ż a r z a n i e ,  h a r t o w a n i e ,  o d p u s z c z a 
n i e  i  p a t e n t o w a n i e .  N ie k tó r e  z t y c h  zab ieg ó w  sto so w an e  
b yw a ją  ró w n ie ż  i  do in n y c h  m e t a l i .  Duże s k o k i w i c h  w ła s n o ś c ia c h  w y t r z y 
m a ło ś c io w y c h , u w id o c z n io n e  w t a b e l i  K r , w y n ik a ją  z p ow yższych  zab ieg ó w  a 
p o nad to  z u s z la c h e t n ia n ia  s t a l i  dom ieszkam i t a k im i  j a k  n i k i e l ,  ch ro m , man
gan i t p .

O p is an e  d o ś w ia d c z e n ia  w ykonywać można z różnym i p rę d k o ś c ia m i.  S t w ie r 
d zo n o , że w p ł y w  p r ę d k o ś c i  u w y d a tn ia  s i ę  w y ra ź n ie  g łó w 
n ie  u m a te r ia łó w  w y b it n ie  c ią g l iw y c h .  Z w ię k s z e n ie  s z y b k o ś c i  w z ro s tu  n a 
p rę ż e ń  pow oduje w z ro s t  zarów no w y t r z y m a ło ś c i  j a k  i  w y d łu ż a ln o ś ć i .  R ó ż n ic e  
t e  są  p o m i j a l n e  naw et w w yp ad ku , gdy c z a s  w yk o n an ia  d o św ia d 
c z e n ia  waha s i ę  od k i lk u  sekund do k i lk u  g o d z in . D la  u n ik n ię c ia  n ie p o r o 
zum ień w typo w ych  p ró b ach  z n o rm a liz o w a n ych  o k r e ś la  s i ę  p rz e p is a m i czasow y 
p r z y r o s t  n a p r ę ż e n ia .  W p ływ  p r ę d k o ś c i  u w id a c z n ia  s i ę  z n a c z n ie  w y raź n ie j gdy 
Je d n o c z e ś n ie  podwyższym y te m p e ra tu rę  c i a ł a  p ró b neg o .

I s t n i e j e  w i e l e  w ażnych  d la  k o n s tru k to ró w  d o św iad cze ń  nad m ech an iczn ym i 
w ła s n o ś c ia m i tw o rzyw  w p o d w y ż s z o n y c h  a ta k ż e  o b n i 
ż o n y c h  t e m p e r a t u r a c h .  Bada  s i ę  g r a n ic ę  p r o p o r c jo n a l 
n o ś c i ,  p ły n n o ś c i  i  w y t r z y m a ło ś c i  a n ad to  w y d łu ż a ln o ś ć  i  p rz e w ę ż e n ie . Roz 
m a ite  m e ta le  ró ż n ie  re a g u ją  na te n  w p ływ . S to s u je m y  w l a b o r a t o r ia c h  pod
w y ż s z e n ie  te m p e ra tu ry  do 5 0 0 °C  i  w y ż e j ,  o b n iż e n ie  z a ś  do - 1 0 0 ° U s t a l  
w ła s n o ś c i  w y trz y m a ło ś c io w e  m a le ją ,  c ią g l iw o ś ć  z aś  w z r a s t a .  U in n y c h  meto-
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l i  zdaża  s i ę ,  że z u b ytk iem  w y t r z y m a ło ś c i  m a le je  ró w n ie ż  c ią g l iw o ś ć ,  U każ
dego z m e ta l i  podać można k re s  te m p e ra tu ry ,  do k t ó r e j  zm iany w zach ow an iu  
można p o m inąć . P r z e b ie g i  d o ś w ia d c z a ln e  n ie  w y ra ż a ją  s i ę  z b y t  p r o s to ;  w 
każdym wypadku n a le ż y  z a s ię g n ą ć  w iad o m o śc i w p u b l ik a c ja c h  s z c z e g ó ln y c h .

Ba rd zo  w i e l k i  w p ływ  na w ła s n o ś c i  tw o rzyw  c ią g l iw y c h  p o s ia d a  o b r ó b 
k a  m e c h a n i c z n a  z i m n a  z e w e n tu a ln ie  d o łą c z o n ą  n ie 
znaczn ą  t e rm ic z n ą .  G ę ś l i  p rę t  s t a lo w y  ro z c ią g n ie m y  pow yże j g r a n ic y  p la s 
t y c z n o ś c i  i  o d c ią ż y m y , uzyskam y m a t e r i a ł  p r z e p r ę ż o n y .  G ę ś l i  
b e z p o ś re d n io  po p rz e p rę ż e n iu  d o ś w ia d c z e n ie  ponowim y, s tw ie rd z im y  w y b itn e  
o b n iż e n ie  lu b  naw et b ra k  g r a n ic y  p r o p o r c jo n a ln o ś c i ,  a zatem  k r z y w o l in i j n y  
p rz e b ie g  w yk re su  c , e  - p onad to  je d n a k  ró w n ie  w yraźne  p o d w yższ en ie  g r a n i 
c y  p ły n n o ś c i ,  a to  do w a r t o ś c i  w p r z y b l iż e n iu  rów ne j 'wstępnem u n a p rę ż e 
n iu .  M a t e r i a ł  p rz e p rę ż o n y  p rzebyw a  w s t a n ie  w ię c e j  lu b  m n ie j n ie s t a t e c z 
nym, z a le ż n ie  od z a w a r to ś c i  w ę g la .  S t a l e  s ła b o -  lu b  ś r e d n io w ę g l is t e  po 
k ilk u n a s to m in u to w ym  odpoczynku  o d z y s k u ją  c z ę ś c io w o , a po k i lk u n a s to d n io -  
wym odpoczynku  c a łk o w ic ie  w ła s n o ś c i  . s p r ę ż y s t e ; p r z y s p ie s z a  te n  naw ró t 
k ró tk a  o b rób ka  te rm ic z n a  w te m p e ra tu rz e  o k o ło  1 0 0 °C . Je d n o c z e ś n ie  o k a z u je  
s i ę ,  że d z i ę k i  temu d łu g iem u  o dpoczynkow i m a t e r ia ł  u t w a r d z a  s i ę  
i  w y k a z u je  w y ż s z ą  g r a n ic ę  p ły n n o ś c i  od t e j ,  k tó r ą  by o trzym ano  
po b ezp ośred n im  p o n o w ien iu  o b c ią ż e n ia .  Można tego  ro d z a ju  ob róbką  dopro 
w a d z ić  do te g o ,  że w r e s z c ie  p r ę t  z o s ta n ie  ro z e rw an y  przy n a p rę ż e n iu  z n a cz 
n ie  wyższym od p ie rw o tn e j  g r a n ic y  w y t r z y m a ło ś c i .  Je d n o c z e ś n ie  je d n a k  wy
b i t n i e  z m a le je  w y d łu ż a ln o ś ć  końcow a. S t a l e  o d u że j z a w a r to ś c i  w ę g la  j a k  i  
s t a l e  s z la c h e tn e  o b ja w ia ją  teg o  ro d z a ju  z a ch o w an ie  w małym s to p n iu .  Po 
w yższe  zm iany  w ła s n o ś c i  m e t a l i  z ysk u jem y  w t r a k c i e  n o rm a ln e j ic h  o b ró b k i,  
to  z n a cz y  w te d y ,  gdy d efo rm u jem y j e  w te m p e ra tu rz e  n iż s z e j  od te m p e ra tu ry  
w y ż a r z a n ia .  M a t e r i a ł  t a k i  nazywamy z i m n o  o b r o b i o n y m .  W yżej 
podane o b jaw y  z w ią z an e  z k o le jn ym  p rz ep rę ż en iem  i  u tw a rd zan iem  t r a c ą  w 
d u że j m ie rz e  swą w ażność o c z y w iś c ie  d la  m a te r ia łó w ,  k tó r e  u p rz e d n io  ju ż  
d o z n a ły  z im n e j o b ró b k i.  W re s z c ie  dodać n a le ż y ,  że o b n iż e n ie  g r a n ic y  p ro 
p o r c jo n a ln o ś c i  - a ró w n o cz e śn ie  i  p ły n n o ś c i  - u zysk a ć  można p rz e z  n a g łe  
o c h ło d z e n ie  m a t e r ia łu  z n a jd u ją c e g o  s i ę  w te m p e ra tu rz e  n iż s z e j  od k r y t y c z 
n e j .  Zim no o b ra b ia n e  m e ta le  m ają bardzo  w sz e ch s tro n n e  z a s to s o w a n ie  w tech
n ic e .

Z c z y s to  m echan icznego  p unk tu  w id z e n ia  możemy n ie k tó r e  z o p is yw an ych  
tu  objawów  uważać za r e z u l t a t  o b e c n o ś c i w m a t e r ia le  rów now ażących  s i ę  s i ł  
w e w n ę trz n ych . Z n a ją c  odnośne s ta n y  n a p ię ć  m og lib yśm y d o łą c z y ć  j e  do s t a 
nów ro z m y ś ln ie  w yw o ływ anych  i  w te n  sposób  u w z g lę d n ić  w y tę ż e n ie  w n a le ż y 
t e j  m ie rz e . Tak n ie s t e t y  n ie  j e s t ;  n ie  znamy z n a le ż y t ą  ś c i s ł o ś c i ą  h i s t o 
r i i  p o w s ta n ia  m a t e r i a łu ,  n ie  znamy owych n ap rężeń  w s t ę p n y c h .

W o c e n ie  w y tę ż e n ia  tw o rzyw  z d a n i t e d y  je s te ś m y  na b łę d y .  N ie  z n a ją c  
n a le ż y c ie  praw a w ią ż ą ce g o  n ie  możemy u s ta w ić  popraw ne j t e o r i i  z a g a d n ie n ia  
naw et la b o r a t o r y jn e g o .

C ia ło  p róbne sp rz ęg a  s i ę  z maszyną d o ś w ia d c z a ln ą  w je d n ą  c a ło ś ć ,  w 
k t ó r e j  l i n i e  s i ł  w ę d ru ją  k a p r y ś n ie ,  n ie  g w a ra n tu ją c  je d n o r o d n o ś c i  z j a w i s 
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k a . N ie je d n o ro d n o ś ć  m a t e r i i ,  j e j  p rzypadkow a ró ż n O k ie ru n k o w o ś ć , n a p rę ż e 
n ia  w stęp n e  są  d a ls z y m i powodam i n ie u c h ro n n y c h  b łędów  lu b  p r z y b l iż e ń .  N ie  
można s i ę  w ię c  d z iw ić ,  że z u le p s z e n ie m  m a te r ia łó w ,  u rzą d z eń  i  t e o r i i  z a 
g a d n ie n ie  w y tę ż e n ia  j e s t  u s t a w ic z n ie  a k tu a ln e  i  p o s ia d a  ta k  o b sz e rn ą  h i s 
t o r i ę .

Rozważamy o g ó ln ie  k w e s t ię  o b l i c z e n ia  w y t ę ż e n ia .  W y tę ż e n ie  j e s t  fu n k c ją  
s z e ś c iu  sk ła d o w ych  s ta n u  n a p ię c ia  i  s z e ś c iu  sk ła d o w ych  s ta n u  o d k s z t a łc e 
n ia .  0 f u n k c j i  t e j  w y s ta r c z a  na r a z ie  z a ło ż y ć ,  że p rz y  z e ro w ych  w a r to ś 
c ia c h  t y c h  dw unastu  zm iennych  p rz y jm u je  ona ró w n ie ż  w a r to ś ć  zerow ą  - a po
n a d to ,  że p rz y  jed n o czesn ym  ta k  samo równom iernym  w z r o ś c ie  w s z y s tk ic h  lu b  
p rz y n a jm n ie j  s z ó s t k i  zm iennych  jed n e g o  typ u  fu n k c ja  owa ró w n ie ż  r o ś n ie .  
Odnośną fu n k c ję  możemy zbudować je d n a k  z s z e ś c iu  t y lk o  z m ie n n ych , sk o ro  
z a ło ż y m y , że i s t n i e j e  prawo w ią ż ą c e  je d n e  sk ła d o w e  z d ru g im i.  Zachodzi p y 
t a n i e ,  k t ó r y  s ta n  p o z o s ta w ić ,  a k t ó r y  wobec te g o  w yru g ow ać. R zecz  m ogłaby 
być  o b o ję tn a ,  gdyby prawo w ią ż ą c e  b y ło  je d n o z n a c z n ie  o d w ra c a ln e .  W tym 
p raw d o po d o b n ie  m ilcz ąc ym  z a ło ż e n iu  s t a l e  p rz e d s ta w ia  s i ę  w y tę ż e n ie  ja k o  
fu n k c ję  sk ła d o w ych  s ta n u  n a p ię c ia .

N ie  u le g a  w ą t p l iw o ś c i ,  że  w te n  sposób  od d z ie s ią t k ó w  l a t  p o p e łn ia  s i ę  
b łą d  w o b rę b ie  o b sz a ru  ś c i ś l e  p la s t y c z n e g o  m a te r ia łó w  c i ą g l iw y c h .  Tam bo
wiem - j a k  ju ż  w iem y - sk ła d o w e  s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  n ie  d a ją  s i ę  p rz e d 
s t a w ić  ja k o  je d n o z n a c z n e  fu n k c je  sk ła d o w ych  s ta n u  n a p ię c ia .  W konsekw en
c j i  n ie  z d a ją c  s o b ie  z teg o  sp ra w y  pom ieszano  d w a  r ó ż n e  z ag ad 
n ie n ia  i  u to ż sam io n o  w a r u n e k  p l a s t y c z n o ś c i  z f u n 
k c j ą  w y t ę ż e n i a .  Gdy w ęd ru jem y na w y k r e s ie  d,£ p rz e d s ta w io 
nym na r y s .  1 .4  lu b  3 .4 ,  od p u nk tu  B do p u nk tu  C , s tw ie rd z a m y  s t a 
ł o ś ć  n a p r ę ż e n ia ;  w w ypadku t r ó jo s io w e g o  s ta n u  n a p ię c ia  u o g ó ln ia ją c  
pow yższy  fa k t  s tw ie rd z o n o  ró w n ie ż  s t a ł o ś ć  pew ne j f u n k c j i  s k ł a 
dowych s ta n u  n a p ię c ia  z g o d n ie  z ró w n a n ia m i ( l 8 . 3 )  lu b  ( l 9 . 3 ) .  Gdy je d n a k 
że przesuwam y s i ę  od punktu  B do punktu  C , to  p rz e ch o d z im y  z g o d n ie  z 
umową od m n ie jsz e g o  w y tę ż e n ia  m a t e r ia łu  do w ię k s z e g o , bo w p raw d z ie  n ie  
z m ie n ia  s i ę  n a p rę ż e n ie  le c z  r o ś n ie  o d k s z t a łc e n ie ;  s tw ie rd z a m y  p rz e to  w 
tym p r z e d z ia le  z m i e n n o ś ć  w y tę ż e n ia .  S k o ro  je d n a k ż e  sk łado w e  
s ta n u  o d k s z t a łc e n ia  z o s t a ł y  z rachu n ku  w yrugow ane, to  czego  można s i ę  spo 
d z ie w a ć  w tym p r z e d z ia le  od sk ła d o w y c h  s ta n u  n a p ię c ia ;  o c z y w iś c ie  t y lk o  
r e l a c j i  (1 8 ,3 )  lu b  e w e n tu a ln ie  ( 1 9 .3 ) ,  Godząc ze  sobą oba rozum ow ania mu
s im y  w ym ien ionym  równaniom  p rz yz n a ć  n a d a l c h a r a k t e r  w arunku  p la s t y c z n o 
ś c i  o ra z  u z n a ć , że  odnośna fu n k c ja  p rz e d s ta w ia  w y tę ż e n ie  d o k ła d n ie  j e d y 
n ie  w jednym  p u n k c ie  o b sz a ru  ś c i ś l e  p la s t y c z n e g o ,  w ię c  n a j l e p i e j  w punk 
c i e  B ;  w in n y c h  m ie js c a c h  teg o  o b sz a ru  f u n k c ja  t a  p rz e d s ta w ia  w y tę ż e n ie  
w sposób  p r z y b l iż o n y .  Je s z c z e  ra z  w y ja ś n ia m y , że p r z y b l iż a n ie  to  n ie  wy
n ik a  z n ie d o k ła d n o ś c i  budowy f u n k c j i ,  l e c z  z n ie w y s t a r c z a ln o ś c i  s k ła d o 
wych s ta n u  n a p ię c ia  ja k o  j e j  z m ien n ych . N ie  s ta n o w i to  ż ad n e j p rz e sz k o d y  
d la  u c z y n ie n ia  z a ło ż e n ia ,  że  d ysk u to w an a  fu n k c ja  może s i ę  e w e n tu a ln ie  n a 
dawać do w y ra ż a n ia  w y tę ż e n ia  we w s z e lk ic h  p o z o s ta ły c h  m ie js c a c h  poza c y 
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towanym obszarem . W każdym r a z ie  je d n a k  znam ienne j e s t ,  że w ś w ie c ie  n a u 
kowym n ie  zdano s o b ie  d o ty c h c z a s  sp raw y z te g o  s ta n u  rz e c z y  i  n ie  z a s to 
sowano do w y ra ż e n ia  w y tę ż e n ia  f u n k c j i  zbudow anej ze sk ład o w ych  s ta n u  od
k s z t a ł c e n i a ,  k tó r a  w y ja ś n io n e j  u ło m n o śc i n ie  może w o g ó le  p o s ia d a ć ;  po
s ia d a ła b y  j ę ,  gdyby p rz y  zmiennym n a p rę ż e n iu  m o ż liw e  b y ło  s t a łe  o d k s z t a ł 
c e n ie ,  czego  d o ty c h c z a s  d la  żadnego m a t e r ia łu  n ie  s k o n s ta to w a n o .

N ie c h  w pewnym p u n k c ie  u k ła d u  sk ład o w e  t e n s o ra  n a p ię c ia  0 , 6 , o .x y  z
t ,  c  , t  będę k o n k r e tn ie  danym i l i c z b a m i .  I l e  w yn o s i w y tę ż e n ie  mate- x y z
r i a ł u  w tym m ie js c u ?  P y t a n ie  to  n a le ż y  ro zum ie ć  n a s tę p u ję c o :  K t ó r e 
m u  p u n k t o w i  k rz y w e j o ,  E j e d n o o s i o w e g o  r o z -  
c i ę g a n i a  l u b  - p rz y  in n e j  umowie - ś c i s k a n i a  o d 
p o w i a d a  p o w y ż s z y  w i e l o o s i o w y  s t a n ?  C hce
my zatem  k ażd e j s z ó s tc e  sk ła d o w ych  s ta n u  skom p likow anego  p rz yp o rzęd ko w ać  
j a k i e ś  s tad iu m  s ta n u  p ro s te g o . O e ś l i  w ię c  w y tę ż e n ie  s ta n u  dow o lnego  w y ra 
ża fu n k c ja  F ( ° x > o2 : c x , c y , c 2 ) , to  w y tę ż e n ie  s ta n u  porównaw
czego  w y ra ż a  s z c z e g ó ln a  p o s ta ć  t e j  f u n k c j i ,  a m ia n o w ic ie  F ( o ,  0 ,  0 ; 0 0 0). 
2 p o ró w n an ia  obu w y raż eń  uzyskam y ró w n a n ie , k t ó r e  d a je :

o = (f ( o x . o y , o 2 ; c x . t y . c z ) .  (3 .4 )

Tak w yznaczone  0 nazywamy n a p r ę ż e n i e m  z a s t ę p c z y m  
l ub z r e d u k o w a n y m  c z y  t e ż  s p r o w a d z o n y m .  Za
m ia rę  p rz e to  w y tę ż e n ia  uważamy t r a d y c y jn i e  n a p rę ż e n ie  z a s tę p c z e g o  s ta n u  
je d n o o s io w e g o . O c z y w iś c ie  ró w n ie  do b rze  m o g lib yśm y za ów w sk a ź n ik  p r z y ję ć  
n a p rę ż e n ie  ja k ie g o ś  p ro s te g o  s ta n u  dw uosiow ego , np . s k r ę tu  lu b  t e ż  ró w n ie  
p ro s te g o  s ta n u  t r ó jo s io w e g o .

N ie  j e s t  o c z y w iś c ie  k o n ie c z n e  nadaw ać ró w n an iu  p o s ta ć  s z c z e g ó ln ie  upo- 
rzędkow anę ( 3 . 4 ) .  I s t o t n e  w p o s tę p o w a n iu  j e s t  t o ,  że fu n k c ję  F s ta n u  do
w o lneg o  porów nujem y z t ę  fu n k c ję  F s ta n u  s z c z e g ó ln e g o , l a b o r a t o r y jn ie  
ś c i ś l e  nam znan eg o . F u n k c ja  F z o s t a ła  - rz e c z  Ja s n a  - te ż  d o ś w ia d c z a l
n ie  w y k r y t a ,  to  z n s c z y  J e j  c h a r a k t e r y s t y c z n e  p a ra m e try  u s ta lo n o  w o p a r 
c iu  p rz y n a jm n ie j  o n ie k tó r e  ważne f a k t y  e k s p e ry m e n ta ln e . F u n k c ja  F c z y  
te ż  <p p rz e d s ta w ia  w ię c  m n ie j lu b  w ię c e j  ś m ia łę  e k s t r a p o la c ję  fak tó w  
z b a d a n ych . W te n  sposób  ró w n a n ie  (3 . 4 )  s ta n o w i m atem atycznę p o s ta ć  h ip o 
t e z y  w y t ę ż e n ia :  w każdym z a ś  r a z ie  n ie z b y t  u z a sa d n io n e  j e s t  mówić tu  o 
t e o r i i  w y tę ż e n ia .

Po łóżm y w ró w n an iu  (3 . 4 )  w m ie js c e  O w a r to ś ć  k r y t y c z n ę  jed n o o s io w e g o  
r o z c i ę g a n ia , w ię c  Kr  lu b  x  lu b  t e ż  Kp - o i l e  o c z y w iś c ie  fu n k c ja  F 
w z g lę d n ie  y  ma ta k  o b s z e rn y  z a s ię g .  Odnośne ró w n a n ie , np . :

f> (o x , o y . o2 ; c x . c y , c 2 ) = Kr  (4 .4 1

p rz e d s ta w ia  p o w ie rz c h n ię  w y tę ż e n ia  na g r a n ic y  w y t r z y m a ło ś c i .  Punktom po
łożonym  w ew ną trz  t e j  p o w ie rz c h n i p rz y n a le ż ę  w y tę ż e n ia  m n ie ; z e ,  w ię c  m ię-
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dzy in n ym i te ż  w y tę ż e n ia  na g r a n ic y  p la s t y c z n o ś c i  lu b  je s z c z e  m n ie js z e ,
np. na g r a n ic y  s p r ę ż y s t o ś c i .

C z ę s to  p rz y jm u je m y , że n a tu r a  w y tę ż e n ia  j e s t  teg o  ro d z a ju ,  i ż  p o w ie rz 
c h n ie  s tanó w  k r y t y c z n y c h  n iż s z y c h  z n a ch o d z im y , p rz yp o rz ę d k o w u ję c  t  e j  
s a m e j  f u n k c j i  (f> w ró w n a n iu  ( 4 . 4 )  w m ie js c e  K r  odnośnę w ie lk o ś ć  
n iż s z ę ,  w ię c  k p d la  w y tę ż e n ia  na g r a n ic y  p ły n n o ś c i  w z g lę d n ie  K r d la  
w y tę ż a n ia  na g r a n ic y  s p r ę ż y s t o ś c i .  Oasne j e s t ,  że w m ie js c e  s z ó s t k i  s k ł a 
dowych dow o ln ych  u żyć  możemy t r z e c h  sk ła d o w y ch  g łów nych  , O j .  Ten
sposób  p o s tę p o w a n ia  n a d a je  s i ę  s z c z e g ó ln ie  do p r z e d s t a w ie n ia  p o w ie rz c h n i 
tf> , bowiem u żyć  w te d y  można ja k o  u k ła d u  o d n ie s ie n ia  w ła ś n ie  p ro s to k ę tn e g o  
u k ła d u  o s i  6^ , , 0^.

O n a le ż y t e j  budow ie f u n k c j i  <p można s i ę  p rz e k o n a ć  p rz e z  s tw ie rd z e n ie
c z y  c z y n i  ona z ad o ść  w sz e lk im  znanym faktom  d o św ia d c z a ln y m . Zatem  typow e
s ta n y  p r o s t e  o „  = K , o „  = o_ = 0 „ » c., = c ,  = O lu b  t e ż  o = - K .x r y z  X  y  z  x  u
G y = o 2 = T x = tTy = cz = O muszę s p e łn ia ć  ró w n an ie  ( 4 . 4 )  id e n t y c z n ie .  To
samo d o ty c z y  w s z e lk ic h  in n y c h .  D a je  to  o c z y w iś c ie  możność w y z n a c z e n ia  z
ró w n a n ia  ( 4 . 4 )  t e ż  pa ram etró w  s tan ó w  k r y t y c z n y c h  n ie z n a n y c h .  P rz yp u śćm y ,
że t a k i  j e s t  s ta n  zwany s k rę te m , w ię c  o „  = K o., = - K , <> =c =r = t: =x  s  y  s  ł  x  y  4

= O ; w s ta w iw s z y  t a k i e  sk ła d o w e  możemy z ( 4 . 4 )  w yzn aczyć  p o szu k iw an ę  w a r
t o ś ć  K . s

W t r z e c h  z a c y to w a n y ch  p rz y k ła d a c h  w z ię l iś m y  pod uwagę s ta n y  o k re ś lo n e  
sk ład o w ym i g łó w n ym i. Możemy t e  same s ta n y  o k r e ś la ć  sk łado w ym i p r z e k s z t a ł 
co n ym i. R ó w n an ie  (4 . 4 )  pow inno  w y trz ym ać  i  tę  p róbę  ró w n ie  do b rze  j a k  po- 
p rz e d n ię .  D e ś l i  w ię c  s k r ę t  z d e f in iu je m y  sk ład o w ym i a  = O = 6 = z =

Y ,= Cy = o , c 2 = Kg , to  z ró w n a n ia  ( 4 . 4 )  o trzym am y d la  Kg w a r to ś ć  zgodnę 
z p o p rz e d n io  u z y s k a n ę . A n a lo g ic z n ie ,  możemy k o r z y s t a ję c  z ró w n an ia  (4 . 4 )  
o b l i c z y ć  w a r t o ś c i  k r y t y c z n e  sk ła d o w y ch  w s z e lk ic h  in n y c h  a k tu a ln y c h  stanów  
n a p ię ć .

Podamy k i l k a  znan ych  z l i t e r a t u r y  p o s t a c i  ró w n an ia  ( 4 . 4 )  , t y c h  m iano 
w i c i e ,  k tó r e  można - w ed ług  obecnego  s ta n u  n as z ych  w iad o m o śc i - uznać za 
w y s t a r c z a ję c o  d o k ła d n e .

Coulom bow i (1 7 7 6 ) p r z y p is u je  s i ę  p rz y p u s z c z e n ie ,  że p o ś l iz g  w z g lę d n ie  
r o z d a r c ie  w y s tę p u je  w sk u tek  p o k o n a n ia  s p ó jn o ś c i  i  t a r c i a  w e w n ę trzn eg o . 
W ie lu  au to ró w  p ó ź n ie js z y c h  w y k o r z y s ta ło  t ę  m y ś l ,  u s i ł u j ę c  h ip o tezom  w y tę 
ż e n ia  nadać  p o z o ry  t e o r i i .

P o m ija ję c  t a r c i e  w ew n ę trzn e  d o ch o d z i s i ę  w ed ług  p o w yższe j id e i  do p rz e 
k o n a n ia ,  że p o ś l iz g  n a s tę p u je  w p ła s z c z y ź n ie  n a jw ię k s z e g o  n a p rę ż e n ia  s t y 
cznego  w sk u tek  te g o ,  że n a p rę ż e n ie  to  o s ię g a  k r y t y c z n ę  w a r to ś ć ,  s t a ł ę  d la  
w s z y s t k ic h  stanó w  n a p ię c ia .  W y n ik a  s t ę d ,  że d la  w y tę ż e n ia  na g r a n ic y  p la 
s t y c z n o ś c i  h i p o t e z a  k r a ń c o w e g o  n a p r ę ż e n i a  
s t y c z n e g o  ma p o s ta ć  t

°m ax  ”  °m in  ~ ^ * (5 . 4 )
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Wiadomo nam j e s t  , że omax i  <>min s 9 n a p rę ż e n ia m i g łów n ym i. Cechę 
c h a r a k t e r y s t y c z n ę  t e j  h ip o t e z y  j e s t  b ra k  t r z e c ie g o  n a p rę ż e n ia  g łów nego o 
w a r t o ś c i  ś r e d n ie j  ° med* W id o cz n e  J e s t ,  że h ip o te z a  ( 5 .4 )  o d n o s i s ię  t y l 
ko do m a te r ia łó w  c ię g l iw y c h ;  k ła d ę c  bowiem c z y  t o :  6 = k , ó . =max r  med
“  °m in  = ° *  C2y  t e ż :  °m ax  = c med * °-  °m in  “  “  kc n a jd z ie m y  kp = k 
tu d z ie ż  kc = k , c z y l i  k p = kc = k , co w ed ług  ( l . 4 )  s ta n o w i ce ch ę  ty c h  
tw o rz yw . P ła s z c z y z n y  p o ś liz g u  sę ró w n o le g łe  do k ie ru n k u  ś re d n ie g o  n a p rę 
ż e n ia  g łów nego  i  p o ło w ię  k ę t m iędzy p o z o s ta ły m i n a p rę ż e n ia m i g łów nym i. 
H ip o te z ie  p ow yższe j p a t r o n o w a li  T r e s k a ,  D a rw in , G u e s t ,  a de S a in t  Venant 
u ż yw a ł j e j  ja k o  w arunku  p la s t y c z n o ś c i  ( l 9 . 3 ) .  D e ś l i  w m ie js c e  k w p is z e 
my w ró w n an iu  ( 5 . 4 )  w ie lk o ś ć  o . o trzym am y fo rm u łę  na n a p rę ż e n ie  z a s tę p 
cze  ( 3 . 4 ) .

Z a d a n ie  3 .4 . W yznaczyć  w ed ług  (5 . 4 )  g r a n ic ę  p la s t y c z n o ś c i  s k r ę tu .

O dpow iedź 3 .4 . K ła d ę c  omax = kg , o med = 0 , omin = - k g z n a jd z ie m y
k = 0 ,5  k . s

Duguet , P e r r y ,  N a v ie r  i  i n n i  u w z g lę d n ia ję c  w i d e i  Coulomba również t a r 
c i e  p rz y jm u ję ,  że w y tę ż e n ie  k r y t y c z n e  o s ię g a  s i ę ,  gdy w y ra ż e n ie  c + fo  
s t a j e  s i ę  równe s p ó jn o ś c i  m a t e r ia łu  q . T u t a j  f  = tg  p o zn acza  współczyn
n ik  t a r c i a  w e w n ę trzn eg o , d la  k tó re g o  z a k ła d a  s i ę  w a r to ś ć  s t a ł ę ,  J a k k o l 
w ie k  pewne f a k t y  d o ś w ia d c z a ln e  każę p rz y p u s z c z a ć , że p r a w id ło w ie j  b y ło b y  
z a ło ż y ć  d la ń  w a r to ś ć  zm iennę z a le ź n ę  p raw dopodobn ie  od sk ład o w ych  s tan u  
.n a p ię c ia .

W ró w n an iu  ta k  p o w s ta łym :

c  + f o  = q (6 .4 )

o , c  o z n a c z a ję  wobec pow yższego  n a p rę ż e n ia  t e j  o r i e n t a c j i  n ,  d la  k tó 
r e j  w y r a ż e n ie :  c  + f ó  s t a j e  s i ę  a n a l it y c z n y m  maximum. D z iś  wiem y ju ż ,
że Coulombowska t e o r i8  t a r c i a  s ta n o w i c z ę s to  zawodne p r z y b l iż e n ie  r z e c z y 
w i s t o ś c i  d o ś w ia d c z a ln e j .  Musimy Je d n a k  o b ie k ty w n ie  p rz y z n a ć ,  że w h i s t o r i i  
w y tę ż e n ia  pow yższa k o n c e p c ja  j e s t  n a j p ię k n ie js z a  z d o ty c h c z a s  nam zna 
n y c h , naw et i  sp o śró d  t y c h .  k tó r e  d o g a d z a ję  l e p i e j  faktom  d o św iad cza ln ym . 
D est to  w ła ś c iw ie  je d y n a  p róba  t e o r e t y c z n e g o  u j ę c i a  tego  
p ro b lem u .

In t e r e s u ję c e  o b l i c z e n i e  extremum le w e j  s t r o n y  ró w n a n ia  (6 . 4 )  p ro w ad z i 
do w n io s k u , że no rm a lna  o d n o śn e j p ła s z c z y z n y  p o ś liz g o w e j z a w ie r a  z k i e 
runkam i g łów nym i 1 . 2 . 3 k ę ty  o w a r to ś c ia c h  b e z w z g lę d n ych :

p rz y  czym - co  n a le ż y  p a m ię ta ć  - n a p rę ż e n ia  g łów ne uporzędkow ano n ie ró w -  

n o ś c ię  ° 2  ;=”’ ° 3 "  d z ię k i  n ie b an a ln em u  z b ie g o w i o k o l i c z n o ś c i  m ate
m a tycz n ych  k ie ru n e k  n a p rę ż e n ia  ś re d n ie g o  o 2 n a b r a ł  p rz e to  u p r z y ; i l e j o -



- 115 -

wanego lu b  - Ja k  i n n i  mówię - u p oś led zo ne g o  z n a c z e n ia .  S ym e trycz n ie  w z g lę 
dem p o z o s ta ły c h  k ie ru n k ó w  g łów nych  u ło ż o n e  dw ie  p ła s z c z y z n y  poślizgowe prze
chodzę p rz e z  oś n a p rę ż e n ia  ś re d n ie g o . W a r t o ś c i  , c i j  p o u c z a ję .ż e  k ę t
o s t r y  $ m ięd zy  tym i s y m e t ry c z n ie  u ło żo n ym i p ła s z c z y z n a m i je s t
p r z e p o ł o w i o n y  k i e r u n k i e m  n a p r ę ż e n i a
n a j m n i e j s z e g o  Oj ,  k ę t  r o z w a r t y  &  + p j e s t
p r z e p o ł o w i o n y  k i e r u n k i e m  n a j w i ę k s z e 
g o  n a p r ę ż e n i a  O j .  Sę to  f a k t y  j a k o ś c i o w o  zgodne
z w yn ik a m i o lb r z y m ie j  i l o ś c i  badań ta k  d a w n ie js z y c h  j a k  i  n a jn o w sz ych .

K ła d ę c  z g o d n ie  z pow yższym :

2 2 . 1 + s in |3  1 1 f
n i  "  c08 a i  = -----1—  “  ?  + 5  ’

2 2 n2 > c o s  a 2 = 0 ,

2 2 . 1 - sin |3  1 1 f
n3 "  C0S 3 ------- 2— *- = 2 " 2  ^  ; - f 2 ’

z n a jd z ie m y  w a r t o ś c i  n ap rę ż e ń  p ła s z c z y z n y  p o ś liz g o w e j w ed ług  fo rm u ł (1 7 .2 ) :

o =. | ( o l  + O j) + | ( 0 1 - O j )  ■■■—  .

c  = ? ( °1  '  ° 3 ) ’

i  w r e z u l t a c i e  d la  ró w n an ia  (6 . 4 )  nowę p o s ta ć  m a tem a ty cz n ę :

£ ( ° i  + ć3^f * ? ( ° i  ■ °3^ V i + f2 = q >

lu b

( ó j  + O j ) s i n p  + ( o Ł - O j )  = 2q cos|3 .

S p ó jn o ś ć  q i  w s p ó łc z y n n ik  t a r c i a  f  » t g p  możemy tu  w yrugow ać wprowa- 
d z a ję c  dwa in n e  f a k t y  d o ś w ia d c z a ln e  ł a t w i e j  p o m ie rz a ln e  np. Kp i  Kc c z y 
l i  s t a n y  o Ł - K p , O j = O tu d z ie ż  o± = 0 , ° 3 = ~ Kc • W s ta w ia ję c

Kc _ K r  Kc K rt e  d a ty  z n a jd z ie m y : s ln p  « —  p- , q c o s p  = ^— ~~K ~ ' c z y-*-i  o s t a t e c z n ie :
c r  c r

(7 .4 )
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Z a d a n ie  4 .4 . W yznaczyć  na p o d s ta w ie  ( 7 . 4 )  n a p rę ż e n ie  sprow adzone do
Je d n o o s io w e g o  r o z c ią g a n ia  or  lu b  do jed n o o s io w e g o  ś c is k a n ia  c>c .

O dpow iedź 4 .4 . N a le ż y  p o d z ie l i ć  (7 . 4 )  p rz e z  Kc w z g lę d n ie  Kr  i  na
p ra w e j s t r o n ie  w m ie js c e  K w z g lę d n ie  K w p is a ć  o lu b  - 6 .

K r  Kc
O trzym am y: or  » ° i  "  “  0 3 w z g lę d n ie  ° c = ° 3  “

Z a d a n ie  5 .4 . I l e  w y n o s i w ed ług  t e o r i i  ( 7 . 4 )  w y trz y m a ło ś ć  na ś c in a n ie

V K K
O dpow iedź 5 .4 .  N a le ż y  p o ło ż y ć  o. = - o , = K : otrzym am y K = t.----rr-„■ 1 o S S K_ +c r
W p ro s to k ą tn ym  u k ła d z ie  o s i  a ^ z  ró w n a n ie  (6 . 4 )  p rz e d s ta w ia  l i n i ę  

p r o s t ą  n a c h y lo n ą  względem  u j e m n e g o  k ie ru n k u  o s i  pod kątem fi =
■ a r c t g f .

Ouż Ouguet w sp o m n ia ł o tym , że p raw dopodobn ie  w skazane j e s t  uważać 
w s p ó łc z y n n ik  t a r c i a  w ew nętrzn eg o  f  za z m ie n n y . W y b itn y  uczony  n ie m ie c k i  
0 . M oh r, n ie  t e o r e t y z u ją c  sp raw y  na w zó r O u g ue ta , d o s z e d ł do owej o g ó l
n i e j s z e j  p o s t a c i  h ip o t e z y ,  p rz y jm u ją c  a p r i o r i  n ie z a le ż n o ś ć  w y tę ż e n ia  od 
w a r t o ś c i  ś re d n ie g o  n a p rę ż e n ia  g łów nego  C g . P r z y j ą ł  on m ia n o w ic ie ,  że 
z w ią z ek  m ięd zy  n a p rę ż e n ia m i a ,z  p ła s z c z y z n y  p o ś liz g o w e j n a jp ro śc ie j u s t a 
l i ć  w y k r e ś ln ie ,  k r e ś lą c  d la  każdego s ta n u  k ry ty c z n e g o  z kom p le tu  t r z e c h
k ó ł  n a p ię c io w y c h  t y l k o  k o ł o  n a jw ię k s z e ,  t j .  to  o o d c ię t e j  

o + o o - 0
ś ro d k a  0Q *>  j   i  p ro m ie n iu  c Q «  g . Mohr w y r a z i ł  p rz e k o n a 
n ie  , że k o ła  te  p o s ia d a ją  o b w ie d n ią , k tó r a  w ła ś n ie  j e s t  i l u s t r a c j ą  je g o  
h ip o t e z y  w y tę ż e n io w e j.  Dow olny punkt (o ,z )  t e j  o b w ie d n ie j  ma z p rz y n a 
leżnym  kołem  w ie lk im  w m ie js c u  s t y c z n o ś c i  w sp ó ln e  w sp ó łrz ę d n e  o i  c .  k tó 
re  są w a r to ś c ia m i n ap rę że ń  p ła s z c z y z n y  p o ś liz g o w e j w z g lę d n ie  p ła s z c z y z n y  
r o z d a r c ia .  K ą t  fi z a w a r ty  m iędzy s ty c z n ą  w tym p u n k c ie  i  ujemnym k ie r u n 
kiem  o s i  o z a t rz y m u je  u M ohra to  samo z n a c z e n ie  co  u D u g u eta . W ten w ię c  
sposób  w s p ó łc z y n n ik  D ugnata  f  J e s t  tu  zm ienny i  z a le ż n y  od 0 . H ip o te 
z ę  M ohra p rz e d s ta w ia  je g o  zdan iem  k rz yw a  zw rócona s ła b ą  w k lę s ło ś c ią  ku 
o s i  0 . Na tem at sz cz eg ó łó w  t e j  k rz y w e j w o k o l i c y  J e j  p r z e c ię c i a  s i ę  z 
o s ią  o M ohr i  pow ażn i d a w n ie js i  k o m e n ta to rz y  je g o  h ip o t e z y ,  j a k  np . A. 
Fó p p l , p o d a l i  s z e re g  ja s k ra w y c h  n ie d o r z e c z n o ś c i .  W p u b l ik a c ja c h  nowszych 
d y s k r e tn ie  u ryw a  s i ę  dość w c z e ś n ie  k rz yw ą . O d nos i s i ę  p r z e k o n a n ie , żs now
s i  z w o le n n ic y  t e j  t e o r i i  je d n a k  b o ją  s i ę  teg o  sz cz e g ó ln e g o  m ie js c a  i  w o lą  
o nim n ie  m ów ić.

T e o r ię  O ugueta  - Mohra można z g o d n ie  z j e j  w spólnym  u obu au to ró w  sen 
sem nazw ać h i p o t e z ą  n a p r ę ż e ń  p o ś l i z g o w y c h .  
U k ła d  a  , z n ie  j e s t  - czego  w l i t e r a t u r z e  p rz ed m io tu  n ie  zauważono - 
s to so w n y  do j e j  p r z e d s t a w ie n ia .  U O ugueta ró w n a n ie  (6 . 4 )  s ta n o w i wpraw
d z ie  punkt w y j ś c i a  Je g o  t e o r i i ,  je d n a k  r o z w in ię c ie  m atem atyczne p ro w ad z i 
w r e z u l t a c i e  do u ż y c ia  n ap rę żeń  s k r a jn y c h  oŁ i  6 j  lu b  - co  na je d n o  
w y ch o d z i 6 0 i  c Q. T e o r ię  M ohra b e z k r y ty c z n ie  p rz e d s ta w ia  s i v s t a l e
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ja k o  o b w ie d n ię  w ie l k ic h  k ó ł .  Tymczasem uk ładem  z n a c z n ie  prostszym do p rz e d 
s t a w ie n ia  h ip o te z y  n ap rę żeń  p o ś liz g o w y c h  j e s t  u k ła d  0Q , c q ; p ro śc ie j j e s t  
bowiem w tym u k ła d z ie  n a z n a cz yć  punkt ( oq , c q ) a n i ż e l i  w u k ła d z ie  o , c
k o ło  o , z . B a ,  o k a z a ło  s i ę ,  że w u k ła d z ie  c , c  i s t n i e j e  p ew ien  z b ió ro o
w ie l k ic h  k ó ł ,  k t ó r y  n ie  p o s ia d a  o b w ie d n ie j  , mimo te g o , że p r z e d s t a w ia ję  
one d o ś w ia d c z a ln ie  s tw ie rd z o n e  s ta n y  k r y t y c z n e .  T e j n ie s to s o w n o ś c i  n ie  
k r y j e  w s o b ie  u k ła d  oQ , z Q. O robnę n ie w yg o d ę  k r y j e  w s o b ie  j e d y n ie  fa k t  
że k ę t p m usi b yć  tu  dodatkow o w yznaczony  z r e l a c j i  s in j3  = t 9 P0 - g d z ie  
P Q j e s t  ujemnym n a c h y le n ie m  k rz y w e j oQ , r Q. H ip o te z ę  n ap rę że ń  p o ś l i z 
gowych p rz e d s ta w ia  o s t a t e c z n ie  ró w n a n ie  c q = f ( o Q) .  Dego s z cz e g ó ln ę  l i -  
n iow ę p o s ta ć  p o d a je  ró w n a n ie  ( 7 . 4 ) .

Z a d a n ie  6 .4 . W ykazać rów ność s in  p = tg p Q d la  i l u s t r a c j i  h ip o te z y  Du-
g u e ta  - M ohra w u k ła d a c h  o , z i  o , z .3 o o

O dpow iedź 6 .4 . N a c h y le n ie  s t y c z n e j  dow o lnego  k o ła  w ie lk ie g o  (o - 6q )^  +
2 2 dTż O “  o

+ v  = Z Q w yn o s i ĵ-r = - --- ^--- . S t y c z n a  t a  j e s t  je d n o c z e ś n ie  stycznę ob-
dc o - o

w ie d n ie j  , gdy -r—- = - —  ---- . Te t r z y  z w ię z k i  d a ję  m iędzy in n y m i:

dc dc
a «2  ■ ,7 - - ; -  =l v u  t 9f> .  p .

0 V i  • < §> 2

Z o s t a t n i e j  r e l a c j i  w y n ik a ,  że p r z e d s t a w ia n ie  oQ , c Q j e s t  o b s z e r 
n ie j s z e  a n i ż e l i  o , c . O b w ied n ia  i s t n i e j e  t y lk o  d la  t y c h  k ó ł  Oq , Cq , 
k tó r e  p rz e d s ta w ia  c z ę ś ć  k rz y w e j oq , c Q o n a c h y le n iu  t 9P0 1. Odwzo
ro w a n ie  k rz y w e j a Q . c Q z o b sz a ru  tg p Q ^  1 w o b w ie d n ię  o ,c  j e s t  n ie 
m o ż liw e , bo n ie m o ż liw e  j e s t  s in  p = -1. N a le ż y  p rz y p u s z c z a ć ,  że i s t n i e j ę -  
ca  o b w ie d n ia  d o ty c z y  wypadków p o ś l iz g u ,  c z ę ś ć  n i e i s t n i e j ę c a  z a ś  p r z y n a le 
ż y  wypadkom r o z d a r c ia .

M o d y f ik a c ję  o s t a t n i e j  t e o r i i  p r z e d s ta w ia  h i p o t e z a  z m i e n 
n e g o  n a p r ę ż e n i a  s t y c z n e g o  w p r z e d s ta w ie n iu  San- 
d e la .  U z a le ż n ia  on m ia n o w ic ie  sk o s  maksymalny y  od zm ian y  o b ję to ś c io w e j  e 
i  w y ra ż a  j e  sk ład o w ym i s ta n u  n a p ię c ia ,  s t o s u ję c  prawo H o o k e 'a .  W r e z u l t a 
c i e  e f e k t  J e s t  t a k i ,  j a k  gdyby  p rz y  n ie z m ie n io n e j  j e d n e j  z m ie n n e j c  w

°1  + °3m ie js c e  d r u g ie j  z m ie n n e j o = --- *---- w e s z ła  in n a  s y m e t r y c z n ie  z a w ie ra -
°  ° l  + °2  + °3j ę c a  w s z y s t k ie  t r z y  n a p r ę ż e n ia ,  a t o :  o* = --------j ------ . Według teg o  p rz y 

p u s z c z e n ia  w s ta n a c h  k r y t y c z n y c h  z a c h o d z i z a le ż n o ś ć  r Q = <f ( a r ) .  W y s t a r 
c z a ło  od razu  podać t a k i e  p rz y p u s z c z e n ie  z a m ia s t  z a c z y n a ć  od y ,  e i  ł u 
d z e n ia  prawem H o o k e ’a ,  k tó r e  w o b s z a ra c h  k r y t y c z n y c h  n ie  i s t n i e j e .

Podane tu  t r z y  h ip o t e z y  można z e b ra ć  razem  w ró w n a n ia :

c o = c o n s t . , t 0 - f ( o Q) ,  c 0 = < p ( o „ ) , (8 .4 )
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"C — -i ( O - O , O = '5T\^ + O j  )o 2 max mm o 2 '  max min

3 5 3^°m ax + °m ed

( 8 .4

Z a d a n ie  7 .4 , Z a ło ż y w s z y  l in io w ą  budowę h ip o te z y  zm iennego n a p rę ż e n ia  
s ty cz n e g o  podać j e j  p o s ta ć  d la  w y tę ż e n ia  na g r a n ic y  w y t r z y m a ło ś c i .

Odpow iedź 7 .4 . P rz y jm u je m y , że h ip o te z a  c z y n i  zad ość  faktom  d o św iad 
cza ln ym  uzyskanym  z jed n o o s io w eg o  r o z c ią g a n ia  tu d z ie ż  ś c i s k a n i a ,  t j . o =

K r  K r Kc Kc X= o ra z  o , = - j - , z = . W y p is u ją c  ró w n an ie  p r o s t e j  przez
pow yższe dwa p u nk ty  otrzym am y ró w n a n ie : 2(l<c + K r ) c o + 3(l<c - K r ) o ,  =
= 2 lu b  k ła d ą c  o = o , ,  om=j = 0- ,  o = o ró w n a n ie :c r  max 1 med Z min 3

K — K
Kc ° l  + " ■ 2 r  ° 2  - K r ° 3  - Kc V  ( 9 ‘ 4 >

r ó ż n ią c e  s i ę  d o d a jn ik ie m  środkowym le w e j  s t ro n y  od ( 7 . 4 ) .

Z a d a n ie  8 .4 . I l e  w y n o s i w y trz y m a ło ś ć  Kr r r  t r ó jo s io w e g o  rów nom iernego 
r o z c ią g a n ia  w ed łu g  t r z e c h  d o ty c h c z a s  p rz e d s ta w io n y c h  z a p a try w a ń ?

Odpowiedź 8 .4 . N a le ż y  w ró w n an ia  (5 .4 )  . ( 7 . 4 ) ,  ( 9 . 4 )  p o ło ż y ć  °x  = °2 ~ 
= O j = Kr r r - Z n a jd z ie m y  k o le jn o :

K K - ^  K 2 ^r r r  "  ' * r r r  ~ Kc - K f ' l> r r  '  3 Kc - Kp *

R e z u lt a t  p ie rw s z y  j e s t  p rz y c z yn ą  d ra ż l iw e g o  k ło p o tu  d la  t e o r i i  ( 5 . 4 ) .  
Zważmy, że w edług  odnośnego z a s t r z e ż e n ia  ważna j e s t  ona g łó w n ie  w o b sza 
ra ch  p la s t y c z n y c h ,  bo c ią ż y  na n ie j  s p ra w d z ia n  k r = kc = k , n ie  i s t n i e 
j ą c y  w t e j  p o s t a c i  na g r a n ic y  w y t r z y m a ło ś c i  m a te r ia łó w  c ią g l iw y c h .  Je d n ak  
ró w n ie  k ło p o t l iw y  j e s t  r e z u l t a t  kr r | _ =»<=. Możemy go zanegować t y lk o  w 
je d e n  w ła ś c iw y  sp o só b ; o to  t e o r i a  (5 .4  j e s t  ważna w o g ran iczo n ym  na r a 
z ie  n ieznanym  nam o b s z a rz e . N a to m ia s t  a n a lo g ic z n y  r e z u l t a t  kc c _ ■ - <*> d la  
w sz ech s tro n n eg o  rów nom iernego  ś c is k a n ia  o c e n ia  s i ę  za p om yślny d la  t e j  
t e o r i i .

w io s k i  uczony B e l t r a m i  (.1885 , p o ls k i  - H uber ( l9 0 4 ‘ i  a n g ie ls k i  
H n igh  (1920  p r z y p u ś c i l i ,  ze m ia rę  w y tę ż e n ia  s ta n o w i c a łk o w i t a  e n e rg ia  
s p r ę ż y s t o ś c i  W . Ju z  w tedy d o s t r z e g ł  H u b e r , ze t a k i e  p r z y j ę c ie  g u b i po
w sz e ch n ie  uznany r e z u l t a t  n ie o g r a n ic z o n e j  u je m n ie  w a r t o ś c i  n ap rężeń  d la  
w sz ech s tro n n eg o  rów nom iernego  ś c is k a n ia  d la  w y tę ż e n ia  c z y  to  na g r a n ic y  
s p r ę ż y s t o ś c i  c zy  w y t r z y m a ł o ś c i ,  co d a je  sz a n 
se p raw d o po d o b ień stw a  u ż y c ia  d la  tego  ro d z a ju  stanó w  t y lk o  p o s ta c io w e j  
c z ę ś c i  e n e r g i i  w " .  O z a s to s o w a n iu  h ip o te z y  do w y tę ż e n ia  na gran icy p ł y n 
n o ś c i  w d z is ie js z y m  z n a c z e n iu  a u to rz y  n ie  w sp o m in a ją . b ie g ie m  cza-
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su (1 9 1 9 ) H uber p r e c y z u je  swe s ta n o w is k o ,  p ro p o n u ją c  u żyć  ja k o  m ia ry  wy
t ę ż e n ia  do zm iany c a ł k o w i t e j  e n e r g i i  w w ypadku s 3= 0 o ra z  w wypadku ssO 
j e d y n ie  j e j  c z ę ś c i  p o s ta c io w e j  (w e d łu g  F o p p la  - 1 9 2 0 ). N ie m ie c k i  b adacz  
M is e s  (1 9 1 3 ) ,  k o ry g u ją c  w y k re ś ln ą  i l u s t r a c j ę  w arunku  p la s t y c z n o ś c i  ( l 9 . 3 ) ,  
d o ra d z a  z uw ag i na k o r z y ś c i  m atem atyczne  z a s t ą p ić  go w arunkiem  p la s t y c z 
n o ś c i  ( l 8 . 3 ) .  P rz e k o n a n y  j e s t  p rz y  tym , że (1 8 .3 )  s ta n o w ić  b ę d z ie  p r z y 
b l i ż e n ie  ró w n a n ia  ( l 9 . 3 ) ,  k tó r e  uważa wówczas za ś c i s ł e  - o d w ro tn ie  a n i 
ż e l i  s i ę  to  g ł o s i  w ed ług  d z is ie j s z e g o  s ta n u  w ie d z y .  P ro p o z y c ja  M is e s a
s k r e ś la  zatem  o g r a n ic z e n ie  H ubera  s S  0 i  p o z o s ta w ia  w g rz e  j e d y n ie
e n e r g ię  o d k s z t a łc e n ia  p o s ta c io w e g o , p rz y  tym , o d m ien n ie  a n i ż e l i  p o p rz e d n i 
a u t o r z y ,  M is e s  ma na m y ś l i  z a s to s o w a n ie  swego u p ro s z c z e n ia  do g r a n ic y  p la 
s t y c z n o ś c i .  W r e s z c ie  h o le n d e r s k i  u czo ny  H en cky  (1 9 2 4 ) bez żad n ych  o g r a n i 
c z e ń , z a s t r z e ż e ń  i  do p iskó w  u s t a l a  ró w n a n ie  ( l 8 . 3 ) ,  c z y l i :

( o y  - oz ) 2 + (o z - o x ) 2 + (o x - o /  + 6 (c 2 + t 2 ♦ c 2 ) = 2k2 (1 0 .4 )

ja k o  w aru n ek  p la s t y c z n o ś c i .  Na I  Międzynarodowym K o n g re s ie  M echan ik i w D e l f t  
p rz y  d y s k u s j i  pow yższego  ró w n an ia  H uber z g ła s z a  doń p r i o r y t e t  a u t o r s k i  z 
ro ku  1904.

Po w yższy  s z k ic  h is t o r y c z n y  w y j a ś n ia ,  j a k im i  n iep ew n ym i d rogam i u s t a l a  
s i ę  n ie k ie d y  w n auce  tzw . p raw a a u t o r s k i e .  Oeden a u to r  mówi o t e o r i i  p l a 
s t y c z n o ś c i ,  d ru g i ro z u m ie , że mowa o w y tę ż a n iu .  W y k a z a liś m y  j u ż ,  j a k a  w 
tym t k w i  r ó ż n ic a .  Oeden o g ra n ic z a  z a k re s  w a ż n o ś c i,  d r u g i  go s k r e ś l a ,  j e 
den mówi o w y t r z y m a ło ś c i ,  d r u g i  o p la s t y c z n o ś c i ,  t r z e c i  o s p r ę ż y s t o ś c i .  
Oeden s ą d z i ,  że p r z y b l iż e n ie m  j e s t  c o ś ,  co  d la  d ru g ie g o  j e s t  ś c i s ł o ś c i ą  - 
i  na o d w ró t. Oeden j e s t  w c z e ś n ie js z y ,  d r u g i  p ó ź n ie js z y .  Pow yższe  n ie p o r o 
z u m ie n ia  tk w ią  do d z iś  w l i t e r a t u r z e .  W r e z u l t a c i e  ró w n a n ie  ( l 0 . 4 )  nazywa
j ą  rów naniem  H ubera - M is e s a  - H e n c k y 'e g o . O ed n i n az yw a ją  j e  - o czym b y 
ł a  mowa - w arunk iem  p la s t y c z n o ś c i ,  d ru d z y  h ip o te z ą  w y tę ż e n ia .

O a k k o lw ie k  s to s o w a n ie  te rm in u  e n e r g i i  n ie  ma z n a c z e n ia  pow yże j matem a
t y c z n e j  g r a n ic y  s p r ę ż y s t o ś c i ,  b ęd z iem y ró w n an ie  (1 0 .4 )  w tym u s t ę p ie  n a 
zyw ać h i p o t e z ą  e n e r g i i  o d k s z t a ł c e n i a  p o 
s t a c i o w e g o .  H ip o te z a  t a  o d n o s i s i ę  do m a te r ia łó w  c ią g l iw y c h .  
t k w i  w n ie j  bowiem - j a k  ła tw o  s p ra w d z ić  - w arunek  k r  = kc = k . W s ta w ia 
j ą c  w m ie js c e  k w ie lk o ś ć  o otrzym am y n a p rę ż e n ie  z a s tę p c z e  o je d n o 
os io w eg o  s ta n u  n a p ię c ia ,  Dak d a le k o  pow yże j g r a n ic y  p la s t y c z n o ś c i  może 
być o , w p o w yższe j fo rm ie  uważane za n a p rę ż e n ie  z a s tę p c z e  , n ie  j e s t  do
t y c h c z a s  w iadom e: w każdym r a z ie  n ie  na g r a n ic y  w y t r z y m a ło ś c i ,  po n iew aż  
tam Kc 4 K r .

Z a d a n ie  9 ,4 . W yz n aczyć  g r a n ic ę  p la s t y c z n o ś c i  s k r ę tu  d e f i n i u j ą c  go w dwa 
sposoby w ró w n a n iu  ( l 0 . 4 ) .

O dpow iedź 9 . 4 . Możemy p o ło ż y ć  d la  k ie ru n k ó w  g łów nych  d la  jed n e g o  z n a 
p rę ż e ń  n o rm a ln ych  w a r to ś ć  kg , d la  d ru g ie g o  - k g a w a r to ś ć  zerow ą  d ia  po-
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z o s t a ły c h  c z t e r e c h  n a p rę ż e ń . Możemy te ż  d la  je d n e g o  z n ap ręże ń  s ty c z n y c h  
w p rz e k r o ja c h  o d ch y lo n y ch  o Tt/4 względem  p o p rz e d n ich  p o d s ta w ić  kg , a d la  
p ię c iu  p o z o s ta ły c h  n ap ręże ń  w a r to ś ć  z e ro w ę . Zaw sze z n a jd z ie m y  k = —  = 
= 0 ,5 7 7 . S V ?

I s t n i e j ę  dane d o ś w ia d c z a ln e  u p o w a ż n ia ję c e  do p r z y j ę c i a ,  że ze z w ię k 
szen iem  w y tę ż e n ia  ró w n o k ie ru n k o w o ść  m a te r ia łu  naw et mimo tw o rz ę cy c h  s i ę  w 
sposób  c i ę g ł y  p o ś liz g ó w  j e s t  n a d a l u t rw a lo n a ;  g u b i s i ę  ona d o p ie ro  w te d y , 
gdy w m a t e r ia le  p o ja w ia ję  s i ę  w ło sk o w a te  r y s y .  O c z y w iś c ie  w t a k i c h  w arun 
kach  n a le ż y  p r z y ję ć  ( B e r y ń s k i  1928) , ż e  w y t ę ż e n i e  m a t e 
r i a ł ó w  r ó w n o k i e r u n k o w y c h  z a l e ż y ,  w te n  sam 
m a tem a tycz n ie  sp o só b , od k a żd e j z t r z e c h  w ie lk o ś c i  g łó w n ych , c z y l i -  j e s z 
cze  o g ó ln ie j  - . o d  t r z e c h  n i e z m i e n n i k ó w  s t a n u  
o d k s z t a ł c e n i a  l u b  n a p i ę c i a .  Pow yższa  o p in ia  n ie  
j e s t  p rz yp u s z cz e n ie m , l e c z  J e s t  ś c is ły m  t w i e r d z e n i e m ,  n ie  
wym agajęcym  z r e s z t ę  dowodu. H i p o t e z ę  n a to m ia s t  J e s t  p r z y j ę c i e ,  
że t r z e c i  z t y c h  n ie z m ie n n ik ó w  n i e  o d g r y w a  w o b l i c z e n iu  wy
t ę ż a n ia  ż ad n e j r o l i .  O e ś l i  je d n e  sk łado w e  d a ję  s i ę  w y r a z ić  d ru g im i i  na 
o d w ró t , u żyć  możemy n ie z m ie n n ik ó w  jed n e g o  s ta n u  np . n a p ię c ia ,  t j .  s i  s'.

P r a k t y c z n ie j  u żyć  j e s t  i c h  w p o s t a c i :  o ,  = j  i  c x = Y Ę  V s 2 - 3 s . Wiadomo
nam j e s t  z z a d a n ia  ( l 0 . 2 ) ,  że o , ,  c ,  p r z e d s t a w ia ję  n a p rę ż e n ia  o r i e n t a 
c j i  o b o ję tn e j  z u w ag i na k ie r u n k i  g łó w n e ,b o  równo względem  każdego z n ic h  
n a c h y lo n e j .  O e ś l i  p r z e to  w o g ó le  ma se n s  o z n a cz a n ie  w y tę ż e n ia  p rz y  pomocy 
n ap rę że ń  j a k i e j ś  o r i e n t a c j i ,  to  d la  m a t e r ia łu  rów nok ie runkow ego  może być 
mowa t y l k o  o n a p r ę ż e n i a c h  o , , c ,  . W y ra ż e n ia  o ,2 i  

t ,  sę p ro p o r c jo n a ln e  - j a k  wiadomo - względem  e n e r g i i  o d k s z t a łc e n ia  ob
ję to ś c io w e g o  i  p o s ta c io w e g o ; możemy p rz e to  nowę h ip o te z ę  w y s ło w ić  p rz y  
u ż y c iu  ty c h  te rm in ó w , j e ś l i  m aję one w o g ó le  teg o  ro d z a ju  se n s  pow yże j
g r a n ic y  s p r ę ż y s t o ś c i .  W re s z c ie  p o w ie rz c h n ia  t r z e c h  k ó ł n a p ię c io w y c h  j e s t

2
p r o p o r c jo n a ln a  względem  c *  , a za u o g ó ln io n ę  o d c ię t ę  kom p le tu  k ó ł można 
uw ażać ; w te n  sposób  z n a jd u je m y  dodatkow y sposób w y ra ż e n ia  h i p o 
t e z y  n i e z m i e n n i k ó w .  Dej o g ó ln ę  p o s ta ć  o k r e ś la  rów na
n ie  :

c » = f ( ó  * ) >

, • 0 ,=  i ( o x + o y  + o2 ) , (1 1 .4 )

c * “  - ° z ) 2 + ( ° z - ox ) 2 + ( o x - 0 y ) 2 + 6 ( c 2 + t y  + t 2 ) )  ,

V2k tó re g o  sz czeg ó lnym  wypadkiem  c t  = l y  k J e s t  h ip o te z a  ( l 0 . 4 ) .
D la  u z u p e łn ie n ia  t r z e b a  tu  d o d a ć , że a n a lo g ic z n ie  o g ó ln ę  h ip o te z ę  u s i 

ło w a ł  u s t a w ić  S c h l e i c h e r  (1 9 2 6 ) z a k ła d e ję c .  że n a p rę ż e n ie  z a s tę p c z e  po
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s t a c i  V2EW q , gdz i e  WQ oznacza  c a łk o w it ą  e n e r g ię  s p r ę ż y s t o ś c i , je s t  fu n 
k c ję  zm ien ne j o ,  . B y ł  n ie d a l e k i  p raw d y . Na tak im  p r z y j ę c iu  p o m ś c ił s ię  
f a k t ,  i ż  V 2 EWq z a le ż y  od u łam ka P o is s o n a  p  ; k o n f r o n t a c ja  t e j  h ip o te z y  
z pewnę s e r i ę  d o św iad cze ń  nad betonem w ym agała  p r z y j ę c i a  d la  ^ w a r t o ś c i  
k i l k a k r o t n i e  w ię k s z y c h  od 0 ,5 ,  co p rz e c z y  znanemu o g r a n ic z e n iu  p < 0 , 5 ,  
Z a s z e d ł tu  f a k t  c z ę s to  p o w ta rz a ją c y  s i ę  w h i s t o r i i  l i t e r a t u r y  w y t ę ż e n ia ;  
r e g u lo w a n ie  f u n k c j i  o k r e ś la j ą c y c h  w y tę ż e n ie  s t a ły m i  s p r ę ż y s t o ś c i  w y w ie ra  
f a t a l n y  r e z u l t a t  d la  o d no śn e j h ip o t e z y .  Z teg o  to  powodu S c h le i c h e r  (1928) 
z a r z u c i ł  tę  form ę sw e j t e o r i i ,  u s t a w ia ją c  nowę pod nazwę o d m ien ne j p o s ta 
c i  s t a r e j .  Nowa fo rm a , zgodna z ( l l . 4 ) ,  n ie  p o s ia d a  ju ż  dawnych b łęd ó w .

Z a d a n ie  1 0 .4 . D o ś w ia d cz e n ia  z ż e liw e m  w y k a z a ły  l in io w ą  p o s ta ć  h ip o te z y  
n ie z m ie n n ik ó w ; w yz n a czyć  na t e j  p o d s ta w ie  w y t rz y m a ło ś ć  s k r ę tu  w z a le ż n o 
ś c i  od w y t r z y m a ło ś c i  r o z c ią g a n ia  K p i  ś c is k a n ia  K0 = 4 K r >

O dpow iedź 1 0 .4 , W edług  o k r e ś le ń  ( l l . 4 )  d ysp onu jem y dwoma p u nk tam i szu-
Kr  K rV2 ' Kc KcV Zk a n e j p r o s t e j  , t j  . o ,  = j - , x t = - j —  i  o ,  = - r *  = —^— .skąd  j e j

ró w n a n ie : 3 (k  + K ) t ,  + 3 V 2 (k  - K ) o , = 2~tf2 K K . P o d s ta w ia ją c  w to
KsVeró w n a n ie  w s p ó łrz ę d n e  s k rę tu  k ry ty c z n e g o  o *=  0 ,  t ,  = —=—  z n a jd z ie m y  K =

2 Kc K r  S
= g— = ° ’ 924 Kr-V3 e r  r

Z a d a n ie  1 1 .4 . I l e  w y n o s i n a p rę ż e n ie  z a s tę p c z e  w poprzedn im  z a d a n iu ?

Odpow iedź 1 1 .4 . P rz y  z a m ia n ie  na je d n o o s io w e  r o z c ią g a n ie  j e s t :

K K
o = — ( l  + + | ( l  - 7^ ) o ,  = 1 ,326  c ,+  1 ,1 25  o ,  .

Z\[2 * c  * c

P r z y  r e d u k c j i  do je d n o o s io w e g o  ś c is k a n ia  j e s t :

K K
o = - + 1) s *  - | ( iT -  - 1 ) ć *=  - 5 ,3 03  c ,

2V2 r *  Kr

P o d a liś m y  tu  t y lk o  t e  h ip o t e z y ,  k tó r e  w y trz y m u ją  k r y t y k ę  now oczesnych  
b adań . T e o r ie  ( ł 0 . 4 )  i  ( l l , 4 )  są  d o k ła d n ie js z e  i  l e p i e j  u z a sa d n io n e  a n i 
ż e l i ,  t e o r i e  ( 8 . 4 ) .  Rów nan ie  t  = c o n s tQ j e s t  sz czeg ó lnym  wypadkiem fu n 
k c j i  z Q = f ( o o ) i  = < p ( °* ) ;  ró w n a n ie  c t  = c o n s t   ̂ j e s t  sz czeg ó lnym
w ypadkiem  f u n k c j i  c *  = F ( o t ) .  I s t n i e j ę  s t a n y ,  d la  k tó r y c h  cq = c o n s tQ i  
v t = c o n s t^  n ie  r ó ż n ię  s i ę  w o g ó le  m ięd zy  s o b ą ; o d c h y ł 
ka n a jw ię k s z a  n ie  d o ch o d z i do 12%. N a j l e p i e j  rz e c z  w y ja ś n im y , j e ś l i  zau 
ważym y, że w u k ła d z ie  o^ , , ó j  p ie rw s z a  z pow yższych  h ip o te z  p rz e d 
s t a w ia  p o w ie rz c h n ię  um iarow ego  g r s n ia s to s łu p a  s z e ś c io ś c ie n n e g o , a d ruga  
p o w ie rz c h n ię  w a lc a  ko łow ego o p is a n e g o  na tym że g r a n ia s t o s ł u p i e ; o b ie  po
w ie r z c h n ie  m aję w sp ó ln ą  o ś  0 i  - o 2 “
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Z pow yższego w y n ik a ,  że p o w ie rz c h n ia  d ruga  j e s t  o b s z e r n ie js z a ,  c z y l i  
odnośna h ip o te z a  e k o n o m ic z n ie js z a .  P o w ie rz c h n ia  p ie rw s z a  j e s t  p rz e to  c ia -  
ś n ie j s z a ,  a odnośna h ip o te z a  b e z p ie c z n ie js z a .  Ś r e d n ia  o d c h y łk a  6%-owa je s t  
w w ie lu  w ypadkach  d o p u s z c z a ln a . F u n k c ja  t 0 = ^ ( o , )  j e s t  dość dobrym p rz y 
b liż e n ie m  f u n k c j i  = f ( o „ ) .  Druga j e s t  p o w ie rz c h n ią  o b ro to w ą . P ie rw s z a
p o s ia d a  s z e ś ć  k rz yw ych  lu b  p ro s ty c h  k ra w ę d z i u ło ż o n ych  sym etryczn ie  w z g lę 
dem o s i  = °2  ”  ° 3  t e J  p o p r z e d n ie j ,  m ięd zy  k tó ry m i r o z p ię t e  są p rz y 
s t a ją c e  p ła t y  p o w ie rz c h n i k r y t y c z n e j .  P r z e k r o je  n o rm a ln e  do o s i  t e j  po
w ie r z c h n i  są  n ie z a le ż n ie  od ty p u  f u n k c j i  <p fo rem nym i s z e śc io b o k a m i o 
bokach  p r o s t o l i n i j n y c h .  S z e ś c io b o k i  t e  na o g ó ł p r z e c in a ją  s i ę  z ko łow ym i 
p rz e k ro ja m i p o w ie rz c h n i F .

N ie k tó r e  s z e ś c io b o k i  m ają  p o ło ż e n ie  s z c z e g ó ln e ;  ta k  np. sześciobok, k tó 
remu p r z y n a le ż y  s ta n  K p i  Kc są w p isa n e  w odnośne k o ła ,  sześc iob ok  sta
nu K g j e s t  o p is a n y  na odnośnym k o le .  S tw ie rd z o n o , że k rzyw a  t ,  = F (o , , )  
j e s t  o w ie le  s ł a b i e j  z a k rz y w io n a  a n i ż e l i  k rzyw e c Q = f (  o Q) i  £0 = < p (°* ): 
ró w n ie ż  g ru b o ść  sm ugi d o ś w ia d c z a ln e j  F j e s t  z n a c z n ie  m n ie js z a  a n i ż e l i  
smug f  i  <p .

O r y g in a ln o ś ć  t e o r i i  p o ś liz g o w e j c Q = f ( o Q ) u w y d a tn ia  s i ę  - m iędzy 
innym U - w k s z t a ł c i e  p r z e d s t a w ia ją c e j  j ą  p o w ie rz c h n i.  P r z e k r ó j  t e j  po
w ie r z c h n i  j e s t  s z e ś c io b o k ie m  n ie fo rem n ym , u łożonym  z s z e ś c iu  łuków  lu b  
te ż  p r o s t y c h ;  p r z e c iw le g łe  w ie r z c h o łk i  teg o  s z e ś c io b o k u  m ają je d n a k  różne 
o d d a le n ia  od o s i  ° i  = ° 2  = ° 3  p o w ie r z c h n i,  tak  że s z e ś c io b o k  n ie  ma 
s z e ś c iu  l e c z  t r z y  o s ie  s y m e t r i i .  W sku tek  t a k i e j  p o s t a c i  p o w ie rz c h n i roz- 
d źw ięk  j e j  c z y  to  z p o w ie rz c h n ią  t Q ® < p (o , ) ,  c z y  te ż  z * = F (o x ) j e s t  
d o ść  s i l n y .

Można p rz y p u s z c z a ć ,  że t e o r i a  v Q = f ( o Q) może m ieć  z n a c z e n ie  w ty c h  
w yp ad k ach , w k tó r y c h  m a t e r i a ł  z a t r a c i ł  d z ię k i  znacznem u w y tę ż e n iu  go swą 
p ie rw o tn ą  ró w n o k ie ru n k o w o ś ć . B ę d z ie  ta k  e w e n tu a ln ie  na g r a n ic y  w y trzym a 
ł o ś c i ,  a m ia n o w ic ie  w te d y ,  gdy umówimy s i ę  uważać za n ią  n ie  te n  s t a n ,  w 
k tó rym  p o ja w i ły  s i ę  p ie rw s z e  w ło sk o w a te  p ę k n ię c ia ,  le c z  t e n ,  w k tó rym  z n i 
w eczona z o s t a ła  c a łk o w ic ie  nośność u k ła d u .

T e o r ia  p o ś liz g o w a  c Q = f ( d Q ) ma je d n a k ż e  tę  w yż szo ść  nad in n y m i, iż  
u s t a l a  p o ło ż e n ie  p ła s z c z y z n  p o ś liz g u  w z g lę d n ie  r o z d a r c ia .  co w pewnych
w ypadkach  ma duże z n a c z e n ie .  D la  t e o r i i  z ,  = c o n s t ,  p rz y jm u je  s i ę  d la

2 2 2p ła s z c z y z n  p o ś liz g u  p o ło ż e n ie  n1 = n2 = n3 = 1/3 . D la  t e o r i i  = F ( o #)
u cz y n io n o  ju ż  w p raw d z ie  ( B u r z y ń s k i  - 1929) p róbę  u s t a l e n i a  ty c h  p ła s z 
c z y z n , je d n a k ż e  wymaga ona je s z c z e  dodatkow ych  o b s e r w a c j i  d o ś w ia d c z y ln y c h .

U ż yw a ln o ść  p rz e d s ta w io n y c h  h ip o te z  g ra  o c z y w iś c ie  ró w n ie ż  dużą r o l ę .  
Gdy d ysp onu jem y n a p rę ż e n ia m i g łów nym i i  gdy u d a ło  s i ę  j e  uporządkow ać np. 
n ie ró w n o ś c ią  0 x ^  ° 2  ° 3  u ż y c ie  k a ż d e j z h ip o te z  n ie  n a s t r ę c z a  t r u 
d n o ś c i .  H ip o te z y  s t o s u ją c e  w sp ó łrz ę d n ą  z są w tym wypadku w y g o d 
n i e j s z e  a n i ż e l i  t e  ze w sp ó łrz ę d n ą  z ^ ,  co ja s n e  j e s t  z uw ag i na 
ró ż n ic ę  budowy m a tem atycz n e j ty c h  w i e l k o ś c i .  Gdy je d n a k  s ta n  n a p ię c ia  o- 
k r e ś lo n y  j e s t  s z e ś c iu  sk ład o w ym i dow o lnym i ox , oy , o z . r x . c y , c 2 h ip o 
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t e z y  n ie z m ie n n ik o w e  sę  m o ż liw e  do n a ty c h m ia s to w e g o  u ż y c ia .  D la  p o z o s ta 
ły c h  n a le ż y  w p ie rw  dokonać c z y n n o ś c i  w y z n a c z e n ia  i  u p o rząd k o w an ia  naprę
żeń g łó w n y c h , co  w w ypadku l i c z b  sz cz e g ó ło w y ch  n a s t r ę c z a  dużo k ło p o tu ,  a 
w w ypadku l i c z b  o g ó ln y c h  j e s t  w o g ó le  n ' i  e m o ż l i w e  do p rz e p ro 
w a d z e n ia . W te n  w ię c  sposób  h ip o t e z y  n ie z m ie n n ik o w e  s ta n o w ię  tu  j  e d y- 
n y  ś ro d e k  ra ch u n k o w y .

Z a d a n ie  1 2 .4 . Dakę p o s ta ć  p rz y jm ie  h ip o te z a  k rańcow ego  n a p rę ż e n ia  s t y 
cznego  d la  dw uosiow ego s ta n u  n a p ię c ia  o k re ś lo n e g o  sk ład o w ym i dowolnych k ie 
runków  x , y , z ?

O dpow iedź 1 2 .4 . Sk ład o w e  dow olne c z y n ię  w edług  z a ło ż e n ia  z ad o ść  w a ru n 
k o w i s "  = O. S k ład o w e  g łów ne w ed ług  z a d a n ia  6 .2  w yn o szę :

° 1  = ? (o x+V ° 2 ) 1  i V ox+V ° z - 2 (V ż +0 z °x +0x V  + x+cy +cz'
2

n ad to  - z g o d n ie  z tem atem  - 0 . Te t r z y  n a p rę ż e n ia  g łów ne n a le ż y  uporzęd-  
kować w ed łu g  w i e l k o ś c i ,  czego  dokonano w z a d a n iu  6 .2 ., po czym n a le ż y  u tw o 
r z y ć  ró w n a n ie  o - o . = k . W id z im y , Ze r o z r ó ż n ia ć  t r z e b a  t r z y  ewen-1 max min
t u a l n o ś c i .  D la  s' 0 ,  s <■ 0 j e s t  ~ °2 = k • s 's » 0 ,  s O j e s t
O j  = k , w r e s z c ie  d la  s' 0. s 0 j e s t  ° i  ~ ° 2  M k *

W p ro w ad za jęc  znak b ez w zg lę d n e j w a r t o ś c i  d la  s  możemy pow yższe u ję ć  
w d w ie  e w e n tu a ln o ś c i :  D la  s ' o j e s t :

2  ° x +0y +0z + ? | V ° x +0y +0z -^ Ô y 0z+Oz °x  + Oxc’y  ) + ^ -+c>»+c-» - I = ky  “ z

d la  s ' ~=o j e s t

V2 . 2 . 2  W  2 22 (c5 .. O +C70 ¥+ Ov O. ) + 4 ( t  +C"+E*")x y  z ^ y z z x wx x ~y z

R y s . 5 .4  p rz e d s ta w ia  omówione h ip o t e z y .  P u n k ty  R , C , S sę o b razam i 
s tan ó w  k r y t y c z n y c h  w jed noos iow ym  r o z c ię g a n iu  , ś c is k a n iu  i  s k r ę c ie .  P rz y  
d a n e j k rz y w e j w y tę ż e n ia  z n a jd u je m y  te  p u n k ty  k r e ś lę c  z p o cz ę tk u  układu ak 
tu a ln y c h  w s p ó łrz ę d n y c h  o d p o w ied n io  n a c h y lo n e  p ro m ie n ie .  N a c h y le n ie  to  wy
n ik a  z d e f i n i c j i  odnośnego s ta n u  n a p ię c ia  i  s to su n k u  p rz y n a le ż n y c h  im a k 
t u a ln y c h  w s p ó łrz ę d n y c h , w ię c  r 0/ ° 0 • CZV w r e s z c ie  t . / o ,  . G e m ,
c z ę ś ć  ry su n k u  p rz e d s ta w ia  t e o r i ę  k rańcow ego  n a p rę ż e n ia  s ty cz n e g o  r  
= c o n s tQ i  h ip o te z ę  zm iennego n a p rę ż e n ia  s ty cz n e g o  = <p(o + W ś ro d 
kow ej c z ę ś c i  r y s .  5 .4  p rz e d s ta w io n o  t e o r i ę  p o ś liz g o w ę  we w s p ó ł r z ę d n y c h

p o ś liz g o w y c h  o, v  i  t ę  sarnę t e o r i ę  we w s p ó łrz ę d n y c h  zm od ern izow anych  ° 0 r0- 
W r e s z c ie  d o ln a  c z ę ś ć  ry su n k u  p rz e d s ta w ia  h ip o te z ę  n ie z m ie n n ik ó w  t x =F (o * . 
z j e j  sz cz eg ó ln ym  w ypadkiem  = c o n s t # .
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Gesteśmy nader c z ę s t o  w s y t u a c j i ,  w k tó re j  znamy Je d y n ie  dwa param etry  
doświadczalne Kp i  Kc . Odgrywaję one -  co J e s z c z e  raz  podkreślamy 
bardzo ważnę r o lę  w studium wytężenia  i  n a le ż y  j e  wyznaczać z 'm ożliw ie  
n a jw iękezę  p r e c y z ję  d ośw iad cza ln ę .  Znaczna i l o ś ć  etanów te c h n ic z n ie  waż
nych, np. Kg z obrazem S ,  m ieśc i  s i ę  między tymi punktami. Możemy je  
wyznaczyć rtchunkowo, z a k ła d a Ję c  -  z nieznacznym nadmiarem pewności -  pro
s t o l i n i j n y  przeb ieg  wykresu. Pożędane J e s t  posiadać te ż  dane d ośw iad czal
ne d otyczęce  obszarów położonych na zewnętrz omówionego , więc np. daty 
Kr r  i  Kcc z doświadczeń maci równomiernym dwuosiowym rozcięganiem  i  ta
kim samym śc isk a n ie m . Gdy dat tycHh-oie posiadamy, możemy d la  obszaru

Kr Krts0^- względnie  o # 3— k o rz y s ta ć  z e k s t r a p o l a c j i  powyższego z a ło ż e 

n ia  l in io w e g o ,  natom iast d la  og ~^ -  względnie  0 , - = -  K°  z braku cze
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goś le p s z e g o  musimy z k o n ie c z n o ś c i  z a ło ż y ć  z Q « C o n s tQ w z g lę d n ie  
= Const^ ., t j .  p r z y ją ć  n ie e k o n o m ic z n ie ,  a le  p ew n ie  p ro s tą  ró w n o le g łą  do 
o s i  oQ w z g lę d n ie  o* p rz e z  punkt C ja k o  p rz e d łu ż e n ie  w y k re s u .

J e ś l i  o b c ią ż e n ie  n is z c z ą c e  u k ła d  m a t e r ia ln y ,  to  z n a c z y  n iw e cz ą ce  c a ł 
k o w ic ie  je g o  udźw ig p o m n ie jszym y np . p ię c i o k r o t n i e ,  to  ta k  p o m n ie jszo n e  
o b c ią ż e n ie  nazywamy b e z p i e c z n e  l ub t e ż  d o p u s z c z a l 
n e ,  a o u k ła d z ie  mówimy, że  Je g o  s t o p ie ń  p e w n o ś c i  lu b  b e z 
p i e c z e ń s t w a  w y n o s i p ię ć .  G łów ne te c h n ic z n e  z a d a n ie  m e ch a n ik i 
u k ład ó w  r z e c z y w is t y c h  p o le g a  na w y z n a cz a n iu  w ła ś n ie  s t o p n ia  p e w n o śc i u- 
k ł a d ó w  m a t e r ia ln y c h .  W w ie lu  w ypadkach  tw orzym y n a m ia s tk ę  ta k  po
s ta w io n e g o  z a d a n ia  i  oznaczam y s to p ie ń  w y tę ż e n ia  m a t e r i a ł u .  Gdy 
n a p rę ż e n ia  ro sn ę  p r o p o r c jo n a ln ie  w raz  z o b c ią ż e n ia m i,  z a b e z p ie c z e n ie  wy
t ę ż e n ia  m a t e r ia łu  j e s t  i s t o t n i e  zgodne z tak im  samym z a b e z p ie cz e n ie m  noś
n o ś c i  u k ła d u . Na o g ó ł je d n a k  t a k  n ie  j e s t .  D w u k ro tn ie  m n ie jszym  o b c ią ż e 
niom  ń ie  o d p o w ia d a ją  d w u k ro tn ie  m n ie js z e  w y t ę ż e n ia .  Na o g ó ł o k r e ś la n ie  
d o p u s z c z a ln y c h  n ap rężeń  ja k o  u łam ka n ap rę ż e ń  k r y t y c z n y c h  j e s t  m n ie j eko 
nom iczne  od o k r e ś la n ia  d o p u sz c z a ln y c h  o b c ią ż e ń  Je k o  t a k ie g o  samego u łam ka 
o b c ią ż e ń  n is z c z ą c y c h .  Po p ro s tu  z w ią z e k  m ięd zy  o b c ią ż e n ie m  a n ap rężen iem  
z as tę p cz ym  w y ra ż a  s i ę  k rz yw ą  zw róconą w y p u k ło ś c ią  ku o s i w y t ę ż e n ia .  Z ty c h  
to  powodów p o w in n iśm y  w m ia rę  m o żno śc i o z n a cz a ć  r a c z e j  udźw ig  b e z p ie cz n y  
n iż  w y tę ż e n ie  b e z p ie c z n e .

O g ó ln ie  b io r ą c ,  j e s t  o b o ję tn e  c z y  za punkt w y j ś c ia  przyjm iem y p rz y  ozna
c z a n iu  b ez p ie cz n e g o  w y tę ż e n ia  d a tę  K , k ,  c z y  k .  S k o ro  d la  m ię k k ie j  s t a l i  
p r z e d s ta w io n e j  na r y s .  1 .4  j e s t  Kr  ■ 3600 , k p = 2400 , K = 1800 kG/cm2 . 
t o  p rz y jm u ją c  w o d n ie s ie n iu  do ty c h  d a t w s p ó łc z y n n ik i  p ew n o śc i N=3, n=2,
•j = 1 ,5  z n a jd z ie m y  d la  b e z p i e c z n e g o  n a p r ę ż e n i a
z a s t ę p c z e g o  bez r ó ż n ic y  w a r t o ś ć :

^ r  Kr  2
° T  ~ FT  s n— B kG/cm .

Je d n a k ż e  wiadom o nam j e s t ,  że d la  m e ta l i  c ię g l iw y c h  n ie  d la  w s z e lk ic h  
s t a n ó w .p o t r a f im y  w yz n a czyć  p a ra m e tr  w y t rz y m a ło ś c io w y  K ; gdy j e s t  on n ie 
k ie d y  d o w o ln ie  w i e l k i  absurdem  te ch n icz n ym  b y ło b y  p rz y jm o w ać  d la  odnoś
n ych  O ró w n ie ż  d o w o ln ie  duże w a r t o ś c i .  P a ra m e tr  K j e s t  z aś  d la  w s z e l 
k ic h  m a te r ia łó w  n ie p e w n y . W re s z c ie  n ie  mamy w y s t a r c z a ją c y c h  podstaw  do 
t w ie r d z e n ia ,  że p o w ie rz c h n ia  w y tę ż e n ia  K j e s t  d la  w s z e lk ic h  s tanów  po
dobna do o d n o śn e j k c z y  t e ż  K . W r e z u l t a c i e  w ię c  p o w sz e ch n ie  s i ę  u t a r 
ł o ,  że d la  m a te r ia łó w  c ią g l iw y c h  p rz y jm u jem y  z a s tę p c z e  n a p rę ż e n ia  bez
p ie c z n e  ja k o  u łam ek n a p rę ż e n ia  na g r a n ic y  p ły n n o ś c i ,  d la  k ru ch y c h  z a ś  j a 
ko u łam ek n a p rę ż e n ia  na g r a n ic y  w y t r z y m a ło ś c i ,  c z y l i i

(1 2 .4 )
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J e s t  to  umowa, k t ó r e j  n ie  musimy s i ę  zaw sze ś c i ś l e  t rz y m a ć . N a le ż y  pa
m ię ta ć  o tym , że je d y n e  j e d n o l i t e  s ta n o w is k o  p rz e d s ta w ia  o b l i c z e n ie  ob
c ią ż e n ia  Ja k o  o k re ś lo n e g o  u łam ka udźw igu  u k ła d u .

W s p ó łc z y n n ik  p e w n o śc i n w z g lę d n ie  N z a le ż y  od c a łe g o  sz e re g u  ró ż 
nych  o k o l i c z n o ś c i .  W sp o m n ie liśm y  Ju ż ,  że d o k ła d n o ś ć  o b l ic z e ń  z d z ie d z in y  
m e ch a n ik i u k ład ów  r z e c z y w is t y c h  p o z o s ta w ia  w ie le  do ż y c z e n ia  przede w sz y s t 
kim d z i ę k i  n a s z e j n ie w y s t a r c z a ją c o  d o k ła d n e j z n a jo m o śc i p raw a w ią ż ą ce g o  i  
d z ię k i  n ie d o s ta tk o m  t e o r i i  s z c z e g ó ln ie  w o b s z a ra c h  dużych  o d k s z t a łc e ń .

N asza zna jom ość w y tę ż e n ia  m a t e r ia łu  p o z o s ta w ia  ró w n ie ż  w ie le  do ż y c z e 
n ia .  W pływa na to  poza c z y n n ik ie m  o s t a t n io  w ym ien ionym  n ie je d n o ro d n o ś ć  
m a t e r i a łu ,  je g o  n ie d o s ta t e c z n a  ró w n o k ie ru n k o w o ść , w a d liw o ś ć  w r e a l iz o w a 
n iu  z a ło ż o n e g o  s ta n u  n a p ię c ia  i  podobne c z y n n ik i .  R o z m ia ry  g eo m etryczn e  
u k ła d u  m a te r ia ln e g o  n ie  s ta n o w ią  zaw sze p o z y c j i  n ie w ą t p l iw e j :  z u ż y c ie  po
w ie r z c h n i ,  k o r o z ja ,  w p ływ y  te rm ic z n e  tw o rzą  tu  c z ę s to  n ie s p o d z ia n k i.  W resz 
c i e  n ie  zaw sze p o t r a f im y  ś c i ś l e  u s t a l i ć  w z g lę d n ie  p rz e w id z ie ć  w ie lk o ś c i  
s i ł  z e w n ę trz n y c h , d z ia ła j ą c y c h  na rozw ażany u k ła d .  Z r e g u ły  w ym ien ione  
c z y n n ik i  a lb o  ic h  w ię k s z o ś ć  n ie p o m y ś ln ie j  u k ła d a ją  s i ę  d la  tw o rzyw  k ru 
ch ych  a n i ż e l i  d la  c ią g l lw y c h .  W r e z u l t a c i e  u w z g lę d n ia ją c  j e s z c z e ,  że z 
n a tu r y  rz e c z y  j e s t  N =- n , p rz y jm u jem y n w p r z e d z ia le  od 1 ,5  do 2 ,5 ,  
z aś  N od 4 do 8 .

Pow yższe w a r t o ś c i  n w z g lę d n ie  N o b ie ram y d la  wypadków s t a t y c z n y c h .  
I s t n i e j ą  Je d n a k  i  in n e  p rz y c z y n y ,  o k tó r y c h  d o ty c h c z a s  n ie  b y ło  tu  mowy, 
a k tó r e  b a rd zo  w y d a tn ie  w p ły w a ją  na w y t ę ż e n ie .  Pewne z nich u w z g lę d n ić  moż
na w p ro s t w o b l i c z e n iu  n a p rę ż e ń , j a k  np . u d e r z e n ie ;  i n n e ,  j a k  np . p rz e-  
m ienność  n ap rę żeń  w ym agają  o d d z ie ln e g o  nowego s ta d iu m  w y t ę ż e n ia .  B ę d z ie  o 
n ic h  mowa o d d z ie ln ie  g d z ie  i n d z i e j .  Ta d ru g a  g rupa  w p ływ ów , z m ie n ia ją c a  
w ła s n o ś c i  w y t rz y m a ło ś c io w e  tw o rzyw , p ro w a d z i do d a ls z e g o , naw et k i l k a k r o 
tn e g o  p o m n ie js z e n ia  n ap rę że ń  d o p u s z c z a ln y c h . N a jp r o ś c ie j  k o r z y s ta ć  n a le ż y  
ze  s p e c j a ln ie  o p ra co w an ych  t a b e l ,  k t ó r e  d la  o k re ś lo n y c h  m a te r ia łó w  u s t a 
l a j ą  w z a le ż n o ś c i  od ic h  p rz y s z łe g o  ro d z a ju  p ra c y  w p ro s t  b e z p ie cz n e  n a 
p r ę ż e n ia  o .

O g ó ln y  to k  p o s tę p o w a n ia  po u s t a le n iu  w y tę ż e n ia  b e z p ie cz n e g o , a zatem  
po u s t a le n iu  w a r t o ś c i  b e z p ie cz n e g o  n a p rę ż e n ia  z a s tę p c z e g o  J e s t  n a s tę p u ją 
c y :  S k ład o w e  s ta n u  n a p ię c ia  o x , o y , c z , z x , r z są  fu n k c ja m i m ie j 
s ca  ( x ,  y ,  z ) ,  o b c ią ż e ń  u k ła d u  P ,  ro zm iaró w  g eo m e trycz n ych  u k ła d u  1 i  
s t a ły c h  m a te r ia ło w y c h  C. N iew iadom ą s ta n o w i je d e n  ro z m ia r  1 , m ia n o w ic ie  
- a lb o  w s z y s t k ie  in n e  są  d a n e , a lb o  te ż  w s z y s t k ie  w y ra ż a ją  s i ę  jed nym , 
n p . p rz y  u s ta lo n ym  k s z t a ł c i e  u k ła d u . Oo g ru p y  ro zm iaró w  z a l ic z a m y  ró w n ie ż  
w sp ó łrz ę d n e  o k r e ś la j ą c e  p o ło ż e n ie  o b c ią ż e ń ,  k tó r e  tu  r y c z a łto w o  oznaczono  
l i t e r ą  P .  Pod s t a ły m i  m a te r ia ło w y m i rozum iem y w s p ó łc z y n n ik i  praw a w ią ż ą 
c e g o . S k o ro  ta k  m a tem a ty cz n ie  o k re ś lo n e  sk ład o w e  w staw im y w fo rm u łę  o k re 
ś l a ją c ą .  fu n k c ję  w y t ę ż e n ia ,  a w ię c  np . w fu n k c ję  o z n a c z a ją c ą  nap rężen ie  z a 
s tę p c z e  o ,  to  z k o l e i  owa fu n k c ja  u z a le ż n io n a  z o s t a n ie  od w sp ó łrz ę d n y c h  
x ,  y ,  z ,  o b c ią ż e ń  P ,  ro z m ia ru  1 , s t a ły c h  praw a w ią ż ą ce g o  C a n ad to
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s t a ły c h  w y tę ż e n io w y c h  K . W yznaczyw szy  extrem um t e j  f u n k c j i  z n a jd z ie m y , że 
w y ra ż a  s i ę  ono ju ż  t y lk o  o b c ią ż e n ia m i P rozm iarem  1 i  s t a ły m i  C , K. 
P rz y ró w n a w szy  j e  p rz e to  do o k r e ś lo n e j  na w s tę p ie  w a r t o ś c i  b e z p ie c z n e j 
o trzym am y ró w n a n ie , z k tó re g o  w yznaczym y n iew iad o m y ro z m ia r  1 w z a le ż n o 
ś c i  j e d y n ie  od danych  o b c ią ż e ń  i  s t a ły c h  m a te r ia ło w y c h ;  n ie k tó r e  z ty c h  
o s t a t n i c h ,  m ia n o w ic ie  ty p u  C , mogą e w e n tu a ln ie  o d paść  c a łk o w ic ie  z r a 
chunku .

W a n a lo g ic z n y  sposób  p o s tęp u jem y  p rz y  w y z n a c z a n iu  b ez p ie cz n e g o  udźw igu 
P .  T u t a j  w s z y s t k ie  ro z m ia ry  są  z g ó ry  d an e , a n iew iad o m ą  s ta n o w i n ie  ob
c ią ż e n ie  b e z p ie cz n e  P ,  l e c z  w ła ś n ie  n is z c z ą c e  P ^ . P rz e d s ta w ia m y  p rz e to  
sk ła d o w e  s ta n u  n a p ię c ia  - ja k  p o p rz e d n io  - ja k o  fu n k c je  P ,  1 , C , x ,  y ,  z 
i  w staw iam y j e  w fo rm u łę  o k r e ś la j ą c ą  w y tę ż a n ie  cz y  te ż  n a p rę ż a n ie  z a s tę p 
c z e .  W yznaczyw szy  extrem um  o d n o śn e j f u n k c j i  j a k  u p rz e d n io ,  n ada jem y mu 
w a r to ś ć  k r y t y c z n ą  K p rz y  jed no czesn ym  w s ta w ia n iu  w m ie js c e  P n ie z n a n e j 
w a r t o ś c i  P^ . Z ta k  p o w s ta łe g o  ró w n an ia  w yznaczam y o b c ią ż e n ie  n is z c z ą c e  
P N ; o każe  s i ę  ono u z a le ż n io n e  od ro zm iaró w  1 i  s t a ły c h  m a te r ia ło w y c h  C , 
K . Zatem  b e z p ie cz n e  o b c ią ż e n ie  w y n o s i P = pn/N > t a *< w yznaczone P okaże 
s i ę  p rz y  tym samym N w ię k s z e  od w y n ik łe g o  z p o s t u la tu  b ez p ie cz n e g o  n a 
p r ę ż e n ia  z a s tę p c z e g o  0 = K/N .

In n y ,  b a r d z ie j  s u b te ln y  sposób  ro z w ią z a n ia  o s t a tn ie g o  z a d a n ia  p o le g a
na tym , i ż  o b c ią ż e n ie  łą c z n e  P u k ła d u  ro z b ija m y  na s t a ł e  G i  ruchome

P m
Q , po czym z a k ła d a m y : a . G + bQ = . W s p ó łc z y n n ik  a ^  1 u w z g lę d n ia
n ie d o k ła d n o ś ć  ro zm iaró w  g e o m e try cz n y ch , b łę d y  c ię ż a ró w  w ła ś c iw y c h ,  w p ływ y 
d rg ań  c ię ż a ró w  s t a ł y c h ;  we w s p ó łc z y n n ik u  b >  1 m ie ś c i  s i ę  n ie d o k ła d n o ś ć  
o b c ią ż e ń  u ż y tk o w y ch , n iep ew n o ść  zm ian t e m p e ra tu r y ,  b łę d y  w w yz n a cz e n iu  na- 
p o ru  w ia t r u  i  in n y c h  o b c ią ż e ń  z m ie n n ych , j a k  np. ś n ie g u , w p ływ  n ie k tó r y c h  
s i ł  b e z w ła d n o ś c i .  W ie lk o ś ć  N j e s t  w t a k i c h  w a ru n kach  n ie w ie le  w iększa od 
1.

Temat 1 .4 . P r z e s tu d io w a ć  w y c z e rp u ją c o  l i t e r a t u r ę  d o ty c z ą c ą  z ach ow an ia  
w y t rz y m a ło ś c io w e g o  ró ż n ych  m a te r ia łó w  ze s p e c ja ln y m  u w z g lę d n ie n ie m  stanów  
k o ń co w ych .

Temat 2 .4 . Z a z n a jo m ić  s i ę  z p o g ląd am i na tem at p o w sta w an ia  z ja w is k a  
s z y j k i .

Temat 3 .4 . P e w ie n  s ta n  k r y t y c z n y  w y r a ż a ją  t r z y  sk ła d o w e  g łów ne o da 
n ych  w a r to ś c ia c h  a ,  b, c .  U m ie ś c ić  to  s p o s t r z e ż e n ie  w u k ła d z ie  o^ , o2 . 
O j .  U zyska  s i ę  n a jw id o c z n ie j  z jed n e g o  teg o  s p o s t r z e ż e n ia  s z e ś ć  punktów . 
Z a s ta n o w ić  s i ę  nad ic h  p o ło ż e n ie m , o d d a le n iem  od śro d k a  t y c h  punktów . J a 
k ie  n a s u w a ją  s i ę  w n io s k i?



R o z d z i a ł  II

P R Ę T  P R O S T Y  W P R Z Y P A D K A C H  P O D S T A W O W Y C H



5. OPIS GEOMETRYCZNY I UWAGI WSTĘPNE

K s z t a ł t  u k ła d u  m a te r ia ln e g o  odgryw a w m e ch an ice  c i a ł  rz e cz y w is ty ch  z na 
c z n ie  w ię k s z ą  r o lę  a n i ż e l i  w m ech an ice  c i a ł  s z ty w n y c h . W p ły w a ją  na to  z 
je d n e j  s t ro n y  w z g lę d y  n a tu r y  c z y s to  u t y l i t a r n e j ,  z d r u g ie j  c z y s to  t e o r e 
t y c z n e j .  Te p ie rw s z e  wym agają p rz yp o rz ą d k o w a n ia  w ła ś c iw e g o  m iano w n ictw a  
o b iek to m  stosowanym  w k o n s t r u k c ja c h ,  w ię c  o d r ó ż n ia n ia  p r ę t a  od p ł y t y ,  
p ł y t y  od p o w ło k i,  p o w ło k i od k u l i  i t p .  Te d ru g ie  w y n ik a ją  z m a tem atyczn e 
go p rz e b ie g u  ro z w ią z a n ia .  O k aza ło  s i ę .  że z k s z ta łte m  u k ła d u  z w ią z an e  są
ś c i ś l e  pewne o k re ś lo n e  f u n k c je ,  w ię c  np . h arm o n iczn e  z p rę te m , b iharm o- 
n ic z n e  z t a r c z ą ,  c y l in d r y c z n e  z w a lcem , k u l i s t e  z  k u lą  i t p .  W ła ś c iw o ś c i  
t y c h  f u n k c j i  p o z w a la ją  w o b rę b ie  p r a k t y c z n ie  p rz y n a le ż n e g o  Je j  u k ła d u  wpro
w adzać pewne u p r o s z c z e n ia ,  i n t e r p o la c y jn e  p r z y b l iż e n ia  i  - co n a jw a ż n ie j 
sze - pewne n ad e r cenne  u o g ó ln ie n ia .

Układem  n a jb a r d z ie j  rozpow szechn ionym  i  stosunkow o m ało skom plikowanym  
j e s t  tzw . p r y z m a t y c z n y  p r ę t  p r o s t y .  U k ład  ten  
znany nam j e s t  z w yk ładów  m e ch a n ik i t e o r e t y c z n e j .  Przypomnimy p rz e to  k r ó t 
ko je g o  w ła s n o ś c i  g e o m e try cz n e .

W yobraźm y s o b ie  dow olną z am k n ię tą  k rzyw ą p ła s k ą ,  o b e jm u ją cą  p o l e  
A . P r z y  p rz e su w a n iu  j e j  w zd łu ż  p r o s t e j  z ,  p r o s to p a d łe j  do j e j  p ła s z c z y 
z n y , k rzyw a  t a  o p is z e  p o w ie rz c h n ię  w a lco w ą . O b e tn ijm y  j ą  p rz e k ro ja m i po
czą tkow ym , n p . z = O, końcowym z = 1 , c z y n ią c  p rz y  tym 1 d u ż e w 
p o r ó w n a n i u  z r o z m i a r a m i  l i n i o w y m i  d po
l a  A . Rozum iemy to  n a s tę p u ją c o :  L ic z b ę  5 nazywamy m ałą w porów nan iu  
z l i c z b ą  1 , gdy 6 j e s t  p o m ija ln e  w p o ró w n an iu  z 1 . O tóż czyn im y  d = 
= 5 . 1 .  W ypełńm y w r e s z c ie  te n  tw ó r g e o m e try cz n y  kon tinuum  m a te r ia ln y m . 
Otrzym am y w te n  sposób  u k ła d  m a t e r ia ln y  zwany pryzm atycznym  p rętem  p ro s 
tym . O g r a n ic z a ją  go dwa w spom niane p r z e k r o je  z i  w a lcow a  p o b o c z- 
n i  c a .  P o z o s t a łe  dw ie  o s ie  x , y  p ro s to k ą tn e g o  u k ład u  w sp ó łrz ę d n y ch
x . y ,  z le ż ą  w p rz e k r o ju  początkowym  z = O p r ę t a .  Możemy j e  bez ujm y
d la  c a łe g o  sz e re g u  ró ż n ych  o p e r a c j i  p rzesu w ać  ró w n o le g le  do d o w o ln ie  o b ra 
nego inn eg o  p rz e k r o ju  z .

P o le  p r z e k r o ju  A j e s t  je d n ą  z w ażnych m e try cz n ych  w ła s n o ś c i  p r ę t a .  
I s t n i e j ą  i  in n e  n a tu r a ln e  je g o  w ła s n o ś c i  ró w n ie  w ażne . Znane z m e ch a n ik i 
u k ład ó w  sz tyw n ych  ró w n a n ia :

(1 . 5 )



o k r e ś la j ę  w s p ó łrz ę d n e  x s ' V s ś r o d k a  g e o m e t r y c z n e g o  
teg o  p o la .  P r o s t ę  x = xg , y  = y g nazywamy o s l ę  p r ę t a .  Oak 
s i ę  w i e lo k r o t n i e  o k a ż e , b a rd zo  n ad e r c e lo w e  je s t za oś tę p rzyjm ow ać w p ro st 
oś z ,  t j .  p ro s tę  x = y = 0 . W tady  u k ła d  w s p ó łrz ę d n y c h  p o s ia d a  w ła s n o ś ć :

J x  dA = 0 , J '  y  u,uA = o . (2 .5 )

U k s z t a ł t o w a n i e  p o l a  A c h a r a k t e r y z u ję  d w a  
k s z t a ł t n i k  i 1' (m om enty b e z w ła d n o ś c i)  1 b o c z n i k
(moment z b o c z e n ia )  D , t j .  w i e l k o ś c i :z

I
X

--J y 2dA, I y  = Jx2dA, Dz = -JxydA (3 .5 )

0 w ym ia rz e  d łu y o ś c i  w c z w a r t e j  p o tę d z e . W ie lk o ś c i

Xx - y sA ' l y  ~ x sA - Dz + x s y sA <4 -5 >

sę  od w s p ó łrz ę d n y c h  xg , y g n ie z a le ż n e ,  o z n a c z a ję  bowiem dwa k s z t a ł t n i k i
1 b o cz n ik  w zględem  o s i  p r z e s u n ię ty c h  ró w n o le g le  do ś ro d k a  g eom etryczn eg o  
p r z e k r o ju .  Bak  nam wiadomo z rozw ażań  g e o m e t r i i  m as, możemy osiom  x , y 
nadać k i e r u n k i  g ł ó w n e  z uw ag i na ic h  punkt p r z e c ię c i a .  
W y n ik a ję  one z z a ło ż e n ia :

/ xydA = 0 . ( 5 . 5 )

Oś z s ta n o w i zaw sze je d n ę  z t r ó j k i  g łów nych  o s i  p r ę t a .  B a rd zo  cen ny  
i  c a ł k o w i c i e  n a t u r a l n y  J e s t  t a k i  dobór u k ład u  
w s p ó łrz ę d n y c h , k t ó r y  s o e łn ia  Je d n o c z e ś n ie  p o s t u la t y  (2 . 5 )  i  ( 5 . 5 ) .  U ż y c ie  
go p ro w a d z i do w y b itn y c h  u p ro sz cz e ń  m atem atyczn ych  p rz y  t r a k to w a n iu  ro z 
m a ity c h  z a g a d n ie ń .

Pow yższe p o ję c i a ,  z a c z e r p n ię te  z m e ch a n ik i uk ładów  s z ty w n y c h , n i e  
w y c z e r p u j ę  o p is u  n a tu ra ln e g o  u k ła d u  m a te r ia ln e g o ,  k t ó r y  nazwa
l iś m y  p ro s tym  p rę te m . I s t n i e j ę  i  i n n e ,  k tó r e  w yp łyn ę  na 
ja w  d o p ie ro  w to k u  teg o  k u rs u .  W sto so w n ych  m ie js c a c h  p o d k re ś lim y  ic h  ro 

l ę .
P ra g n ie m y  s i ę  z a ję ć  s t a t y k ę  p r ę t a  r z e c z y w i s 

t e g o .  Z a k re s  m a t e r ia łu  J e s t  bardzo  w i e l k i .  Wobec teg o  chcem y go z a 
ra z  na w s tę p ie  n a le ż y c ie  u p o rzęd k o w ać . W yd a je  nam s i ę  ce lo w e  o g ra n ic z y ć  
s i ę  na r a z ie  do r o z p a t r z e n ia  p r z y p a d k ó w  p o d s t a w o 
w y c h .  Za t a k i e  uważamy t e ,  w k tó r y c h  p o b o c z n i c e  p r ę ta
w o l n a  j e s t  od o b c ię ż e ń  (p o w ie rz c h n io w y c h ) , a  s i ł y  o b j ę 
t o ś c i o w e  (m asow e) p r ę t a  mogę być  p o m i n i ę t e .  W p rz y 
padkach  t y c h  p rz e to  s i ł y  d z i a ł a j ę c e  na u k ła d  sp ro w a d z a ję  s ię  do dwóch wza-

A u to r  s t o s u je  w prowadzone p rz e z  s i e b i e  nazwy k s z t a ł t n i k ,  b o c z n ik , ś r e d 
n ik  o d p o w ie d n io  w m ie js c e  momentu b e z w ła d n o ś c i ,  d e w i a c j i ,  s ta ty c z n e g o  
(p o r .  s t r . 2 8 6 ,  s p is  p u b l i k a c j i ,  p oz . [2 6 ] )  - p rz y p . I . W .
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je m n ie  rów now ażących  s i ę  z b io ró w , z k tó r y c h  je d e n  d z i a ła  na p r z e k r ó j  z=0, 
d r u g i  na p rz e k ró j  z » 1 p r ę t a .  Każdy z ty c h  z b io ró w  sp row adza s i ę  do 
j a k i e j ś  s i ł y  i  j a k ie g o ś  momentu. D la  c a łe g o  u k ła d u , a w ię c  d la  p r ę t a  d łu 
g o ś c i  1 w ie l k o ś c i  t e  m aję c h a r a k t e r  z e w n ę trz n y . Z a le ż n ie  od u ja w n io n y ch  
z t e k s t u  k o n k re tn e g o  z a g a d n ie n ia  warunków b rzegow ych  sę one a lb o  na obu 
ko ń cach  p r ę t a  w ie lk o ś c ia m i  c z yn n ym i, t j . o b c ią ż e n ia m i , albo na jednym  koń
cu  s ta n o w ię  o b c ią ż e n ia ,  na d rug im  zaś  m aję c h a r a k t e r  b ie r n y ,  t z n .  tw o rzę  
o d p ó r , a lb o  w r e s z c ie  na obu końcach  sę o d p o ram i.

Z a ło ż y w s z y  d la  c e ló w  te g o  r o z d z ia łu  w a r to ś ć  z a s a d y  n a k ła d a n ia  ( s u p e r 
p o z y c j i )  możemy owę s i ł ę  i  ów moment na każdym z p rz e k ro jó w  o g r a n ic z a ją 
c y c h  u k ła d  ce lo w o  r o z ło ż y ć .  Otrzym am y w te n  sposób  k ilk a  o d d z ie ln y c h  p r z y 
padków p od s taw o w ych , k tó r y c h  r e z u l t a t y  możemy w c e lo w y  sposób  sumować, 
w r a c a ją c  z powrotem  do p rz yp ad ku  o g ó ln ie js z e g o .  Za jm iem y s i ę  roztrząsaniem  
ty c h  z ag a d n ie ń  w d a ls z e j  c z ę ś c i .

Pod r e z u l t a t a m i  rozum iem y w powyższym z d a n iu  s i ł y  i  n a p r ę ż e n ia ,  p rz e 
m ie s z c z e n ia  i  o d k s z t a łc e n ia .  Aby z asad a  s u p e r p o z y c j i  m ogła być s to so w a n a , 
muszę p rz ed e  w s z y s tk im  p rz e m ie s z c z e n ia  p r ę t a  być m ałe w p o rów nan iu  z j e 
go odnośnym i ro z m ia ra m i. O e ś l i  w ię c  ó o zn acza  l i c z b ę  małą w p o rów nan iu

2
z l i c z b ę  1 , muszę być  p rz e m ie s z c z e n ia  u , v  co n a jw y ż e j rzęd u  5 . d=;6 1, 
p rz e m ie s z c z e n ie  z a ś  w co  n a jw y ż e j rzęd u  8-1 a d .  P o s t u la t  te n  s ta n o w i
k o n i e c z n y ,  a l e  n i e  z a w s z e  w y s t a r c z a j  ę-
c y  w aru n ek  s to s o w a ln o ś c i  z a s a d y  n a k ła d a n ia .

Wiadomo n a m  j e s t ,  że c z y  to  s i ł ę ,  c z y  moment o o k r e ś lo n e j  
w a r t o ś c i ,  o k re ś lo n y m  k ie ru n k u  i  o k re ś lo n ym  p u n k c ie  z a c z e p ie n ia  możemy w 
d o w o ln ie  w ie le  sposobów z r e a l iz o w a ć .  N ie  j e s t  m oż liw e  z a ję ć  s i ę  w s z e lk im i 
m oż liw ym i ro z m ie s z c z e n ia m i s i ł  p o w ie rz ch n io w y c h  na p rzek ro ju  końcowym p r ę 
t a ,  p ro w ad zącym i do z g ó ry  o k r e ś lo n e j  w ypadkow ej s i ł y  lu b  wypadkowego mo
m entu . Weźmiemy p rz e to  pod uwagę t y l k o  p e w n e  s z c z e 
g ó l n e  r o z m i e s z c z e n i a .  O g ran iczym y  s i ę  w te n  sposób  w 
tym r o z d z ia le  do ro z w a ż a n ia  z a g a d n i e ń  k l a s y c z n y c h ,  
za k tó r e  uważa s i ę  w l i t e r a t u r z e  p rz ed m io tu  pewne ro z w ią z a n ia  f r a n c u s k ie 
go uczonego de S a in t - V e n a n t a .

Cytow ane p rz e z  nas w u s t ę p ie  d rug im  tw ie r d z e n ie  teg o ż  samego a u to ra  o 
z a n ik a n iu  r ó ż n ic  sku tków  ró w n o w a rtych  z b io ró w  s i ł  poucza  nas  z a r a z ,  że 
pow yższe o g r a n ic z e n ie  n ie  u p o ś le d z a  p ra k ty c z n y c h  z as to so w ań  teg o  ro d z a ju  
ro z w ią z a ń . Wobec u cz yn io n e g o  n iedaw no is to t n e g o  z a ło ż e n ia  o r z ę d z ie  ro z 
m ia ru  p o p rze cz n e g o  d p r ę t a  w p o rów nan iu  z je g o  d łu g o ś c ią  1 w id z im y , że 
j e d y n ie  k r ó t k ie  s k ra w k i końcowe p r ę t a  d łu g o ś c i  szacu n kow e j d wymagać bę
dę n a s z e j d o d a tk o w e j u w a g i, d o d a tk o w e j k o re k t y  ro z w ią z a n ia ,  e w en tu a ln eg o  
lo k a ln e g o  w z m o cn ien ia  k o n s t r u k c y jn e g o .  Na p o z o s t a łe j  z a s a d n ic z e j  d łu g o ś c i  
1 - 2d p r ę t a  podane p rz e z  n as  ro z w ią z a n ie  b ę d z ie  p r a k t y c z n ie  popraw ne i  
w y s t a r c z a ją c o  ś c i s ł e  d la  każdego bez w y ją tk u  śposobu  ro z m ie s z c z e n ia  s i ł  
na p r z e k r o ja c h  o g r a n ic z a ją c y c h  u k ła d .

O est n ad e r  ważne p a m ię ta ć  n ie  t y lk o  o d o b ro cz yn n e j r o l i  tw ie r d z e n ia  de 
S a in t - V e n a n t a , le c z  ró w n ie ż  i  o z a s t r z e ż e n ia c h  f ig u r u ją c y c h  w tym t w ie r 
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d z e n iu . P ra g n ą c  w y ra ź n ie  o d d z ie l i ć  k w e s t ie  podstawowe od sz cz eg ó łó w  uzu
p e łn ia j ą c y c h ,  sp raw ę lo k a ln e g o  s p ię t r z a n ia  s ta n u  n a p ię c ia  we wspom nianych 
k r ó t k ic h  sk raw kach  p r ę t a ,  s k u t k i  nadm iernego  s k ró c e n ia  p r ę t a ,  wpływu l o 
k a ln y c h  ( j a k  i  c ią g ł y c h )  zm ian g eo m etryczn ych  u k ła d u  i  in n e  k w e s t ie  do
datkow e omówimy w innym  o d d z ie ln ym  r o z d z ia le .

W iemy ju ż  z p o p rzed n ieg o  r o z d z ia łu ,  że każde popraw ne ro z w ią z a n ie  z 
d z ie d z in y  m e ch a n ik i uk ładów  o d k s z t a łc a ln y c h  m usi s p e łn ia ć  pewne p o s t u la t y  
g eo m etryczn e  i  pewne m e ch an iczn e . Do p ie rw s z y c h  n a le ż ą  w a ru n k i n ie ro z -  
d z i e ln o ś c i  s ą s ia d u ją c y c h  d o w o ln ie  m a łych  a w k o n s e k w e n c ji te ż  skończonych  
c z ę ś c i  u k ła d u  i  w a ru n k i podporowe na b rzegu  u k ła d u . Do d ru g ic h  n a le ż ą  wa
ru n k i rów now ag i d o w o ln ie  m a łych  a w k o n s e k w e n c ji t e ż  skończonych  c z ę ś c i  
u k ła d u  i  w a ru n k i o b c ią ż e n ia  na b rzegu  u k ła d u . W sp o m n ie liśm y  j u ż . ż e w  k u r
s i e  n in ie js z y m ,  p rzeznaczonym  do pewnego s p e c ja ln e g o  u ż y tk u , n ie  je s te ś m y  
w s t a n ie  ro z w in ą ć  t y c h  p re c y z y jn y c h  metod m atem atyczn ych , k tó r e  w sposób 
ś c i s ł y  c z y n ią  z ad o ść  w sz ys tk im  s ch a rak te ryz o w an ym  w yże j wymogom. Od wy
padku w ię c  do wypadku p o p rz e s ta w a ć  hędziem y na stosownym  p r z y b l iż e n iu .

U s i łu je m y  w m ech an ice  p r ę t a  o d k s z ta łc a ln e g o  w g ra n ic a c h  m ożliw ości wzo
row ać s i ę  na m etodach m e ch a n ik i u k ład ów  s z ty w n y c h . W s z c z e g ó ln o ś c i ,  gdy 
c h o d z i o g eo m etryczn ą  s t r o n ę  z a g a d n ie n ia ,  sp ró b u jem y p rz e m yc ić  z m ech an i
k i  t e o r e t y c z n e j  dwa podstawowe tam p o ję c ia  k in e m a ty cz n e  - p r z e s u n ię c ia  i  
o b ro tu . U s i łu je m y  - z w iększym  lu b  m n ie jszym  sku tk iem  - p r z y p is a ć  c a- 
ł  e m u p rz e k ro jo w i  A p rz e m ie s z c z e n ia  o k re ś lo n e  s z e ś c i o m a  
t y lk o  w ie lk o ś c ia m i .  T r a k t u ją c  p rz e k ró j  j a k  sz tyw n y  - cho ćb y  pod n ie k t ó r y 
mi w zg lęd am i - k a r t o n ik  chcem y jeg o  p rz e m ie s z c z e n ia  w y n ik łe  z o d k s z t a łc e 
n ia  p r ę ta  z ło ż y ć  z t r z e c h  p rz e s u n ię ć  i  t r z e c h  o b ro tó w . O d k s z ta łc a ln o ś ć  
u k ła d u  p rag n iem y u ja w n ić  w tym , że p r z e s u n ię c ia  t e  i  o b ro ty  u czyn im y fu n 
k c ja m i zm ien ne j z , m ie rz o n e j - j a k  z a z n a c z y l iś m y  - w z d łu ż  p r ę t a ;  u c z y n i 
my J e  p rz e to  w z g l ę d '  n y m i  p rz e s u n ię c ia m i i  w z g l ę d n y -  
m i  o b ro ta m i. W ie lk o ś c i  t e  nazyw ać będziem y u o g ó l n i o n y m i
p r z e m i e s z c z e n i a m i .  Z ao p a trz ym y  j e  w d a ls z y c h  u s tę p a ch  
s to so w n ym i m ianam i sz cz e g ó ło w ym i. Okaże s i ę  - co  można z g ó ry  p rz y p u s z 
c z a ć  - że n ie  w y c z e rp ią  one o p is u  o d k s z t a łc e n ia  u k ła d u ; w y s ta rc z ą  je d n a k  
do w ie lu  c e ló w .

Ba rd zo  i s t o t n y  w t e j  k a l k u l a c j i  b ę d z ie  f a k t ,  że w powyższy sposób  sz e ść  
u o g ó ln io n y c h  p rz em ieszcze ń  p rz yp o rz ąd k u jem y  ja k o  s k u tk i  ró w n ie ż  s z e ś c iu  
uog ó ln ion ym  p rzyczyn o m , za  k tó r e  uważać będz iem y s i ł ę  p o d łu ż n ą , dwie s k ł a 
dowe s i ł y  p o p r z e c z n e j,  moment s k r ę c a ją c y  i  dw ie  sk ład o w e  momentu z g in a ją 
ceg o . Będ z iem y u s i ł o w a l i  o d d z ie ln ym  p rzyczynom  p r z y p is a ć  o d d z ie ln e  s k u t 
k i .  N ie  zaw sze s i ę  to  u d a . Zważmy, aby to  z ro z u m ie ć , że o p is a n e  s k u tk i  
g eo m etryczn e  mogą być p r z e c ie ż  w yw o łane i  in n ym i p rz ycz yn a m i n a tu r y  n ie -  
m e c h a n ic z n e j , j a k  np. t e r m ic z n e j ,  c h e m ic z n e j,  m ontażowej i t p .

Z a g a d n ie n ia  n asze  p o le g a ć  będą - m iędzy  in n ym i - na z n a le z ie n iu  s k ła 
dowych s ta n u  n a p ię c ia ,  w yw o łan ych  o b e c n o ś c ią  pow yższych  s i ?  i  momentów 
re w n ę * rz n y _ h . P o ję c ia  t e  - ja k  nam wiadomo - zw iąz an e  są  n ie o d łą c z n ie  z
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w ykonan iem  p rz e k ro ju  p r ę ta  n o rm a ln ie  do je g o  o s i .  W n a jo g ó ln ie js z y m  p r z y 
padku na dow o lny  p rz e k ró j  z d z ia ła ć  mogę n a p rę ż e n ia  r  , c x , oz równo
l e g ł e  w p odan e j k o le jn o ś c i  do o s i  x , y ,  z u k ła d u  w s p ó łrz ę d n y c h . I s t o t n e  
d la  ro z w ię z a n ia  k la s y c z n e g o  j e s t  z a ło ż e n ie ,  że  - wobec pow yższego - owe 
s i ł y  i  momenty w ew nę trzn e  wywodzę s i ę  j e d y n ie  z t y c h  t r z e c h  n a p rę ż e ń , że 
p rz e to  w p r ę c ie  p ro s tym  w p rz yp a d k a ch  p odstaw ow ych  w k a ż d y m  m i e j 
s c u  u k ła d u  z a c h o d z i rów ność :

o = o » v = 0. ( 6 . 5 )x  y  £.

Z a ło ż e n ie  to  - Ja k  s o b ie  p rzypom inam y z u s tę p u  d ru g ie g o  - j e s t  zgodne z 
p r z y ję c ie m ,  że s ta n  n a p ię c ia  w p rz yp a d k a ch  podstaw ow ych  p r ę t a  p ro s te g o  
j e s t  c o  n a j w y ż e j  d w u o s i o w y .  O ed n o cz e ś n ie  w id z im y , 
ze w te n  sposób  u w a ln iam y  p o b o c z n ic ę  p r ę t a  od o b c ię ż e ń  w k ie ru n k u  o s i  x 
tu d z ie ż  y  ( p a t r z  z a d a n ie  2 . 2 ) .

N ie  od r z e c z y  b ę d z ie  podać w tym m ie js c u  pewne w y j a ś n ie n ie .  W spom nie
l iś m y  w u s t ę p ie  d ru g im , że w y z n a c z e n ie  s ta n u  n a p ię c ia  w c i e l e  r z e c z y w is 
tym j e s t  z ag a d n ie n ie m  s t a t y c z n i e  n ie w y z n a cz a ln y m . Rozum iemy to  w te n  spo 
s ó b , i ż  w a ru n k i rów now ag i n ie  w y s t a r c z a ję  do ro z w ię z a n ia  teg o  z a d a n ia ;  
muszę one być  u z u p e łn io n e  w arunkam i n ie r o z d z ie ln o ś c i .  W t e o r i i  p r ę t a  te n  
sposób  po jm ow an ia  r z e c z y  u le g ł  pewnej s u b t e ln e j  m o d y f ik a c j i .  T r a d y c y jn ie  
wbrew m a tem atycz n e j o c z y w is t o ś c i ,u w a ż a  s i ę  tam , że zna jom ość  w s z y s tk ic h  
d z ia ła j ę c y c h  na u k ła d  s i ł  i  momentów z e w n ę trz n y c h  a w k o n s e k w e n c j i  i  wew
n ę t rz n y c h  j e s t  id e n ty c z n a  ze  z n a jo m o ś c ię  s ta n u  n a p ię c ia  w yw o łanego  tym i 
w ie lk o ś c ia m i  w u k ła d z ie .  W t e o r i i  p r ę t a  p rz e to  do zag ad 
n ie ń  h y p e r s t a t y c z n y c h  z a l i c z a  s i ę  t e  w y p a d k i,  w k tó 
r y c h  w a r u n k i  r ó w n o w a g i  n i e  w y s t a r c z a j ę  
do z n a le z ie n ia  w s z y s t k i c h  s i ł  i  m o m e n t ó w  z a 
równo z e w n ę t r z n y c h  j a k  i  w e w n ę t r z n  y c h .  Z ap o 
m ina s i ę  tu  o tym , że w a ru n k i n ie r o z d z ie ln o ś c i  s t a n o w i ły  z a w s z e  ko
n ie c z n e  u z u p e łn ie n ie  równań p rz y  z n a jd y w a n iu  s ta n u  n a p ię c ia ,  a p a m ię ta  
s i ę  o tym , że sę  one n i e k i e d y  k o n ie cz n e  do z n a le z ie n ia  s i ł  i  
momentów u k ła d u . Ten c i a ś n i e j s z y  sposób  d e f in io w a n ia  h y p e r s t a t y c z n o ś c i  
j e s t  ta k  s z e ro k o  i  p o w sz ech n ie  z a k o rz e n io n y ,  że z k o n ie c z n o ś c i  będziem y 
go re s p e k to w a ć . Pod układem  prętow ym  s t a t y c z n ie  n ie w yz n a cz a ln ym  będziem y 
p rz e to  ro zum ieć  u k ła d  n ie w y z n a c z a ln y  p o d  w z g l ę d e m  s i ł
w z g l ę d n i e  m o m e n t ó w .  Dodatkowo z a ś ,  z a le ż n ie  od c h a r a k 
t e r u  n iew iad o m ych  o d ró ż n ia ć  będz iem y u k ła d y  z e w n ę t rz n ie  h y p a r s t a t y c z n e  od 
w e w n ę trz n ie  h y p e r s t a t y c z n y c h .  W y ja ś n ie n ie  pow yższe d o ty c z y  n ie  t y lk o  p rę 
t a  w p rz yp a d k a ch  po ds taw o w ych , le c z  w o g ó le  p r ę t a  w dowolnym  z a g a d n ie n iu  
i  to  p ro s te g o  lu b  k rz yw e g o . C z ę s to  c e lo w e  j e s t  z a m ie n ić  z a g a d n ie n ie  zew
n ę t r z n ie  n ie w y z n a c z a ln e  na sto sow ne w e w n ę trz n ie  n ie w y z n a c z a ln e .  Zab ieg  ten  
- j a k  w p r z y s z ło ś c i  zauważym y - p rz ep ro w ad za  s i ę  bardzo  ła tw o .
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Ważne j e s t  p a m ię ta ć ,  że z a g a d n ie n ia  m e ch a n ik i uk ładów  o d k s z t a łc a ln y c h  
n ie  p o w s ta ję  j e d y n ie  d z ię k i  z a i s t n i e n iu  o b c ię ż e ń .  W p ł y w y  n a 
t u r y  n i e m e c h a n i c z n e j  pow oduję w u k ła d a ch  n i  e w y- 
z n a c z a l n y c h  p o w staw an ie  ró w n ie ż  s i ł  lu b  momentów. Można po
c h o p n ie  s ę d z ić .  że  sk o ro  i  w ty c h  w ypadkach  rz e c z  sp row adza s i ę  - j a k  w 
z a g a d n ie n ia c h  p ie r w s z e j  k a t e g o r i i  - do w y z n a c z a n ia  t y c h  s i ł  , to  w g ru n c ie  
rz e c z y  m iędzy obu ty p a m i z ag a d n ie ń  n ie  ma r ó ż n ic y .  O tóż r ó ż n ic a  t a  i s t 
n i e j e .  U ja w n ia  s i ę  ona w s z c z e g ó ln y c h  o p e r a c ja c h  m yś lo w ych , j a k i e  tow a
rz y s z y ć  muszę u s t a w ia n iu  k o n ie c z n y c h  do ro z w ię z a n ia  rów nań. S z c z e g ó ły  te  
w y jd ę  na ja w  p rz y  t r a k to w a n iu  odnośnych  p rz y k ła d ó w .

W re s z c ie  na z a k o ń cz e n ie  chcem y podać je s z c z e  je d n ę  uw agę. Oak w y ra ź n ie  
z a z n a c z y l iś m y ,  ro z w ię z a n ia  n asze  będę n a le ż a ły  do t e j  k a t e g o r i i ,  w k t ó r e j  
na c a ł e j  p o w ie rz c h n i o g r a n ic z a ję c e j  u k ła d  p rz y jm u je  s i ę  za znane s i ł y  po
w ie rz c h n io w e  z e w n ę trz n e , a to  z e row e na p o b o c z n ic y  i  pewne o k re ś lo n e  na 
p rz e k ro ja c h  z = 0 tu d z ie ż  z = 1. P rz y  u c z y n ie n iu  z ad o ść  te g o  ro d z a ju  
warunkom brzegowym n ie  możemy ju ż  na t e j ż e  p o w ie rz c h n i b rz e ż n e j w dow o lny 
sposób  w p ływ ać  na p rz e m ie s z c z e n ia .  S t a j ę  s i ę  one z k o n ie c z n o ś c i  w yn ik iem  
z a ło ż e n ia  ta k  a n ie  in a c z e j  ro z m ie sz cz o n ych  s i ł  na p rz e k ro ja c h  o g ra n ic z a -  
j ę c y c h  u k ła d .  Co n a jw y ż e j do u zysk an ych  p rz e m ie s z c z e ń , w y n ik a ję c y c h  z od 
k s z t a ł c a n ia  u k ła d u , możemy dodać p rz e m ie s z c z e n ia  w y n ik łe  z ru chu  u k ład u  
ja k o  s z ty w n e j c a ł o ś c i .  Po p ro s tu  w yg lęd a  to  t a k ,  j a k  gdybyśm y uzyskane od
k s z t a ł c e n ia  u z u p e łn i l i  zerow ym i d o d a jn ik a m i ( p a t r z  z a d a n ie  2 . 1 ) .

P rz e m ie s z c z e n ia  w y n ik łe  z ru ch u  u k ła d u  ja k o  s z ty w n e j c a ł o ś c i  podano na 
w s tę p ie  p u nk tu  1. M a ję  one p o s ta ć  n ie k o m p le tn ie  l in io w y c h  f u n k c j i  m ie j 
s c a ,  bo z a w ie r a ję  rap tem  s z e ś ć  p a ram etrów  uQ , v Q , wQ , <f , X , ip . Z g o d n ie  
z n aszę  uwagę możemy p rz e to  w p ływ ać  dodatkow o t y lk o  na owych s z e ś ć  p a ra 
m etrów . Wobec te g o  ro d z a j i  l i c z b a  warunków podporow ych ja k ie  możemy s p e ł 
n ić  j e s t  w y b i t n i e  o g r a n i c z o n a .  Możemy np . na każ 
dym z p rz e k ro jó w  końcow ych u s t a l i ć  po j e d n y m  t y lk o  p u n k c ie ,  a 
zatem  u s t a l i ć  sz e ść  w s p ó łrz ę d n y c h , t j . p o d ep rzeć  końce p r ę ta  punktow o. 
Możemy na Jednym  t y lk o  końcu u s t a l i ć  je d e n  punkt i  p rz y n a le ż n ę  w tym 
m ie js c u  n o rm a ln ę , na co zuż y jem y  znowu s z e ś ć  p a ram etrów  i  z r e a l iz u je m y  w 
te n  sp osób  u tw ie r d z e n ie ,  le c z  i  tym razem p u n k t o w e .  Ouż o b e c n ie  
p o d k re ś la m y , że te n  punktow y c h a r a k t e r  warunków podporow ych w ro z w ię z a n iu  
k la s y cz n ym  może być p rz y c z yn ę  p ew n ych  k ło p o tó w , co w y r a ź n ie j  w y jd z ie  na 
ja w  w in n y c h  u s tę p a ch  te g o  r o z d z ia łu .



6 . RÓWNOMIERNE ROZC IĄGAN IE LUB Ś C IS K A N IE

Z b ió r  s i ł  d z ia ła j ą c y c h  na p rz e k ró j  końcowy z = 1, ró w n o w a rty  j e s t  s i 
l e  z e w n ę t rz n e j P o l i n i i  d z i a ł a n ia  p o k ry w a ją c e j  s i ę  z o s ią  p r ę t a  i  j e j  
d o d a tn im  - j a k  na r y s .  1 .6  - lu b  ujemnym k ie ru n k ie m . Wobec tego  z b ió r  s i ł  
d z ia ła j ą c y c h  na p r z e k r ó j  p o cz ą tk o w y  z = O m usi być ró w n o w arty  t a k ie j  s a 
mej s i l e  z e w n ę trz n e j P o l i n i i  d z i a ł a n ia  ró w n ie ż  p o k ry w a ją c e j  s i ę  z o- 
s i ą  p r ę t a  i  j e j  ujemnym lu b  d o d a tn im  k ie ru n k ie m . Gdy bowiem u k ła d  trw a  w 
rów now adze, to  w równowadze p o z o s ta ją  ró w n ie ż  s i ł y  nań d z i a ł a j ą c e .

R y s . 1 .6

W ypadek te n  znany  nam J e s t  pod n ie k tó r y m i w zg lęd am i z w yk ładów  mecha
n i k i  t e o r e t y c z n e j .  P rzypom inam y k ró tk o  t e  d o ty ch cz as o w e  w ia d o m o ś c i. C hcąc  
z n a le ź ć  w p ływ y  w e w n ę trz n e , d z ie l im y  u k ła d  dowolnym  p rz e k ro je m  z na dw ie  
c z ę ś c i  i  je d n ą  z n ic h  o d rzu cam y , r o z p a t r u ją c  t y lk o  p o z o s t a łą .  Ta o p e r a c ja  
po zw a la  nam z a m ie n ić  w p ływ y w e w n ę trzn e  na z e w n ę trz n e . Po n iew aż  w s ta ły m  
u k ła d z ie  m a te r ia ln y m , p o z o s ta ją c y m  w rów now adze, każda Je g o  c z ę ś ć  ró w n ie ż
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z n a jd u je  3 i ę  w rów now adze, p rz e to  do w y d z ie lo n e j  c z ę ś c i  możemy z as to so w a ć  
w a ru n k i ró w n o w ag i. W rozważanym  wypadku o k a z u je  s i ę ,  że na przekrój z d z ia 
ł a  s i ł a  :

S = P ( 1 .6 )

w z d łu ż  o s i  p r ę t a .
N a le ż y  p a m ię ta ć  o tym , że j e d y n ie  d la  c z ę ś c i  u k ła d u  j e s t  o n a  s i ł ę  zew

n ę t r z n ą .  W ted y  znak j e j  u s ta la m y  odnosząc j e j  zw ro t do k ie ru n k u  a k t u a l n e j  

o s i  u k ła d u , w ię c  w tym wypadku do o s i  z . D la  c a łe g o  u k ła d u , a w ię c  d la  
p r ę t a  d łu g o ś c i  1 - a  te n  w i s t o c i e  j e s t  p rzedm iotem  n aszych  rozważań - 
s i ł a  S j e s t  s i ł ę  w e w n ę trz n ą . S tą d  s to s o w a n ie  inn eg o  o z n a c z e n ia .  Znak s i 
ł y  w e w n ę trz n e j ( l u b  momentu w e w n ę trzn eg o ) u s ta la m y , od nosząc  je d n o c z e ś n ie  
j e j  zw ro t i  zw ro t n o rm a ln e j z e w n ę t r z n e j  n p rz e k ro ju  do k i e 
runków  a k tu a ln y c h  o s i  u k ła d u . W rozważanym  prym ityw nym  wypadku r e g u ła  po
w yższa  p ro w a d z i do s t w ie r d z e n ia ,  że s i ł a  S  j e s t  d o d a tn ia  w z g lę d n ie  u j e 
mna z a le ż n ie  od te g o ,  c z y  s k ie ro w a n a  ona j e s t  od w z g lę d n ie  do p ła s z c z y z n y  
p r z e k r o ju .  Zatem  na r y s .  1 .6  p rz e d s ta w io n o  p rz yp ad ek  S  >- 0.

S i ł ę  w e w n ę t r z n ą  o omówionym p o ło ż e n iu  nazywamy s i ł ą  
p o d ł u ż n ą  w z g lę d n ie  - s z c z e g ó ln ie j  - s i ł ą  r o z c i ą g a j ą c ą  
l ub ś c i s k a j ą c ą  z a le z n ie  od j e j  znaku d o d a tn ie g o  l u b  u jem ne
go. Mamy p rz ed  sobą p rz yp ad ek  r ó w n o m i e r n e g o  r o z c ią g a n ia
lu b  ś c is k a n ia  p r ę t a  p ro s te g o ,  gdy s i ł a  S  j e s t  n ie z a le ż n a  od z m ie n n e j z . 
D est to  n a jp r o s t s z y  p rz yp a d e k  p odstaw ow y.

Po tym k ró tk im  p rz yp o m n ie n iu  w ia d o m o śc i n a b y ty ch  w c z e ś n ie j  p rze jdźm y 
do ro z w a ż a n ia  z a g a d n ie n ia  na g ru n c ie  m e ch a n ik i u k ład ów  o d k s z t a łc a ln y c h .

W iem y ju ż  z p o p rz e d n ich  ro zw ażań , że do k o n k u r e n c j i  dopuszczamy co  n a j 
w yż e j t r z y  sk ład o w e  s ta n u  n a p ię c ia ,  a to  z , z , 6 . Zauważm y, że z b ió ry  x z
e le m e n ta rn y c h  s i ł ,  p o ch o d zących  od o b e c n o ś c i n ap rężeń  s t y c z n y c h ,  m ógłby 
e w e n tu a ln ie  d o p ro w a d z ić  do o b e c n o ś c i s i ł  p o p rze cz n ych  i  momentu s k r ę c a j ą 
c e g o . W y k lu c z a ją c  J e  obok (6 . 5 )  p rz y jm u jem y dodatkow o n a jp r o ś c ie j

u w a ln ia j ą c  w te n  sposob  p o b o c z n ic ę  p r ę t a  od o b c ią ż e ń  je s z c z e  i  w k ie ru n k u  
o s i  z (p a t r z  z a d a n ia  2 .2  i  3 . 2 ) .  W te n  sposób z a k ła d a m y  j e d n o o 
s i o w y  s t a n  n a p ię c ia  w każdym m ie js c u  p r ę t a  z je d y n ą  różną  od z e ra  
sk ła d o w ą  0z . B ęd z iem y  j ą  w da lsz ym  c ią g u  o zn acz ać  k ró tk o  o . Po n iew aż  
n a p rę ż e n ie  to  w yw o łan e  j e s t  o b e c n o ś c ią  n ie z a le ż n e j  od zm iany z s i ł y  S , 
p r z e t o  r r z y jm u j  em y. ż e  ó z a le ż e ć  może co n a jw y ż e j od zm iennych  x ,  y . 
Z a le ż n o ś ć  t ę  musimy u s t a l i ć  t a k ,  by re sp e k to w a n e  z o s t a ł y  p o s t u la t y  mecha
n i k i  u k ład ów  o d k s z t a łc a ln y c h .

P rz y jm ijm y  n a j p r o ś c i e j ,  że p r z e k r o je  p r ę t a  p rz e s u w a ją  s i ę  w zd łuż  o s i  
z j a k  sz tyw n e  k a r to n y .  N ie c h  p rz e m ie s z c z e n ie  p rz e k ro ju  z w yn o s i w,prze-
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' P i e s z c z e n ie  z aś  p r z e k r o j u  s ą s ie d n ie g o  z + dz n ie c h  b ę d z ie  wobec tego  
równe w + dw - j a k  na r y s .  2 .6 .  Wobec teg o  e lem en t dz d o z n a je  w y d łu ż e 
n ia  dw , Każde w łókno  p o d łu żn e

i

—  0 — (

dz d o z n a je  p rz e to  z d łu ż u  £_, = E = = w'. W ie lk o ś ć  w , c h a r a k t e r y z u ję c ę
z ach o w an ie  e ię  w s z y s t k i c h  w ł ó k i e n  z a w a rty c h  m iędzy
dwoma p r z e k r o ja m i,  o d d a lo n ym i o wpływowę je d n o s tk ę ,  a zatem  w ie lk o ś ć  c h a 
r a k t e r y z u  ję c ę  z ach o w an ie  s i ę  c a ł e g o  p r z e k r o j u  nazyw ać 
będz iem y w y d ł u ż e n i e m  p r ę t a .  P r o s t o t a  p r z y ję t e g o  p rz ez  
nas mechanizmu tk w i w tym . że w y d łu ż e n ie  w' n i e  z a l e ż y  o d
z m i e n n y c h  x , y .  O c z y w iś c ie  w y d łu ż e n iu  w' to w a rz y s z y ć  b ę d z ie  w 
jed no o s io w ym  s t a n ie  n a p ię c ia  swobodne boczne zw ęż en ie  - j t w ' .  Odnośne p rz e 
m ie s z c z e n ia  u , v  z r e g u ły  n ie  in t e r e s u j ę  nas w t e o r i i  ro z c ię g a n e g o  cz y  
te ż  ś c is k a n e g o  p r ę t a .  W każdym r a z ie  p rz e d s ta w io n a  koncepcja z ap ew n ia  n ie -  
r o z d z ie ln o ś ć  e lem en tów  p r ę t a .

N a p rę ż e n ie  o je d n o o s io w e g o  s ta n u  n a p ię c ia  w y n o s i:

Ew (3 .6 )

S i ł y  e l e m e n ta r n e  O dA tw o rz ę  z b ió r  ró w n o le g ły ,  t j .  z b ió r ,  d la  k tó re g o  
można u s ta w ić  t r z y  w a ru n k i r e d u k c j i  - je d e n  s i ł  i  dwa momentów, t j . rów
n a n ia  :

dA = S , I  xOdA = S x c , j yodA = S y g , (4 .6 )J odA = S ,  j~xodA = S x s - J

w k tó rym  n a le ż y  w yrugow ać a r e l a c j ę  ( 3 . 6 ) .  P ie rw s z e  z t y c h  równań d a je :

g d z ie  ' o zn acza  pochodnę z e to w ę . Do teg o  samego r e z u l t a t u  prow adzę dwa 
n a s tę p n e , j e ś l i  zw ró c im y  uwagę na o k r e ś le n ia  ( l . 5 ) .  W id z im y  p rz y  t e j  spo 
s o b n o ś c i ,  że fo rm u ło ' an.i.e ( 4 .6 )  bez u jm y d la  o g ó ln o ś c i  w y ra ź n ie  u p r o ś c i 
ło b y  s i ę ,  gdybyśm y c,. z p o k r y l i  w p ro s t  z o s ię  p r ę t a .
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W ra c a ję c  z r e z u lt a te m  (5 . 6 )  do ( 3 .6 )  z n a jd z ie m y :

0 = (6 .6 )

W p rzyp ad ku  zatem  podstawowym zarów no w y d łu ż e n ie  w 1 j a k  i  n a p rę ż e n ie  
O n i e  z a l e ż ę  r ó w n i e ż  o d  z m i e n n e j  z ,  skęd 

u z u p e łn ie n ie  r y s .  2 .6  w y k r e s e m  O . Wobec teg o  ró w n an ia  (2 . 2 )  
rów now ag i dow olnego e lem en tu  p r ę ta  sę s p e łn io n e .

U c z y n i l iś m y  zad o ść  w s z e l k i m  staw ian ym  p rz ez  m echan ikę u k ła 
dów o d k s z t a łc a ln y c h  p o s tu la to m . Fo rm u ły  (5 . 6 )  i  ( 6 . 6 ) p o d a ję  w ię c  ś c i s ł e  
r o z w ię z a n ie  z a g a d n ie n ia  - z z a ło ż e n ie m  je d n a k ,  że p r z e k r o je  końcowe z = O 
t u d z ie ż  z = 1 sę  ró w n ie ż  o b c ię ż o n e  ró w n o m ie rn ie . Gdy tak  n ie  j e s t  k r ó t 
k ie  s k ra w k i p r ę t a  t r z e b a  b ę d z ie  w y łę c z y ć  z ro z w ię z a n ia .  N ader cennę geo
m e trycz n a  ce ch ę  podanego ro z w ię z a n ia  j e s t  z a ch o w an ie  t r w a łe j  p ła s k o ś c i  
p r z e k r o ju .  P o z w a la  to  nam u k ła d  z ło ż o n y  z k i lk u  ró ż n ych  p rę tó w  i  ro z m a i
c i e  o b c ię ż o n y c h , le c z  o w s p ó ln e j o s i ,  z ło ż y ć  po o d k s z t a łc e n iu  w p rz e k ro 
j a c h  p o ś re d n ic z ą c y c h  bez lu k  na z a s a d z ie  p ro s te g o  rachunku  p o ś re d n ic z ą c e 
g o , w y ra ż a ję c e g o  w sp ó ln o ść  p rz em ie s z cz e ń  w końcu Je d n e g o  i  p o cz ę tk u  d ru 
g ie g o  p r ę t a .

R o z w ię z a n ie  nasze  ważne j e s t  w o b s z a rz e  s p r ę ż y s t y m  a d la
m a te r ia łó w  c ię g l iw y c h  w dobrym p r z y b l iż e n iu  do g r a n ic y  p la s t y c z n o ś c i .  Ce
low e j e s t  u z u p e łn ić  j e  fo rm u łę  d la  e n e r g i i  s p r ę ż y s t o 
ś c i  n a g r o m a d z o n e j  w e  w p ł y w o w e j  j e d n o s t 
c e  d ł u g o ś c i  p r ę t a .

W zg lędne p r z e s u n ię c ie  dwóch p rz e k ro jó w  o d d a lo n ych  od dz w yn o s i dw. Gest
ono w ed ług  (5 . 6 )  p ro p o r c jo n a ln e  względem  s i ł y  S  i  do n ie j  r ó w n o le g łe .
P o w ta rz a ję c  w ię c  rozum ow anie podane w p u n k c ie  t rz e c im  z n a jd z ie m y  dla en e r-

1
g i i  o d k s z t a łc e n ia  w a r to ś ć  dW = ^  S  dw, skęd  w yz n aczyć  można poszuk iw anę  
fo rm u łę  d la  W* = S t o s u ję c  dodatkow o w zór (5 .6 )  z n a jd z ie m y  tnojakę po
s t a ć  poszuk iw anego  w y r a ż e n ia ,  a t o :

»»'- |  Sw' = |  | i  = |  EA w '2 , (7 . 6 )

p rz y  czym znak  ' o zn acza  pochodnę z e to w ę .
P o d a liś m y  t r z y  i s t o t n e  f o r m u ł y  d la  z a g a d n ie n ia  

r o z c ię g a n ia  lu b  ś c is k a n ia  p ro s te g o  p r ę t a ,  a to  ( 5 . 6 ) ,  ( 6 . 6 ) i  ( 7 . 6 ) .  Uzu
p e łn im y  j e  d odatkow ym i w y ja ś n ie n ia m i.

Fo rm u ła  ( 6 . 6 ) o k r e ś la  s ta n  n a p ię c ia .  P r z y  danych  S ,  A u ż y c ie  j e j  po
le g a  na s p r a w d z e n i u  w y t ę ż e n i a ,  t j .  na z b a d a n iu  c z y  
w yznaczone fo rm u łę  n a p rę ż e n ie  o c z y n i  z ad o ść  n ie r ó w n o ś c i :

( c )  ^  <so . (8.6)
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w k t ó r e j  0Q o zn acza  bezw zg lędną  w a r to ś ć  n a p rę ż e n ia  b ez p ie cz n e g o  p rz y
r o z c ią g a n iu  w z g lę d n ie  ś c is k a n iu .  P rz y  t e j  s p o s o b n o ś c i dodatkow o w y ja ś n ia 
my, że p rz y  r o z c ią g a n iu  oQ z a le ż y  od in d y w id u a ln o ś c i  m a t e r ia łu  i  c h a 
r a k t e r u  d z i a ł a n ia  o b c ią ż e ń  - ponad to  zaś  p rz y  ś c is k a n iu  je s z c z e  od smuk- 
ł o ś c i  p r ę t a .  O p rz e m ie n n o ś c i o b c ią ż e ń ,  o r o l i  s m u k ło ś c i p r ę t a  b ę d z ie  mowa 
w in n y c h  r o z d z ia ła c h  teg o  k u rs u .

P rz y  d anych  A ,  oQ fo rm u ła  ( 6 . 6 ) s łu ż y  do w y z n a c z e n ia  b e z p i e 
c z n e g o  u d ź w i g u  p r ę t a ,  k t ó r y  w yn o s i

( P )  = ( S )  = A oq . ( 9 .6 )

W re s z c ie  p rz y  d an ych  S ,  o s to s u je m y  j ą  do z a p r o j e k t o w a 
n i a  p r z e k r o j u

A = , (1 0 .6 )
o

w z g lę d n ie  je g o  ro zm iaró w  l in io w y c h .  W id o cz n e  j e s t  , że p r z e k r ó j  A j e s t  w 
p rę ta c h  ro z c ią g a n y c h  lu b  ś c is k a n y c h  m i a r ą  i c h  n o ś n o ś c i .

P r z y k ła d  1 .6 . S łu p  ż e l iw n y  p ro je k tu je m y  w k s z t a ł c i e  r u r y  o p rz e k ro ju
k o ło w o - p ie r ś c ie n io w y m . O b c ią ż e n ie  s łu p a  w y n o s i P = - 76 to n ,  n a p rę ż e n ie

2 , 
b e z p ie cz n e  ma w a r to ś ć  oQ = 300 kG/cm , ś c ia n k a  ma g ru b o ść  a = 7 cm. Wy
z n a c z y ć  ś r e d n ic e  w ew nętrzną  d 1 i  z ew n ę trz n ą  d2 p r z e k r o ju .

d l  + d2O dpow iedź 1 .6 . W p ro w ad za ją c  d = --- *5---- mamy t u :

adTt (p )  j  2 .7 6 0 0 0  _
A = —  ■ o ' 8k?d  d = 7 . 3 0 0 "  23 cm>o

w ię c

d i  “  d ”  5  0 195 mm, d2 = d + ^  » 265 mm .

Fo rm u ła  ( 5 . 6 )  s łu ż y  b e z p o ś re d n io  do w y z n a c z e n ia  w yd łu ż eń  w z g lę d n ie  
s k ró c e ń  d o w o ln ych  sk o ń czo nych  c z ę ś c i  p r ę t a .  I c h  zna jom ość  może z k o le i
p rz y  danych  w aru n kach  podporow ych p o s łu ż y ć  do w y z n a c z a n ia  p rz e m ie s z cz e ń  w 
do w o ln ych  m ie js c a c h  p r ę t a .  I l o c z y n  EA nazywamy s z t y w n o ś c i ą  
r o z c i ą g a n i a  w z g lę d n ie  ś c i s k a n i a  p r ę t a .  I s t o 
t n i e ,  ze w zrostem  EA m a le je  w1; p rz y  p r z e j ś c iu  do m e ch a n ik i uk ładów
s z tyw n ych  z a ło ż y l ib y ś m y  i ż  EA j e s t  n ie o g r a n ic z e n ie  w i e l k i e .

P r z y k ła d  2 . 6 . W yz n aczyć  s k r ó c e n ie  s łu p a  w poprzedn im  z a d a n iu  w ie d z ą c , 
że d łu g o ś ć  je g o  w y n o s i 1 = 3 ,3 5  m a s t a ł a  s p r ę ż y s t o ś c i  ż e l iw a  E = 
= 1 000 000 kG/cm2 .
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n ie  z a le ż y  od z m ien n e j 
1

z p rz e s u n ię -Odpow iedź 2 .6 . Zw ażyw szy , że 

c i e  końca s łu p a  względem  p o cz ą tk u  w y n o s i w = J  w 'd z  = ^ , c z y l i  po uwzglę

d n ie n iu  A =
rl2 a 2
2 "  d l i  r e s z t y  d a t w = - i  mm. Skrócen ie ,s łu -* 253 cm 

pa w yn o s i p rz e to  rap tem  1 mm.
Pow yższy p rz y k ła d  p o ucza , że p rz e m ie s z c z e n ia  w y n ik łe  z r o z c ią g a n ia  lu b  

ś c is k a n ia  p rę tó w  sę n ad er m a łe . O b l i c z a n ie  ic h  może m ieć  z n a c z e n ie  p rz y  
p rę ta c h  bardzo  d łu g ic h ,  s to so w an ych  np . w w ie r t n i c t w ie  naftow ym , w w y c ią -  
gach  g łę b o k ic h  ko p a lń  w ę g la  i t p .

W y b itn a  r o la  wzoru (5 .5  u ja w n ia  s i ę  p rz y  ro z w ią z y w a n iu  z ag a d n ie ń  s t a 
t y c z n ie  n ie w y z n a c z a ln y c h .

P rz y k ła d  3 .6 . U k ład  s k ła d a ją c y  s i ę  z dwóch 
ró żnych  p rę tó w  z aw ieszo n o  na n ie p o d d a ję cym  s ię  
s t r o p ie  s i  p o d p a rto  n ie p o d a tn ę  p ły t ę  p - po 
czym o b c ięż o n o  s y m e try c z n ie  s i ł a m i  Q,

Z n a le ź ć  o d po ry  R^ i  R2 .

Odpow iedź 3 .6 . S i ł y  2 Q , R^ , R2 działaję wzdłuż 
w s p ó ln e j o s i  u k ła d u . D o s t a r c z a j ?  wobec teg o  t y l 
ko je d n e g o  w arunku ró w now ag i, a to  R 1 + R2 = 
“  2 Q (a ) .  B r a k u ją c e  ró w n an ie  n ie r o z d z ie ln o ś c i  
w staw im y w z iąw szy  pod uwagę o d k s z t a łc a ln o ś ć  u- 
k ła d u .  Z a s to s o w a n ie  ma tu  fo rm u ła  ( 5 . 6 ) ,  a lb o 
wiem w dowolnym p rz e k ro ju  układu s t w ie r d z ić  moż
na ob ecność  s i ł y  p o d łu ż n e j S .  W yn o s i ona + R^ 
w g ó rn e j  i  - R2 w d o ln e j  c z ę ś c i  u k ła d u . P r z e 
k r ó j  p o ś re d n ic z ą c y  m iędzy obu c z ę ś c ia m i o b n iż y

R 1
s ię  z powodu w y d łu ż e n ia  g  v  g ó rn e j w z g lę d n ie

s k ró c e n ia R2 12

E2A2
d o ln e j c z ę ś c i  u k ła d u . Z ab ez 

p ie c z e n ie  n ie r o z d z ie ln o ś c i  ty c h  c z ę ś c i  każe n a 

p is a ć  b r a k u ją c e  ró w n an ie
E 1A 1

n a n ia  ( a )  i  (b )  r o z w ią z u ją  z a d a n ie .

R2 12
E2A2

( b ) .  Rów-

Podajm y tu  c e lo w ą  uwagę: D e ś l i  R.  ̂ i  R2 uważamy za r e a k c je  p o d p ó r.
to  z a d a n ie  powyższe s ta n o w i p rz y k ła d  z a g a d n ie n ia  
h y p e r s ta ty c z n e g o . Gdy z aś  R„ i  R „ 
z a d a n ie  pow yższe j e s t

z e w n ę t  r z n i e  
'1  x "2  uważamy za s i ł y  p o d łu żn e  u k ła d u , to  

w e w n ę t  r z n i e  n ie w y z n a c z a ln e . W p rz y 
k ła d z ie  powyższym zam ian y  d o k o n a liśm y  w sposób  n ad e r  p ry m ityw n y . N ie  z a 
w sze ta k  bywa.

P rz y k ła d  4 .6 . W o k r e s ie  bardzo  s i ln y c h  mrozów u ło ż o n o  ns z n a c z n e j d łu 
g o ś c i  p r o s t o l i n i j n e j  t r a s y  sz y n y  k o le jo w e  bez s to s o w a n ia  d y l a t a c j i .  O ak i
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s ta n  n a p i ę c i 3  p o w s ta n ie  w s z y n ie  w o k r e s ie  l e t n i c h ,  w y ją tk o w o  w ie l k ic h
o p a łó w ?

O dpow iedź 4 .6 . P rz y jm ie m y  ró ż n ic ę  t e m p e ra tu ry  w c h w i l i  m ontażu i  o b l i 
c z a n ia  n a p rę ż e n ia  w w y s o k o ś c i n ie m a l t °C  = 1 0 0 °C , w s p ó łc z y n n ik  ro z s z e 
r z a ln o ś c i  t e r m ic z n e j  d la  s t a l i  w w y s o k o ś c i n ie c o  w ię k s z e j  a n i ż e l i  a  » 
= 0 ,0 0 0 0 1 , a w ię c  o k rą g ło  cl t = 0 ,0 0 1 , n ad to  E = 2 000 000 kG/cm2. Każ
dy d o w o ln y  p r z e k r ó j  sz yn y  - z powodu id e n ty c z n y c h  w arunków  po Je g o  le w e j 
i  p ra w e j s t r o n ie  - p o z o s ta n ie  w m ie js c u .  R zecz  p rz e to  p rz e d s ta w ia  s i ę  ta k  
j a k  gdybyśm y o d c in e k  sz y n y  d o w o ln e j d łu g o ś c i  1 , u m ie ś c i l i  m ięd zy  dwiema 
n ie p rz e su w n ym i sz tyw n ym i ś c ia n a m i - i  p o d g r z a l i  go o t °C .  Gdyby t y c h  p rz e 
szkód n ie  b y ło ,  p r ę t  w y d łu ż y łb y  s i ę  o w = 1 a  t .  Zatem  ś c ia n y  w y w ie r a ją  
na je g o  koóce rów now ażące s i ę  s i ł y  R ,  k tó r e  pow odują ś c i s k a n ie  p r ę t a  s i 
ł ą  S = - R . N ie  możemy tu  w s ta w ić  żadnego ró w n a n ia  ró w n o w ag i, bo naw et 
to  e w e n tu a ln e  je d n o  s t a j e  s i ę  id e n t y c z n o ś c ią  R - R = 0 .  Z a g a d n ie n ie  j e s t
w ię c  h y p e r s t a t y c z n e .  T rz e b a  po p ro s tu  n a p is a ć ,  i ż  s i ł a  S w y w o łu je  sk ró -

R 1c e n ie  p r ę t a  równe n ie d o s z łem u  te rm icznem u  w y d łu ż e n iu .  Zatem  ^  = 1 a  t ,  
skąd  R = EA a  t . P r a k t y c z n ie j  j e s t  o b l i c z y ć  O = ^  = - Ectt = - 2000 kG/cm2, 
co s ta n o w i w y tę ż e n ie  z n a c z n e j w a r t o ś c i .

P o d a liś m y  pow yże j p rz y k ła d  z a g a d n ie n ia  h y p e r s t a t y c z n e g o , w y n ik łe g o  z 
d z i a ł a n ia  na u k ła d  p rz y c z y n y  n a tu r y  t e r m ic z n e j ,  a w ię c  n ie m e c h a n ic z n e j . 
Ja k k o lw ie k  k a lk u l a c j a  m yś lo w a , ja k ą  tu  z a s to s o w a l iś m y ,  może być  z powo
dzen iem  u ż y ta  w o g ó le  do zadań  n ie w y z n a c z a ln y c h , j e s t  ona je d n a k  typow a a 
w każdym r a z ie  n i e o d z o w n a  p rz ed e  w s z y s tk im  d la  sw e j n iem e- 
c h a n ic z n e j  k a t e g o r i i .  I s t o t a  s p e k u la c j i  p o le g a  tu  na z w o ln ie n iu  p o d p o ry  
od s i ł y  b i e r n e j  i  z a m ia n ie  j e j  na s to so w an ą  c z y n n ą  d z ia 
ł a j ą c ą  w zd łu ż  o s w o b o d z o n e g o  p rz e m ie s z c z e n ia .  R z ecz  ta  c o 
ra z  to  w y r a ź n ie j  u ja w n ia ć  s i ę  b ę d z ie  p rz y  t r a k to w a n iu  p rz yk ła d ó w  in n y ch  
p o d ro z d z ia łó w .

P r z y k ła d  5 .6 . W yz n aczyć  e n e r g ię  dw' ro z c ią g a n e g o  p r ę t a  w ychodząc z 
d e f i n i c j i  ( l l . 3 )  i  ( l 2 . 3 ) .

Odpow iedź 5 .6 . E n e r g ia  je d n o o s io w e g o  s ta n u  n a p ię c ia  zam agazynowana w
2

je d n o s tc e  o b ję t o ś c i  w y n o s i - j a k  w z a d a n iu  8 .3  - W = W elem encie d łu -
f f l 2g o ś c i  dz w y n o s i ona p rz e to  dw = I ^  dA d z , c z y l i  po p o d s ta w ie n iu  (6 . 6 )

i  s c a łk o w a n iu  na p o lu  A - dw = d z , skąd  w y n ik a  W zgodne z ( 7 . 6 ) .

P r z y k ła d  6 . 6 . O b l ic z y ć  e n e r g ię  s p r ę ż y s t o ś c i  d la  u k ła d u  tra k to w a n e g o  w 
p rz y k ła d a c h  1 .6  i  2 .6 .

Odpow iedź 6 .6 . K tó r ą k o lw ie k  z p o s t a c i  fo rm u ły  ( 7 . 6 )  z a s to s u je m y ,o t r z y -

r  . p2 imamy W = I W dz = = 38 kGm. I s t o t n y  w tym w yn ik u  j e s t  f a k t ,  i ż  e n e r-

g ia  t a  j e s t  p ro p o r c jo n a ln a  do k w a d ra tu  s i ł y  z e w n ę t r z n e j  P.



- 144 -

P r z y k ła d y  pow yższe n ie  w y c z e rp u ją  tem a tu . Można s o b ie  w y o b ra z ić  rozmai
t e  c ie k a w e  i  p r a k t y c z n ie  ważne u k ła d y  zbudowane z p rę tó w  p r o s t y c h ,  z k tó 
r y c h  każd y  d la  s i e b i e  b ę d z ie  s t a n o w i ł  p rz yp a d ek  p odstaw ow y, tu  t r a k to w a 
n y . Mogą to  być np . w ie s z a r y ,  k ra to w n ic e  i  in n e  u k ła d y  w y z n a c z a ln e  lu b  
n ie w y z n a c z a ln e .  O s tro ż n o ś ć  z a le c a  nem omówić j e  w in n y c h  r o z d z ia ła c h  po 
w ycz e rp u ją cym  p r z e d s ta w ie n iu  ró ż n ych  d o s t a t e c z n ie  o g ó ln y c h  metod p o s tę p o 
w a n ia .  Okaże s i ę ,  że m iędzy różnym i ty m i u k ład am i t rz e b a  b ę d z ie  c z y n ić  
n a d e r  s u b te ln e  ró ż n ic e  n a tu r y  m a tem atyczn e j , do czego  n ie  je s te ś m y  j e s z 
cze  n a le ż y c ie  p rz y g o to w a n i.  Tamże bardzo  o b sze rn e  z a s to s o w a n ie  z n a jd z ie  
ró w n ie ż  p o ję c ie  e n e r g i i  o d k s z t a łc e n ia .

B a r d z ie j  c e lo w e  w tym m ie js c u  b ę d z ie  u z u p e łn ie n ie  n aszych  rozw ażań  na 
o b s z a ry  p o s p r ę ż y s te .  W o b s z a ra c h  o d k s z ta łc e ń  t r w a ły c h  cz yn im y  z a ło ż e n ie ,  
że i  t u t a j  w ro z c ią g a n y c h  lu b  ś c is k a n y c h  p rę ta c h  pow staje je d n o o s io w y  s ta n  
n a p ię c ia  ze sk ład o w ą  a n ie z a le ż n ą  od m ie js c a  w p r z e k r o ju .

W s t r e f i e  O * — k ,  t j . ś c i ś l e  p la s t y c z n e j  - j e ś l i  ta k a  i s t n ie je  - j e s t :

( S )  = kA , (1 1 .6 )

p rz y  czym k j e s t  n ap ręże n ie m  na g r a n ic y  p la s t y c z n o ś c i .  W yd łużen ie  w J e s t
tu  n ie o z n a c z o n e . Można j e  o k r e ś l i ć  w n ie k tó r y c h  p rę ta c h  u k ład ów  n iew yzn a-  
c z a ln y c h ,  ro z w a ż a ją c  i c h  n ie r o z d z ie ln o ś ć  z p o z o s ta ły m i p rę ta m i tego  u k ła 
d u , t r w a ją c y c h  Je s z c z e  w s t a n ie  s p rę ż y s ty m . R ów n an ie  ( l i . 6 ) w y ra ż a  w a ru 
nek p la s t y c z n o ś c i  d la  ro z c ią g a n y c h  lu b  ś c is k a n y c h  p rę tó w .

W s t r e f i e  d o w o ln e j z a le ż n o ś c i  o = f ( e )  owa n ie o z n a cz o n o ś ć  n ie  ma 
o c z y w iś c ie  m ie js c a .  P r z y  z b y t  w i e l k ic h  n a p rę ż e n ia c h  p o w s ta ją  tu  dw ie  w ą t
p l iw o ś c i  z a s a d n ic z e g o  z n a c z e n ia .

P ie rw s z e  d o ty c z y  z m ian y  ro zm iaró w  p o p rzecz n ych  p r ę t a ,  m o d y fik u ją ce j de 
f i n i c j ę  n a p rę ż e n ia .  B y ła  o tym mowa w czw artym  r o z d z ia le .  M o d y f ik a c ja  ta  
e l im in u je  te g o  ro d z a ju  z a g a d n ie n ia  z g ru p y  p rzypadków  p odstaw ow ych , k tó r e  
w tym r o z d z ia le  rozw ażam y. D ruga w ą tp l iw o ś ć  p ro w a d z i ró w n ie ż  do id e n t y c z 
nego w n io s k u . W y n ik a  ona w wypadku m a te r ia łó w  c ią g l iw y c h  ze z ja w is k a  pow
s t a w a n ia  z w ę ż k i m ie js c o w e j ,  zw an e j s z y jk ą .  S ta n  n a p ię c ia  j e s t  tu  z pewno
ś c ią  t r ó jo s io w y .  Poza tym z a ś  z ja w is k o  to  n ie  z n a la z ło  d o ty c h c z a s  mecha
n ic z n e g o  w y j a ś n ie n ia :  u c h y la  s i ę  p rz e to  od n aszych  rozw ażań .



7. PROSTE RÓWNOMIERNE ZG IN A N IE

Z b ió r  s i ł  d z ia ła j ą c y c h  na p rz e k ró j  końcowy z = 1 , ró w n o w a rty  j e s t  mo
m entow i zew nętrznem u Kx , k tó re g o  p ła s z c z y z n a  j e s t  p r o s to p a d łą  do p ła s z 
c z y z n y  tego  p r z e k r o ju ,  a j e j  n o rm a ln ą  j e s t  oś x . In a c z e j  m ówiąc w e k to r  
Kx j e s t  ró w n o le g ły  do o s i  x j a k  na r y s .  1 .7 . Rów now ażący z b ió r  s i ł  
d z i a ła j ą c y c h  w p rz e k r o ju  początkow ym  z = 0 sp row adza s i ę  wobec teg o  ró 
w n ie ż  do p rz e c iw n ie  s k ie ro w a n e g o  momentu zew n ę trz n e g o  Kx> W e k to ry  te  d la  
p r o s t o t y  ry su n k o w e j p r z e c ię l i ś m y  z o s ią  p r ę t a .

R y s . 1 .7

Przypom nim y k ró tk o  w ia d o m o ś c i n a b y te  na pow yższy tem at w m e ch an ice  
u k ład ó w  s z ty w n y c h . W p ływ y w e w n ę trzn e  z n a jd z ie m y , d z ie l ą c  p r ę t  dowolnym 
p rz e k ro je m  z i  o d rz u c a ją c  je d n ą  z p o w s ta ły c h  c z ę ś c i .  O p e ra c ja  t a  z am ie 
n ia  w i e l k o ś c i  w ew n ę trzn e  na z e w n ę trz n e , a tym samym u m o ż liw ia  s to s o w a n ie  
równań rów now ag i do c z ę ś c i  d r u g ie j ,  p o z o s ta w io n e j .  W yn ik a  z n ic h .  że na 
p r z e k r ó j  z d z i a ła  moment
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ró w n o le g ły  do o s i  x . D la  ro z w a ża n e j c z ę ś c i  j e s t  on w i e l k o ś c i ?  z ew n ę trz n ą . 
D e j znak  u s ta la m y  p r z e t o ,  od nosząc  zw ro t Mx do a k tu a ln e j  o s i ,  j a k ?  w 
tym wypadku j e s t  oś x . D la  c a łe g o  u k ła d u , a w ię c  d la  p r ę ta  d łu g o ś c i  1 - 
te n  z a ś  w i s t o c i e  j e s t  p rzedm io tem  n aszych  z a in te re s o w a ń  - j e s t  Mx w i e l 
k o ś c i ?  w e w n ę trz n ? . Z  teg o  to  powodu z a s to s o w a liś m y  mimo i lo ś c io w e j  zgod
n o ś c i  ( l . 7 )  odm ienne o z n a c z e n ia .

Znak momentu Mx u s ta la m y , odnoszęc je d n o c z e ś n ie  je g o  z w ro t i  zw ro t 
n o rm a ln e j z e w n ę trz n e j n p r z e k r o ju  do k ie ru n k ó w  a k tu a ln y c h  o s i  u k ła d u . 
Gdy n o rm a ln a  z e w n ę trz n a  p r z e k r o ju  J e s t  zgodna z d o d a t n i m  k i e 
ru nk iem  o s i  z , to  Mx j e s t  d o d a t n i e ,  gdy je g o  zwrot j e s t  zgo 
dny z d o d a t n i m  k ie ru n k ie m  o s i  x . Gdy no rm a lna  zewnętrzna p rz e 
k r o ju  j e s t  zgodna z u j e m n y m  k ie ru n k ie m  o s i  z ,  to  Mx j e s t  d o- 
d a t n i  e ,  gdy je g o  zw ro t j e s t  zgodny z u j e m n y m  k ie ru n k ie m  
o s i  x . Na r y s .  1 .7  z a ło ż y l iś m y  w ię c  t a k i e  o b c ią ż e n ie  K , i ż  z a s z e d ł wy
padek Mx =» 0 .

Moment w e w n ę t r z n y  o omówionym p o ło ż e n iu  nazywamy m o-
m e n t e m  z g i n a j ą c y m .  Mówimy o p rz yp ad ku  r ó w n o m i e  r- 
n e g o  z g i n a n i a ,  gdy - j a k  to  o b e c n ie  ma m ie js c e -  moment z g i 
n a ją c y  j e e t  n ie z a le ż n y  od z m ie n n e j z ,  a w ię c  J e s t  s t a ł y  na c a ł e j  d łu g o 
ś c i  p r ę t a  1 . P rz yp a d e k  te n  n a le ż y  do g ru p y  po dstaw o w ych . D la  p r o s t o t y  
będ z iem y w tym u s t ę p ie  p is a ć  k ró tk o  M = Mx>

P rz e jd z ie m y  z k o le i  do rozw ażań  na g r u n c ie  m e ch a n ik i uk ładów  o d k s z ta ł-  
c a ln y c h .

W id z im y  z u s tę p u  p ią t e g o ,  że w g ru p ie  p rzypadków  podstaw ow ych  dopusz 
czamy do k o n k u r e n c j i  co n a jw y ż e j n a p rę ż e n ia  z , z , o  . Po n iew aż  z b ió ry  x z
ró w n o le g ły c h  do o s i  x t u d z ie ż  y  e le m e n ta rn y c h  s i ł  CydA a ta k ż e  z^dA 
m ógłby e w e n tu a ln ie  spowodować o b ecn o ść  s i ł  p o p rze cz n ych  i  momentu s k r ę c a 
ją c e g o ,  p rz e to  w y k lu c z a ją c  tę  m o ż liw o ść  z a ło żym y  obok (6 . 5 )  dodatkowo n a j 
p r o ś c ie j  ( 2 . 6 ) .  Oba t e  z a ło ż e n ia  u w a ln ia ją  c a łk o w ic ie  p o b o c z n ic ę  p r ę t a  od 
o b c ią ż e ń . D e d n o c z e ś n ie  w id z im y , że - j e ś l i  t y lk o  p rz y p u s z c z e n ia  n asze  są 
s łu s z n e  - s t a n  n a p ię c ia  w równom iernym  z g in a n iu  j e s t  je d n o o s io w y . Dedyna 
ró ż n a  od z e ra  sk ła d o w a  ó2 n ie  z a le ż y  od zm ien ne j z ,  bo p rz yc z yn a  j ą  
w y w o łu ją c a  - M - j e s t  s t a ł a .  Sk ład o w ą  t ę  w d a lszym  c ią g u  o zn acz ać  b ę d z ie 
my k ró tk o  o . B ęd z iem y p rz e to  u s i ł o w a l i  zbudować z g in a n ie  z ró w n o le g ły c h  
c ią g ó w  o - p o d o b n ie  Ja k  to  u c z y n i l iś m y  w p rzyp ad ku  r o z c ią g a n ia .  Sk o ro  
je d n a k  p rz y  r o z c ią g a n iu  m ia ły  one s t a ł ą  w a r to ś ć  w każdym p u n k c ie  p rz e k ro 
j u ,  to  s łu s z n ie  w n io s k u je m y , że ró ż n ic a  le ż e ć  b ę d z ie  w tym , że c i ą g i  te  z 
k o n ie c z n o ś c i  muszą b yć  o b e c n ie  fu n k c ją  m ie js c a  ( x , y )  w p r z e k r o ju .  Z ach o 
d z i  p y t a n ie ,  c z y  n ie  mogą one być fu n k c ją  t y lk o  je d n e j  z m ie n n e j,  np. y ,  
c z y  w ię c  m o ż liw e  j e s t  z g ię c i e  p r o s t e .

D z ia ła n ie  momentu z g in a ją c e g o  o b ja w i s i ę  z a k rz y w ie n ie m  w łó k ie n  p r ę t a .  
C z y n ią c  z ad o ść  p o s t u la to w i  n ie r o z d z ie ln o ś c i  u k ła d u  p rz y jm ijm y , że z a k rz y -

Mx = Kx (1 .7 )
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w ie n ie  to  spowodowane obro tem  każdego p r z e k r o ju  ja k  sz tyw nego  k a r to n u  z a 
c h o d z i d o k o ła  p r o s t e j  p o ło ż o n e j w p ła s z c z y ź n ie  odnośnego p r z e k r o ju .  Z a j 
miemy s i ę  p rz yp ad k iem  p ro s te g o  z g in a n ia .  Z g in a n ie  nazyw ać będz iem y z g in a 
niem  p r o s t y m  l ub p o j e d y n c z y m ,  j e ś l i  oś powyższego 
o b ro tu  b ę d z ie  r ó w n o l e g ł a  do w e k to ru  momentu M. O b ie rzm y na 
n ię  o ś x - z w ra c a ję c  od razu  uwagę na t o .  Ze c h w ilo w o  p o ło ż e n ie  t e j  p ro 
s t e j  j e s t  w p raw d z ie  z d e f in io w a n e ,  a le  n ie  J e s t  nam je s z c z e  z n an e . W ars tw a  
w łó k ie n  p o ło ż o n a  w p ła s z c z y ź n ie  xz n ie  dozna - w ed ług  pow yższego o k re 
ś l e n i a  - o d k s z t a łc e n ia .  Nazyw ać J ę  będziem y w a r s t w ę  o b o j ę -

R y s . 2 .7

t n ę .  ś la d  J e j  w p ła s z c z y ź n ie  p rz e k ro ju  nazw iem y l i n i ę  o b o -  
j  ę t  n ę .  P r z e to  o ś x j e s t  l i n i ę  o b o ję tn ę .  E lem en t p r ę t a  d łu g o ś c i  dz 
p rz y jm ie  k s z t a ł t  k l iń c a  - j a k  na r y s .  2 .7 .  P r z e k r ó j  z o b r ó c i  s i ę  o kę t 
(p , p r z e k r ó j  z aś  s ę s ie d n i  z + dz o k ę t tp + dtp. O e ś l i  p rom ień  z a k r z y 
w ie n ia  r  m ie rz y ć  będz iem y od w a rs tw y  o b o ję t n e j ,  to  z a c h o d z ić  będzie zwię- 

zek  :

W łó kn a  p o ło żon e  w g łę b o k o ś c i  y  pod w a rs tw ę  o b o ję tn ę  d o z n a ję  z d łu ż u  ez = 
■ £ ; p rz e to  w łó kno  tam u m ieszczo ne  p ie r w o tn e j  d łu g o ś c i  dz p rz y jm ie  d łu 
g ość  (1  + e ) d z .  Z  p o d o b ień s tw a  dwóch w yc in kó w  ko ło w ych  w y n ik a  p r o p o r c ja  
( l  + e ) d z  : dz = ( r  + y )  : y  skęd  w p o łę c z e n iu  z ( 2 . 7 )  w y n ik a  rów ność

e = «f'y , ( 3 . 7 )
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g d z ie  z n a cze k  o zn acz a  pochodną z e tó w ą . R ów nan ie  to  w y ra ż a  z a ło ż o n y  
d ro b n y  o b ró t  p r z e k r o ju ;  w y ra ż a  ono zach o w an ia  p ł a s k o ś c i  p rz e 
k r o ju  po d o k o n an e j d e f o r m a c j i .  W ie lk o ś ć  <j>1 o k r e ś la j ą c ?  z a ch o w an ie  s i ę  
g e o m e try cz n e  w s z y  s t  k i  c h w ł ó k i e n  z a w a r ty c h  między dwo
ma p r z e k ro ja m i o d d a lo n ym i o pom yślaną  je d n o s tk ę  d łu g o ś c i ,  a zatem  w i e l 
k o ść  c h a r a k t e r y z u ję c ę  z a c h o w a n ie  s i ę  c a ł e g o  p r z e k r o j u  na
zyw ać b ęd z iem y z a k r z y w i e n i e m  p r ę t a .

W jed no o s io w ym  s t a n i e  n a p ię c ia  w y d łu ż e n iu  w łó k ie n  w k ie ru n k u  o s i  z t o 
w a rz y s z y ć  b ę d z ie  swobodne p o p rz e cz n e  i c h  z w ęż en ie  - p. <p'y w k ie ru n k a c h  x 
o ra z  y .  Zatem  p rz e k ró j  p o z o s ta ją c  p ła s k im  n ie  z ach o w u je  s i ę  je d n a k  ja k  
sz tyw n a  pod każdym względem  c a ło ś ć ;  w p ła s z c z y ź n ie  sw ej dozna on o d k s z t a ł 
c e n ia .  O d k s z ta łc e n ie  to  w t e o r i i  p rę tó w  l i t y c h  na o g ó ł mało n as  in t e r e s u 
j e .  R easum u jąc  zauważm y, że p rz e d s ta w io n a  k o n c e p c ja  g eo m etrycz n a  zap e w n ia  
n ie r o z d z ie ln o ś ć  e lem en tów  p r ę t a .

N a p rę ż e n ie  o je d n o o s io w e g o  s ta n u  n a p ię c ia  w y n o s i:

E le m e n ta rn e  s i ł y  o d A , d z i a ł a j ą c e  na p r z e k r ó j , tw o rz ą  z b ió r  ró w n o le g ły .  
W a ru n k i r e d u k c j i  - je d e n  s i ł  1 dwa momentów - m ają  p o s ta ć

P o d s ta w ia ją c  tu  ( 4 . 7 )  i  u w a ż a ją c  na t o ,  że i lo c z y n  E <p’ można w y łą c z y ć  
p rz ed  znak  c a ł k i  z n a jd z ie m y :

t j .  t r z y  ró w n a n ia , z k tó r y c h  dwa p ie rw s z e  z g o d n ie  z w ym agan iam i g e o m e t r i i  
a n a l i t y c z n e j  o k r e ś la j ą  p o ło ż e n ie  o s i  x w p ła s z c z y ź n ie  x y , a t r z e c i e  
o k r e ś la  z a k r z y w ie n ie  tp' .

Z a jm ijm y  s i ę  n a jp ie r w  o d szy fro w an ie m  p o ło ż e n ia  l i n i i  o b o ję tn e j  x w 
p ro s tym  z g in a n iu .  P ie rw s z e  z równań z g o d n ie  z ( 2 . 5 )  w y j a ś n ia ,  i ż  oś x 
p rz e c h o d z i p rz e z  ś ro d e k  g e o m e try cz n y  p r z e k r o ju .  Z pęku teg o  ro d z a ju  p ro s 
t y c h  mamy w y b ra ć  t ę ,  k tó r a  c z y n i  je d n o c z e ś n ie  z ad o ść  d rug iem u  ró w n a n iu . 
Z po zo ru  w yd a je  s i ę ,  że d r u g ie  z ty c h  równań n ie  d a je  d o s ta te c z n e g o  wy
j a ś n i e n i a ,  a lb ow iem  o b l i c z e n i e  b o cz n ik a  wymaga z n a jo m o ś c i n ad to  o s i  y .  
Aby w ą t p l iw o ś c i  t e  ro z w ia ć  w yobraźm y s o b ie ,  że d la  k t ó r e jk o lw ie k  z p ro s-

d łe  o s ie  y  w z a jem n ie  o d le g łe  o d łu g o ś ć  a .  D la  je d n e j  z n ic h  j e s t  s p e ł-

+ a )y d A  = ak w id z im y  - z n ik a ,  bo z n ik a ją  od
d z i e l n i e  oba d o d a jn ik l  teg o  w y r a ż e n ia .  W rozw ażan ych  w arunkach  j e s t  p rz e-

<r = E < f'y . ( 4 . 7 )

(5 . 7 )

w y r a ż a ją c ą  b rak  s i ł y  p o d łu ż n e j i  momentu M , l e c z  j e d y n ie  momentu M = M.
_ j _ . Y. . .

( 6 . 7 )

t y c h  x o w ła s n o ś c i d o b ra liś m y  d w i e  do n ie j  p ro s to p a -

n io n y  posi d r u g ie j  a n a lo g ic z n e  w y ra ż e n ie
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to  o b o j ę t n e ,  k t ó r y  z punktów  o s i  x p rz y jm ie m y  za p o cz ą te k  
o s i  y . S k o ro  w ię c  oś x p rz e c h o d z i p rz e z  ś ro d e k  g e o m e try cz n y  p r z e k r o ju ,  
d la  p r o s t o t y  p rzesuńm y ró w n ie ż  oś y  p rz ez  te n  p u n k t . W iem y j a k i e  z n a 
c z e n ie  p o s ia d a  w arunek  ( 5 . 5 ) .

O s t a te c z n ie  p rz e to  możemy s t w i e r d z i ć : W z g i ę c i u  p r o s 
t y m  l i n i a  o b o j ę t n a  j e s t  j e d n ą  z g ł ó w i -  
n y c h  o s i  ś r o d  k o w y c h  u k s z t a ł t o w a n i a  (b e z 
w ła d n o ś c i )  p r z e k r o j u .  P a m ię ta jm y  je d n a k  o tym , że a p r i o r i  za
ło ż y l i ś m y ,  że l i n i a  t a  pokryw a  s i ę  z o s ię  w e k to ra  M. W ię c  z g i ę c i e
p o j e d y n c z e  m o ż n a  w y w o ł a ć  t y l k o  w t e d y ,  
g d y  m o m e n t  z g  i .  n a j ę c y  d z i a ł a  d o k o ł a  j e 
d n e j  z g ł ó w n y c h  o s i  p r z e k r o j u .  W p rz yp ad ku  
p ro s te g o  z g in a n ia  z a k rz y w io n a  oś p r ę t a  u m ie js c o w ią  s i ę  w p ła s z c z y ź n ie  pa
r y  z g in a j ę c e j .

U s t a l iw s z y  w te n  sp osób  p o ło ż e n ie  l i n i i  o b o ję tn e j  x możemy p r z e j ś ć  do 
o s t a tn ie g o  z równań ( 6 . 7 ) .  S t o s u ją c  w o z n a c z e n iu  ( 3 . 5 )  u p ro s z c z e n ie  p is o 
w n i I x = I  z n a jd u je m y

f - | r -  ( 7 -7)

P o n ie w a ż  M j e s t  n ie z a le ż n e  od z ,  p rz e to  ta k im  t e ż  j e s t  <jp', z czego
w y n ik a ,  i ż  oś p r ę t a  p rz e c h o d z i w łu k  k o ła .  W r a c a ją c  z powyższym ważnym
w y n ik ie m  do (4 . 7 )  o trzym am y:

<5 = Y  y . (8 .7 )

R e z u l t a t  te n  c z y n i  zad o ść  warunkom rów now ag i ( 2 . 2 ) .  U c z y n i l iś m y  przeto z a 
d o ść  w s z e l k i m  wymogom s taw ian ym  p rz e z  m ech an ikę  u k ład ó w  od- 
k s z t a ł c a ln y c h .  R o z w ią z a n ie  ( 7 . 7 )  i  ( 8 . 7 )  j e s t  p rz e to  ś c i s ł y m  ro z 
w ią z a n ie m  z a g a d n ie n ia  p ro s te g o  z g in a n ia ,  je d n a k ż e  p rz y  z a s t r z e ż e n iu ,  że 
momenty Kx = K na obu ko ń cach  p r ę t a  pochodzą od p o w ie rz ch n io w y c h  z b io 
rów s i ł ,  zgodnych  ró w n ie ż  z ro z m ie sz cz en iem  ( 8 . 7 ) .  Gdy ta k  n ie  j e s t ,  
k r ó t k ie  s k ra w k i p r ę t a  t r z e b a  w y łą c z y ć  z r o z w ią z a n ia .

Ważną c e ch ą  g eo m etrycz n ą  ro z w ią z a n ia  j e s t  z a ch o w an ie  t r w a łe j  p ła s k o ś c i  
p r z e k r o ju .  P o z w a la  to  zbudować u k ła d  z ło ż o n y  z k i l k u  ró ż n ych  i  r ó ż n ie  ob 
c ią ż o n y c h  p rę tó w , a p o s ia d a ją c y c h  w sp ó ln ą  o ś  bez lu k  po i c h  z a k rz y w ie n iu  
p rz y  u ż y c iu  p ro s te g o  w arunku  p o ś re d n ic z ą c e g o , s tw ie r d z a ją c e g o  w sp ó ln o ść  
k ą ta  <p na końcu je d n e g o  i  p o cz ą tk u  d ru g ie g o  p r ę t a .

Fo rm u ła  ( 7 . 7 )  p o u cz a , i ż  w o b s z a rz e  sp rę ż ys tym  w z g lę d n y  o b ró t  d<p dwóch 
s ą s ia d u ją c y c h  p rz e k ro jó w  j e s t  p r o p o r c jo n a ln y  względem  p rz y c z y n y  M i  do 
n i e j  r ó w n o le g ły .  P o w ta r z a ją c  w ię c  rozum ow an ie u s tę p u  t r z e c ie g o  możemy d la  
e n e r g i i  s p r ę ż y s t o ś c i  z a w a r te j  w o d c in k u  p r ę t a  d łu g o ś c i  e le m e n ta r n e j  dz po
dać  w y ra ż e n ie  dW = ^  Mdtp , c z y l i  p r z y  z u ż y tk o w a n iu  (7 . 7 )
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2l 1 ' 1 M 1 ' 2 / \W = \  M<|> = i  ^  |  EI<p , (9 .7 )

p rz y  czym znak  ' o zn acza  pochodną z e to w ą . Fo rm u ła  powyższa o k r e ś la  e n e r 
g ię  o d k s z t a łc e n ia  z a w a rtę  w p rzyp ad ku  p ro s te g o  z g in a n ia  między dwoma p rz e 
k ro ja m i p r ę t a ,  o d d a lo n ym i o pom yślaną  je d n o s tk ę  d łu g o ś c i .

W zo ry  ( 7 . 7 ) ,  ( 8 . 7 )  i  ( 9 . 7 )  s ta n o w ię  w o b sza rz e  s p rę ż y s ty m  kom p let f o r 
muł d la  rozw ażanego  p rz ez  nas z a g a d n ie n ia .  Celow e j e s t  w m ie js c e  (8 .7 )  
podać in n ę ,  je s z c z e  p r o s t s z ą ,  czym s ię  o b e c n ie  p rz y  om aw ian iu  wzorów do
datkowo za jm iem y.

I lo c z y n  E l  n o s i  nazwę s z t y w n o ś c i  z g i n a n i a  (p r o 
s t e g o ) .  I s t o t n i e  z a k rz y w ie n ie  <p' j e s t  tym m n ie js z e , im w ię k s z e  j e s t  E l .  
P r ę t  n ie  d o z n a łb y  z a k r z y w ie n ia  bez w zg lędu  na w ie lk o ś ć  momentu M, gdyby 
E l  b y ło  n ie o g r a n ic z e n ie  w i e l k i e  b y łb y  i d e a ln ie  sz tyw n y  - j a k  w m echan ice  
u k ład ów  s z ty w n y c h . 0 t e j  s z ty w n o ś c i  d e c y d u je  n ie  p o le  A , j a k  w p rzypadku  
r o z c ią g a n ia ,  le c z  je g o  k s z t a ł t n l k  I  w zg lędem  l i n i i  o b o ję t n e j .  Pragnąc w ię c  
o trz ym a ć  w ie lk ą  sz tyw n o ść  musimy p o lu  A nadać ta k ą  k o n f ig u r a c j ę , by u zy 
sk ać  w i e l k i e  I .  Z a le ż n ie  od sposobu w y tw a rz a n ia  w a g i,  c en y  i  in n y c h  cech  
m a t e r ia łu  u d a je  nam s i ę  to  w w iększym  lu b  m n ie jszym  s to p n iu .  O g ó ln ie  b io 
r ą c  u s i łu je m y  p rzew ażną c z ę ś ć  m a t e r ia łu  u m ie ś c ić  w z n a c z n e j o d le g ło ś c i  od 
p r z y s z łe j  l i n i i  o b o ję t n e j .  B e lk a  k ra to w a  ró w n o le g ła  j e s t  p rz yk ład em  p rę 
t a ,  w k tó rym  z a m ie rz e n ia  pow yższe w ychodzą Ja s k ra w o  na Ja w . Tworzywo sku 
p io n e  j e s t  tu  w p asach  górnym i  do lnym , c z ę ś ć  p o z o s ta łą  tw o rzą  k r z y ż u lc e ,  
k tó r e  w staw iam y t y lk o  z k o n ie c z n o ś c i  d la  u trz y m a n ia  łą c z n o ś c i  m iędzy pa 
s a m i. In n e g o  w ła ś c iw e g o  p rz y k ła d u  d o s ta r c z a  w a lco w an y  z m ię k k ie j  s t a l i  
d ź w ig a r  dwuteowy z w y k ły ,  a tym b a r d z ie j  s z e ro k o s to p o w y . D ź w ig a ry  w a lco w a 
ne m ają p r o f i l e  z n o rm a lizo w a n e  p rz ez  h u t y ,  k tó r e  p o d a ją  d la  n ic h  c a łk o w i 
t y  o p is  g e o m e try cz n y , z a w ie r a ją c y  m ięd zy  in n ym i te ż  p o z y c ję  I .

Do a n a lo g ic z n y c h  uwag k o n s t r u k c y jn y c h  p ro w ad z i a n a l iz a  fo rm u ły  ( 8 . 7 ) .  
N a p rę ż e n ie  o j e s t  p ro p o r c jo n a ln e  do o d le g ło ś c i  y  w łó kna  od l i n i i  obo
j ę t n e j  x .  W yn ik a  s tą d  w yk re s  n ap rę żeń  podany na r y s .  2 .7 .  N a jw ię k sze g o  
w y tę ż e n ia  d o z n a ją  w łó k n a  s k r a j n e ,  t j .  t e ,  k tó r y c h  o d le g ło ś ć  od 
l i n i i  o b o ję tn e j  J e s t  n a jw ię k s z a .  L i n i a  o b o ję tn a  d z i e l i  p r z e k ró j  na dw ie 
s t r e f y  - ro z c ią g a n ą  i  ś c is k a n ą .  W je d n e j  z n ic h  c i s ,  w d r u g ie j  ciąg p r z y j 
m uje n a jw ię k s z ą  m o ż liw ą  w a r to ś ć ,  a to

°1  "  ~ 7  d l-  2 c 7  2*

I l o r a z y  I / d 1 i  I / d 2 m ają c h a r a k t e r  c z y s to  g e o m e try c z n y ; za leżą  one bo
wiem t y lk o  od p o s t a c i  p rz e k ro ju  A . Wprowadźmy p rz e to  nowe p o ję c ie

(1 0 .7 )
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o w ym ia rz e  d łu g o ś c i  w t r z e c i e j  p o tę d z e , k tó r e  nazw iem y n o ś n i k i e m  
p r o s t e g o  z g i n a n i a  (w s k a ź n ik ie m  z g in a n ia ,  momentem wy
t r z y m a ło ś c i  p rz y  z g i ę c i u ) .  N a p rę ż e n ia  w łó k ie n  s k r a jn y c h  p rz y jm ę  o b e c n ie  
p o s t a ć :

lu b  z w ycz a jo w ę  k ró tk ę

M • (1 1 .7 )

w k t ó r e j  d la  p r o s t o t y  p is o w n i p o m in ę liśm y  w s k a ź n ik i  i  z n a k i .
Zna jom ość  n o śn ikó w  X j  , X2 w y s ta r c z a  do z n a le z ie n ia  n ap rę żeń  , c>2 

w łó k ie n ;  t a  z k o le i  w y s ta r c z a  do z n a le z ie n ia  - j e ś l i  to  w o g ó le  b ę d z ie  
p o trz e b n e  - n ap rę ż e ń  w d o w o ln ych  m ie js c a c h  y  p r z e k r o ju ,  a lbow iem  b r y ła  
n ap rę żeń  o g ra n ic z o n a  j e s t  p ła s z c z y z n ę  j a k  na r y s .  2 .7 .  Wobec teg o  fo rm u ła
( l l . 7 )  s ta n o w i u ż y tk o w ę , ba rdzo  cennę  i  p o w sz ech n ie  s to so w an ę  p o s ta ć  wzo
ru  ( 8 . 7 ) .

N o śn ik  X j e s t  m ia rę  u d ź w i g u  p r ę t a  z g in a n e g o . Chcęc u z ysk a ć  
m o ż liw ie  w ie lk ę  n o ś n o ś ć ,  w in n iśm y  p r z e k r ó j  uform ować t a k ,  by 
u z y sk a ć  p rz y  danym A m o ż liw ie  w i e l k i e  X .  Po stęp o w ać  w ię c  t rz e b a  podo
b n ie  j a k  p rz y  tw o rz e n iu  w ie lk ie g o  I ,  je d n a k ż e  - wobec r o l i  w ie l k o ś c i  d
we w zo rze  ( l 0 . 7 )  - z tę  uw agę, by m a t e r ia ło w i  um ieszczonem u we w łó k n ach
s k r a jn y c h  nadać p o s ta ć  w y d ł u ż o n ę  ró w n o le g le  do l i n i i  o b o ję t 
n e j .  P o s tę p u ję c  w te n  sp osób  uzyskam y t o ,  że p rz y  p r z e k s z t a łc a n iu  p o s t a c i  
g e o m e try cz n e j p rz e k r o ju  z u s ta lo n y m  A ze w zrostem  I  ro s n ę ć  r ó w 
n i e ż  b ę d z ie  X .  N adm ierne  p o s z e rz a n ie  m usi Je d n a k  m ieć sw ój k r e s .  
R o z m ia ry  p o p rzecz n e  p r ę ta  p ow inny  być  w obu k ie ru n k a c h  x , y  teg o  samego 
rz ę d u . N adm ierne z w ię k s z e n ie  je d n e g o  w p o ró w n an iu  z d rug im  p r z e k s z ta łc a
p rę t  w u s t r ó j  p ły t o w y ,  w którym  s ta n  n a p ię c ia  J e s t  odm ienny od tu  p rz e d 
s ta w io n e g o . T a b l i c e  d źw ig a ró w  w a lco w an ych  z a w ie r 8 ję  m ięd zy  in n ym i rów
n ie ż  p o z y c ję  X .

P r z y k ła d  1 .7 . Podać n o ś n ik  p r o s to k ę t a  i  k o ła .

bh ̂  hO dpow iedź 1 .7 . D la  p r o s to k ę t a  J e s t  I  = , d . 2 = wobec teg o
£ 4 * 3

X^ 2 = . D la  k o ła  j e s t  X = **i 2 "  a ' wo*3ec t e 9 °  2 “  ^e "
z u l t a t y  t e  w a r to  z a p a m ię ta ć ,  z w ra c a ję c  uwagę na u s y tu o w a n ie  ro zm iaró w  pro
f i l i  w z g lę d n ie  l i n i i  o b o ję tn e j  x j a k  na r y s .  3 .7 .

P r z y k ła d  2 . 7 . P ie ń  d re w n ia n y  r o z c ię t o  s y m e t ry c z n ie  w z d łu ż . i  po o b ró c e 
n iu  z powrotem  z łę c z o n o  j a k  na r y s .  3 .7 .  I l e  z ysk an o  na s z ty w n o ś c i  i  noś 
n o ś c i ?
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Odpow iedź 2 .7 . K s z t a ł t n i k  nowego p r o f i l u  w y n o s i:

2 (
4 2 2.a 7t a 7t/4a\2 aT t. a ■»Si«::

(33t} + “ 2“ {a  " 35E' }
4a%2 i 5a 71 8a

4aK.u&a n t y i ę u o m  s r e u m c y  j h s i  rorrna 
T  g  q * ^ | l  Q o ^

N o śn ik  nowego p r o f i l u  X t  «■ — = j  - ^ . Zatem  w sp ó ln y  z y s k  d la  k s z t a ł-

a lb o w iem  w sp ó łrz ę d n a  ś ro d k s  p o łó w k i k o ła  względem ś r e d n ic y  J e s t  równa — ■.
1 i  ółt

I  
a

to w n ik a  i  n o ś n ik a  w y n o s i:

4 - 32

c z y l i  ponad 6C% ic h  w a r t o ś c i  p o p rz e d n ic h .

P r z y k ła d  3 .7 . Sz e ro k o s to p o w y  d ź w ig a r  o ro z m ia ra c h  b , h , b , h p o s ta 
now iono w zm o cn ić , d o sp a w a ję c  doń s y m e t ry c z n ie  w s tę g i  s ta lo w e  o ro z m ia ra ch  
a ,  c j a k  na r y s .  3 .7 .  Czy n ośność  i s t o t n i e  w z ro ś n ie ?  O ak i w in ie n  być  co
n a jm n ie j  s to su n e k  a/b  j e ś l i  bQ = 0 ,9 4  b, 0 ,8 6  h , c = a h  = 0 , 21h?

O dpow iedź 3 .7 . K s z t a ł t n i k  i  n o ś n ik  p rz e k r o ju  p ie rw o tn e g o  w yn o szę : I  =

1 (  - bo ho )= T T

mę one w artość  I
.2

bh

I  + I I  + I *  
T T T

1 2Y ę  bh . Rd d o s p o je n iu  w stęg  p rz y j-
| g r f 2

* = F V  S c ' 9d z ie  I  » - ę  . (4 c  + 6 c h +
+ 3 h£ ) .  Zatem sztywność z pewnościę w z ro ś n ie .  Nośność z aś  w z ro ś n ie  lu b  
z m a le je  z a le ż n ie  od nierów ności X. ^  X c z y l i  n ie ró w n o ś c i  I 1 h Ł 2 I c  , k tó 
r e  przyjm uje  tu p o sta ć  a h (4 c 2 + 6 ch + 3h2 )ife bh3  - b h3 . W w arunkacho o 2
okreś lonych  tekstem udźwig w z ro śn ie ,  gdy będzie £  > — w  -------s- =

0 4 c  + 6ch  + 3h
2 1 9 ,  6

■ ę  . — 5 ----------------- ■ ~  j j jp .  Szerokość  ś c ia n k i  dźwigara wynosi tu b.
4ct ł  6  cl ł  3

Gdy więc dołęczymy w s tę g i  mniej a n i ż e l i  p ó ł t o r a k r o t n ie  s z e rs z e  od grubo
ś c i  ś c i a n k i ,  to n ie o p a t r z n ie  zmniejszymy je g o  udźwig, marnując m a te r ia ł  i  
k o s z ty  robocizny.
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P r z y k ła d  4 . 7 . D ź w ig a r di^uteowy z p o p rz e d n ie g o  p rz y k ła d u  przecięto w zd łu ż  
r e g u la r n e j  l i n i i  łam an e j j a k  na r y s .  4 .7 .

R o z c ię t e  c z ę ś c i  r o z s u n ię to  i  s to s o w n ie  względem  s i e b i e  p rz e s u n ię to  po czym 
z e s p o jo n o , u z y s k u ję c  d ź w ig a r  w yższy  o 0 ,3 6  h . Co u z ysk a n o ?

O dpow iedź 4 .7 . W r o z d z ia le  n in ie js z y m  mowa j e s t  o p rę ta c h  p o s ia d a ją 
c y ch  s t a ł y  p r z e k r ó j .  P rz y jm ie m y  zań  p r z e k r ó j  s k ła d a ją c y  s i ę  z dwóch l i t e r  
T ,  u w a ż a ją c  o k reso w ą  r e s z t ę  t y lk o  za p o łą c z e n ie  t y c h  dwu c z ę ś c i .  K s z t a ł t -  
n ik  ta k  p o w s ta łe g o  p r z e k r o ju  j e s t  ró w n y :

* *  = i i ^ b ^h + ° . 3 6 h ) 3 - bo (h Q + 0 ,3 6 h )3 - ( b-bQ) ( 0 , 7 2 h )3 ) = ~ - j|  bh3 ,

1 3gdy d la  n ie  p r z e c ię t e g o  d w u teow n ika  b y ł  rów ny I  bh . N o śn ik  nowy
2 i

♦ 1 2  1 2  w y n o s i X *  = q" ~gfefo = ~  -jp bh , gdy p o p rz e d n i w y n o s i ł  X = ~  —g. bh .

Z ysk an o  zatem  na s z ty w n o ś c i  ponad 100%, na udźw igu zaś  p ra w ie  50%.
K s z t a ł t u j ą c  p rz e k ró j  p o p rz e cz n y  z g in a n e g o  p r ę t a  z w ró c ić  musimy uwagę 

na ważną dodatkow ą o k o l ic z n o ś ć .  Z w r ó c i l iś m y  w p u n k c ie  czw artym  uwagę na 
t o ,  że m a t e r i a ły  k ru ch e  p o s ia d a ją  w y b i t n ie  w ię k s z ą  w y t rz y m a ło ś ć  Kc na 
ś c is k a n ie  a n i ż e l i  na r o z c ią g a n ie  K^.. Gdy w ię c  p r z e k r o je  z tw o rzyw  c ią g -  
l iw y c h  fo rm u jem y t a k ,  by l i n i a  o b o ję tn a  p o ło w i ła  i c h  w y so k o ść , u k ru ch ych

- °1  Kcp o s tąp im y  e k o n o m icz n ie  t a k ,  by s p e łn ić  rów ność -— =• = tp—, a zatem  rów ność
2 rX2 K

zr~ = rr- i  w r e s z c ie  - z t y t u łu  o k r e ś le n ia  ( l 0 . 7 )  - ró w n o ść :
X 1 r

g d z ie  j e s t  w y s o k o ś c ią  s t r e f y  ś c i s k a n e j ,  d2 z a ś  r o z c ią g a n e j .

P r z y k ła d  5 . 7 . Ż eb erkow y ( t e o w y ) p rz e k ró j  z ż e l iw a  Kc/ K r  = 3 p o s ta n o 
w io no  u k s z t a łt o w a ć  t a k ,  by g ru b o ść  ż e b ra  b y ła  równa g r u b o ś c i  p ł y t y  d , by 
p onad to  l i n i a  o b o ję tn a  p o k ry w a ła  s i ę  z k ra w ę d z ią  p ó łk i .  W yznaczyć  w y k ła d 
n i k i  s to su nkó w  h/d i  b /d .
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O dpow iedź 5 .7 . O d d a le n ie  g eo m etrycz n eg o  śro d k a  p rz e k ro ju  od je g o  d o l-  
1 bd + h2 d2n e j k ra w ę d z i —g—- ^ _ g—  w inno  być  równe d , z g o d n ie  z aś  z (12.7) po

w inn o  te ż  być ~~~j  ^ = 3 . Z dwu rów nać h2 - 2hd - bd + d2 = O , h =■ 4d 
w y n ik a  b/d = 9 ,  h/d = 4 j a k  na r y s .  5 .7 .

Dochow an ie w arunku  ( l 2 . 7 )  p rz y  u ż y c iu  m a te r ia łó w  o b a rd zo  m a łe j wy
t r z y m a ło ś c i  na r o z c ię g a n ie  n ie  j e s t  p r a k t y c z n ie  m o ż liw e , bo p ro w a d z i do 
k o n s t r u k c y jn ie  i  t e o r e t y c z n ie  n ie fo r tu n n y c h  k s z ta ł tó w  p r z e k r o ju .  W t a k ic h  
w ypadkach  wprowadzamy z a ło ż e n ie  u p ra s z c z a ję c e  Kr  = O i  s t r e f ę  ro z c ię g a -  
nę p r ę t a  w ykonujem y z d ru g ie g o  c ię g l iw e g o  m a t e r i a łu ,  z a b e z p ie c z a ję c  o c z y 
w i ś c ie  w s p ó łd z ia ła n ie  o b u . Na teg o  ro d z a ju  i d e i  z asad za  s i ę  k o n s t r u k c ja  
i  t e o r i a  b e lk i  s t a l- b e to n o w e j . P rz e k ro je m  ekonom icznym  p r ę ta  s ta l- b e to n o -  
wego j e s t  p r z e k r ó j  teo w y , z tym je d n a k ż e , że je g o  s to p a  s ta n o w i tu  s t r e f ę  
ś c is k a n ę ,  a ż eb ro  s p e łn ia  r o lę  z a b e z p ie c z a ję c e g o  w s p ó łd z ia ła n ie  s c h r o n ie 
n ia  d la  w k ła d e k  s t a lo w y c h ,  u m ieszczo n ych  w nim m o ż liw ie  d a le k o  od l i n i i  
o b o ję t n e j .  N ie  dem on stru jem y tu  p rz y k ła d u  o b l i c z e n ia  ta k ie g o  u s t r o ju  ja k o  
tem atu  z b y t  o d le g łe g o  od n aszeg o  k u rs u , z a jm u je  s i ę  nim o d d z ie ln y  p rz e d 
m io t nauk in ż y n i e r s k ic h .

Fo rm u ła  ( l l . 7 )  z a le ż n ie  od danych  i  n iew iad o m ych  s łu ż y ć  może do sp raw 
d z e n ia  w y tę ż e n ia ,  do w y z n a c z e n ia  b ez p ie cz n e g o  momentu, w r e s z c ie  do z a p ro 
je k to w a n ia  p r z e k r o ju .  N a p rę ż e n ia  b e z p ie cz n e  s t r e f  r o z c ię g a n e j  i  ś c is k a n e j  
z g in a n y c h  p rę tó w  sę n ie c o  różne  od odnośnych  n ap rężeń  b e z p ie c z n y c h , roz
c ią g a n y c h  w z g lę d n ie  ś c is k a n y c h  p rę tó w . P o ch o d z e n ie  t e j  r ó ż n ic y  w y ja ś n im y  
w następnym  p u n k c ie .

P r z y k ła d  6 .7 .  Moment z g in a ją c y  w y n o s i M = 1 tm. P r z y jm u ją c  d la  drzew a
2 2 n a p rę ż e n ie  b e z p ie cz n e  0 Q = 90 kG/cm , a d la  s t a l i  oQ = 1400 kG/cm za

p ro je k to w a ć  p r z e k r ó j  p ro s to k ę tn y  o w y k ła d n ik u  h/b = 1 ,4 .
bh2 b3O dpow iedź 6 .7 . D la  p rz e k ro ju  p ro s to k ę tn e g o  j e s t  X =  —g~  = ~  — ! zatem

3 /"3Mb = V — . D la  d rzew a zatem  j e s t  b = 15 cm, h = 2 1 , d la  s t a l i  z a ś  b = 
V °o

= 60 mm, h = 84 mm.

P r z y k ła d  7 .7 . U z u p e łn ia ją c  d a ty  p o p rz e d n ie g o  p rz y k ła d u  w y k ła d n ik a m i 

^0/h  = 0 ,8 6 ,  bQ/ b  = 0 ,9 4  w yznaczyć  ro z m ia ry  s ta lo w e g o  p rz e k ro ju  dwuteo- 
w ego. Ja k  w i e ^ a  j e s t  o sz cz ę d n o ść  na m a t e r ia le ?
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bh2 b3
O d p o w ie d ź  7 . 7 . W e d łu g  p r z y k ł a d u  3 . 7  mamy t u  X  = = ~  y - 5 ' z a t e m

b = y  ~ ~  80 mm, h = ~  115 mm. G r u b o ś ć  s t o p k i  w y n o s i  8 mm, a ś c i a n -
0 2 k i  5 mm. P o l e  p r z e k r o j u  w y n o s i  t u  1 7 ,8  cm , g d y  p o p r z e d n i o  w y n o s i ł o  50 .4

2
cm , t j . n i e m a l  3 r a z y  w i ę c e j .

F o r m u ła  ( 7 . 7 )  może s ł u ż y ć  b e z p o ś r e d n i o  do o b l i c z e n i a  z a k r z y w i e n i a  p r ę 
t a .  N i e k i e d y ,  g d y  w z g l ę d y  k o n s t r u k c y j n e  o g r a n i c z a j ?  t o  z a k r z y w i e n i e ,  s ł u 

ż y ć  ono t e ż  może do w y z n a c z e n i a  k o n i e c z n y c h  r o z m ia r ó w  p r z e k r o j u .  3 e j  z n a 
c z e n i e  u w i d a c z n i a  s i ę  j e d n a k  n a j w y r a ź n i e j  p r z y  r o z w i ą z y w a n i u  zag ad n ień  hy- 

p e r s t a t y c z n y c h .

P r z y k ł a d  8 . 7 . O b l i c z y ć  p r o m i e n i e  k r z y w i z n o w e  w dwu p o p r z e d n i c h  p r z y k ł a 

dach  p r z y j m u j ę c ,  że s t a ł ą  E w y n o s i  d l a  d rz e w a  100 000 , d la  s t a l i  2000000 
kG/cm2 .

bh3Odpow iedź 8 .7 , D la  p rz e k r o ju  p ro s to k ę t  nego j e s t  I  = d^a clvvuteo’
bh~*wego z aś  o u ż y ty c h  w y k ła d n ik a c h  j e s t  I  = ■30”" ’ Z n a jd z ie m y  w ię c  d la  p r ę t a  

d rew n ian e g o  r  = 116 m, d la  s ta lo w y c h  z aś  r  = 59 m w z g lę d n ie  r  = 81 m.
p

Z p rz y k ła d u  powyższego w y n ik a j ?  i n t e r e s u ją c e  w n io s k i :  S to s u n e k  wyno
s i  tu  d la  d rzew a 550 d la  s t a l i  z aś  700. Po n ie w aż  p rz e m ie s z c z e n ia  p r ę t a  są 
o d w ro tn ie  p r o p o r c jo n a ln e  do r ,  p rz e to  w id z im y , że  - z g o d n ie  z z a ł o ż e n i a 
mi te o re ty c z n y m i - sę one m ałe w p o rów nan iu  do ro zm iaró w  poprzecznych  p r ę 

t a .  Z d r u g ie j  s t r o n y  z a ś  w id z im y , że s t a l e  w y s o k o w a r to ś c io w e , t j .  s t a l e ,  
d la  k tó r y c h  dopuszczam y w y s o k ie  n a p rę ż e n ie  b e z p ie c z n e , maję n ie s t e t y  o g r a 
n ic z o n y  z a k re s  k o n s t r u k c y jn y  w ty c h  w yp ad k ach , w k tó r y c h  musimy z w racać  
bacznę uwagę na p rz e m ie s z c z e n ia  u k ła d u . W ro z p a try w a n y c h  p rz y k ła d a c h  p r ę 

t y  s ta lo w e  o k a z a ły  s i ę  m n ie j sz tyw n e  od d re w n ia n e g o . Z y s k a lib y ś m y  w y b i t -
2

n ie  na s z ty w n o ś c i  d o p u s z c z a ją c  d la  n ic h  t y lk o  <>o = 1000 kG/cm .

P r z y k ła d  9 . 7 . Oak s i ę  z m ie n i s ta n  n a p ię c ia  i  sz tyw n o ść  p r ę t a  d r e w n i a 
nego w p r z y k ła d z ie  6 .7 ,  j e ś l i  wzmocnimy go z obu s t r o n  w yższych  b l a c h ę  

s ta lo w ą  g ru b o ś c i  c/2  = 1 ,5  mm.

Odpow iedź 9 .7 . Moment z g in a ją c y  M = 1 tm r o z d z ie l i  s i ę  na d rz e w o  i  
s t a l .  Z a d a n ie  j e s t  n ie w y z n a c z a ln e  s t a t y c z n i e ,  a lb ow iem  dysponu jem y j e d n y m  

t y lk o  rów naniem  s ta ty c z n y m  M^ + Mg = M (a ) .  Sk o ro  je d n a k  b la c h a  w s p ó ł
d z i a ł a  z drzewem , z a k r z y w ie n ie  obu musi być zg od n e , skąd w yn ik a  w a ru n e k  

M . M
n ie r o z d z ie ln o ś c i  ■=— = ■=—S— (b )  ja k o  d ru g ie  ró w n a n ie . Z obu z n a j d z i e m y  

d d E s 1s

Ew1-: m E e I e P
M . = M . .. T — T* = 7  M M = M S %  ■ = §  M,

d Ed J d + E s I s 7  S d d + E s I s 7

6M. . ?  6M -
skąd  o , = — £ = 65 kG/cm n ad to  o = — = 1300 kG/cm . W a rto  tu  zwró- 

d nh2 s ch
c i ć  uwagę na s to su n e k  ° s / ° cj = Eg/E^ = 20 . P ro m ień  z a k rz y w ie n ia  w z ró s ł  do 

E .1 ,+ E I
w a r t o ś c i  r  =  n  = 162 m.
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P r z y k ła d  1 0 .7 . W yz n aczyć  p rz e m ie s z c z e n ia  końca swobodnego u k ład u  j a k  
na r y s .  6 .7 ,  o b c ią ż o n e g o  momentem K.

R y s . 6 .7

O dpow iedź 1 0 .7 . Każdy z p rę tó w  pod d z ia ła n ie m  rów nom iernego  z g in a n ia  
momentem M = K p rz y jm ie  p o s ta ć  łu k u  k o ło w eg o . P r z e k r ó j  u tw ie rd z o n y  n ie  
dozna a n i  p r z e s u n ię c ia  a n i  o b ro tu .  P r z e k r ó j  końcowy p r ę t a  a o b r ó c i  s i ę  o 

. Wobec teg o  z łą c z o n y  i  nim s z ty w n ie  p r ę t  b o b ró c i  s i ę  o tenKa
E l ,

k ? t  <f> b = <pa . w sk u tek  czego  k o n ie c  swobodny dozna p rz e m ie s z c z e n ia  vL
K a bs P ro m ień  z a k r z y w ie n ia  p r ę t a  a w yn o s i r

a a
2 2a Kas tę d  p rz e m ie s z c z e n ie  je g o  końca v fi « 2r~~ * 2E—T~~* T y le  samo w yn o s i p rze-

8 a a E, I

V . W yn ika

m ie s z c z e n ie  w. = v  końca b. W re s z c ie  d la  p r ę t a  b j e s t  r. 'b  b

► 11 b‘
S t9 d  V b = 2 ?  

sz cz eń  w

Kb2p j  . O s t a te c z n ie  k o n ie c  swobodny u k ła d u  dozna p rzem ie-  
b 2 b

Ka . . . . • i i  Kab Kb
- 2 1 7 ;  Vd = ^  + v ^ = v ;  + w

Oba one są p ro p o r c jo n a ln e  względem  K.
W innym  r o z d z ia le  podamy m etody , k tó r e  d la  u k ład ów  z ach o w u ją cy ch  s i ę  w

o s t a t n io  p o d k re ś lo n y  sposób ba rd zo  szybko  p ro w a d z ić  będą do c e lu .  Odgrywa
w n ic h  n ie p o ś le d n ią  r o l ę  p o ję c ie  e n e r g i i  s p r ę ż y s t o ś c i .

P r z y k ła d  1 1 .7 . O b l ic z y ć  e n e r g ię  o d k s z t a łc e n ia  W p ro s te g o  z g in a n ia  wy
chodząc z d e f i n i c j i  ( l l . 3 )  i  ( 1 2 .3 ) .

O dpow iedź 1 1 .7 . S ta n  n a p ię c ia  J e s t  je d n o o s io w y ,  p rz e to  dw = I  dAdz
M2 r ~ 2 Jlu b  po u w z g lę d n ie n iu  ( 8 . 7 )  dw = dz . ——

2 E I ‘
dA d z , skąd w 'zg od n e  z

( 9 . 7 ) .  E n e r g ia  p r ę ta  d łu g ie g o  1 w y n o s i W =



8 . UKOŚNE RÓWNOMIERNE ZG IN A N IE

Z g in a n ie  nazywamy u K o ś n e lu b  p o d w ó j n e ,  gdy w e k to r  mo
mentu z g in a ją c e g o  M n ie  pokryw a s i ę  z żadną z dwu g łów nych  o s i  x , y  u- 
k s z ta ł to w a n ia  p r z e k r o ju .  R o z p a trz m y  o b e c n ie  te n  p rz y p a d e k .z a k ła d a ją c  znów, 
że n a le ż y  on do g ru p y  p rzypadków  podstaw ow ych  a w ię c  gdy moment z g in a ją c y  
M J e s t  s t a ł y  i  rów ny momentowi zew nętrznem u K , c z y l i  gdy z g in a n ie  J e s t  
ró w n o m ie rn e .

R y s .  1 .8

N ie c h ż e  na r y s .  1 .8  o s ie  x , y  będą o s ia m i g łów nym i z aznaczonego  tam 
p r z e k r o ju .  P r z y ją w s z y  p raw y u k ła d  o s i  x , y ,  z w id z im y , że d o d a tn i  k i e 
ru n ek  o s i  z s k ie ro w a n y  j e s t  p rz ed  p ła s z c z y z n ę  ry s u n k u . N ie c h  no rm alna  
z e w n ę trz n a  n p rz e k r o ju  pokryw a s i ę  z tą  o s i ą .  N a jw id o c z n ie j  p rz e to  s k ł a 
dowe g łów ne

M = M costt, M o M einol. , ( 1 . 8 )x y

i
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podanego na rysu n k u  momentu z g in a ją c e g o  M są  d o d a tn ie .  N ie  u m n ie js z a  to  
- o c z y w iś c ie  - o g ó ln o ś c i . n aszych  rozw ażań . Z a s to s u je m y  d la  ro z w ią z a n ia  
z a g a d n ie n ia  z asad ę  s u p e r p o z y c j i .

Gdyby momenty i  d z i a ł a ł y  o d d z ie ln ie ,  każdy z n ic h  w y w o ła łb y
o d d z ie ln e  z a k r z y w ie n ie ,  zbudowane na w zór ( 7 . 7 ) ,  t j . :

M , M
(f'= E l “ ’ Y = E l “ * ( 2 *8 )x y

Każde o d d z ie ln e  z g in a n ie  b y ło b y  p r o s t e ,  t j .  w e k to r  cp1 b y łb y  z g o d n ie  rów
n o le g ły  do Mx , w e k to r  z aś  i|/' z g o d n ie  ró w n o le g ły  do M^. Z asad a  su p e rp o 

z y c j i  p ro w ad z i do w n io s k u , i ż  moment c a łk o w i t y  M = | V Mx * My | w yw o ła  te

same z a k rz y w ie n ia  s k ła d o w e , c z y l i  c a łk o w it e  o»' =| ^<p'2 + V ^ | -  
W p ro w ad za ją c  s k r ó t

1
T

2 2 cos a  s i n  g (3 . 8 )

możemy ca łk o w ite m u  z a k rz y w ie n iu  nadać p o s ta ć :

i M co = W f . ( 4 .8 )

W y ra ż e n ie  I  n ie  w y ra ż a  tu  je d n a k  k s z t a ł t n i k a  względem j a k i e j ś  znanej nam 
o s i ,  ma z nim je d y n ie  w sp ó ln y  w y m ia r . P o ło ż e n ie  w e k to ra  O)' o k r e ś la  punkt 
p r z e c ię c i a  s i ę  w ek to rów  tf', y '> ś ro d e k  g eo m etryczn y  p r z e k r o ju ,  poza
tym je g o  n a c h y le n ie  |3 względem  o s i  x . O b l ic z y ć  j e  można ze związku tg  [5 = 
= k t ó r y  po u w z g lę d n ie n iu  ( 1 . 8 )  i  ( 2 . 8 )  p rz y jm ie  p o s ta ć :

tg a . ( 5 .8 )

Zna jom ość f u n k c j i  tg  pozw a la  w yznaczyć  cos i  s i n .  Ł a tw o  z n a le ź ć

cos |5 = i — c o s a ,  s in  p = i — s in o l, ( 6 . 8 )
x y

g d z ie  I  o k r e ś la  s k r ó t  ( 3 . 8 ) .  N ie  ma n ic  n ie z w y k łe g o  w tym , że p z a le ż y  
od u k s z ta łto w a n ia  p r z e k r o ju .  N a to m ia s t  za b a rd zo  k o rz y s tn y  z b ie g  o k o l i c z 
n o ś c i  m atem atycznych  n a le ż y  p o cz y tyw a ć  f a k t ,  i ż  n i e  z a l e ż y  
o d  w i e l k o ś c i  m o m e n t u  M,  t y l k o  o d  j e g o  
o r i e n t a c j i  <x.
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P r z y  I- ¡i I  j e s t  n a jw id o c z n ie j  6 ^ a  . O d m ien n ie  zatem  a n i ż e l i  w x y  i
z g ię c iu  p ro s ty m , p r z e k r o je  p r ę t a  p o z o s ta ją c  p ła s k im i  o b r a c a ją  s i ę  d o k o ła  
p ro s ty c h  w ' n i  e p o k r y w a j ą c y c h  s i ę  z w ekto rem  M. In a 
c z e j  m ów iąc, p ro s to p a d ła  do <e' p ła s z c z y z n a  z a k rz y w io n e j  o s i  p r ę t a  j e s t  
o d c h y l o n a  od p ła s z c z y z n y  p a r y  z g in a ją c e j  o k ą t |3 - a  ,

Z a k r z y w ie n ie  u>' j e s t  jednym  ze sku tków  p rz y c z y n y  M. Z w ie lu  p r a k t y c z 
nych  i  t e o r e ty c z n y c h  w zg lędów  to  u o g ó ln io n e  p rz e m ie s z c z e n ie  co' ro z k ład am y  
c z ę s to  na c z ę ś c i  s k ł a d o w ą  i  b o c z n ą .  Pod p rz e m ie s z c z e 
niem  składow ym  rozum iem y c z ę ś ć  ró w n o le g łą  do p rz y c z y n y ,  pod bocznym zaś 
c z ę ś ć  p ro s to p a d łą  do p rz y c z y n y .  W ynoszą one tu  co', = co' cos ( (3 - cl) tud z ież

( I
(Dj_= co s i n ( | 3 - d . ) .  R o z w i ja ją c  tu  o b ie  f u n k c je  t r y g o m e try c z n e  i  u w zg lę d 
n ia j ą c  ró w n o ś c i co cos [3 = cp , u j ' s i n  |3 = y ' ,  n ad to  o k r e ś le n ia  ( 2 . 8 )  z n a jd z ie 
my :

, M M i M M
o),, = gir— cos a  + s in o i, a>i_= - —2— s i n a  + cosoi. ( 7 . 8 )  

x y  x y

W l i t e r a t u r z e  p rz e d m io tu  p o d a je  s i ę  w y k r e ś ln ą  k o n s t r u k c ję  k ą t a | 3 .  Owa 
u p o rc z y w ie  podawana k o n s t r u k c ja  p o le g a  na w y z n a c z e n iu  ś r e d n ic  s p rz ę ż o n y c h  
pew nej e l i p s y .  U w a ż a ją c  j ą  za p ię k n y  w p ra w d z ie  a l e  t y lk o  h is t o r y c z n y  z a 
b y te k ,  podajem y o r y g in a ln ą  p ro s tą  m etodę z n a le z ie n ia  k ą ta  (3 . Na d o d a t
n i e j  o s i  x o d c in am y w d o w o ln ie  p r z y j ę t e j  p o d z ia łc e  k s z t a ł t n i k i  I  , I  ,x  y
w końcach  A , B t y c h  o d c in ków  k r e ś l im y  p rz y n a le ż n e  rz ę d n e , a z p o cz ą tk u  
0 k ie ru n e k  a  momentu M, Z n a le z io n y  w te n  sposób  punkt C od rzucam y rów
n o le g le  do o s i  x w D, z y s k u ją c  n a c h y le n ie  (3 . I s t o t n i e  z k o n s t r u k c j i  
t e j  w y n ik a  rów ność I  t g a =  I  tg  ¡3 zgodny z ( 5 , 8 ) . ̂ y

Moment M w yw o ła  w p u n k c ie  (x ,  y )  p r z e k r o ju  n a p rę ż e n ie  o = + M y / I  .x z  x  x
A n a lo g ic z n ie  moment M^ w yw o ła  tam n a p rę ż e n ie  ° 2 = ~ My x/ I y* Znak  p ie r 
w s z e j fo rm u ły  n ie  b u d z i w ą t p l iw o ś c i .  Znak d r u g ie j  w y n ik a  s t ą d .ż e  d la  M > 0  
s t r e f ą  ro z c ią g a n ą  j e s t  c z ę ś ć  x < 0 ,  a ś c is k a n ą  c z ę ś ć  x 3» 0 p r z e k r o ju .
W r e z u l t a c i e  moment c a łk o w i t y  M w yw o ła  w p u n k c ie  (x ,  y )  p rz e k r o ju  n a p rę 
ż e n ie

M M
0 = y  - ^  x’  ( 8 . 8 )

x y

d la  k tó re g o  z n a cze k  z p o m in ię to .  U ż y to  go p rz ed  c h w i lą  ce lem  z w ró c e n ia
uw ag i na t o ,  że s k u t k i  c z ę ś c io w e  mogą być dodane a lg e b r a ic z n i e ,  bo są  one
n a p rę ż e n ia m i p o d łu żn ym i t e j  sam ej o r i e n t a c j i  z .

B r y ł a  n ap ręże ń  o g ra n ic z o n a  j e s t  p ła s z c z y z n ą .  K raw ędź p r z e c ię c i a  s ię  j e j
z p ła s z c z y z n ą  p r z e k r o ju  j e s t  l i n i ą  o b o ję tn ą ,  t j .  m ie jscem  geom etrycznym

I  M
punktów  o w ła s n o ś c i  6=  0 . 3 e s t  to  n a jw id o c z n ie j  p r o s t a  y = x y ~  lu b

y  x
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po u w z g lę d n ie n iu  ( 1 . 8 )  p ro s ta  y  = x tg p , w ię c  o s t a t e c z n ie  p r o s ta  co' . Z a 
tem - ja k  w z g ię c iu  p o jedynczym  - p r z e k r ó j  o b ra ca  s i ę  d o k o ła  l i n i i  o b o ję t 
n e j .  N a p rę ż e n ia  ro sn ę  (c o  do b e z w z g lę d n e j w a r t o ś c i )  w raz  z o d d a len iem  od 
t e j  l i n i i .  W yn ik a  s t ę d  u z u p e łn ie n ie  r y s .  1 .8  w ykresem  n a p rę ż e ń , w y n ik a ję -  
cym z p r z e c ię c i a  b r y ł y  n ap rężeń  p ła s z c z y z n ę  p ro s to p a d łę  do l i n i i  o b o ję t 
n e j .

Gdy p r z e k r ó j  o g ra n ic z o n y  j e s t  k rzyw ę p o s ia d a ję c ę  a n a l i t y c z n ie  o k r e ś lo 
ne ró w n a n ie , c i ę g łę  s t y c z n ę ,  s k r a jn e  l i c z e b n ie  n a p rę ż e n ia  o b lic z a m y  poszu- 
k u ję c  i c h  a n a l i t y c z n e g o  extrem um . P o d s ta w ia ję c  m ia n o w ic ie  w ( 8 . 8 )  rów na
n ie  b rzeg u  y  = f ( x ) ,  o k r e ś l im y  o ja k o  fu n k c ję  o=  F ( x )  z m ie n n e j x . Gdy
ł u k i  o g r a n ic z a ję c e  k o n tu r  m aję z a ła m a n ia ,  n a le ż y  n a k r e ś l i ć  l i n i ę  o b o ję tn ę  
ce lem  p rz e k o n a n ia  s i ę ,  d la  k tó r y c h  łuków  p o szu k iw ać  extrem um . Gdy b rzeg  
p rz e k ro ju  n ie  j e s t  o k r e ś lo n y  k rzyw ę a n a l i t y c z n ę ,  n a le ż y  w yz n aczyć  lin ię  obo
j ę t n ę  i  n a k r e ś l i ć  r ó w n o le g łe  do n ie j  s t y c z n e  do k o n tu ru . Na r y s .  1 .8  w 
p u n k ta ch  P i  Q c i s  i  c ię g  o s ię g a ję  s k r a jn e  w a r t o ś c i .  Gdy k o n tu r  j e s t  
o g ra n ic z o n y  o d c in k am i p r o s t o l i n i j n y m i ,  n a jw ię k s z e  w a r t o ś c i  c is u  i  c ię g u  
z n a jd u je m y  zaw sze w z a ła m a n ia ch  b rz e g u , p o s ia d a ję c y c h  n a jw ię k s z e  o d d a le 
n ia  od l i n i i  o b o ję t n e j .  Może s i ę  to  o c z y w iś c ie  z d a rz y ć  ró w n ie ż  w załom ach  
p rz e k r o ju  o g ra n ic z o n e g o  łu k a m i ró ż n ych  k rz y w y ch .

Możefńy o c z y w iś c ie  w każdym z om aw ianych wypadków nadać r e z u lta to m  koń
cowym p o s ta ć  f o r m a ln ie  zgodnę z (1 1 .7 )  t z n .  w yzn aczyć  w p o sz c z e g ó ln y c h  
p rz y k ła d a c h  n o ś n i k  u k o ś n e g o  z g i n a n i a .  Możemy
te ż  u s i ło w a ć  z d e f in io w a ć  go o g ó ln ie  fo rm u łę  a n a lo g ic z n ę  do p o zn an e j w cześ 
n ie j  ( 1 0 .7 ) .  N a s z k ic u je m y  p o n iż e j  to k  p o s tę p o w a n ia .

Obróćm y na r y s .  1 .8  o s ie  u k ła d u  w sp ó łrz ę d n y c h  o k ę t p . W te n  sposób  oś 
t, z a jm ie  p o ło ż e n ie  l i n i i  o b o ję tn e j  co'; oś rj j e s t  do n ie j  p r o s to p a d ła .  
W sp ó łrz ę d n e  p unk tu  s t a r e  x , y  i  nowe £, , tj z w ię z a n e  sę  znanym i r e l a c j a 
mi

x = % cos  p — tj s i n P ,  y  = £, s i n  p + rj cos (i. ( 9 . 8 )

R u g u ję c  n im i x i  y  we w zo rze  ( 8 . 8 ) ,  u w z g lę d n ia ję c  ( 1 . 8 )  i  p o rz ę d k u ję c
względem  £, i  z n a jd z ie m y :

0 = m l ; ( co8c*8 ln p  . s in a c o s f t ) + M ^ (ę o s ą ę o s J|  + s l n a s i n ^
*x  * y  x y

W y k o rz y s tu ję c  tu  ( 6 . 8 )  z n a jd z ie m y , że p ie rw s z y  d o d a jn ik  odpada, d ru g i zaś 
p rz y jm u je  p ro e tę  p o s ta ć :

o «  j i ] ,  (1 0 .8 )

g d z ie  I  w y raż o n e  j e s t  w ( 3 . 8 ) .  O t rz y m a liś m y  p rz e to  fo rm u łę  a n a lo g ic z n ie  
zbudowanę j a k  ( 8 . 7 )  w p ro s tym  z g in a n iu .  N a p rę ż e n ia  w ukośnym z g in a n iu  sę -
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co ju ż  w c z e ś n ie j  s t a ł o  s i ę  d la  nas o c z y w is t e  - p r o p o r c jo n a ln e  względem  od
d a le n ia  od l i n i i  o b o ję t n e j .  Wobec te g o  w p ro w a d z a ję c  znów p o ję c ie  w łó k ie n  
s k r a jn y c h  o k r e ś l im y  u o g ó ln io n y  n o ś n ik  x  1 fo rm u łę :

o = ^  , (1 1 .8 )

zbudowaną j a k  ( 1 1 . 7 ) ,  Okażemy w następnym  p u n k c ie  r o z d z ia łu ,ż e  n o ś n ik  ten  
możemy w y k ry ć  na ró w n ie  p r o s t e j  d ro d ze  k o n s t r u k c j i  w y k r e ś ln e j .

Z a k r z y w ie n ia  <p' i  ij/' o d p o w ie d n io  z g o d n ie  ró w n o le g łe  do momentów Mx
i  M , P o z w a la  to  w t e j  c h w i l i  w y p is a ć  w y ra ż e n ie  d la  e n e r g i i  s p r ę ż y s t o ś c i
W* nag rom adzone j w p o m y ś la n e j je d n o s tc e  d łu g o ś c i  p r ę t a .  Mamy po p r o s tu :

2 2
... * 1 M J  1 M ' 1 Mx 1 My  1 CT ’2 1 CT ¡2
W = 5  Mx <f + f  M y  = ^  g j -  + -  g f .  = ?  E I xcp + 2 E I yV  • (1 2 * 8 )

x y

p rz y  czym znak  1 o zn acza  pochodną z e to w ą . Do id e n ty c z n e g o  w yn ik u  d o jd z ie 
my p is z ą c  w' = i  Mco'„ j e ś l i  w fo rm u le  ( 7 . 8 )  u w zg lęd n im y  r e l a c j e  ( 1 . 8 ) .  Na
l e ż y  w y s t rz e g a ć  s i ę  pochodnego są d u , k t ó r y  nasuwa w y g lą d  fo rm u ły  (1 2 .8 ) ,  j a 
koby e n e r g ia  s p r ę ż y s t o ś c i  p o d le g a ła  ró w n ie ż  z a s a d z ie  s u p e r p o z y c j i .  Pow yż
sz ą  p r o s t o tę  w y k a z a ł w zór (1 2 .8 )  j e d y n ie  d z ię k i  tem u, że u d a ło  s i ę  nam 
w ysp ek u lo w ać  p o ję c ie  p ro s te g o  z g in a n ia  i  w k o n s e k w e n c j i  z g ię c i e  ukośne roz 
ło ż y ć  na dwa p r o s t e .  Z aw dz ięczam y z aś  to  o b io ro w i s z c z e g ó ln y c h  o s i  w s p ó ł
rz ę d n y c h , j a k im i  są  t y l k o  i  t y l k o  g ł ó w n e  ś r o d 
k o w e  o s ie  u k s z t a ł t o w a n ia .  N a le ż y  w p r z y s z ło ś c i  p a m ię ta ć  o tym matema
tycznym  d o b r o d z ie js tw ie .

P r z y k ła d  1 .8 . 3ak s i ę  z m ie n ią  n a p rę ż e n ia  w p r z y k ła d z ie  6 .7 ,  gdy p ła 
sz cz y z n a  p a r y  z g in a ją c e j  z a jm ie  p o ło ż e n ie  p ro s to k ą tn e  w zględem  p ro s to k ą 
t a ?

O dpow iedź 1 .8 . Z n a c z y  t o ,  że k ą t  n a c h y le n ia  w e k to ra  M w zględem  o s i  x 
w yz n a czyć  n a le ż y  z z a ło ż e n ia  tgot = g  lu b  cos cc = g  lu b  te ż  s i n a  = g  gdzie

d = V + h2 = ~  1 ,7  b . Po n iew aż  I x = ^  . I  = p rz e to  tg  (ł = yx 12 y y
tg c t  = g  c tgc t, sk ąd  |S = £  - 1* , c z y l i  l i n i ą  o b o ję tn ą  j e s t  tu  d ru g a  p rz e k ą t 

n ia  p r o s t o k ą t a .  Wobec te g o  n a jw ię k s z e  w y tę ż e n ie  z n a jd z ie m y  w w ie r z c h o ł 

kach  p r o s to k ą t a  (iy , -  jy ) i  (-  jy, j y ) .  W y ra ż a ją  j e  n a p rę ż e n ia  o= + j“ § g *9 dY

w p r z y k ła d z ie  6 .7  b y ło  O = + S to s u n e k  n ap rężeń  t y c h  w yn o s i więc =
bh

* ~  1 ,6 ,  P rz e z  z a ło ż o n ę  zm ianę n a p rę ż e n ia  w z r o s ły  o 60% .

P r z y k ła d  2 .8 . I l e  w y n o s i n o ś n ik  z g in a n ia  d la  p r z e k r o ju  e l ip t y c z n e g o  o 
p ó ło s ia c h  a ,  b ?
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Odpow iedź 2 . 8 . Z ró w n an ia  ko n tu ru  x2/ a 2 + y 2/ b 2 = 1 ^a) mamy ^  = - ^ 2  ^

( b ) .  Wobec I x = ab43t, I  = 8 blt j e s t  0 = ggg  (—£ y  ^ x )  ( c ) .  Z wa-
m o b a

d o d v  brunku  extremum ^  = 0 mamy • “ £* co w p o łą c z e n iu  z ( b )  d a je  %  -
M x a

= - |Y" Rów nan ia  ( a )  i  ( d )  d a ją  w sp ó łrz ę d n e  p o szu k iw an ych  punktów
^ ab M ab M

k o n tu ru , a to  x + + — ■ ■ X  , y  = I  ■ *  Po p o d s ta w ie n iu

" V  y V  ♦ b 2 M2  V s 2 mx + b V

i c h  w ( c )  o trzym am y p o szu k iw ane  ex trem a  o = + ■ -4* V a 2M2 + b2M2 .N o ś n ik
a b n T x y

M a 2b2 TTz g in a n ia  w y n o s i tu  w ię c  =----------Ł_2— Z---------  i  j e s t  - ja k  w id z i-
+ 0 4 \ i~ Ź  2 .2 . 2w a cos a  + b s in  d

my - z a le ż n y  od ro zm iaró w  a ,  b p rz e k ro ju  i  p o ło ż e n ia  a  momentu M.

P r z y k ła d  3 .8 . P a r a  z g in a ją c a  M le ż y  w p ła s z c z y ź n ie  p io n o w e j.  Z e tow y  
p r z e k r ó j  t>o/b  = hQ/h  = 0 ,8 8 ,  b/h = 0 ,5 0  j ą  p rz e jm u ją c y ,  p o s tan o w io n o  u-

m ie ś c ić  na p o d s ta w ie  n a c h y lo n e j  pod y  = 22 ^  względem  poziomu - w ię c  j a 
ko np . p ła te w  dachu h a l i  f a b r y c z n e j .  P o w s ta ła  w ą tp l iw o ś ć ,  k tó r e  z po ło żeń  
p r z e k r o ju  j e s t  p ra w id ło w e .

2

O dpow iedź 3 .8 . Zatem  w e k to r  M j e s t  ró w n o le g ły  do p r o s t e j  poz iom ej p, 
od k t ó r e j  odm ierzam y k ą t n a c h y le n ia  y  . Na r y s .  2 .8  n aszk ico w an o  dwa po
ło ż e n ia  p r z e k r o ju .  P r a w id ło w e  p o ło ż e n ie  j e s t  t o ,  d la  k tó re g o  wytężenie jest 
m n ie js z e .  Na r a z ie  w yznaczym y p a ra m e try  g łó w n e . P r z y ją w s z y  o s ie  o d n ie s ie 
n ia  £, , rj np . j a k  na p ra w e j s t r o n ie  ry su n k u  mamy: 1 £, = T 5  (t>h3 - bQh ^ ) ,

i  p o d o b n ie  (b 3h - b3hQ ) - bo d ru g i d o d a jn ik  1^ t j .  * ib b 0 (b0h - bh^
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1 2 2z powodu bQ/b  = h0/ h odpada - w r e s z c ie  = g  bbQ (h  - h £ ) .U w z g lę d n ia 
j ą c  w y k ła d n ik  s to su n k u  0 ,8 8  z n a jd z ie m y :

T 1 ht.3 4 . 4 T 1 .3 . 1 . 4  n 1 h2. 2 1 .4
\  = ~ 'TO  bh = 15 b ' X1J =~ 3 5  b h = 15 b ’ °4  40 b h = 10 b *

N a c h y le n ie  k ie ru n k ó w  g łów nych  względem  o s i  Ł, w yznacza  r e l a c j a  tg  2y =
20,

= -■ ■ = 1 , skęd  2 v  = 45 . Zatem  je d n a  z o s i  g łów nych  o d ch y lo n a  j e s t
H  "  I ł ? 0 -o

od o s i  o d n ie s ie n ia  fc, o k ę t y Q = y = 22 . P r z y j ę l i ś m y  Ję  d la  w ygody r a 
chunkow ej Ja k o  oś y ;  oś x na p ra w e j c z ę ś c i  ry su n k u  dob ran o  z g o d n ie  z 
p r z y j ę t ę  w to k u  wywodu te o re ty c z n e g o  z u k ła d u  p raw eg o , na le w e j  - z ko 
n ie c z n o ś c i  - z le w e g o . O k a z u je  s i ę ,  że  lew e  u ło ż e n ie  j e s t  p ra w id ło w e , bo 
p ro w a d z i do z g ię c ia  p o je d y n cz e g o  d o k o ła  o s i  w ie lk ie g o  k s z t a ł t n ik a .p r a w e  
zaś  j e s t  w a d liw e ,  bo p ro w a d z i do n ie ek o n o m icz n e g o  z g ię c i a  p o d w ó jn eg o , o k re 
ś lo n e g o  k ę te m a  = 9 0 ° - ( y +  y  ) = 4 5 ° .

A żeb y  o c e n ić  r ó ż n ic e  w y tę ż e n ia  o b lic z a m y  g łów ne k s z t a ł t n i k i  z fo rm u ły

Xx , y  = I  ( I £, + V  "  l V ( l ą  ‘  V 2 + ADt '  k tÓ ra  d a Je  "  ~  h  * b 4 ' Xy  =
= . b4 . L i n i ę  o b o ję tn ę  w p o ło ż e n iu  lewym J e s t  oś momentu; w prawym wy

z n acza  j ę  w ed łu g  ( 5 . 8 )  tg |3=  j ę .  N a jw ię k s z e g o  w y tę ż e n ia  d o z n a ję  w p o ło 

ż e n iu  lewym w łó k n a  s k r a jn e  A i  B .  I c h  w s p ó łrz ę d n a  w y n o s i c = c o s y  *
b+bo - M+ 2 . . s i n y  = 1 ,2 8 5  b , zatem  s k r a jn e  n a p rę ż e n ie  w y n o s i:  o = + y — c =

= + 4 ,2 8  W p o ło ż e n iu  prawym n a jb a r d z ie j  w y tęż o n ym i m ie js c a m i sę  punk- 
b4

t y  C i  D o w s p ó łrz ę d n y c h :

h b—b h _ t>-b
x= + ^  c o s y  + ■ -2—°  s i n  y  = + 0 ,9 0 1  b , y=  + y « i n y  + —̂ —  c o s y  = + 0 ,4 3 8  . b .

N a p rę ż e n ie  w t y c h  m ie js c a c h  wobec M = M = M V2/2  w yn o s i w ed łu g  (8 . 8 )x y
a  = + 14 ,51  t j .  n ie m a l 3 i  r a z y  w ię c e j  a n i ż e l i  w p o ło ż e n iu  le w y m .P rz y

b , szk icow ym  t r a k to w a n iu  ry su n k u  w ę tp l iw o ś ć  może b u d z ić  w p o ło ż e n iu  prawym
w y tę ż e n ie  punktów  E i  F o w s p ó łrz ę d n y c h :

h b+b _  h b+b
x= + c o s y  i  s i n  y = +_ 1 ,1 7 3  b , y  = + y — s in y  +_ —̂ —  cos  y  = +, 0 ,5 3 2  b .

Z n a jd z ie m y  tu  n iż s z ę  w a r to ś ć  n a p rę ż e n ia ,  a to  0 = +_ 1 2 ,2 8  i  t a  je d n a k
b

j e s t  p ra w ie  3 r a z y  w ię k s z a  od s k r a j n e j  w z g ię c iu  p ro a tym . P r z y k ła d  te n  wy
s t a r c z a ją c o  p o u cza , d la c z e g o  u s i l n i e  un ikam y ukośnego  z g in a n ia .
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P r z y k ła d  4 .8 . O b l ic z y ć  z a k r z y w ie n ia  p r ę ta  w poprzedn im  p r z y k ła d z ie .

Odpow iedź 4 .8 . W z g ię c iu  p o jedynczym  j e s t  u>'= \p = ~  — W z a i ę c iu  u-
Eb

kośnym s t o s u ję c  w z o ry  ( 3 . 8 )  i  ( 4 . 8 )  o ra z  ( 7 . 8 )  z n a jd z ie m y  c a łk o w it e  zak rzy 

w ie n ie  co = ~ 4 - w ię c  8 y  r a z y  w ię k s z e ;  sk ła d o w e  z a k r z y w ie n ie  w y n o s i:

65 M 1—y  — ^ a w ię c  6 y  r a z y  w ię k s z e ,  w r e s z c ie  p rzybyw a z a k r z y w ie n ie  boczne 
Eb

55 M- —y  — j .  P rz e z  o b ró c e n ie  p r o f i l u  s t o s u n k i  d o z n a ję  p rz e to  p r z e r a ż a ją c e j  

z m ian y .

P r z y k ła d  5 .8 . W yznaczyć  e n e r g ię  w', w ychod zęc  z d e f i n i c j i  ( 1 1 .3 )  i  
( 1 2 .3 ) .

O dpow iedź 5 .8 . S t o s u ję c  ( 8 . 8 )  o trzym am y:

/ 2 f  M M
§£■ dA = dz . ig- . J  ( - |  y 2 - 2 x y )  dA.

U w z g lę d n ia ję c  ( 3 . 5 )  w raz  z ( 5 . 5 )  z n a jd z ie m y  (1 2 .8 )  j a k  być pow inno .

U z u p e łn im y  ro z w a ż a n ia  punktów  siódm ego i  ósmego d d la  wypadków,gdy mate
r i a ł  n ie  j e s t  l in io w o  s p r ę ż y s t y  lu b  t e ż  gdy ze w zrostem  momentu z g in a ją c e  
go z o s t a ła  p rz e k ro c z o n a  g r a n ic a  p r o p o r c jo n a ln o ś c i  m a t e r ia łu .P r a w o  H o o k e ’ a 
m usi być w t y c h  w ypadkach  z a s tą p io n e ,  w z g lę d n ie  u z u p e łn io n e  innym  prawem 
w ięż ącym .

P rz y jm ie m y , że  j e s t  nim  p rz e d s ta w io n y  w le w e j  c z ę ś c i  r y s .  3 .8  z w ięzek

CJ= f  ( s ) ,  (1 2 .8 )
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w y k r y t y  z j e d n o r o d n e g o  j e d n o o s i o w e g o  r o z 
c i ą g a n i a  i  ś c i s k a n i a .  G w o li  o g ó ln o ś c i  n ie  k rę p u jem y  
gc p rz y  tym żadnym i u p ro s z c z e n ia m i, w ię c  w s z c z e g ó ln o ś c i  przyjm iem y f . (- e )^  
f  - f , ( e )  j a k  to  s i ę  z d a rz a  np . zaw sze  d la  tw o rzyw  k ru c h y c h .

T e o r ię  rów nom iernego  z g in a n ia  p ryzm a tyczn eg o  p r ę t a  oprzem y na d w ó c h  
i s t o t n y c h  z a ło ż e n ia c h .  P rz y jm ie m y , że p r z e k r o je  p r ę t a , p o z o s t a j ą c  
p ł a s k i m i ,  o b r a c a j ą  s i ę  d o k o ła  p r o s t y c h  co' - a n a d to , 
że w yw o łan y  z g ię c ie m  s t a n  n a p i ę c i a  j e s t  j e d n o 
o s i o w y .  N a jw id o c z n ie j  p rz e to  przem ycam y oba t e  f a k t y  z d o ty c h c z a s o 
wego z g in a n ia  l in io w o - s p r ę ż y s t e g o .  Omówimy b l i ż e j  oba t e  z a ło ż e n ia .

Z a ło ż e n ie  n ie z m ie n n ie  p ła s k ie g o  p rz e k r o ju  j e s t  t e o r e t y c z 
n i e  u z a s a d n i o n e ;  z o s t a ło  ono ró w n ie ż  w ie lo k r o t n i e  p o tw ie r 
dzone d o św ia d cz e n ie m . Gdyby oś o b ro tu  p r z e k r o ju  b y ła  nam z n a n a , m o g lib y ś 
my w dowolnym  j e j  p u n k c ie  u m ie ś c ić  - d la  c e ló w  a n a l i t y c z n e g o  trak tow an ia  - 
p o cz ą te k  o s i  x , y  i  p r z y ją w s z y  j e  tam d o w o ln ie , r o z ło ż y ć  w e k to r  co' na 
c z ę ś ć  x-omą t,»' i  y-o w ą ip '. N ie  możemy s i ę  s p o d z ie w a ć , że  owa o ś ,  w ię c  owa 
l i n i a  o b o ję tn a , p r z e jd z ie  p rz e z  ś ro d e k  g e o m e try cz n y  p r z e k r o ju ;  p rz e c z y  t e 
mu z u p e łn a  d o w o ln o ść  f u n k c j i  ( 1 2 . 8 ) .  Z te g o  samego powodu n ie  możemy s i ę  
ró w n ie ż  s p o d z iew a ć  j a k i c h ś  d o b r o d z ie js tw  ze s t r o n y  g łów nych  o s i  u k s z t a ł t o 
w a n ia .  S k o ro  je d n a k ż e  bez u k ła d u  o d n ie s ie n ia  n ie  można z a d a n ia  w ogóle trak
to w a ć , p rz y jm ie m y  z k o n ie c z n o ś c i  b y le  j a k i e .  Może nim e w e n tu a ln ie  być  u- 
k ła d  ś ro d ko w y  g łó w n y  - po p ro s tu  ze w zg lęd u  na n a tu r a ln o ś ć  je g o  o p is u .
W tym u k ła d z ie  oś to' z a jm ie  j a k i e ś  b l i ż e j  nam n ie z n a n e  p o ło ż e n ie .  Z k in e 
m a ty k i w iadom o nam j e s t ,  że w p ow yższych  w aru n kach  o b ró t  co' d o k o ła  mimo- 
ś ro d k o w e j o s i  z ło ż y ć  można z o b ro tu  co' d o k o ła  o s i  ró w n o le g le  ś ro d k o w e j i  
p r z e s u n ię c ia  w ' p ro s to p a d łe g o  do p ła s z c z y z n y  obu r ó w n o le g ły c h .W r e s z c ie  ów 
o b ró t  co' r o z ło ż y ć  można - ja k  ju ż  wspom niano - na c z ę ś c i  ep 'i ip .

O s t a te c z n ie  w ię c  z a ło ż e n ie  n ie z m ie n n ie  p ła s k ie g o  p r z e k r o ju  w y ra ż a  rów 
n a n ie  :

t '=  w '+  cp'y - ip 'x , (1 3 .8 )

z a w ie r a ją c e  w s z y s t k ie  znane nam z d o ty ch cz as o w ych  rozw ażań  d o d a jn ik i .G d y
znać b ęd z iem y p a ra m e try  <p', )p', w', znane to ż  nam b ę d z ie  p o ło ż e n ie  l i n i i  o-
b o ję tn e j  z j e j  d e f i n i c j i  e=  0 ,  a zatem  ró w n an ie

ip'x - <f'y = w '. ( 1 4 .8 )

ś c i ś l e  b io r ą c  w in n iś m y  p is a ć  n ie  w', l e c z  w ' ,  z a z n a c z a ją c ,  że  w^ ozna 
cza  p r z e s u n ię c ie  p unk tu  x = y  = 0 .  W te n  sposób  u c z y n i l ib y ś m y  t e ż  r ó ż n i 
cę  m ięd zy  £ = a w^. S k o ro  je d n a k  n ie  mamy z am ia ru  c a łk o w a ć  ró w n a n ia
( 1 3 . 8 ) ,  t j .  s z u k a ć  w, możemy p o p rz e s ta ć  na u p ro s z c z o n e j p is o w n i .

W m o je j p r a c y  "0  r o z w in ię c iu  p o t e n c ja łu  s p r ę ż y s t o ś c i  i  z a s to s o w a n ia c h ” 
(A kad em ia  Nauk T e c h n ic z n y c h  - W arszaw a 1932) w yk aza łem , że  z a ło ż e n ie  je d 
n oos iow eg o  s ta n u  n a p ię c ia  w omawianym z a g a d n ie n iu  j e s t  n i e z g o d -
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n e z matematycznie ś c i s ł ą  t e o r i ę ,  wykazującą tu stan  
t r ó j o s i o w y .  I s t n i e j ę  Jednak dwa powody, d la  których chcemy z nie
go w dalszym c iągu  k orzystać«  Przede wszystkim rozw iązan ie  ś c i s ł e  Jest  bar
dzo z a w i łe .  Ponadto jednak -  i  to stanowi przeszkodę n atu ry  z a sa d n ic z e j  -  
n ie  znamy d la  Żadnego m a te r ia łu ,  n ie  pod leg a jącego  prawu Hooke'a .z a s t ę p u 
ją cych  go r e l a c j i  w iążących d la  tró jo s io w e g o  stanu n a p ię c ia .  Wspominałem 
ju ż  o tym w punkcie trz e c im . Przyjmiemy więc z kon ieczn ośc i  d la  celów 
p r z y b l i ż o n e g o  rozw iązan ia  związek ( 1 2 . 8 ) ,  w którym z d e f i n i o 
wane przez ( 1 3 . 8 )  e j e s t  z a leżn e  od zmiennych x ,  y .

Wypiszmy obecnie  na wzór ( 5 . 7 )  t r z y  równania redukcyjne

J f ( 6 ) dA -  0 . J y  f ( e )  dA - Mx , j f x  f ( e )  dA = -  My , ( 1 5 . 8 )

w których dA > dx dy. Równania te  po wykonaniu całkować posłużą  nam do 
z n a le z ie n ia  trz ec h  niewiadomych - if ',  tp1, w' -  z aga d n ie n ia .  Okaże s i ę . ż e  za
le ż ą  ona n ie  ty lk o  od k o n f i g u r a c j i  p rzek ro ju  1  kierunku a  momentu, l e c z
-  n i e e t e t y  -  p o n a d t o  o d  je g o  w i e l k o ś c i  M. Ze zmia
ną p rzeto  momentu l i n i a  ob ojętna  również zmienia tu swoje p o ło ż e n ie  i  to
-  o g ó ln ie  b io rą c  -  wraz z k ierunkiem .

Wróciwszy z cp' , \p', w' do e o k re ś l im y  j e  w każdym punkcie ( x , y )  p rze
k r o ju .  Musimy na zakończenie  dodatkowo w każdym oddzielnym przypadku wy
k azać, że w żadnym punkcie p rz ek ro ju  ze w z r o s t e m  m o m e n t u  
n i e  m a l e j e  bezwzględna w artość  na p ręż e n ia ,  co wobec ewentual
nej zmiany k i e r u n k u  l i n i i  o b o ję tn e j  może s i ę  zd a rz y ć .  Z w r ó c i l i ś 
my ju ż  bowiem uwagę na to  w trzec im  punkcie ,  p rzy  sposobności w y ja śn ia n ia  
r y s .  4 . 3 ,  że o d c ią ż a n ie  odbywa s i ę  według prawa odmiennego od prawa do
c ią ż a n ia  ( 1 2 . 8 ) .  Zagadnieniem odwróconym t j .  zadaniem m ale jącego M nie  
chcemy s i ę  tu zajmować.

S zcz e gó ln y  wypadek omówionego tu zadania  stanowi z g i ę c i e  e l a s t o - p l a -  
a ty c z n e .  N a jp ro stsz ą  Je g o  p o sta ć  otrzymamy za łożyw azy. i ż  fu n k c ja  o = f ( e )  
p rz eb ieg a  ja k  na prawej s t r o n i e  r y s .  3 .8 . Tu rówAlśż rozw iązan ie  buduje
my na z a ło ż e n iu  niezm iennie p ła s k ie g o  p rz ek ro ju  (13 .8 ) i  p r z y ję c iu  jedno
osiowego etanu n a p i ę c i a .  Sak wynika z d o k ła d n ie jszyc h  rozważań to  drugie  
z a ło ż e n ie  -  z powodu przebiegu  d e fo rm a c ji  p la s t y c z n e j  bez zmiany o b ję to 
ś c i  -  j e s t  tu w o b rę b ie  c a łe g o  p rz e k ro ju  ś c i s ł e .

P rzy  pewnej w a r t o ś c i  moaeatu -  z a le ż n ie  od u k sz ta łto w an ia  p rz ek ro ju  -  
po obu s tronach  l i n i i  o b o ję tn e j  a lb o  początkowo t y lk o  po je d n e j  a n ieco 
potem i  po d r u g i e j  w włóknach sk ra jn y c h  naprężenia  os iągną  w artość  * k na 
g r a n ic y  p ły n n o ś c i .  W artości t e j  mimo wzrostu bezwzględnej w a r t o ś c i  £. p rze
kroczyć one -  zgodnie z podanym wykresem -  n i e  m o g ą .  w r e z u l t a 
c ie  p rz e k ró j  p o d z ie lo n y  z o s t a j e  na t r z y  s t r e f y  -  środkową s p r ę ż y 
s t ą  e polu As  i  dwie s k r a jn e  p l a s t y c z n e  o polach Ac i  A_.
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Z w ią z ek  (1 2 .8 )  p r z y b ie r a  tu  w ię c  p o s ta ć :

Ac '  6 ~ = “  k; AS ' °  = V e) = Ee 1 Ar ' ° = f r^s ) = +k'
(1 6 .8

p rz y  czym u k ła d  w s p ó łrz ę d n y c h  możemy i  tu  d o b rać  d o w o ln ie ,  ta k  ż e  S w y  
rażam y r e l a c j ą  (1 3 .8 )  z f ig u r u ją c y m  tam wolnym  d o d a jn ik ie m  w! S t r e f y  A 
i  Ag tu d z ie ż  A r  i  Ag r o z d z ie la j ą  w ię c  p r o s t e  c i  r  o ró w n a n ia ch

tp’x - epy = w' + jy. (1 7 .8

Równaniem  l i n i i  o b o ję tn e j  b ę d z ie  n a d a l ( 1 4 .8 ) .  Gdy znać b ęd z iem y cp', \p', w
dokonamy p o d z ia łu  p o la  A na c z ę ś c i  A c< A r  i  Ag . Z a s to s je m y  wobec te  
go w a ru n k i ( 1 5 . 8 ) ,  k ła d ą c  p o d  z n a k i e m  c a ł k i :

f ( e )  = f c ( e )  + f g ( e )  + f r ( e )  ( 1 8 . f

i  r o z b i j a j ą c  o b s z a r  c a łk o w a n ia  A na w ykazan e  c z ę ś c i .  T rz y  t e  w a ru n k i i
k r e ś l a j ą  w ła ś n ie  cp', tp', w1, a tym aamym u s t a l ą  ro z w ią z a n ie .

Może s i ę  o k a z a ć , ż e  p r o s te  d z ie l ą c e  o b s z a r  p rz e s u w a ją  s i ę  i  o b ra ca  
w p ła s z c z y ź n ie  p r z e k r o ju .  Gdy w ię c  moment ma w a r to ś ć  M, z a jm u je  ono p
ło ż e n ie  o , r .  Gdy moment z w ię k s z y  s i ę  do w a r t o ś c i  M * , p rz y jm ą  one p o ł
Z e n ie  n ie r ó w n o le g łe  c „ , r * , mimo t e g o ,  i ż  k ie ru n e k  momentu a f  = 0- n ie  u le
z m ia n ie .  Gdy p rz y  t e j  s p o s o b n o ś c i okaże  s i ę ,  że  p r o s t e  c „ , r *  o d c in a
cz ę ść  p ie rw o tn y c h  ob sza ró w  A c , A r< podane ro z w ią z a n ie  t r a c i  swą ważnoś 
a lb ow iem  u z y a k a liś m y  j e  p rz y  m ilcz ąc ym  z a ło ż e n iu ,  że n a p rę ż e n ia  wazystki 
bez w y ją tk u  punktów  p r z e k r o ju  n i e  m a l e j ą ,  co w o d c ię t y c h  ak 
kach  ma w ła ś n ie  m ie js c e .

N asz k ico w an e  tu  p o s tę p o w a n ie  i  z a s t r z e ż e n ia  budzą r e f l e k s j e .  P o t r a f  
podać m n ie j lu b  w ię c e j  d o k ła d n ą  t e o r i ę  rów nom iernego  z g in a n ia  d la  u k ła i 
zbudowanych z n ie l in io w o - s p r ę ż y s t y c h  m a te r ia łó w ,  n ie  p o t r a f im y  je d n a k  - 
m ie n n ie  n iż  w z g ię c iu  l in io w o - s p rę ż y s t y m  - podać o g ó ln y c h  wzorów  koń 
w ych . Od w ypadku do wypadku musimy badać każd y  p r z e k r ó j  o d d z ie ln ie  z d 
w ą tp liw ym  s k u tk ie m . N ie  p o t r a f im y  o g ó ln ie  r o z d z i e l i ć  z g in a n ia  p ro s te g o  
ukośneg o , bo ze zm ianą w i e l k o ś c i  momentu p r o s te  może p rze  
w ukośne lu b  na o d w ró t . W z g ię c iu  e la e to - p la s t y c z n y m  o b s z a r  wymaga 
p r z e d n i e g o  p o d z ia łu  na t r z y  s t r e f y ,  a p a ra m e try  do teg o  s ł i  
c e s ą  k o ń c o w y m  w y n ik ie m  ra c h u n k u . O d c ią ż a n ie  p rz e k r o ju  wyr 
s i ę  innym  ro z w ią z an ie m  a n i ż e l i  d o c ią ż a n ie .  O d c ią ż a n ie  wymaga dodatkow i 
je s z c z e  b a r d z ie j  z a w iłe g o  o b l i c z e n i a .

Po w yższe  p rz y c z y n y  pow odują n aszą  re z y g n a c ję  z rozw ażań  o g ó ln y c h  i  
s z a ją  do z a j ę c i a  s i ę  p rz yp ad k am i s z c z e g ó ln y m i,  w k tó r y c h  dodatkow e za 
n ia  d o ty c z ą c e  n ie k tó r y c h  n iew iad o m ych  n ia  będą b u d z ić  żad n ych  w ą tp l iw  
a tym samym l i c z b a  p o z o s ta ły c h  n iew iad o m ych  w y ra ź n ie  z m a le je .
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N a le ż y  tu  p rz ed e  w sz y s tk im  p r a k t y c z n ie  waZny w ypadek p r ę t a  o p rz e k ro 
ju  sym etryczn ym  w zględem  o s i  y ,  z g in a n e g o  p a rę  M = M le ż ę c ę  w p ła s z 
c z y ź n ie  s y m e t r i i  p r ę t a ,  a w ię c  z g in a ję c s j  d o k o ła  o s i  x . W ty c h  w arunkach  
n a s tę p i  bez w ę tp ie n ia  z g in a n ia  p o je d y n c z e ; l i n i a  o b o ję tn a  b ę d z ie  ró w n o le 
g ła  do o s i  x .

Weźmy pod uwagę w ypadek dow o lnego  p raw a w ię ż ę c e g o  ( 1 2 .8 ) .  O b ie rzm y oś 
x z a  l i n i ę  o b o j ę t n ę .  Oś y  o b ie rz m y  d la  wygody t a k ,  
by s t r e f ę  ś c is k a n ę  b y ł  o b s z a r  y  -=~Q, c z y l i  ro z c ię g a n ę  o b sz a r  y > 0 .  W łó k 
na s k r a jn e  m aję w s p ó łrz ę d n e  y c i  y r< p rz y  czym :

yr - yc = d, (19.8)

J e ś l i  d j e s t  w y s o k o ś c ię  p r z e k r o ju .  O e ś l i  l i n i ę  o b o ję tn ę  z id e n t y f ik u je m y  
z o s ię  x , to  z d łu ż e  w łó k n a  dow o lnego  i  w łó k ie n  s k r a jn y c h  p r z e d s ta w ia ję  
znane ju ż  nam p r o s t e  w y r a ż a n ia :

E c = '•’ ' *0  ’ E=  *P'y , e p = <p'yr . (2 0 .8 )
4

Zm iennę s z e ro k o ś ć  b p rz e k ro ju  p rz e d s ta w ia  f u n k c ja :

b = g ( y ) ,  (2 1 .8 )

ta k  Ze e le m e n ta rn e  p o le  w y n o s i dA = g (y ) d y . Dwa ró w n an ia  (5 .7 ) r e d u k c j i
J  odA = O, J  y  o dA = M p rz y jm ę  wobec 0 = f(<py) p o s t a ć :

^ r  ^ r
J  g (y ) dy = O, J  y f ( c p 'y )  g ( y )  d y  = M, (2 2 .8 )

yc yc
t r z e c i e  z aś  odA = O j e s t  z powodu s y m e t r i i  id e n t y c z n ie  s p e łn io n e .  C a ł 

k i  (2 2 .8 )  eę  iu n k c ja m l g r a n ic  c a łk o w a n ia  y c , y r , a n ad to  p a ra m e tru  <p'.Łę- 
cz ę c  w ię c  p ie rw s z e  z równań (2 2 .8 )  z ró w n o śc ią  (1 9 .8 )  z n a jd z ie m y  s t ę d  y c
i  y r  Ja k o  fu n k c je  z a k r z y w ie n ia  cp' , w ię c

yc “  c ( i f ) ,  y r  = r ( cp’) . (2 3 .8 )

a tym samym n a p rę ż e n ia  w łó k ie n  s k r a jn y c h

oc » f(< p 'yc ) - C (tp '), op = f  (<p'yp ) » R(«p'). ( 2 4 .9 )

W s t a w ia ją c  z aś  r e z u l t a t y  (2 3 .8 )  do d ru g ie g o  z równań (2 2 .8 )  otrzym am y

M = f  (tp1),  (2 5 .8 )
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lu b  te ż  na odw ró t tp' ja k o  fu n k c ję  M. Możemy w r e s z c ie  w yzn aczyć  dodatkow o 
ś ro d e k  g e o m e try cz n y  p r z e k r o ju ,  o b l i c z a j ą c  je g o  w sp ó łrz ę d n ą

ys = i  y  dA = i  y g ( y )  d y  = h(<f'), (2 6 .8 )

a pon iew aż  punkt te n  z a jm u je  w zględem  p r z e k r o ju  n ie z m ie n n e  p o ło ż e n ie ,p r z e 
to  - o d w ro tn ie  - o d c in e k  y g o k r e ś la  względem  n ie g o  zm ienne p o ło ż e n ie  l i 
n i i  o b o ję tn e j  x .

Zw racam y w tym m ie js c u  d la  z u p e łn o ś c i  uwagę na p ew ien  s z c z e g ó ł matema
t y c z n e j  n a t u r y .  N a d an ie  z a ło ż e n iu  o sztyw nym  o b r o c ie  p r z e k r o ju  p o s t a c i
(2 0 .8 )  j e s t  - wobec b rak u  d o d a jn ik a  w -  id e n ty c z n e  z p r z y ję c ie m  o s i  x za 
oś o b ro tu ,  c z y l i  l i n i ę  o b o ję tn ę .  P o n ie w a ż  l i n i a  t a  z a jm u je  p o ło ż e n ie  zm ie 
n ia j ą c e  s i ę  w raz  ze zm ienną M, p rz e to  z a c h o d z i p o trz e b a  o k r e ś le n ia  j e j  
zm iennego p o ło ż e n ia .  S p e łn ia m y  to  - j a k  p rz ed  c h w i lą  w y ja ś n i l i ś m y  - podając 
o d c in e k  (2 6 .8 )  ja k k o lw ie k  w y s ta r c z a  do teg o  c e lu  je d n a  ze w sp ó łrz ę d n y c h
( 2 3 .8 ) .

Można p o s t ą p ić  je d n a k  ró w n ie ż  i n a c z e j .  U s ta lm y  bez w zg lęd u  na M po
ło ż e n ie  o s i  x . Tym samym w s p ó łrz ę d n e  y o i  y r  są  ró w n ie ż  u s t a lo n e ,W te 
dy  Je d n a k  oś o b ro tu  n ie  pokryw a s i ę  z o s ią  x . R ów n an ie  (2 0 .8 )  z d łu ż u  mu
s im y  r o z s z e rz y ć  o d o d a jn ik  w', k t ó r y  s ta n o w i n iew iadom ą z a s tę p u ją c ą  po
p rz e d n ie  y  . L ic z b a  n ie w iad o m ych  w tym odmiennym s p o s o b ie  p o s tęp o w a n ia  
n ie  u le g a  w ię c  z m ia n ie .

W podanym ro z w ią z a n iu  t k w i  m i lc z ą c e  z a ło ż e n ie ,  i ż  o d k s z t a łc e n ia  w ob
r ę b ie  w ą s k ie j  p a r t i i  ś ro d k o w e j p r z e k r o ju  m aję c h a r a k t e r  s p r ę ż y s t y .  Dwom 
różnym w a rto ś c io m  momentu M i  M* o d p o w ia d a ją  dwa ró żne  p o ło ż e n ia  l i n i i  
o b o ję tn e j  x i  x * ,  c z y l i  p r z e c ię c i e  s i ę  odnośnych  b r y ł  n a p rę ż e ń . Rzut kra
w ę d z i p r z e c ię c i a  na p ła s z c z y z n ę  p r z e k r o ju  oznaczm y p rz e z  |  . S t r e f a  z a 
w a r ta  m ięd zy  p ro s tym  x i  % j e s t  s t r e f ą  o d c ią ż o n ą . W ła ś n ie  z a ło ż y l iś m y ,  
że j e s t  ona s t r e f ę  o d k s z ta łc e ń  s p r ę ż y s t y c h .

W ażność podanego w yż e j r o z w ią z a n ia  o g ra n ic z a  s i ę  do p r z e d z ia łu ,  w k tó 
rym n iem ian o w an a  l i c z b a  tp'd j e s t  m ała  w p o ró w n an iu  do 1 . N a j i s t o t n i e j 
s z y  r e z u l t a t  teg o  ro d z a ju  o b l i c z e n ia  s ta n o w i w y k r y c ie  zw iąz k u  (2 5 .8 ) ,  z a 
s tę p u ją c e g o  tu  p ro s tą  fo rm u łę  ( 7 . 7 ) .  D la  p rz e k ro jó w  p o d w ó jn ie  s y m e t ry c z 
nych  w y d a je  s i ę  s łu szn ym  być p rz y p u s z c z e n ie ,  że  F b ę d z ie  n ie p a r z y s t ą  
fu n k c ję  op’ , zatem  fu n k c ją  o w ła ś c iw o ś c i  F (-  <p') = - F (cp ). Gdybyśm y bowiem 
d la  t a k ie g o  p r z e k r o ju  p r z e p r o w a d z i l i  o b l i c z e n ie  d la  momentu z odwróconym 
zn ak iem , z a k r z y w ie n ie  pow inno z m ie n ić  j e d y n ie  znak bez zm ian y  b ez w zg lę d 
n e j w a r t o ś c i .  Mimo teg o  w ię c ,  i ż  r o z w in ię c ie  f u n k c j i  f ( e )  z a w ie r a ć  może 
zarów no p a r z y s te  j a k  i  n ie p a r z y s t e  p o tę g i  z m ie n n e j e , r o z w in ię c ie  fu n k 
c j i  F(cp*) z a w ie r a ć  b ę d z ie  w t a k ic h  w ypadkach  j e d y n ie  n ie p a r z y s t e  p o tę g i  <p. 
S t y l i z u j ą c  rz e c z  p o t o c z n ie , c z y n i  to  t a k i e  w ra ż e n ie ,  j a k  gdyby  l in io w a  po
s t a ć  ( 7 . 7 )  z w iąz k u  (2 5 .8 )  b y ła  " d ł u ż e j "  ważna a n i ż e l i  prawo H o o k e 'a .  P o 
l e g a ją  na tym b łę d y  r o z l ic z n y c h  a u to ró w , w n io s k u ją c y c h  z pom iaru  M i  cp' 
na la b o r a t o r y jn y c h  b e le c z k a c h  betonow ych  o p ro s to k ą tn y m , zatem  p o d w ó jn ie  
sym etryczn ym  p r z e k r o ju ,  że  b e to n  p o d le g a  prawu H o o k e 'a .
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□ l a  wspomnianych, podwójnie symetrycznych przekrojów wzory u p ra szc z a ją  
s i ę .  W s z c z e g ó ln o ś c i  d la  p rz ek ro ju  p rostok ątn ego ,  odgrywającego dużę ro lę  
w doświadczeniach nad zginaniem , wobec u p roszczen ia  z a le ż n o ś c i  (2 1 . 8 ) do 
p o s t a c i  b «< s t a ł e j  równania ( 2 2 . 8 ) i  ( 2 6 .8 )  p r z y b ie r a ją  p o sta ć :

* r  y rj  f(<p’ y )  dy » 0 , M « b J  y f  (< f 'y ) dy, (27.8)

y c y c

ye = ^  g' Y°  “  h (ip'). (28.8)

D alsze  u p roszczen ie  n a s tę p i  po wprowadzeniu ewentualnej w ła s n o śc i  f(-E)= 
= - f(e). Wtedy bowiem p ierw sze  z równań (27.8) zredukuje  s i ę  do równości
y r + y c * 0 , wobec czego równanie (28.8) s k r ó c i  s i ę  do yQ = 0 . S ta n ie  s i ę
tak n ie  t y lk o  d la  p rzek ro ju  p rostok ątn ego .

W m ie jsc e  zmiennej y  mogliśmy z równie dobrym skutkiem użyć w przed
sta w io n e j  t e o r i i  zmiennej C e  f ' y .  Zmiana taka j e s t  s z c z e g ó ln ie  celowaprzy 
in te rp re to w a n iu  wyników dośw iadczalnych . W doświadczeniu bowiem ż  momen
tem M i  zakrzywieniem tp' pomiarowi p o d leg a ję  n ie  rozm iary y c> y r , l e c z  
z d łuże  eq , 8 r . P r z e k s z t a łc e n ie  podanych tu wzorów n ie  n a s trę c z a  żadnych 
t r u d n o ś c i .  Tak np. równość (19.8) p rz y b ie rz e  p o sta ć :

e r “ £c “ f'* d* (29.8)

Równie p ro sto  zmienię swój wyględ i  w s z y s t k ie  in n e .  W s z c z e g ó ln o ś c i  formu
ł y  (27.8), pddane d la  p rz ek ro ju  p ro sto k ątn e go ,  p rz e jd ę  we wzory:

er £r
y  f(e) de = 0, Mcp'2 - b /  ef(e) de, (30.8)

E c  E C

c z ę s to  cytowane w l i t e r a t u r z e  przedmiotu.
Gdyby z a ło ż e n ie  jednoosiowego stanu n a p ię c ia  w zginanych prętach  z  do

wolnego m ate r ia łu  by ło  s łu s z n e ,  moglibyśmy przeprowadzone tu o b l ic z e n ia  
odwrócić . Gdy dotychczas r e z u l t a t  eksperymentu jednorodnego eksploatowa
l iśm y  d la  celów zagadn ien ia  n ie jednorodnego, moglibyśmy na odwrót wyniki 
badania nad stanem niejednorodnym wykorzystać  d la  z n a le z ie n ia  prawa Jedno
rodnego. I s t o t n i e ,  n ie k tó r z y  badacze z o b se rw a c j i  zd łu ży  e , e z ak rzy -  
w iśn ia  <p i  momentu M spodziew aję  s i ę  zna leźć  prawo o= f ( e ) .

Dla p rz ek ro ju  p r o s t o k ę t n e g o  o b l ic z e n ie  to da s i ę  szyb
ko przeprow adzić .  Możemy mu nadać tok n a s tę p u ję c y :  Uważajmy zgodnie z pro
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to ko łem  la b o r a to r y jn y m  w ie l k o ś c i  M, £ , £ za fu n k c je  je d n o c z e ś n ie  m ie-
i r

rzonego  z a k r z y w ie n ia  <f i  z ró ż n ic z k u jm y  w zględem  n ie g o  ró w n an ia  (2 9 .8 )  tu 
d z ie ż  ( 3 0 .8 ) ,  p a m ię ta ją c  o s to s o w a n e j w tym wypadku r e g u le  ró ż n ic z k o w a n ia :

b ( p ) b
J L  f  f ( x , p )  dx = j  g  dx + f ( b . p )  $  - f ( a . p )  

a ( p )  a

W ro z s trz ę s a n y m  w ypadku fu n k c je  p o d ca łko w e  w (3 0 .8 )  sę  n ie z a le ż n e  od pa
ra m e tru  cp', n a to m ia s t  g r a n ic e  c a łk o w a n ia  £c , e r  sę je g o  fu n k c ja m i .W obec 
teg o  p o szu k iw ane  ró w n a n ia  p rz y jm ę  p o s ta ć :

e ; -  sc = d. e; f ( e r ) = ¡T f ( e c ) ,
(3 1 .8 )

b er £̂ . f ( e r ) -  ece(: f ( e c ) = (m2 ).

p rz y  czym znak iem  ’ o z n a c z y liś m y  pochodną względem  <f'. W pow yższych  rów
n a n ia c h  po łóżm y k ró tk o  f ( £ c ) = Oc , f  (e  p ) = c>r . R o z w ią z u ją c  dwa p ie rw s z e  
z n ic h  względem  6^,. e^. z n a jd z ie m y

P o d s ta w ia ją c  pow yższe w t r z e c i e  z równań ( 3 1 .8 ) ,  j a k  i  u w z g lę d n ia ją c  (19.8) 
i  (2 0 .8 )  o trzym am y:

b A 2 4 p h - c -  (32-8)

W ię ż ą c  te n  r e z u l t a t  ponow n ie  z d rug im  z równań (3 1 .8 )  z n a jd z ie m y :

W te n  sposób  n a p rę ż e n ia  w a rs tw  s k r a jn y c h  o i  or  p r z e d s t a w il iś m y  j a 
ko fu n k c je  z a k r z y w ie n ia  tp'. Gdy zaś  z d łu ż e  £c i  Er  są  ró w n ie ż  fu n k c ja m i 
tp', p rz e to  na odw ró t możemy w y r a z ić  tp Ja k o  fu n k c ję  £c, j a k  ró w n ie ż  J a 
ko fu n k c ję  e r . P o d o b n ie  możemy p o s t ą p ić  z momentem M. W w yn ik u  powyż
s z e j  m a tem atycz n e j i n t e r p r e t a c j i  fo rm u ły  (3 3 .8 )  są  ró w n o w arte  dwom k r ó t 

szym :

° c  = ° r  = f ( e r 5- (3 4 * 8 )



Po n iew aż  ze w z rostem  M z d łu ż e  sj. w z g lę d n ie  £r p r z e b ie g a ją  w sp o 
sób  c i ą g ł y  p rz ez  u jem ny w z g lę d n ie  d o d a tn i o b s z a r  w a r t o ś c i , p rz e to  o b ie  f o r 
m uły (3 4 .8 )  sę  ró w n o w arte  je d n e j  j e d y n e j  ( 1 2 .8 ) ,  o k r e ś la j ą c e j  prawo je d n o 
rodne - o c z y w iś c ie  w z a k r e s ie  o s ią g a ln y m  p rz y  d o ś w ia d c z e n iu  nad z g in a n ie m .

Gdy p rz yp ad k iem  z a c h o d z i w ypadek f ( - E )  = - f ( e ) ,  w z o ry  (3 3 .8 )  u p ra s z 
c z a ją  s i ę  wobec z a le ż n o ś c i  ej. + e ' = O do p o s t a c i :

a r e z u l t a t  (3 5 .8 !  u p ra s z c z a  s i ę  do znanego nam ju ż  w yn ik u  ( 1 1 . 7 ) , w którym  
bd2je s t  X  = -g—, z g o d n ie  z t r e ś c i ą  p rz y k ła d u  ( 1 . 7 ) .

W r z e c z y w is t o ś c i  - j a k  to  z a a k c e n to w a liś m y  - s t a n  n a p ię c ia  p rz y  z g in a 
n iu  p rę tó w  z dow o lnego  m a t e r ia łu  j e s t  t r ó jo s io w y .  M ie rz o n e  w t r a k c i e  do
ś w ia d c z e n ia  z d łu ż e  £ n ie  pochodzą od d z i a ła n ia  j e d y n ie  n a p rę ż e n ia  o= o 
l e c z  ró w n ie ż  od in n y c h  n a p rę ż e ń . G ę ś l i  nawet - co ma m ie js c e  - o g r a n ic z y 
my s i ę  do b a d a n ia  m a te r ia łó w  ró w n o k ie ru n k o w y ch , okaże  s i ę ,  że n a p rę ż e n ia 
mi ty m i są  n ie  t y lk o  n o rm a ln e . Poza  znak fu n k c y jn y  f  w k ra d n ie  s i ę  po
n ad to  p o s ta ć  p r z e k r o ju .  Dokonane p rz e z  nas in t e r e s u ją c e  o b l i c z e n ie  ma za 
tem c h a r a k t e r  p r z y b l iż o n y .  N ie m n ie j  w p o łą c z e n iu  z in n ym i Je s z c z e  pom ia
ram i - np . p o p rz e cz n e j d e fo r m a c j i  p r z e k r o ju  ma ono duże z n a c z e n ie  d la po
z n a n ia  s t a ły c h  m a te r ia ło w y c h  w yższych  rzędów .

P r z y  pew nej s z c z e g ó ln e j  w a r t o ś c i  momentu n a s tę p u je  z ła m a n ie  p r ę t a .
Zw ycza jo w o  o b l i c z a  s i ę  p rz y  pomocy momentu ł a m i ą c e g o  i  noś
n ik a  X  nową w ie lk o ś ć :

k tó r ą  z w yk ło  s i ę  nazyw ać w y t r z y m a ł o ś c i ą  odnośnego m a- 
t e r i a ł u  n a  z g i n a n i e .  U łam ek t e j  w ie lk o ś c i

n a n i  u . W p rz y k ła d a c h  p unk tu  siódm ego o z n a c z y liś m y  j e  p rz e z  Cq . N ie-  
m ianowana l i c z b a  N w yra ż a  w s p ó łc z y n n ik  b e z p ie c z e ń s tw a ; b y ła  ju ż  o nim 
mowa w u s t ę p ie  czw a rtym . N ie  ma w z a s a d z ie  n ic  n ad zw ycza jn eg o  w tym , że z 
je d n e j  z d e f i n i o w a n e j  w i e l k o ś c i  o b lic z a m y  d ru g ą .

Sp raw iam y  tu  s o b ie  je d n a k  p rz y  t e j  s p o s o b n o ś c i n ie c o  k ło p o tó w ,k tó r e  mu
s im y  w tym t i e j s c u  w y ja ś n ić .

(3 6 .8 )

(3 7 .8 )

nazywamy n a p r ę ż e n i e m  b e z p i e c z n y m  p r z y  z g i -
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l

R y s .  4 .8

Weźmy d la  w y r a z is t o ś c i  pod uwagę j a 
k iś  m a t e r i a ł  k ru c h y ,  d la  k tó re g o  krzyw ą  
o=  f ( e )  p rz e d s ta w ia  r y s .  3 . 8 . Gdyby s tan  
n a p ię c ia  p rz y  z g in a n iu  b y ł  i s t o t n i e  j e d 
n o o s io w y , k rzyw ą  t ę  m o g lib yśm y w s t o 
s o w n e j  p o d z ia łc e  f '  p r z e n ie ś ć
w p ro s t na p r z e k r ó j  ja k o  w yk re s  nap rężeń  
a ,  a lb o w iem  e = <p’ y .  I l u s t r u j e  to  ry s u -  
sunek  4 .8 ,  na k tó rym  G o zn acza  p o ło ż e 
n ie  ś ro d k a  g eo m etryczn eg o  p r z e k r o ju ,  a 0 
p o ło ż e n ie  l i n i i  o b o ję t n e j .  P o n iew aż  po
s t u l a t  (1 2 .7 )  n ie  zaw sze bywa s p e łn io n y ,  
gdyż p onad to  ma on n i e ś c i s ł y  sen s  d la  wy
padków d o w o ln e j z m ie n n o ś c i o = f ( e ) ,  p rz e 

to  z r e g u ły  z ła m a n ie  p r ę t a  n a s tę p u je  p rz ez  p rzerw an ie  s k r a jn y c h  w łók ien  s tre 
f y  r o z c ią g a n e j ,  gdy w ię c  n a p rę ż e n ie  or  o s ię g n ie  w a r to ś ć  K r .

O p e ra c ja  (3 6 .8 )  w y ra ż a  s p e k u la c ję  n a s tę p u ją c ą :  Z as tąp m y w yk re s  k rz yw o 
l in io w y  nap rężeń  p rz e b ie g ie m  p ro s to lin io w y m  - Je d n a k  ta k im , by n ie  zm ie 
n ić  w a r t o ś c i  momentu ła m ią c e g o  M . W te n  sposób  i l o r a z  K ma se n s  n ie
t y lk o  e le m e n ta r n e j  o p e r a c j i  m a te m a ty cz n e j, a le  n a b ie r a  te ż  pewnego r e a l 
nego z n a c z e n ia ,  k tó rem u p rz y d z ie la m y  wspom niane w yż e j m iano . Z  eso w a teg o  
p rz e b ie g u  w yk re su  w y n ik a ,  i ż  owa rachunkow a w ie lk o ś ć  Kg j e s t  w ię k s z a  od
r z e c z y w is t e j  K . Po w yższe  w y ja ś n ie n ie  n ie ró w n o ś c i  K K z n a le ź ć  moż-r  5
na w każdym p o d rę c z n ik u  - a le  na tym te ż  s i ę  ono tam ko ń czy .W  i s t o c i e  zaś
rz e c z  wymaga z n a c z n ie  g łę b s z e g o  n a ś w ie t l e n ia .

Z p ew n o śc ią  w o le l ib y ś m y  dysponow ać z a m ia s t  wzorem (3 6 .8 )  fo rm u łą

M

w k t ó r e j  K p rz e d s ta w ia  podstaw ow ą sp re cyz o w a n ą  d a tę  m a te r ia ło w ą .  W ted y  
K r Pw ie lk o ś ć  p r z e d s t a w ia ła b y  ró w n ie  u g ru n tow ane  p o ję c i e .  Ten popraw ny z

naukowego p unk tu  w id z e n ia  sposób  w ym aga łby je d n a k  z d e f in io w a n ia  nośnika wy
t rz y m a ło ś c io w e g o  x K * Ten 20ś j e s t  mimo d ym e n z y jn e j ró w n o ś c i n ie  t y lk o  - 
ja k  n o ś n ik  s p r ę ż y s t y  x - z a le ż n y  od g eo m e trycz n ych  ro zm iaró w  i  p o s t a c i  
p r z e k r o ju ,  l e c z  - ja k  z p rz e d s ta w io n e j  t e o r i i  w y n ik a  - ró w n ie ż  od p o s t a c i  
p raw a o= f ( e ) .  W r e z u l t a c i e  s to s u n e k  Z K/ X ' * 1 j e a t  P r z Y t e J  sam ej po
s t a c i  p rz e k ro ju  ró ż n y  d la  ró ż n ych  m a te r ia łó w ,  a d la  teg o  samego m a t e r ia łu  
ró ż n y  p rz y  ró ż n ych  p o s t a c ia c h  p r z e k r o ju .  W k o n s e k w e n c j i  te g o  f a k tu  w y t r z y 
m a łość  na z g in a n ie  K g = « r x K/  X n ie  J e s t  d a t ?  c h a r a k t e r y z u ją c ą  m a- 
t  e r  i  a ł  w pewnym s ta d iu m  m echan icznym , le c z  u k ł a d  m a t e 
r i a l n y  o k r e ś lo n e j  p o s t a c i .  In a c z e j  mówiąc n a le ż y  p rz y  podaw an iu  war
t o ś c i  Kg o k r e ś l i ć  n ie  t y lk o  m a t e r i a ł ,  l e c z  ró w n ie ż  u k s z t a łt o w a n ie  p rz e 
k r o ju .  Na o g ó ł p rz y jm u je m y , że  j e s t  nim p r o s t o k ą t .  Z b raku  c z e 

(3 8 .8 )
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goś s to s o w n ie js z e g o  o p e ru jem y  t ą  d a tą  ró w n ie ż  d la  p rz e k ro jó w  in n e j  p o s ta 
c i ,  z a b e z p ie c z a ją c  s i ę  n ieznacznym  z w ięk szen ie m  s to p n ia  p ew n o śc i N.

Możemy ex tensom etrem  p o m ie rz yć  na z g in a n e j  b e le c z c e  p ró b n e j e p w chw i
l i  p ę k a n ia  i  s t w i e r d z i ć ,  że w w y k re s ie  jed n o ro d n eg o  r o z c ią g a n ia  o = f ( s )  
z d łu ź o w i ta k  zm ierzonem u odpow iada n a p rę ż e n ie  różne  od wydedukowanego z 
n iedaw no p rz e d s ta w io n e j  t e o r i i  z g in a n ia ,  a oznaczonego  na r y s , 4 .8  na wzór 
s to sow an eg o  w l i t e r a t u r z e  - n ie s łu s z n ie  - znak iem  K r . R ó ż n ic ę  tę  już  p rz e 
w id z ie l iś m y .  S t a n  n a p i ę c i a  j e s t  t u t r ó j o s i o -  
w y ,  a n ie  je d n o o s io w y  - ja k  s i ę  p o w szech n ie  z a k ła d a .  P r ę t  n ie  pęka p rz y  
n a p r ę ż e n i u  ° z ~ K r ' 1®CZ Przy w y t ę ż e n i u  K r< zatem  
p rz y  w y tę ż e n iu ,  k tó re g o  m ia ra  t j .  n a p r ę ż e n i e  z a s t ę p c z e  
o o s ią g a  w a r to ś ć  K r . B ęd z iem y  p rz e to  z n a c z n ie  b l i ż s i  p raw d y, gdy p r z y j 
m iemy, źe wydedukowany z t e o r i i  z g in a n ia  w yk res  o =  f ( e )  p o d a je  p rz e b ie g  
n a p rę ż e n ia  z a s tę p c z e g o ; z p ew n o śc ią  ta k  j e s t  w w a r s tw ie  y  = y r . Z powyż
szego  w y n ik a  je d n a k ,  że ró w n ie ż  d a ta  K r  z a le ż y  n ie  t y lk o  od m a t e r ia łu ,  
le c z  ró w n ież  w pew nej m ie rz e  od p o s t a c i  p r z e k r o ju .  N iepew ność i  tym razem 
skompensować musimy z w ię k sze n ie m  l i c z b y  N,

Z ach ow an ie  s i ę  z g in a n y c h  p rę tó w  z pewnych gatunków  wyborowego s z k ła  wy
maga dodatkow ego w y ja ś n ie n ia .  F u n k c ja  o=  f ( e )  d la  jed n o o s io w e g o  s ta n u  na
p ię c i a  j e s t  tu  n ie o m a l do obu końców w yk re su  l i n i ą  p ro s tą ,W o b e c  te g o  s ta n  
n a p ię c ia  p rz y  z g in a n iu  j e s t  aż  do z ła m a n ia  p r ę ta  je d n o o s io w y . M ięd zy  na
p rę ż e n ia m i n is z c z ą c y m i K r i  n ie  pow inna wobec teg o  z a c h o d z ić  żadna
r ó ż n ic a .  Tymczasem pewną ró ż n ic ę  s tw ie rd z a m y . P rz y p u s z c z a ln e  w y ja ś n ie n ie  
l e ż y  w tym , i ż  c ie n k a  w a rs te w k a  b rzeżn a  p r ę ta  sz k la n e g o  p o s ia d a  in n e  w ła s 
n o ś c i  m ech an iczn e  a n i ż e l i  z a s a d n ic z a  ś rod kow a. W ła sn o ś ć  t ę  można by ju ż  
w y k ry ć  r o z c ią g a ją c  p r ę t y  ró żnych  ś r e d n ic .  W y k ry lib y ś m y  j ą  o c z y w iś c ie  te ż  
z g in a ją c  p r ę t y  ró ż n ych  ś r e d n ic .  O k a z a ło b y  s i ę  je d n a k , że wobec in a c z e j  wy
r a ż a ją c y c h  s i ę  s z ty w n o ś c i  i  n ośn ików  p rz y  r o z c ią g a n iu  i  z g in a n iu  pow yższy 
w p ływ  in a c z e j  w y ra ż a  s i ę  p rz y  r o z c ią g a n iu  a n ie c o  in a c z e j  p rz y  z g in a n iu .  
W yn ik a  s tą d  n ie z n a cz n a  ró ż n ic a  m iędzy  K r  i  K^.

O s t a tn ie  w y ja ś n ie n ie  w y s ta r c z y ć  nam m usi w obecnym s t a n i e  n aszych  w ia 
dom ości o m ech an iczn ych  w ła s n o ś c ia c h  m a t e r i i  r z e c z y w is t e j  na w ie le  jesz cze  
l a t .  Gdyby z czasem o k a z a ło  s i ę  ono n ie w y s t a r c z a ją c e ,  s t a n ę l ib y ś m y  p rzed  
p rzyk rym  p r z e s i le n ie m  naukowym na t e r e n ie  m e ch a n ik i uk ładów  o d k s z t a łc a l-  
n y ch . M u s ie l ib y ś m y  p r z y ją ć ,  że s t a n y  n ie je d n o ro d n e  są  czymś z g o ła  innym 
a n i ż e l i  je d n o ro d n e . M u s ie l ib y ś m y  z m ie n ić  p o dstaw y  t e o r e ty c z n e  t e j  n a u k i,  
np . z a k ła d a ją c ,  że s t a n  n a p ię c ia  w dowolnym p u n k c ie  u k ła d u  m a te r ia ln e g o  
z a le ż y  n ie  t y lk o  od te g o , ja k im  j e s t  s ta n  o d k s z t a łc e n ia , le c z  n ad to  od t e 
go , Ja k im  on chce  być w n a jb l i ż s z e j  o k o l i c y  teg o  m ie js c a  - że z a le ż y  w ię c  
on n ie  t y lk o  od s ta n u  o d k s z t a łc e n ia ,  le c z  ró w n ie ż  od p rz yn a le ż n e g o  tam j e 
go g r a d ie n tu ,  od je g o  w ię c  pochodnych  m ie js c o w y ch .

Na z a k o ń cz e n ie  te g o  u s tęp u  w ró c im y  je s z c z e  do sp raw  e la s to - s p r ę ż y s te g o  
z g in a n ia  p ro s te g o  p r ę t a .  Z g o d n ie  z wprowadzonym o g ra n ic z e n ie m  p r z e s tu d iu 
jem y J e  d la  p rz e k ro ju  sym e try cz n eg o  względem  o s i  y  z g in an eg o  p a rą  M, po-
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ło ż o n ę  w p ła s z c z y ź n ie  s y m e t r i i  y  z . Tym razem  z g ó ry  u s t a l i l i ś m y  oś x , 
ta k  że m ięd zy  in n y m i p o ło ż e n ie  l i n i i  o b o ję tn e j  s ta n o w ić  b ę d z ie  n iew iad o m ę .

Gdy p r z e k r ó j  j e s t  p o d w ó jn ie  s y m e try c z n y  wobec s y m e t r i i  w yk re su  «=  f ( e )  
p rz e d s ta w io n e g o  w p ra w e j c z ę ś c i  r y s .  3 .8 ,  l i n i a  o b o ję tn a  p o ło w ić  b ę d z ie  
n ie z m ie n n ie  w yso ko ść  p r z e k r o ju .  Z id e n ty f ik o w a w s z y  j ę  z o s ię  x n ap isz em y :
£ = <p' y .  Z ra z u  z g in a n ie  b ę d z ie  p rz e b ie g a ć  s p r ę ż y ś c ie  aż do c h w i l i ,  gdy w 
w łó k n ach  s k r a jn y c h  n a p rę ż e n ia  o s ię g n ę  w a r to ś ć  o = *_ k . S t a n i e  s i ę  to  p rz y  
w a r t o ś c i  (M ) = Mk = x k , g d z ie  X J e s t  n o ś n ik ie m  s p rę ż y s te g o  z g in a n ia ,  
c z y l i  p rz y  w a r t o ś c i  <p'. = P r z y  d a lsz ym  w z r o ś c ie  momentu p o ja w ię  s i ę
w p rz e k ro ju  d w ie  s t r e f y  p la s t y c z n e  p r z e d z ie lo n e  s t r e f ę  s p r ę ż y s t ę .  W p la 
s t y c z n y c h  b ę d z ie  o= + k , w s p r ę ż y s t e j  o= E e  = E tp'y. Z p rz y ró w n a n ia  obu 
z a le ż n o ś c i  w y n ik a  ró w n a n ie  p ro s t y c h  p o d z ia ło w y c h  y  = + d ^ , g d z ie

dk = l i p ’ M O. (3 9 .8 )

Dwa ró w n a n ia  r e d u k c y jn e  j odA = O tu d z ie ż  J x odA = 0  sę  z powodu podw ój
n e j  s y m e t r i i  p rz e k r o ju  i  s y m e t r i i  b r y ł y  n ap rężeń  s p e łn io n e .  T r z e c ie

M = y " y o d A  = - J " y  k d A + J y  E ip 'y  d A *  J y  k d A

-Ak As Ak

p r z y b ie r a  p o s ta ć

M = E<(),I 8 + k H k , O, (4 0 .8 )

g d z ie  I  o zn acza  k s z t a ł t n i k  s t r e f y  s p r ę ż y s t e j ,  a - zaw sze d o d a tn i ,  
łę c z n y  ś r e d n ik  (moment s t a t y c z n y )  obu s t r e f  p la s t y c z n y c h .  W ró w n a n ia ch
(3 9 .8 )  i  (4 0 .8 )  m usiano  u c z y n ić  z a s t r z e ż e n ie  M > - 0 , a lb o w iem  d^ i  k sę 
w a r to ś c ia m i b ez w zg lę d n ym i, M zaś  i  <f' a lg e b r a ic z n y m i ,  wobec teg o  p rz y  
M < 0  n a le ż y  w ró w n a n ia ch  (3 9 .8 )  i  ( 4 0 ,8 )  z m ie n ić  znak t y lk o  p rz y  d^ i  k 
lu b  - na odw ró t - t y lk o  p rz y  M i  cp1. W ie lk o ś c i  I s< sę  z a le ż n e  od
w a r t o ś c i  dk . Gdy w y ru g u jem y  j ę  r e l a c j ę  ( 3 9 .8 )  w (4 0 .u ) ,  o trzym am y rów na
n ie  o k r e ś la j ę c e  z a le ż n o ś ć  fu n k c y jn ę  m ięd z y  M i  tp1 . Ze w zrostem  M r o ś n ie  
cp1 a m a le je  d^ . W g ra n iczn ym  w ypadku , gdy d^— - 0 ,  a w ię c  I 3— - 0 ,  z rów
n a n ia  (4 0 .8 )  w y n ik a :

I M | = = k X „  , (4 1 .8 )
•

g d z ie  X  — o zn acza  łę c z n y  ś r e d n ik  obu po łów ek  ^  c a łe g o  p o la  p rz e k ro ju  
w zględem  l i n i i  o b o ję t n e j .  S p e łn ia  on n a jw id o c z n ie j  r o lę  n o ś n ik a  w z u p e ł 
n o ś c i  p la s t y c z n e g o .  W w ypadku tym p ły n i e  m a t e r i a ł  p r ę t a  w każdym jego punk
c i e .  W arunek p la s t y c z n o ś c i  (4 1 .8 )  z g in a n e g o  ró w n o m ie rn ie  p r ę t a  n ie  może 
s i ę  w i s t o c i e  s p e łn i ć ,  a lb o w iem  wymaga on n i e r e a ln e j  k o n s e w k e n c j i  (p =



Tymczasem wiadom o nam j e s t ,  że o g ra n ic z a m y  z a k re s  w a ż n o śc i ro z w ią z a n ia  do 
o b sza ró w , w k tó r y c h  <f>' d J e s t  m ałe w p o ró w n an iu  z i .  N ie m n ie j w a r to ś ć  M 
s ta n o w i b ard zo  cenną in f o r m a c ję ,  l ic z b o w o  z b l iż o n ą  do r e a ln y c h  gran icznych 
m o ż liw o ś c i,  a lb ow iem  M z m ie rz a  do a s y m p to ty c z n ie .

P r z y k ła d  6 . 8 . Zbadać p rz yp ad ek  e la s to - p la s t y c z n e g o  z g in a n ia  d la  p rz e 
k ro ju  p ro s to k ą tn e g o  b h . 3 a k ie  zm ian y  n a le ż y  u w z g lę d n ić  p rz y  o g r a n ic z e 
n iu  w a ż n o ś c i r o z w ią z a n ia  do e = 2,5% d la  s t a l i  E/k  = 1000?

Odpow iedź 6 . 8 . Ł a tw o  o b l i c z y ć  Mk = ^  bh2 k , f '  k = 2 ^  i  d a le j  I g =

= |  bdk = ^2 3-k ;S . Hk = |  b (h 2 - 4d2 ) = £  (h 2 -  ^ - 7 5 ) . Rów nan ie  £0.8) p r z y j 

m ie w ię c  p o s t a ć :  M = i  bh2k - ^  2 ^' i£ * wa* n9 ^ ^ ^ k *  cp '3* <p'k' N o śn ik

^ 1  2z g ię c ia  p la s t y c z n e g o  w y n o s i tu  z « ,  = j  bh , c z y l i  J a s t  3/2 ra z y  w ię k s z y

od n o ś n ik a  s p r ę ż y s t e g o .  W yk re s  (<p', M) J e s t  od p unktu  ( 0 , 0 ) do p unk tu  (cpk>
Mk ) l i n i ą  p r o s t ą ,  po czym p rz e c h o d z i w k rzyw ą  h ip e r b o l i c z n ę  z a sym p to tę  
M = = X k • k . P r z e j ś c i e  z p r o s t e j  w k rzyw ą  odbywa s i ę  bez z a ła m a n ia .

P r z y  za łożonym  o g r a n ic z e n iu  n a jw ię k s z a  w a r to ś ć  z d łu ż u  w y n o s i =0,025=
= § .  W ie lk o ś ć  6 = -Lr J e s t  l i c z b ę  i s t o t n i e  m ałą w p o ró w n an iu  .do 1 . S t r e -

2 k 2 k hfa  s p r ę ż y s t a  ma tu  g ru b o ść  w yn o szącą  rap tem  2 dk = ,= g— . h °  ^  . Mo-
4 k 2ment o s ią g a  zaś  w a r to ś ć  M = X « , k ( l  - ^  ( g j )  )< w ię c  m n ie js z ą  od x „-  k ra p 

tem o y  °/°° .

P r z y k ła d  7 .8 . O b l ic z y ć  n o ś n ik  p la s t y c z n y  d la  p rz e k ro ju  ko łow ego  o p ro 
m ie n iu  a = 4 .

2
O dpow iedź 7 .8 . x « f  2 • ^  = |  °  l i  '  ^ X  J a a t  n o ś 

n ik ie m  s p rę ż y s ty m . Zatem  x<~ j e s t  o 70% w ię k s z y  od %  . Z w ię k s z e n ie  J e s t  
s z c z e g ó ln ie  w i e l k i e  w p rz e k ro ja c h  s z e r o k ic h  w l i n i i  o b o ję t n e j ,  i  o d w ro t
n ie ,  m ałe w w ą s k ic h  w l i n i i  o b o ję t n e j ,  w ię c  np . w p rz e k ro ja c h  dw uteow ych .

Gdy p r z e k r ó j  n ie  J e s t  p o d w ó jn ie  s y m e try c z n y , p o ło ż e n ie  l i n i i  o b o ję tn e j  
n ie  j e s t  z g ó ry  w iadom e. Możemy za n ią  p r z y ją ć  - j a k  to  c z y n i l iś m y  d o ty c h 
czas  - oś x i  o k r e ś l i ć  j e j  zm ienne p o ło ż e n ie ,  p is z ą c  E = <p'. y . a lb o  też
- co u cz yn im y  o b e c n ie  - u s t a l i ć  ce lo w o  oś x , a z a k ła d a ją c

e = <p' y  + w ' (4 2 .8 )

t

o k r e ś l i ć  p o ło ż e n ie  l i n i i  o b o ję tn e j  S= 0 w sp ó łrz ę d n ą  y  = -

Z ra z u  b ę d z ie  <p'= g r  tu d z ie ż  o = y  ( y  - y * ) ,  g d z ie  I  oznacza  k s z t a ł t -  
n ik  p r z e k r o ju  w zględem  p r o s t e j  x # ró w n o le g łe j  p rz e z  ś ro d e k  g eo m etrycz n y  
0 *  do o s i  x , a y  - y ,  w s p ó łrz ę d n e  m ie js c a  względem  o s i  x * .  L i n i ą  o b o ję t 
ną j e s t  w tym s p rę ż y s ty m  s ta d iu m  n ie z m ie n n ie  p ro s ta  y  = y * ;  tu  w ię c  w =

= -  y *  . g y .  Gdy M o s ią g n ie  w a r to ś ć  Mk = x k , g d z ie  X j s s t  m nie jszym
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z dwóch n o śn ikó w  s p r ę ż y s t y c h ,  a zatem  gdy b ę d z ie  j  ( y  - y #) = - k w zd łu ż  
w łó k n a  m a jącego  n a jw ię k s z e  o d d a le n ie  od p r o s t e j  x # m a t e r i a ł  p r ę t a  pocz 
n ie  p ły n ą ć ,  Ze w z rostem  momentu s t r e f a  p la s t y c z n a  p o g łę b i s i ę .  Na rysu n k u  
5 .8  w z ię to  pod uwagę p rz yp a d ek  M ;=» 0 , n ad to  t a k i e j  k o n f i g u r a c j i  p r z e k ro 
j u ,  ze  p ro ce s  p ł y n i ę c i a  ro z p o czyn a  s i ę  w s t r e f i e  ś c i s k a n e j ,  t j .  z ra z u  w 
w łó k n ie  y__.

W tym s ta d iu m  p r o s t a :

E (< p 'yk + w') = - k , (4 3 .8 )

p r z e d z i e l i  p o le  A na c z ę ś ć  p la s t y c z n ą  i  s p r ę ż y s t ą  Ag . N a p rę ż e n ia
ty c h  s t r e f  będą rów ne:

A^ o = - k , k8 0= E ( (p 'y  + w ) .  

/•

(4 4 .8 '

U w z g lę d n ia ją c  pow yższe w w arunkach  r e d u k c j i  Jo d A  = O, jyo d A  = M o t r z y 
mamy ró w n a n ia :

- k A. + E ( f ' H + E w’ Ag = O,

k H, E u> I  + E w H = M, 1 3  s

(45,e)

k tó r e  w e sp ó ł z (4 3 ,8 )  ro z w ią z u ją  z a g a d n ie n ie  w rozważanym  s ta d iu m .W ie iK o -  
ś c i  Hk , Hr o z n a c z a ją  tu  ś r e d n ik i  p ó l Ak , Ag , a I g k s z t a ł t n i k  p o le  Ag 
względem  o s i  x .  W ie lk o ś c i  t e  z a le ż ą  od y k . N a jp r o ś c ie j  ro z w ią z a ć  ró w  
n ie  ( 4 3 .9 )  i  p ie rw s z e  z (4 5 .8 )  względem  <p' . w 1 i  w s ta w ić  r e z u l t a t y  w d ru 
g ie  z równań ( 4 5 .8 ) .  Uzyskam y w te r. sposób  (f . w! M w f u n k c j i  y k , a m ia 
n o w ic ie  :
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H +
<P = p y kA k

E • Hs - v kA9 ' * 7  - y kV

"  ■ k A - v , ) -

(46.8)

H +
W id oczn e  j e s t ,  że w za łożonym  wypadku w sp ó łrz ę d n a  - ■£, = —2—y  k j e s t

z powodu y kAk ^  Hk w ię k s z a  od y t , co o z n a cz a , że  w rozważanym  s ta d iu m  
l i n i a  o b o ję tn a  p rzesuw a  s i ę  w s t r o n ę  s t r e f y  r o z c ią g a n e j .  R u g u ją c  z M i  y  
p a ra m e tr  y k z n a jd z ie m y  cf' ja k o  fu n k c ję  M. Po d o b n ie  z n a le ź ć  możemy w (M ). 
Gdy M j e s t  u jem n e, n a le ż y  we w zo rach  w m ie js c e  - k w s ta w ić  + k . Z a b ie 
g iem  tym możemy s ię  p o s łu ż y ć  ró w n ie ż  w te d y , gdy z u k s z ta łto w a n ia  p rz e k ro 
ju  w y n ik a ,  że p r z e k ro c z e n ie  g r a n ic y  p la s t y c z n o ś c i  n a s tą p i  w s t r e f i e  ro z 
c ią g a n e j .

S tad iu m  rozw ażane ko ń czy  s i ę ,  gdy s k r a jn e  n a p rę ż e n ie  d o d a tn ie  o s ią g n iewartość k , a zatem gdy będzie E(< p 'yd + w') = k ,  czyli 2Hg - (A g - Ak ) yk =
= A yd , co s i ę  s t a n i e  p rz y  sz czeg ó ln ym  y. , c z y l i  sz czeg ó lnym  M = M i  

i i c r
s z c z e g ó ln y c h  <p , w. Z d a lsz ym  w zrostem  M p o g łę b i s i ę  ró w n ie ż  ro z c ią g a n a
s t r e f a  p la s t y c z n a .  P o d z ia łu  p o la  A na c z ę ś c i  A c> Ag , A r  d o k o n a ją  p ro 
s t e

E f i f ^ c  + W1) = - k , E ( <f y r  + w') = + k , (4 7 .8 )

k tó r e  w y n ik a ją  z równań n ap rężeń

A c ff= - k , Ag 5 =  E ( f ' y  + w‘) ,  A r  o = + k. (4 8 .8 )

Z warunków redukcji Jod A = 0 , Jy o d A = M znajdziemy równania:
- k (A  - A ) + E f 'H  = Ew 'A  = 0 ,s s ( 4 9 8 )

- k (H - H ) + E <p‘X . + E w 1H = M.C r  ' S 8

k tó r e  w e sp ó ł z ró w n an iam i (4 7 .8 )  r o z w ią z u ją  z a g a d n ie n ie  w nowym je g o  s t a 
d ium . N a jp r o ś c ie j , z n a le z io n e  z równań (4 7 .8 )  r e z u l t a t y

» “ t - y - f y - -  w ~ W  ' y ^ ~ y  ’ ^ 0 . 8 )' r  r c ' r  ' c

w s ta w ić  w p ie rw s z e  z równań (4 9 .8 ) .  Z n a le z io n e  ta k  ró w n a n ie :

y c (2 A c “  A )  + y r (2 A r  - A )  + 2Hs = 0 , (5 1 .8 )
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o k r e ś la  z w ią z e k  m ięd zy  w sp ó łrz ę d n ym i y c , y r> Ła tw o  s p ra w d z ić ,  że  k ła d ą c  
Vr  = Y jji A r = °>  y c = y k , Ac = Ak z n a jd z ie m y  w c z e ś n ie j  podane ró w n an ie  
o g r a n ic z a ją c e  w ażność fo rm u ł p o p rz e d n ieg o  s ta d iu m . P o d o b n ie  d la  y c = y r 
z n a jd z ie m y , że ró w n a n ie  to  wobec A g = O, Hg = 0 s p e łn ia  s i ę  id e n t y c z n ie .  
Gdy r e z u l t a t y  (5 0 .8 )  u m ieśc im y  w d rug im  z równań ( 4 9 .8 ) ,  z n a jd z ie m y

M = y  - V  y  ( y c (2Hc "  H ) + y r (2H r  ‘  H ) + 2 I s } - (5 2 .8 )

*

ja k o  fu n k c ję  w s p ó łrz ę d n y c h  y  , y r> P rz y jm u ją c  dow o lne y c z n a jd z ie m y  z
(5 1 .8 )  p rz y n a le ż n e  y r . D w ie t e  w a r t o ś c i  w y z n a c z a ją  odnośne M, <p', w .U z y s 
kamy w te n  o k rę ż n y  sposób  fu n k c je  <p'(M) i  w '(M ).

Rów nan ie  (5 2 .8 )  t r a c i  swą w a r to ś ć  p rz y  y r  = y  , t j .  gdy m a t e r i a ł  c a ł e 
go p r ę t a  p ł y n i e .  W ted y  l i c z n i k  i  m ianow n ik  fo rm u ły  z e r u ją  s i ę .  W tym g ra 
n icznym  wypadku n a le ż y  s k o r z y s t a ć  w p ro s t z równsń (4 9 .8 )  bez p o ś re d n ic tw a
( 5 0 .8 ) .  Z w ażyw szy , że w te d y  j e s t  Ag = 0 ,  Hg = O, I g = O o trzym am y:

A r  = Ac , H „ =  k (H r  - Hc ) ,  (5 3 .8 )

z czego  w y n ik a  n o ś n ik  z g in a n ia  p la s ty c z n e g o

X - -  Hr  - Hc- (5 4 -8 )

Z d e f in io w a n y  w (4 1 .8 )  n o ś n ik  j e s t  sz cz eg ó ln ym  w ypadkiem  pow yższego .A b y  
to  z ro zu m ie ć  n a le ż y  z w ró c ić  uwagę na ró ż n ic ę  w p o ło ż e n iu  o s i  x p rzed tem  
i  o b e c n ie .

P r z y k ła d  8 .8 . O b l ic z y ć  n o ś n ik  p la s t y c z n y  d la  t r ó j k ą t a  b , h .

Odpow iedź 8 .8 . A c = A r  = T r ó jk ą t  Ac ma podstaw ę b/2 i  w ysokość

h /2 . K ła d ą c  oś x p rz e z  w ie r z c h o łe k  mamy Hr  ”  Hc = H - 2HC =

2 bh2 bh2 
= ~  j j j - .  gdy n o ś n ik i  s p r ę ż y s t e  w yn o szą : i  •



9 . MIMOŚRODKOWE ROZCIĄGANIE LUB Ś C IS K A N IE

Możemy podać je s z c z e  je d e n  p rz yp a d e k  podstaw ow y, w k tó rym  s ta n  n a p ię 
c i a  j e s t  Je d n o o s io w y , w ię c  ró w n ie  p r o s t y  j a k  d o ty ch cz a s o w e .

N ie c h  na każd y  z p rz e k ro jó w  o g r a n ic z a ją c y c h  p r ę t  d z ia ła  z b ió r  s i ł  rów
n o w a r ty  s i l e  w ypadkow ej P ,  r ó w n o le g łe j  do o s i  p r ę t a  w o d s tę p ie  od n ie j  
r ó ż n y m  od z e r a .  W ted y  w dowolnym p r z e k r o ju  z z n a jd z ie m y  s i ł ę  S  =
= P ,  t r a f i a j ą c ą  p rz e k ró j  K p u n k c ie  (m, n ) .  B ęd z ie m y  j ą  w o d ró ż n ie n iu  od 
o s io w e j s i ł y  p o d łu ż n e j nazyw ać m imośrodkową s i ł ę  p o d łu żn ą  lu b  k ró tk o  m i-  
m o p o d ł u ż n ę ,  a rozw ażan y  wypadek- - z a le ż n ie  od z w ro tu  s i ł y  S  - 
m i m o ś  r o d k o w y m  równom iernym  ro z c ią g a n ie m  lu b  ś c is k a n ie m .S p r o 
w a d z a ją c  s i ł ę  S do g eo m etryczn eg o  ś ro d k a  0 p rz e k ro ju  z n a jd z ie m y  że na 
z a g a d n ie n ie  to  s k ła d a  s i ę  o s io w e  r o z c ią g a n ie  s i ł ą  S o ra z  podw ójne z g i 
n a n ie  momentami:

M = S n M = - S  m. (1 . 9 )x y

Z te g o  to  powodu możemy te ż  z a o p in io w a ć ,  że  mamy p rzed  sobą przypadek zgię
c i a  w p o łą c z e n iu  z ro z c ią g a n ie m  w z g lę d n ie  ś c is k a n ie m .
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N ie c h  u k łe d  o d n ie s ie n ia  s ta n o w ię  środkow e i  g łów ne o s ie  u k s z t a łt o w a n ia ,  
a p rz y n a le ż n e  fjłów ne k s z t a ł t o w n ik i  n ie c h  będę rów ne;

I  = A i 2 , I  = A i 2 , ( 2 . 9 )x x y y

g d z ie  zatem  i^ ,  i ^  sę  odnośnym i p ro m ie n ia m i u k s z t a ł t o w a n ia .  O d k s z ta łc e 
n ie  p r ę t a  p o le g a  na p r z e s u n ię c iu  w' i  o b ro ta c h  tp', ip 'p r z e k r o ju , ta k  że
d ia  dow o lnego  p unk tu  ( x , y  p r z e k r o ju  j e s t  w o b rę b ie  w a ż n o ś c i p raw a Hooke'a

£ = w' + <p'y - np 'x ,

0 = E e. ( 3 . 9 )

P a r a m e t ry  w', <p , \p' z n a jd z ie m y  s t o s u ję c  t r z y  w a ru n k i r e d u k c j i

J o d A  = S , J y O d A  = S n ,  |x C d A = S », (4.9)

a to  na w zór ( 5 . 6 )  i ( 2 . 8 )

” '= § A <  ł - i ? - .  » ' - " i i - -x y

W ra c a ją c  z ty m i r e z u lt a t a m i  do o k r e ś le n ia  o w ( 3 . 9 )  i  u w z g lę d n ić j ę c (2 .9 )  
o t  rzymamy

S , ,  ny  mx-v fc. a'i
A ~2  + "”5? (6*9)

x y

z czego  w y n ik a ,  że b r y ł a  n ap rężeń  j e s t  o g ra n ic z o n a  p ła s z c z y z n ę , k t ó r e j  k r a 
wędź p r z e c ię c i a  z p ła s z c z y z n ę  p r z e k r o ju  n i e  z a l e ż y  o d  w i e l 
k o ś c i  s i ł y  S ,  l e c z  t y l k o  o d  J e j  p o ł o ż e 
n i  a (m . n ) .  i

Tę k ra w ę d z ią  j e s t  o c z y w iś c ie  l i n i a  o b o ję tn a  0 = 0 ,  c z y l i  p r o s t a :

1 + U *  + = O, ( 7 . 9 )
i *  i 2x y

odcinająca na 03iach x, y układu odcinki p, q wyrażające s i ę  - jak wy

nika z powyższego równania - relacjami:

2 2 
™ P “  ■ i y '  n q = - i x . ( 8 . 9 )
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O b l ic z e n ie  w zoram i ( 8 . 9 )  z a s t ą p ić  można p ro s tę  k o n s t r u k c ję  w y k re ś ln ę  
znanę z k r e ś le n ia  ś r e d n ie j  g e o m e try c z n e j.  O d e tn ijm y  w tym c e lu  w r y s .  1 .9  
na o s ia c h  x , y  od p o cz ą tk u  O p unktam i A , B w sp ó łrz ę d n e  m, n , punk
tam i z aś  c ,  D ram iona  i  , i  . P r o s to p a d łe  w D do AD w z g lę d n ie  w Cx y
do BC d a ję  na o s ia c h  u k ła d u  p u n k ty  E , F ,  w y z n a c z a ję c e  o d c in k i  p , q r e l a 
c j i  ( 8 . 9 ) .  P r o s t a ,  p rz e ch o d zę ca  p rz e z  p u n k ty  E ,  F j e s t  p oszuk iw aną  l i 
n ię  o b o ję tn ę ,  zatem  p ro s tę  r o z d z ie la j ę c ę  s t r e f ę  ro z c ię g a n ę  od ś c is k a n e j .  
R ów n ie  p ro s tę  j e s t  k o n s t r u k c ja  w y z n a c z a n ia  w sp ó łrz ę d n ych  m, n ś ro d k a  ob- 
c ię ż e n ia  z danego o d c in k am i p , q p o ło ż e n ia  l i n i i  o b o ję tn e j ,

2 r e l a c j i  ( 8 . 9 )  w y n ik a ,ż e  l i n i a  o b o ję tn a  m ija  zaw sze tę  ć w ia r t k ę  p ła 
s z cz y z n y  x y , w k t ó r e j  l e ż y  ś ro d e k  o b c ię ż e n ia  (m ,n ) .  Gdy zaś punkt ten  
l e ż y  na Je d n e j  z g łów nych  o s i  p r z e k r o ju ,  l i n i a  o b o ję tn a  - ja k  w y n ik a  z rów
n a n ia  ( 7 . 9 )  - j e s t  do t e j  o s i  p r o s to p a d le  z o r ie n i  owana. Gdy punkt ten z b l i 
ża s i ę  po p ro m ie n iu  OS do ś ro d k a  p rz e k ro ju  b ezw zg lędne  w a r t o ś c i  obu współ
rz ęd n ych  m, n je d n o c z e ś n ie  w tym samym s to p n iu  m a le ję .  Z fo rm u ł ( 8 , 9 )  
w id z im y , że na odw rót b ezw zg lędne  w a r t o ś c i  odcinków  p . q w tym samym stop
n iu  je d n o c z e ś n ie  ro s n ę . Gdy w ię c  ś ro d e k  o b c ię ż e n ia  z b l iż a  s i ę  w z g lę d n ie  od
d a la  od ś ro d k a  p r z e k r o ju ,  l i n i a  o b o ję tn a  z a ch o w u ję c  k ie ru n e k  o d d a la  s i ę  
w z g lę d n ie  z b l iż a  do teg o ż  ś ro d k a  0 . D o w o ln ie  wybranem u, u s ta lo nem u  punk
to w i ( x , y )  odpow iada w ed ług  ( 7 . 9 )  p r o s t o l i n i j n e  m ie js c e  geom etryczne punk
tów (m ,n ) .  Gdy w ię c  ś ro d e k  o b c ię ż e n ia  w ę d ru je  w zd łu ż  d o w o ln e j l i n i i  p ro 
s t e j ,  l i n i a  o b o ję tn a  o b ra ca  s i ę  d o k o ła  s to sow an eg o  punktu  ( x , y ) - i  na od
w ró t .

Po w yższe , p o z o rn ie  a b s t r a k c y jn e  ro z w a ż a n ia  m aję sw o je  p ra k ty c z n e  zna 
c z e n ie .  L i n i a  o b o ję tn a  d z i e l i  p ła s z c z y z n ę  xy na s t r e f ę  c ięg ó w  i  c is ó w . 
W yobraźm y s o b ie  p r z e k r ó j  b r y ł y  n ap rężeń  p ła s z c z y z n ę  p ro s to p a d łą  do t e j  l i 
n i i .  W z a le ż n o ś c i  od teg o  cz y  l i n i a  o b o ję tn a  t r a f i a  lu b  n ie  p rz e k ró j  p r ę 
t a ,  p o ja w ić  s i ę  może je d n a  z podanych  na r y s .  2 . 9  f ig u r  nap rężeń  o .W  p ie r 
w sz e j z n ic h  ro zp o zna jem y p rz yp ad ek  o s io w eg o  r o z c ią g a n ia ,  w o s t a t n ie j  zaś 
p rz yp ad ek  samego z g in a n ia .  W d r u g ie j  l i n i a  o b o ję tn a  L l e ż y  poza m ateria l
nym p rz e k ro je m  p r ę t a .  W c z w a r te j  z a jm u je  ona w o b rę b ie  p rz e k ro ju  p o ło ż e-

R y s .  2 .9
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n ie  d o w o ln e . Na s z c z e g ó ln ą  uwagę z a s łu g u je  w r e s z c ie  ś ro d k o w a ,w  k t ó r e j  l i 
n ia  o b o ję tn a  j e s t  s t y c z n a  do b rzeg u  p r z e k r o ju ,  w o b r ę b ie  c a łe g o  p r z e k r o ju  
n a p rę ż e n ia  p o s ia d a ją  je s z c z e  w s p ó ln y  z n a k . Z w ię k s z e n ie  m im ośrodu o b c ią ż e 
n ia  sp ow odow ałoby tu  z m n ie js z e n ie  m im ośrodu l i n i i  o b o j ę t n e j , c z y l i  wprowa
d z e n ie  dwóch s t r e f  ró ż n ych  znaków n a p rę ż e ń . Z m n ie js z e n ie  momośrodu odsu 
n ę ło b y  l i n i ę  o b o ję tn ą  poza k o n tu r  p r z e k r o ju ,  co m ogłoby być e w e n tu a ln ie  
n ie ek o n o m icz n e  lu b  n ie p o ż ą d a n e .

P o w s ta je  w z w ią z k u  z powyższym rozw ażan iem  n a s tę p u ją c e  z a g a d n ie n ie .  Po 
j a k i e j  k rz y w e j w ę d ru je  ś ro d e k  o b c ią ż e n ia  S ,  gdy l i n i a  o b o ję tn a  zachow u
j ą c  p o ło ż e n ie  s t y c z n e  do k o n tu ru  p rz e k r o ju  n ig d z ie  go n ie  p r z e c in a .  N a j 
w id o c z n ie j  fo rm u ły  ( 8 . 9 )  c z y  te ż  ró w n a n ie  ( 7 . 9 )  i  n iedaw no  podane uw ag i 
r o z w ią z u ją  to  z a g a d n ie n ie .  D ow o ln a , n ie  p r z e c in a ją c a  p r z e k r ó j , s t y c z n a  je s t 
tu  l i n i ą  o b o ję tn ą  o znan ych  o d c in k a c h  p , q . Z r e l a c j i  ( 8 . 9 )  można p rz e to  
w yz n aczyć  rachunkow o  lu b  w y k r e ś ln ie  w s p ó łrz ę d n e  m, n . Z m ie n ia ją c  s t y c z 
n ą , zm ien iam y m, n , u z y s k u ją c  Ja k o  m ie js c e  g eo m etrycz n e  k rz yw ą  o b e jm u ją 
cą r d z e ń ,  c z y l i  j ą d r o  p r z e k r o ju  j a k  np . na r y s .  1 .9 .  Łu k o w i 
brzegowemu 1 p r z y n a le ż y  łu k  ł  r d z e n ia ,  za łam an iom  R , T b rzeg u  odpo
w ia d a ją  p r o s t o l i n i j n e  o d c in k i  r ,  t  k o n tu ru  r d z e n ia ,  w r e s z c ie  o d c in k o w i 
g b rzeg u  - cz y  te ż  je g o  lo k a ln e j  w k l ę s ło ś c i  - p rz yp o rz ą d k o w a n y  j e s t  z a 
łom G J ą d r a .

N a le ż y  s i ę  tu  n a s tę p u ją c e  w y j a ś n ie n ie .  Wiadomo nam j e s t ,  że  j e d y n ie  w 
wypadku o s io w eg o  ś c is k a n ia  lu b  r o z c ią g a n ia  m a t e r i a ł  p r ę t a  j e s t  eko n o m icz 
n ie  w yz ysk a n y  d z i ę k i  j e d n o s t a jn o ś c i  n a p r ę ż e n ia .  W p rz yp ad ku  z g in a n ia  s t r e 
fa  m a t e r ia łu  p o ło ż o n a  w p o b l iż u  l i n i i  o b o ję tn e j  p r a c u je  s ła b o .  2 d r u g ie j  
zaś s t r o n y  m a t e r i a ły  k ru ch e  p o s ia d a ją  b a rd zo  m ałą w y t rz y m a ło ś ć  na r o z c i ą 
g a n ie ,  co p r ę t y  z n ic h  w ykonane w y łą c z a  od o b c ią ż e n ia  momentem z g in a ją c y m . 
Te dwa f a k t y  pow odują n aszą  u c ie c z k ę  od momentu z g in a ją c e g o  do s i ł y  po
d łu ż n e j .  Gdy je d n a k ż e  z a b ie g  te n  ze w zg lędów  u ży tk o w ych  n ie  j e s t  w d o w o l
n e j m ie rz e  w y k o n a ln y , o g ra n ic z a m y  s i ę  p rz y n a jm n ie j  do te g o , b y  d o p u sz cza 
j ą c  n ie je d n o s t a jn o ś ć  w y tę ż e n ia  p r z e k r o ju  o g r a n ic z y ć  n a p rę ż e n ie  do jed n e g o  
t y lk o  znaku - u jem nego d la  m a te r ia łó w  k ru c h y c h .

P r z y k ła d  p r a k ty c z n y  d la  pow yższych  uwag s ta n o w ić  może w p ie rw szym  r z ę 
d z ie  p rz yp ad ek  fu n d o w an ia  dow o lnego  o b ie k tu  te c h n ic z n e g o  w rodzimym  g ru n 
c i e .  Gdyby nim b y ła  naw et s k a ł a ,  n ie  je s te ś m y  w s t a n i e  - chyba  p rz y  u ży 
c iu  ko sz to w n ych  z a b ie g ó w , z w ią z a n y c h  z u życ iem  ko tew  - z r e a l iz o w a ć  c i ą 
g n ie ń  w p ła s z c z y ź n ie  s t y k u  s to p y  fundam entu  z p od łożem . C a ł k o w i 
c i e  u t w i e r d z i ć  c z y l i  z a m o c o w a ć  fundam ent - np. 
kom ina fa b ry c z n e g o  - z n a c z y  t o ,  spowodować w o b rę b ie  c a  ł  e g o p o la  
z e t k n i ę c ia  n a p rę ż e n ia  o do n ie g o  p r o s to p a d łe  u j e m n e g o  znaku ,w ięc  
c i s y .  R zecz  j e s t  tym b a r d z ie j  o c z y w is t a ,  gdy p o d ło ż e  s ta n o w i naw et po
z o r n ie  z b i t y ,  a l e  n ie  m n ie j s y p k i  g r u n t .

W p r z e k r o ja c h  p r ę t a  p o nad fun d am entow ych , np . kom inów , f i l a r ó w  i t p .  ma
t e r i a ł y  t a k i e  ja k  b e to n , mur c e g la n y  (z w ła s z c z a  na z a p ra w ie  cem en to w e j):po
s i a d a j ą  pew ną, n ie z b y t  w ie lk ą  w y t rz y m a ło ś ć  na r o z c ią g a n ie .Z  r e g u ły  je d n a k ,  
ce lem  u p ro s z c z e n ia  o b l i c z e n i a ,  p rz y jm u jem y  d la  n i e j  w a r to ś ć  z e ro w ą . Wobec
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te g o  i  t u t a j  p rzep row ad zon e w yż e j 
d z lć  w ro z w a ż a n ia  rdzeń  p rz e k ro ju  
mentu z g in a ję c e g o .

R y s . 3 .9

rozum ow anie p o w ta rz a  s i ę .  Musim y wprows- 
ce lem  o g r a n ic z e n ia  m im ośrodu, c ż y l i  rcc-

Dednakże i  p rz y  samym z g in a n iu  
zna jom ość rd z e n ia  p rz e k ro ju  może s ię  
o kazać  n ad e r k o rz y s tn a .  Wróćm y r.a 
c h w i lę  do pew nej k w e s t i i  p o r u s z o n e j  

w ósmym p u n k c ie . P r z e k r ó j  j a k  na 
r y s .  3 .9  j e s t  u k o ś n ie  z g in a n y  momen
tem M, Gdyby p o ło ż e n ie  l i n i i  obo
j ę t n e j ,  a tym samym o d le g ło ś c i  tj 
tjr  s k r a jn y c h  w łó k ie n  C , R b y ły  nam 
z n an e , m og lib yśm y w yznaczyć  n a p rę 
ż e n ia  t y c h  w łó k ie n  w ed ług  fo rm u ły  
(10.8 )

« c - ’ T V  ° r  = + T V '  

w ię c  d o p ro w ad z ić  j e  do p o s t a c i

w k t ó r e j  x  o zn acza  n o ś n ik  ukośnego  z g in a n ia .  P r z y jm ijm y  z a m ia s t  te g o , że 
z n a n y  nam j e s t  r d z e ń  p r z e k r o ju .  Okaże s i ę .  że w y s ta r c z a  to do 
o k r e ś le n ia  n o ś n ik a  x  » że z 8tem w yznaczone p o ło ż e n ie  l i n i i  o b o ję tn e j  £, 
o d le g ło ś c i  ij r , w i e l k o ś c i  I  s ta n ę  s i ę  z b ę d n e .

Przep row ad źm y w tym c e lu  n a s tę p u ję c ę  s p e k u la c ję  m yś lo w ę : W yw o łane mo
mentem M n ie z n a n e  nam n a p rę ż e n ie  p unk tu  np . C j e s t  c is e m . D o łęczm y do 
momentu M ta k ę  s i ł ę  p o d łu żn ę  S ,  ab y  w r e z u l t a c i e  w p u n k c ie  C n a p rę ż e 
n ie  b y ło  równe z e ru .  Gdy s i ę  to  uda, to  n a p rę ż e n ie  w yw o łane  s i ł ę  S  bę 
d z ie  c ię g ie m  l i c z e b n i e  równym n ieznanem u c is o w i .  Z n a j o m o ś ć  c i ę -  
g u  w y w o ł a n e g o  s i ł ę  S b ę d z i e  p rz e to  i d e n 
t y c z n a  z e  z n a j o m o ś c i ę  c i s u  w y w o ł a n e g o  
m o m e n t e m  M. R e a l i z u ję c  pow yższę id e ę  n a k re ś lm y  p rz e z  środek prze
k ro ju  ś la d  p ła s z c z y z n y  p a ry  z g i n a j ę c e j , w ię c  p ro s to p a d łę  do w e k to ra  M. 
P r z e t n ie  ona k o n tu r  ję d r a  w p u n k ta ch  C* 1 R „ ,  o d d a lo n ych  o e c i  e r  od
ś ro d k a  p r z e k r o ju .  D z ia ła jm y  na p r z e k r ó j  t y lk o  m im opod łużnę s i ł ę  S  umie- 
sz czo nę  w C * . Z n a cz y  to  t y l e  samo, ja k  gdybyśm y nań d z i a ł a l i  s i ł ę  o s iow ę 
S i  momentem z g in a ję c y m  S . e c w z g lę d n ie  t y lh  samo. ja k  gdybyśm y l i 
n ię  o b o ję tn ę  fe, samego z g ię c ia  S . e c p r z e s u n ę l i  w p o ło ż e n ie  ró w n o le g łe  
c *  p rz e z  punkt C , a tym samym sp o w o d o w a li tam zerow ę w a r to ś ć  łę c z n e g o  na
p r ę ż e n ia .  S t a n i e  s i ę  to  bez w zg lęd u  na w a r to ś ć  S .  P r z y jm ijm y  j ę  równę 
M/ec , g d z ie  M j e s t  w ie lk o ś c ię  danę tem atem . N a p rę ż e n ie  pochod zęce  od sa-
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mego r o z c ią g a n ia  s i ł ę  S w y n o s i a zatem  j e s t  równe M / A .e c .T o  ód z g i 
n a n ia  j e s t  znaku p rz e c iw n e g o . P o d o b n ie  w yznaczam y n a p rę ż e n ie  p unk tu  R .

W r e z u l t a c i e  s k r a jn e  l i c z e b n ie  n a p rę ż e n ie  w y n o s i:

g d z ie  n o ś n ik  z g in a n ia  ukośnego  j e s t  rów ny

X = A e . (1 2 .9 )

D e s t to  n a jo g ó ln ie j s z a  p o s ta ć  d la  X  • W y k a z a liś m y  w ię c ,  że możemy wy
z n a cz yć  s k r a jn e  n a p rę ż e n ia  z g ię c ia  u kośneg o , n ie  z n a ją c  p o ło ż e n ia  odnoś
nych  w łó k ie n  a n i  p o ło ż e n ia  l i n i i  o b o ję t n e j .  K o n ie c z n a  n a to m ia s t  j e s t  zna 
jom ość rd z e n ia  p r z e k r o ju .  Z n a k i i  w s k a ź n ik i  fo rm u ły  (1 1 .9  d la  p r o s t o t y  
p o m in ę liś m y . Sposób  p ow yższy  n o s i  w l i t e r a t u r z e  p rz ed m io tu  nazwę m e t o 
d y  m o m e n t ó w  j ę d r n y c h .  Pod momentem jęd rn ym  rozum iem y 
w ie lk o ś ć  M = S e .

Z b ió r  fo rm u ł u z u p e łn im y  wzorem d la  e n e r g i i  s p r ę ż y s t o ś c i  nag rom adzonej 
w je d n o s tc e  d łu g o ś c i  p r ę t a .  W yn o s i o n a :

W - ^  Sw + ^  Sn  <p — ^  Sm =

EA w 1
2 E l  tp

yr
(1 3 .9 )

p rz y  czym znak ' o zn acza  pochodną z e to w ę . P o s z c z e g ó ln e  d o d a jn ik i  teg o  wy
r a ż e n ia  - p rz y  z ro z u m ia ły c h  o z n a cz e n ia c h  = S n , = - Sm - są  nam ju ż
znane z p o p rz e d n ich  u stęp ó w .

P r z y k ła d  1 .9 . W yzn aczy  rdzeń  p r z e k r o ju  p ro s to k ą tn e g o .
2 2O dpow iedź 1 . 9 . O la  ro zm iaró w  b , h ja k  na r y s .  3 .7  j e s t  i  = h /1 2 ,

i 2 = b2/ 1 2 . D la  p o ło ż eń  l i n i i  o o o ję tn e j  x a + j e s t  p = + ^  w ię c  m =

= + ^ ,  n = 0 . A n a lo g ic z n ie  d la  j e j  p o ło ż eń  y  = j e s t  q = +_ iy, c z y l i

m = 0 ,  n = + j i .  Te c z t e r y  p u n k ty  w y z n a c z a ją  rd z e ń . Gdy bowiem l i n i a  obo
j ę t n a  o b ra ca  s i ę  - ab y  n ie  p r z e c ię ć  p r o s to k ą t a  - d o k o ła  je g o  w ie r z c h o łk a ,  
p rz e c h o d z ą c  z je d n e g o  w d r u g ie  z w yż e j w ym ien io n ych  p o ło ż e ń , ś ro d e k  o b c ią 
ż e n ia  w ę d ru je  po o d c in k u  p r o s t e j .  Rdzeń j e s t  rombem o p r z e k ą tn ia c h  b/3 i  
h /3 , u ło ż o n y c h  na o s ia c h  x i  y  p r z e k r o ju .
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P r z y k ła d  2 .9 . O b l ic z y ć  e n e rg ię  w', w ychodząc z d e f i n i c j i  (11 .3 ) i  ( 1 2 ,3 ) ,  

Odpow iedź 2 .9 . S t o s u ją c  ( 6 . 9 )  w d e f i n i c j i  W = i ^  dA i  u w z g lę d n ia ją c

( 2 . 5 ) ,  ( 3 . 5 )  t u d z ie ż  ( 5 . 5 )  z n a jd z ie m y  r e z u l t a t  zgodny z ( 1 3 .9 ) .
P o z o s t a je  nam z a o p a tr z y ć  je s z c z e  o b ecny  u s tę p  uwagami d o ty c z ą c y m i p rz y 

padków m im ośrodkowego r o z c ią g a n ia  w z g lę d n ie  ś c is k a n ia  o d b ie g a ją c y c h  od o- 
m ów ionego. Z a l i c z y ć  do n ic h  możemy w yp a d k i n a s tę p u ją c e :

M a t e r i a ł  p r ę t a  j e s t  w p raw d z ie  l in io w o  s p r ę ż y s t y ,  le c z  je g o  w ytrzym a łość  
na r o z c ią g a n ie  j e s t  równa z e r u .  Gdy ś ro d e k  o b c ią ż e n ia  u m ieśc im y  poza rd z e 
niem  p r z e k r o ju ,  p o w s ta je  odm ienna p o s ta ć  z a g a d n ie n ia .  P o ja w i  s i ę  s t r e 
f a  n i e c z y n n a ,  odm ienna od s t r e f y ,  k tó r ą  d o ty c h c z a s  m og liśm y na
zyw ać ro z c ią g a n ą .  Gdy j ą  wzmocnimy innym  c ią g l iw y m  m a te r ia łe m , p o w s ta n ie  
z a g a d n ie n ie ,  k t ó r e  w s z c z e g ó ła c h  om awiane j e s t  w t e o r i i  s t a lo b e to n u .  Gdy 
J e j  n ie  wzmocnimy w te n  sp o só b , o b c ią ż e n ie  s k o n c e n t ru je  s i ę  na c z ę ś c i  prze
k r o ju  - i  o c z y w is t e  j e s t ,  że n ie  możemy m im ośrodow i nadawać d o w o ln ie  w i e l 
k ic h  w a r t o ś c i ;  ś ro d e k  o b c ią ż e n ia  m usi s i ę  m ie ś c ić  w o b rę b ie  p rz e k ro ju .G d y  
z k o n ie c z n o ś c i  d o pu śc im y  ta k ą  e w e n tu a ln o ś ć  w s z w ie  fundam entowym , mówimy
0 u tw ie r d z e n iu  c z ę ś c ią  p r z e k r o ju .

M a t e r i a ł  n ie  p o d le g a  prawu H oo ke ’ a ,  w ię c  z w ią z e k  m iędzy  n ap rężen iem  i  
o d k s z ta łc e n ie m  w y ra ż a  s i ę  dow o lną  fu n k c ję  o= f ( e ) .  Z ak ład am y  tu  z pew
nym p r z y b l iż e n ie m ,  że s ta n  n a p ię c ia  b ę d z ie  bez zm iany  Je d n o o s io w y  i  pom i
jam y f a k t ,  że p rz y  p rz e su w a n iu  s i ę  l i n i i  o b o ję tn e j  wywołanym  w zrostem  s i 
ł y  i  momentu, w pew nej c z ę ś c i  p rz e k ro ju  może p o ja w ić  s i ę  o d c ią ż a n ie  p o d le 
g a ją c e  f u n k c j i  o =  g ( e ) ,  o d m ienne j od f ( e ) .  Tu n a le ż y  te ż  p rz yp a d e k , gdy 
m a t e r i a ł  l in io w o - s p r ę ż y s t y  poza obszarem  sp rę ż y s ty m  p o s ia d a  o b s z a r  w zoro 
wo p la s t y c z n y .  Oak p rzed  c h w i lą  ta k  i  tu  n a le ż y  p a m ię ta ć , że  ew e n tu a ln e  
ro z w ią z a n ie  d o ty c z y  wypadku je d n o c z e ś n ie  n a r a s t a ją c y c h  S i  M = S e .  Gdy 
S i  M m a le ją ,  z a g a d n ie n ie  wymaga nowego o d d z ie ln e g o  t r a k to w a n ia .

W sp ó lne  d la  w s z y s tk ic h  om aw ianych p rzypadków  j e s t  z a ło ż e n ie  n ie z m ie n 
n ie  p ła s k ie g o  p r z e k r o ju ,  w y r a ż a ją c e  s i ę  rów nan iem :

£ = w '+ <p'y - y '  x (1 4 .9 )

z n iew iadom ym i w', c f ip ' .  N a jp r o ś c ie j  p rz y  tym u k ła d o w i o s i  dać u s ta lo n e  po
ł o ż e n ie ,  np , środkow e i  g łó w n e . Do z n a le z ie n ia  t y c h  n iew iad om ych  s łu ż ą  trz y  
w a ru n k i r e d u k c j i  ( 4 . 9 ) .  R o z w ią z u ją c  z a d a n ie  z ak ład am y , że s i ł a  i  moment 
je d n o c z e ś n ie  w tym samym s to p n iu  n a r a s t a j ą ,  tak  że i l o r a z  M / S , c z y l i  mimo- 
ś ró d  e p o z o s ta je  n ie z m ie n n y . E f e k t y  końcowe są  podobno do t y c h , j a k i e  u- 
z y s k a l iś m y  w p rzyp ad ku  ukośnego z g in a n ia ,  w z g lę d n ie  je s z c z e  b a r d z ie j  skom
p lik o w a n e ,  W ie lk o ś c i  w', <p', \j)' z a le ż ą  n ie  t y lk o  od w sp ó łrz ę d n y c h  m, n . le c z  
ró w n ie ż  od w a r t o ś c i  s i ł y .  Gdy z a g a d n ie n ie  wymaga p o d z ia łu  p rz e k ro ju  na róż
ne o b s z a ry  c a łk o w a n ia ,  o k a z u je  s i ę ,  że i  one z a le ż ą  od w a r t o ś c i  s i ł y .  
W ty c h  w arunkach  num eryczne ro z w ią z a n ie  z a d a n ia  J e s t  z n a c z n ie  u tru d n io n e
1 wymaga w ie le  c z a s u . U z as ad n io n e  W ted y  s t a j e  s i ę ,  że u s i łu je m y  o g ra n ic z yć  
s i ę  do m o ż liw ie  r e g u la rn y c h  p rz e k ro jó w , by l i c z b ę  n iew iad o m ych  m o ż liw ie  
o g r a n ic z y ć .
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P r z y k ła d  3 ,9 . M im opod łużna s i ł a  S  d z ia ła  z e w n ę trz  rd z e n ia  p rz e k ro ju  
p ro s to k ą tn e g o  b , h na je g o  o s i  s y m e t r i i .  M a t e r i a ł  w y trz y m u je  n a p rę ż e 
n ia  t y lk o  jed n e g o  z n ak u . W yznaczyć  b r y łę  n ap rę ż e ń .

Odpow iedź 3 .9 . Z d łu ż  z m ie n ia  s i ę  w ed ług  ró w n an ia  £ = c p 'y .L in ia  obo-
ję t n a  £ = 0 ma ró w n a n ie  y  = - w/<p. W s t r e f i e  0==y =s - —„ j e s t  0 = E e  =

= E (w  + cp’y ) .  w s t r e f i e  zaś w/ipWy ^  h 
j e s t  cs = 0 . Rów nan ia  r e d u k c j i

/  I I /*T | |
Eb  (w+cpy )dy=S } I Eby(w+<fy)dy=S n i

po w yk o n an iu  ca łko w ań  p r z y b i e r a j ?  po

s t a ć  S = - Eb wr tr e j  w y n ik a  w' = (p

»2 c p i3
o w___ , ,
s = 5“

2S

9Ebrj
tern 3 . rj = - ¡j,. Czynna w ię c  j e s t  

R y s . 4 .9  c z ę ś ć  p rz e k ro ju  ro z m ia ru  3 j a k  na
r y s .  4 .9 .  N a p rę ż e n ie  t e j  s t r e f y  6=

pQ v  PS= (3  - p rz y jm u je  d la  y  = O w a r to ś ć  0Q = in te n s y w n ie  ro sn ą cą
z u b y tk ie m  tj . R o z w ią z a n ie  ma se n s  d la  t j:=»0.

P r z y k ła d  4 .9 . P rz e p ro w a d z ić  a n a l iz ę  s ta n u  n a p ię c ia  d la  m imośrodkowo i  
s y m e t r y c z n ie  ro z c ią g a n e g o  p r z e k r o ju  p ro s to k ą tn e g o , z a k ła d a ją c  m a t e r i a ł  z 
obszarem  p o sp ręż ys tym  wzorowo p la s ty c z n y m .

Odpow iedź 4 . 9 . W o b s z a rz e  s p rę ż y s ty m  p rz y  o z n a cz e n ia c h  ja k  na r y s .  5 .9  
j e s t  w ed ług  ( 6 . 9 ) :  0 = ^  (1  + 12 ^ ) ( y  - jy ) ,  skąd  d la  y  = O i  y  = h ma-

mv °g - h (1 - Tr}' °d = If (1 + Ir5- Lini? ob°J?tn? Jest v  y0 = ?-t^-
Zatem  j e ś l i

s t r z e ż e n iu

j e s t (O g ) .  R o z w ią z a n ie  to  J e s t  ważne p rz y  za-

=£ k , c z y l i  6M s S h (S ,  - S ) ,  g d z ie  M = Sn , S, = kbh . Równa- k
n ie  6 M = h (S , - S )  p rz e d s ta w ia  w arunek p la s t y c z n o ś c i  d la  w łó kna  y  = h.

X 0

h/2

|t
n
ł

S

y

-— D -- -

R y s . 5 .9



Gdy S p rz e k ro c z y  g r a n ic ę  o k re ś lo n ę  pow yższą n ie r ó w n o ś c ią ,  w p rz e k ro 
ju  pow staną  dw ie  s t r e f y .  W s p r ę ż y s t e j  0 «  y  «  y * n a p rę ż e n ie  w y raż a  form u
ła  o= E (w '+  cp'y), w p la s t y c z n e j  y ^ i y i  h j e s t  o = k . O b ie  s t r e f y  od
d z ie l a  p ro s ta  y  = y t , w yznaczona w arunkiem  E (w '+ c p 'y * )  = k (a ) .W a r u n k i  re-

V  - . r  y * , rd u k c j i  I Eb (w '+ < p 'y ) dy + I kbdy = S tu d z ie ż  J E b  (w ' + cp'y )y d y  +| kb yd y  =
^y . *A) ^ V

h Sh *= S (n  + ^ )  = M + d a ją  po s c a łk o w a n iu  ró w n a n ie :

Eb (w ' y + + f  y 2 ) + k b (h  - y „ . )  = S  , (b )

E b ( |  y 2 + §  y * )  + ^ ( h 2- y 2 ) «• m + | Ł .  ( c )

Rów nan ia  ( a ) ,  ( b ) ,  ( c )  d a ją :

3 h S k-nS-2M , 4 (s k~s )2 , 8 ( S k ' S ) 3
V* = ?  S k - S ' °g  = Ew = k "  3 E  * h'S k-hS-2M ’ = 5 F  * '(h 'S k-h5-2M) 2 '

co s ta n o w i ro z w ią z a n ie  z a g a d n ie n ia  w nowym je g o  s ta d iu m . L i n i a  o b o ję tn a  
z a jm u je  p o ło ż e n ie  0 = O, c z y l i  y  = - 2-, = y Q. R o z w ią z a n ie  j e s t  ważne p rz y

2Sz a s t r z e ż e n iu  o =s- k , c z y l i  6 M ==h(S. - S ) ( l  + s—) .  Fo rm u ła  pow yższa ze 
9 k S k

znak iem  ró w n o ś c i p rz e d s ta w ia  w arunek  p la s t y c z n o ś c i  d la  w łó kna  y  = O . In t e -
2

r e s u ją c e  j e s t ,  że fo rm u ła  t a  obok M, S  z a w ie r a  te ż  d o d a jn ik  S  .
Gdy S p rz e k ro c z y  g r a n ic ę  o k re ś lo n ą  pow yższą n ie r ó w n o ś c ią ,  w p rz e k ro 

ju  pow staną  dw ie  s t r e f y  p la s t y c z n e ,  p rz e d z ie lo n e  obszarem  sp rę ż y s ty m .W  ob
r ę b ie  s t r e f y  O s  y  «  y  j e s t  o = - k , w s t r e f i e  y ^ y ^ y ^  j e s t  o=E(wVcpy), 
w r e s z c ie  w s t r e f i e  p o z o s t a łe j  y^ =s y  «  h j e s t  o = + k . P r o s t e  r o z d z ie la 
j ą c e  y  = y  tu d z ie ż  y  = y *  s p e łn ia j ą  ró w n a n ia : E(w+<py)= - k , E(w+(py,.)=

k Y * + y  , k 2= k% k tó r e  d a ją  w = - g- . --------, <p = — .  . L i n i ą  o b o ję tn ą  j e s t  pro-
y* -  y -  y* -  y
1 y* + ys t a  y  = y Qt g d z ie  y Q = - =-----¡5—' W a ru n k i r e d u k c j i :
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d a ję  po s c a łk o w a n iu  ró w n a n ia :

- kb y  + kb (h  - y +) + EbCw ^y* - y) + 5  (y2 - y 2 ) )  = S  , (d )

kb ~2 k b , .2  2-, r.u ,w\ 2 ~ 2 , <t', 3  ~ 3 , ,  Sh , >- Y ~  y  + g - (h  - y * )  + E b ^ f y *  - y  ) + ^ (y £  - y  ) )  = M + 1 ( e )

k t ó r e  pc w s ta w ie n iu  u p rz e d n io  z n a le z io n y c h  w' , 4)' p rz y jm u ję  p o s ta ć :  

kb ( j  - y  - y * )  = S ,  k b (3 h 2 - 2 y2 - 2 y y *-  2 y2 ) « 6M + 3Sh .

Możemy im nadać te ż  w y g o d n ie js z ę  budowę:

y* + y h . y
6 M h ( S k- S ) ( S k+ 2S) 2
— 0-------------- k  h ,

n a d a ję c ę  s i ę  l e p i e j  do ro z w ię z a n ia  obu równań w zględem  y  i  y * .  W ra ca 
j ą c  z n im i do w', <j>' z n a jd z ie m y  t e  p a ra m e try  w z a le ż n o ś c i  od S ,  M. W ażność 
teg o  o s t a tn ie g o  s ta d iu m  o g ra n ic z o n a  j e s t  z a s trz e ż e n ie m  y  =£ y +.

R u g u ję c  ró w n o ś c ią  y  = y^ tę  zm iennę w dwu o s t a t n ic h  ró w n a n ia ch  z n a j 
dz iem y w aru n ek  p la s t y c z n o ś c i  d la  c a łe g o  p r z e k r o ju  w p o s t a c i  rów nania  4MS. =

2 2= ( S k - S  ) h . Z powodu k o m p l ik a c j i  ra chunkow ych  n a j c z ę ś c i e j  zadaw alam y 
s i ę  w yznaczen iem  w ła ś n ie  t y lk o  rachu n ku  p la s t y c z n o ś c i  d la  c a łe g o  p rz e k ro 
j u .  Można go z n a le ź ć  bez p o t rz e b y  p o s z u k iw a n ia  w', cp' w p ro s t  z odnośnych  wa
runków r e d u k c j i .  3ak o tym p o u c z a ją  ró w n a n ia  ( d ) ,  ( e )  z powodu ró w n o śc i 
y  = y % p a ra m e try  w',<p' o d p a d a ją  i s t o t n i e  z ra c h u n k u . O b ję c ie  obszarem p la 
s tyczn ym  c a łe g o  p r z e k r o ju  n ie  j e s t  je d n a k  w r z e c z y w is t o ś c i  m o ż liw e . Roz
w ią z a n ie  n asze  w ym aga łoby bowiem d la  w1, tp' n ie o g ra n ic z o n y c h  w a r t o ś c i ,  co 
n ie  j e s t  f i z y c z n ie  m o ż liw e .

Z w ró c ić  w r e s z c ie  n a le ż y  uwagę, że  d y s k u s ję  p rzep row adzono  p rz y  z a ło ż e 
n iu  n >  h /6 . Poza  tym zaś  p r z y ję t o  n = c o s ta n s ,  co z n a c z y , że  moment M 
w z r a s t a ł  w tym samym s to p n iu  j a k  S .  D z ię k i  je d n a k  tem u, że w m ie js c e  Sn 
w sta w io n o  M, z a le ż n o ś ć  M i  S  z o s t a ła  u k r y ta  i  r o z w ią z a n ie  pow yższe 
ważne j e s t  ró w n ie ż  d la  w ypadku , w k tó rym  M w z ra s ta  n ie z a le ż n ie  od zm ian 
S .  Zauw ażyć w r e s z c ie  t r z e b a ,  że  w w arunku  p la s t y c z n o ś c i  M f ig u r u j e  w p ie r 
w sz e j a S  w d r u g ie j  p o tę d z e . Ma to  z n a c z e n ie  d la  d y s k u s j i  znaków po
s z c z e g ó ln y c h  d o d a jn ik ó w . P o s z c z e g ó ln e  s t a d ia  i l u s t r u j e  r y s .  5 .9 .



10. RÓWNOMIERNE SKRĘCAN IE

R y s .  1 .1 0

Z b ió r  s i ł ,  d z ia ła j ą c y c h  na p rz e k ró j  końcowy z = 1 p r ę ta  ró w n o w a rty
j e s t  momentowi zew nętrznem u L ,  k tó re g o  p a ra  l e ż y  w p ła s z c z y ź n ie  tego p rze
k ro ju  - c z y l i ,  k tó re g o  w e k to r  j e s t  r ó w n o le g ły  do o s i  z . Równoważący zbiór 
s i ł  p r z e k ro ju  począ tkow ego  sp row adza  s i ę  wobec teg o  ró w n ie ż  do p rz e c iw n ie  
s k ie ro w a n e g o  momentu zew n ę trzn eg o  L .  D la  p r o s t o t y  ry su n k o w e j u m ie ś c i l i ś 
my te  w e k to ry  na o s i  p r ę t a  x + xg , y  = y g .

P rz yp o m n ijm y  k ró tk o  w ia d o m o śc i n a b y te  na pow yższy tem at w m e ch an ice  u- 
k ład ó w  s z ty w n y c h . W p ływ y w ew nę trzn e  z n a jd z ie m y  d z ie lą c  p r ę t  J c o ln y m  p rze
k ro jem  z i  o d r z u c a j . c  je d n ą  z p o w s ta ły c h  c z ę ś c i .  O p e ra c ja  ta  z a m ie n ia  
w i e l k o ś c i  w ew nę trzn e  na z e w n ę trz n e  i  w te n  spo3Ób u m o ż liw ia  stosow an ie rów 
nań rów now agi do c z ę ś c i  p o z o s ta w io n e j .  W yn ik a  z n ic h  Ze na p r z e k r ó j  d z ia 
ł a  moment

N = L, (1.1 0)
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ró w n o le g ły  do o s i  z - ja k  na r y s .  1 .1 0 . O la  rozw ażanego  u k ła d u , d łu g o ś ć  
1 j e s t  to  w ie lk o ś ć  w e w n ę trz n a , czemu d a liś m y  w y ra z , s t o s u ją c  mimo l i c z 
bowej ró w n o ś c i odm ienne o z n a c z e n ie .  Znak momentu N u s t a la m y , odnosząc jed
n o c z e ś n ie  je g o  zw ro t i  zw ro t n o rm a ln e j z e w n ę t rz n e j n p rz e k r o ju  do k i e 
runku a k tu a ln y c h  o s i  u k ła d u ; j e s t  n im i o b e c n ie  d la  obu oś z .  Gdy n o rm a l
na z ew n ę trz n a  j e s t  zgodna z d o d a t n i m  k ie ru n k ie m  o s i  z , to  N 
j e s t  d o d a t n i e ,  gdy Je g o  zw ro t j e s t  ró w n ie ż  zgodny z do da tn im  k ie 
ru nk iem  o s i  z .  Gdy no rm a ln a  z e w n ę trz n a  j e s t  zgodna z u j e m n y m  k i e 
runk iem  o s i  z to  N j e s t  d o d a t n i e ,  gdy je g o  z w ro t j e s t  zgodny
z u j e m n y m  k ie ru n k ie m  o s i  z . Na r y s .  1 .1 0  z a ło ż y l iś m y  p r z e to  t a 
k ie  L ,  że z a c h o d z i w ypadek N

Moment w e w n ę trzn y  o omówionym p o ło ż e n iu  nazywamy m o m e n t e m  
s k r ę c a j ą c y m .  Mówimy o p rz yp ad ku  r ó w n o m i e r n e g o  
s k r ę c a n ia ,  gdy - j a k  to  w ła ś n ie  ma m ie js c e  - moment s k r ę c a j ą c y  j e s t  n ie 
z a le ż n y  od z m ie n n e j z , a w ię c  j e s t  s t a ł y  w z d łu ż  p r ę t a .  P rz yp a d e k  te n  na
l e ż y  do g ru p y  p odstaw ow ych .

P rz e jd ź m y  z k o l e i  do rozw ażań  na g r u n c ie  m e ch a n ik i uk ładów  o d k s z t a łc a l-  
n ych .

W iem y z p unk tu  p ią t e g o ,  że w g ru p ie  p rzypadków  podstaw ow ych  d o p u sz cza 
my do k o n k u r e n c j i  co n a jw y ż e j n a p rę ż e n ia  v  , t  , o . P o n ie w aż  z b ió r  rów-y  x z
n o le g ły c h  do o s i  z e le m e n ta rn y c h  s i ł  oz dA m ógłby e w e n tu a ln ie  spowo
dować o b ecno ść  s i ł y  p o d łu ż n e j S  o ra z  momentów z g in a ją c y c h  M i  M , p rze-x y
to  w y k lu c z a ją c  tę  m o ż liw o ść  z a ło żym y  obok ( 6 . 5 )  dodatkow o n a jp r o ś c ie j

c z y l i  b ęd z iem y u s i ł o w a l i  zbudować t e o r i ę  rów nom iernego  s k r ę c a n ia  p rz y  u- 
ż y c iu  j e d y n ie  n ap rężeń  s ty c z n y c h

wem H o o k e 'a .  Z a d a n ie  n aśze  p o le g a  p rz e to  na w yz n a cz e n iu  t y c h  n a p rę ż e ń .
W z o ru ją c  s i ę  na stosow anym  p rz e z  nas d o ty c h c z a s  p o s tę p o w a n iu  musimy z 

k o le i  z a ją ć  s i ę  g eo m etrycz n ą  s t r o n ą  z a g a d n ie n ia .  P rz y jm ie m y , że  d z i a ł a n ie  
momentu s k r ę c a ją c e g o  o b ja w i s i ę  obro tem  p rz e k r o ju  ja k  s z ty w n e j c a ł o ś c i .
W p u n k c ie  p ią ty m  z a z n a c z a l iś m y , że t e o r i a  de S a in t- V e n a n ta  w k o n s e k w e n c j i  
z a ło ż o n y ch  tam - a p rz e z  nas re sp ek to w a n ych  - p r z y ję ć  t e o r e ty c z n y c h  n a rz u 
ca na końcach  p r ę t a  pewne s z c z e g ó ln e  w a ru n k i b rzegow e. W y ra ż a ją  s i ę  one 
np. tym . że u tw ie r d z e n ie  p r z e k r o ju  o g ra n ic z a  s i ę  do je g o  je d n e g o  t y lk o  
p u n k tu . Z g o d n ie  z tym p rz y jm u je m y , że oś wspom nianego o b ro tu  z a jm u je  j a 
k ie ś  ró w n o le g łe  do o s i  p r ę t a  p o ło ż e n ie .  P rz e c h o d z i ona w ła ś n ie  p rz e z  u n ie 
ru ch o m io ny  punkt p rz e k r o ju  np . począ tkow ego  z = 0 . Możemy s o b ie  ten punkt 
w y o b ra z ić  t e o r e t y c z n ie  naw et poza m a te r ia ln y m  p rz e k ro je m , a w ię c  p r z y ją ć .

(2 .1 0 )

cy = Gl y '  \  = GTx' ( 3 .1 0 )
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że na r y s .  1 .1 0  o s i ?  ob ro tó w  j e s t  oś z u k ła d u  w s p ó łr z ę d n y c h .O d k s z ta łc e 
n ie  p o le g a  tu  na tym , że o b ró t  j e s t  w z g lę d n y . D e ś l i  p rz e k ró j  z o b ra ca  się  
o k ą t  i ł  , p r z e k r ó j  s ą s ie d n i  z + dz o b ra ca  s i ę  o k ą t  i ł  + d ił. W ie lk o ś ć  i ł ' 

c h a r a k t e r y z u ją c ą  z a ch o w an ie  s i ę  c a ł e g o  p r z e k r o ju , nazyw ać b ę d z ie 
my jed nostkow ym  kątem  o w in ię c ia  lu b  - k ró tk o  - o w i n i ę c i e m .  Gdy 
w p o l s k ie j  l i t e r a t u r z e  p rz e d m io tu  te rm in  te n  n ie  j e s t  s to s o w a n y ,w y ja ś n ia 
my, że p rz y w ią z u je m y  wagę n ie  t y l e  do u ż y te g o  te rm in u , co r a c z e j  do te g o , 
by bezwarunkowo n ie  s to so w a ć  tu  nazwy s k r ę c a n ia ,  k t ó r e j  u ż y l iś m y  wyżej d la  
z ja w is k a  m ech an iczn eg o  a n ie  ja k  o b e c n ie  g eo m etrycz n eg o . Znak ' oznacza  
pochodną z e to w ą .

D ow o lny  punkt ( x , y )  p rz e k ro ju  z dozna z powodu o w in ię c ia  i ł ' d robnego  
suwu r  i ł  w p ła s z c z y ź n ie  p r z e k r o ju .  Z p o d o b ień s tw a  w id o cz n ych  na r y s . 2 .1 0  
t r ó jk ą t ó w  w y n ik a ,  że  suwy sk ła d o w e  w k ie ru n k u  o s i  x i  y  w yn o szą :

u' = - i ł  y  v '  = + i ł 'x ,  (4 .1 0 )

R y s . 2 .1 0

p rz y  czym znak  ' o zn acza  pochodną z e to w ą . W zo ry  (4 .1 0 )  w y ra ż a ją  zatem  w 
u k ła d z ie  a n a l it y c z n y m  f a k t  w zg lęd neg o  o b ra c a n ia  s i ę  p rz e k ro jó w  d o k o ła  o s i 
o w in i ę c ia ,  za k tó r ą  o b r a l iś m y  d o w o ln ie  oś z .  W s k r ę c a n iu  równom iernym  o- 
w in i ę c i e  t e ż  m usi być ró w n o m ie rn e . P a ra m e tr  i ł '  j e s t  tu  p rz e to  w ie lk o ś c ią  
s t a ł ą ,  w ię c  n ie z a le ż n ą  od z .  P o z o s t a łe  c z ę ś c i  r y s .  2 .1 0  w yk o rz ys ta m y  przy 
s p o s o b n o ś c i n ie c o  p ó ź n ie j .  T u t a j  d la  z u p e łn o ś c i  j e s z c z e  doda jem y, że gdy
byśmy za oś o b ro tu  o b r a l i  n ie  oś z , l e c z  np . p ro s tą  x = c ,  y  = d , to  
o c z y w is t e  J e s t ,  że w m ie js c e  r e l a c j i  ( 4 .1 0 )  w e s z ły b y  n ie z n a c z n ie  ro z s z e 
rz o n e  :

u' = - i ł ( y  - d ) ,  v '=  + i ł ( x  - c ) .
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Gdyby n a p rę ż e n ia  r  , z^ b y ły  b e z p o ś re d n io  z w ią z an e  z suwam i u', v '  p ra 
wem m a te r ia ło w y m , w y k o rz y s ta l ib y ś m y  - Ja k  w p o p rz e d n ich  u s tę p a ch  - ten  
f a k t  i  w e r y f ik u ją c  z a ło ż o n y  t y p  z a g a d n ie n ia  ró w n an iam i re d u k c y jn y m i

bec te g o  z a ło ż e n ie  k in e m a ty c z n e  (4 ,1 0 )  j e s t  n ie w y s t a r c z a ją c e  do ro z w ią z a 
n ia  z a g a d n ie n ia .

F r a n c u s k i  t e o r e t y k  N a v ie r  p o d a ł z a m k n ię tą , o g ó ln ą  t e o r i ę  s k r ę c a n ia ,  z a 
k ła d a ją c  ja k o  d ru g ie  p r z y j ę c i e ,  że  o d k s z ta łc o n e  p r z e k r o je  p r ę t a  p o z o s ta ją  
n a d a l p ła s k i e ,  to  j e s t  p rz y jm u ją c  d la  p rz e m ie s z c z e n ia  w w y ra ż e n ie

w k tó rym  wobec te g o  w ie l k o ś c i  wQ, cp , tp są  fu n k c ja m i co n a jw y ż e j tylko zmien
n e j z .  U w z g lę d n ia ją c  pow yższe j a k  i  (4 .1 0 )  w (6 .1 0 )  i  ( 3 .1 0 )  z n a jd z ie m y :

my, że cp , \p są  w ie lk o ś c ia m i  ró w n ie ż  s t a ły m i .
P o d s ta w ia ją c  pow yższe w dwa p ie rw s z e  z równań (5 .1 0 )  z n a jd z ie m y :

W ró w n a n ia ch  t y c h  xg , y g o z n a c z a ją  w s p ó łrz ę d n e  g eo m etryczn eg o  środka prze
k r o ju ,  0 z aś  b i  e g u n o w y  k s z t a ł t n i k  p rz e k r o ju  w zględem  o s i  
o w in ię c ia ,  c z y l i  0Q - A (x g + y g ) = 0 t a k i ż  k s z t a ł t n i k  p r z e 
k r o j u  w z g l ę d e m  o s i  g e o m e t r y c z n e j  p r ę -  

t  a . Zatem

(5 .1 0 )

w y z n a c z y lib y ś m y  z n ic h  p rz y  t e j  s p o s o b n o ś c i n iew iadom ą l> . Tak je d n a k ż e  
n ie  j e s t ,  a lb o w iem  f ig u r u j ą c e  w p ra w ie  w iążącym  (3 .1 0 )  w ie lk o ś c i

(6 .1 0 )

z a w ie r a ją  obok u', v '  Je s z c z e  suwy pochod zące  od p rz e m ie s z c z e n ia  w. Wo-

w = wQ + <py - ipx , (7 .1 0 )

t = - G (0 y  + ip ) ,  t  = G (i)'x + <f). 
y A

(8 .1 0)

P o n iew aż  wobec s t a łe g o  N s t a ł e  muszą być ró w n ie ż  t  , z , p rz e to  w id z i-
y *

( 9 .1 0 )

wobec czego  t r z e c i e  z równań (5 .1 0 )  p r z y b ie r z e  p o s t a ć :

G i ) '/ ( x 2 + y 2 - xgx - y 8y )  dA = G i ) ' (3 0 - A (x ^ + y ^ )  = N .

(10.10)
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s ta n o w i o s t a t e c z n y  r e z u l t a t  N a v ie r o w s k ie j  t e o r i i  s k r ę c a n ia .  U w z g lę d n ia j; . ;
( 9 .1 0 )  i  (1 0 .1 0 )  w (8 .1 0 )  z n a jd z ie m y :

Cy  = - r x = 3 (x  - xs ? ' (1 1 .1 0 )

Na p o d k r e ś le n ie  z a s łu g u je  f a k t ,  k t ó r y  p o w tó rz y  s i ę  m u ta t is  m u tan d is  rów
n ie ż  w t e o r i i  de S s in t - V e n a n t o w s k ie j , a m ia n o w ic ie  u ja w n ie n ia  s i ę  r o l i *  
g e o m e try cz n e j o s i  p r ę t a .  G d z ie k o lw ie k  byśmy u s t a l i l i  w arunkam i brzegowym i 
oś o w in ię c ia  O w fo rm u le  (1 0 .1 0 )  o d n ie s io n e  j e s t  do g eo m etryczn eg o  ś ro d 
ka p r z e k r o ju .  P o d o b n ie  i  n a p rę ż e n ia  (1 1 .1 0 )  n ie  z a le ż ę  od p o ło ż e n ia  ś ro d 
ka o w in ię c ia ,  l e c z  od p o ło ż e n ia  uważanego m ie js c a  względem  o s i  uk ładu  prze
s u n ię t y c h  do te g o  p u n k tu . Gdy w ię c  o d d a le n ie :

I V^x - xs >2 * (y - ys )2 I -

badanego  m ie js c a  p rz e k r o ju  od je g o  ś ro d k a  oznaczym y k ró tk o  l i t e r ę  r ,  na

p rę ż e n ie  c a łk o w i t e  | |/ c ^  + t y  |= j e s t  rów ne:

c r  = £} r .  (1 2 .1 0 )

S k ie ro w a n e  ono j e s t  p r o s to p a d le  do p ro m ie n ia  wodzącego r .
W zór (1 0 .1 0 )  z p o d a n y m  N a v ie ro w s k im  z n a c z e n i e m  p a 

r a m e t r u  0 n ie  j e s t  o g ó ln ie  m o ż liw y . A by to  z ro zu m ieć  weźmy pod
uwagę dwa p r ę t y  r ó w n e j  d łu g o ś c i  z t e g o  s a m e g o  i  
t e j  s a m e j  o b j ę t o ś c i  m a t e r ia łu .  N adajem y p rz e k ro jo w i
je d n e g o  p o s ta ć  k o ła ,  d ru g ie g o  zaś  w ą s k ie g o  p r o s to k ą t a .  W yobraźm y d a le j  s o 
b ie ,  że  oba t e  p r ę t y  sk rę cam y  l i c z e b n i e  równym i momentami L = N. N asze c o 
d z ie n n e  d o ś w ia d c z e n ie  poucza n a s , że k ą t o w in ię c ia  = <>'l d la  p r ę t a  k o ło 
wego b ę d z ie  z n a c z n ie  m n ie js z y  od tego  kąta d la  pręta o wąskim  p rz e k ro ju  p ro 
s to k ą tn y m . Tymczasem t e o r i a  N a v ie r a  z ap ew n ia  o czym z u p e łn ie  p rzec iw n ym , 
a lb o w iem  0 p r z e k r o ju  ko łow ego  J e s t  w y b i t n ie  m n ie js z e  od 3 równego po
lem p rz e k r o ju  p ro s to k ą tn e g o , k ą t zaś j e s t  względem  0 o d w ro tn ie  p ro 
p o r c jo n a ln y .

P o n iew aż  je s z c z e  d z iś  z d a rz a  s i ę ,  że s t o s u je  s i ę  p ow yższe , n iep op raw n e  
o k r e ś le n ie  w i e l k o ś c i  3 ,  w ię c  w ydaw a ło  s i ę  w skazane z w ró c ić  uwagę na ten  
s z c z e g ó ł .  3 e d n o c z e ś n ie  z aś  s t a j e  s i ę  k o n ie cz n e  z a s ta n o w ić  s i ę , n a  czym po
le g a  s tw ie rd z o n a  s p rz e c z n o ś ć .

W p u n k c ie  p ią ty m  z w r ó c i l i ś m y  uwagę na t o ,  że w z a g a d n ie n ia c h  p r ę t a , k t ó 
re  zam ie rzam y ;v tym r o z d z ia le  r o z t r z ą s a ć ,  p o b o cz n ica  p r ę t s  j e s t  w o ln a  od 
o b c ią ż e ń  p o w ie rz c h n io w y c h . Na p o b o c z n ic y  p r ę ta  dostaw a  zetow a  n2 j e s t  rów
na z e r u .  Wobec o = o = % = 0 w a ru n k i brzegow e ( 3 . 2 )  - o czym te ż  mó-x y  z
w io n o  w z a d a n ia c h  2 .2  i  3 .2  - r e d u k u ję  s i ę  na p o b o c z n ic y  do ró w n a n ia :
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(8 .1 0 )  i  ( 9 .1 0 )  do w aru n ku :

- (y "  y , ) nx + (x  - x# ) ny  = 0 . (1 4 .1 0 )

Gdy oznaczym y w s p ó łrz ę d n ą  łukow ą b rzeg u  p rz e z  a ,  Je g o  n o rm a ln ą  zewnę
t r z n ą  p rz ez  n , t o  na b rzeg u  zachodzą  r e l a c j e :

n = i i = a  = - i  n .  - p + - (1 5 .1 0 )x 9n y 9s  ’ y  9n rx  98'

p rz y  czym nx< n , n2 tu d z ie ż  s x> s y , s 2 wprowadzono ja k o  s k r ó t y  d la
odnośnych  d o staw  k ie ru n k o w ych  n o rm a ln e j i  s t y c z n e j  do b rz e g u . Wprowadźmy
esowe pochodne (1 5 .1 0 )  w (1 4 .1 0 ) .  Uzyskam y ró w n an ie

zy nx + rx ny “ 0 > (13.10)

k tó re g o  c a łk a  n a jw id o c z n ie j  b rz m i:

(y -  y8 )2 + (* -  “s 2̂ = 0 i (16.10)

p rz y  czym c j e s t  dow o lną  s t a ł ą .  Wiadomo nam j e s t ,  że  p o w in n iśm y  nadać 
J e j  w a r to ś ć  d o d a tn ią ,  j e ś l i  ró w n a n ie  (1 6 .1 0 )  ma i s t o t n i e  o k r e ś la ć  r z e c z y 
w i s t y  k o n tu r .  G es t nim n a jw id o c z n ie j  k o ło .

Sp raw a  z o s t a ła  w y ja ś n io n a .  3 e d y  n i  e p rę t  o p e ł n y m  p rz e 
k ro ju  k o ł o w y m  l ub r u r a  o g ra n ic z o n a  dwiema w s p ó ł -  
ś r o d k o w y m i  p o w ie rz c h n ia m i w a lco w ym i k o ł o w y m i  u z y s k u je  
p rz y  s k r ę c a n iu  p ł a s k i e  p r z e k r o je .  O l a . t a k i c h  t y lk o  p rę tó w  p a ra 
m etr 3 we w zo rach  (1 0 .1 0 )  i  (1 2 .1 0 )  o zn acza  b ieg u no w y  k s z t a ł t n i k  p rz e 
k r o ju ,  a w ię c  je d n ą  z w i e l k o ś c i

j e ś l i  a o zn acza  p rom ień  p r z e k r o ju  k o ło w e g o , w z g lę d n ie  a j ,  a 2 p rom ień  w e
w n ę trz n y  i  z e w n ę trz n y  p i e r ś c i e n i a .

N a jw ię k s z e  n a p rę ż e n ie  s t y c z n e  z n a jd z ie m y  z fo rm u ły  (1 2 .1 0 )  kładąc w n ie j  
r  = a w z g lę d n ie  r  = a 2 . Uzyskam y d la ń  w a r to ś ć

(1 8 .1 0 )
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g d z ie  każdą z w ie l k o ś c i

2 = § -  = ! 2 ^ _ ! ł x  . ( ig - 1 0 ,

umawiamy s i ę  nazyw ać n o ś n i k i e m  s p rę ż y s te g o  s k r ę c a n i a .

P r z y k ła d  1 .1 0 . W yznaczyć  n o ś n ik  s k r ę c a n ia  c ie n k o ś c ie n n e j  r u r y  k o ło w e j.

Odpow iedź 1 .1 0 .  N ie ch  ś r e d n i  p rom ień  p i e r ś c i e n i a  w y n o s i a , a g ru b o ść  
ś c i a n k i  b. P o d s ta w ia ję c  to  do (1 7 .1 0 )  a 2 = a + b /2 , a x = a - b/2 czy też 
w p ro s t  k o r z y s t a j ę c  z z a ło ż e n ia  m ałego b/a z n a jd z ie m y  0 = 2 a 3b , a z
(1 9 .1 0 )  Z = 2a2 b .

P r z y k ła d  2 .1 0 . W yznaczyć  ze  s k r ę c a n ia  c ie n k o ś c ie n n e j  r u r y  k o ło w e j przy 
u s t a lo n e j  j e j  o s i  z w ią z e k  m ięd zy  o d k s z ta łc e n ie m  y  i  odpo w iad a jącym  mu na
p ręż en iem  s tycz n ym  i .

Odpow iedź 2 .1 0 . N a p rę ż e n ie  w y n o s i fc= — 5— , suw zaś i)'a rów ny J e s t  wo-
2a bu  ,

bec  u n ie ru c h o m ie n ia  o s i  r u r y  w p ro s t o d k s z t a łc e n iu  jf - c z y l i  wobec 0 = r>l
j e s t  jf = M ie rz ą c  w te d y  N i  i i  z n a jd z ie m y  z w ią z ek  m iędzy ,c  i  y .

P r z y k ła d  3 .1 0 . U k ła d  z ło ż o n y  z dwóch ró ż n ych  p rę tó w  o p rz e k ro ja c h  k o ło 
wych a w s p ó ln e j  o s i  u tw ie rd z o n o  d o sk o n a le  obu końcam i i  o b c ią ż o n o  w p rz e 
k r o ju  p o ś re d n ic z ą c y m  momentem L .  W yznaczyć  w ie l k o ś c i  podporow e.

Odpow iedź 3 .1 0 . Momenty podporowe są  L j  i  L 2 . W a ru n k i rów now ag i re d u 
k u ją  s i ę  do je d n e g o  L .  + L „  = L .  Z a g a d n ie n ie  j e s t  p rz e to  h y p e r s t a ty c z n e .

L . l ,
C a łk o w it y  k ą t  o w in ię c ia  k a ż d e j z c z ę ś c i  m usi m ieć w sp ó ln ą  w a r to ś ć  jń . . =

l 2 i 2 g 1J 1
= ■- . Dwa t e  ró w n a n ia  ro z w ią z u ję  z a g a d n ie n ie .

2 2
Fo rm u ła  (1 8 .1 0 )  s łu ż y  z r e g u ły  do w y z n a c z e n ia  ro zm iaró w  p rz e k ro ju  p rz y  

o k re ś lo n ym  momencie N i  n a p rę ż e n iu  bezp iecznym  c > t .  Bywa je d n a k ,  że 
ro z m ia ry  t e  w yznaczam y ró w n ie ż , o g r a n ic z a ją c  k ą t  i)' = i> 'l.  W ted y  k o r z y s ta 
my z  fo rm u ły  ( 1 0 , 1 0 ) ’.  F n e r g ia  s p r ę ż y s t o ś c i  p o m yś la n e j je d n o s tk i  d łu g o ś c i  
p r ę t a  w y n o s i:

w '=  |  Ntf'= I  5 3  = I  G01>'2 , ( 2 0 . 1 0 )

p rz y  czym znak  1 o zn acza  pochodną z e to w ą .

P r z y k ła d  4 .1 0 . W yznaczyć  e n e rg ię  W, w ychodząc z d e f i n i c j i  (1 1 .3 )  i  
( 1 2 .3 ) .

2 2 2 
+ r rOdpow iedź 4 .1 0 . E n e r g ia  j e d n o s tk i  o b ję t o ś c i  w y n o s i WQ = ■ ■ ^  =

n2 2 « r= 1 1 3  .  r  , e n e r g ia  z aś  j e d n o s t k i  d łu g o ś c i  p r ę t a  j e s t  równa W = / W dA,
2  GO J 0

co wobec = 0 p ro w a d z i do ( 20 . 1 0 ) .
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Gdy p r z e k r o jo w i  p r ę t a  nadamy p o s ta ć  dow olną różną  od k o ła  w z g lę d n ie  ko
łow ego  p i e r ś c i e n i a ,  n ie  p o z o s ta n ie  on po o d k s z t a łc e n iu  p ła s k im , le c z  w ypa
c z y  s i ę  w te n  sp o só b , że  Je g o  s to so w n e  c z ę ś c i  na p rzem ian  d o z n a ją  p rz e 
m ieszczeń  w p rz ed  i  za p ie rw o tn ą  Je g o  p ła s z c z y z n ę .  Uczeń N a v ie r a  de S a in t -  
V en an t w y k a z a ł,  że w m ie js c e  (7 .1 0 )  p rz y  p o m in ię c iu  d o d a jn ik ó w  w y n ik ły c h  
z ruchów  p r ę t a  Ja k o  s z ty w n e j c a ł o ś c i  p r z y ją ć  t r z e b a :

w = i>'. 0 .  (2 1 .1 0 )

g d z ie  0  J e s t  p ła s k ą  fu n k c ją  h a rm o n icz n ą , zatem  fu n k c ją  s p e łn ia j ą c ą  we
w n ą trz  p rz e k r o ju  ró w n a n ie  ró ż n icz k o w e

â f |  + ¿ 8  = 0 , (2 2 .1 0 )
dx  3 y

- k tó r e  na b rzeg u  p r z e k r o ju  c z y n i  z ad o ść  w a ru n k o w i:

^  = f f  "x + | ?  " y  = V"x - * V  (2 3 -1 0 >

Zna jom ość  f u n k c j i  o w i n i ę c i a  0 ro z w ią z u je  z a d a n ie  
pod każdym w zg lędem . W m ie js c e  fo rm u ł (8 .1 0 )  wchodzą r e l a c j e

t y .  G ^ i f f  _  y ) ,  Cx = G l> '( |2  = X )  , (2 4 .1 0 )

fo rm u ła  zaś (1 0 .1 0 )  z a ch o w u je  sw ó j w y g lą d , z tym , że  z a le ż n a  od p o s t a c i  
p rz e k ro ju  w ie lk o ś ć  0 o d y m e n z ji d łu g o ś c i  w c z w a r t e j  p o tęd ze  w y ra ż a  w z ó r:

3 ' f '  * V2 ♦ » Jf - »§!> dA. (2 5 .1 0 )

B o u s 8 in e s q u e  a n a l i z u j ą c  z a ch o w an ie  s i ę  f u n k c j i  h a rm o n ic z n e j w y k a z a ł ,ż e  
n a jw ię k s z e  n a p rę ż e n ie  s t y c z n e  p r z y n a le ż y  zaw sze do k o n tu ru  b rzegow eg o .O b 

l i c z a j ą c  p rz e to  na b rzeg u  p rz e k ro ju  z  = c 2 + r 2 ) możemy w yz n aczyć  j e 
go maximum i  nadać mu p o s ta ć  końcową (1 8 .1 0 ) .  O c z y w iś c ie  o każe  s i ę ,  że
n o ś n ik  Z  z ach o w u je  s t a l e  dym enz ję  d łu g o ś c i  w t r z e c i e j  p o tę d z e ,a  je g o  bu
dowa m atem atyczna  z a le ż y  od g e o m e try cz n e j p o s t a c i  p rz e k ro ju .N a  o g ó ł punk
tem , w k tó rym  X  o s ią g a  n a jw ię k s z ą  w a r to ś ć  j e s t  te n  n a j b l i ż e j  le ż ą c y  ś ro d 
ka p r z e k r o ju .

F i l o n  w y k a z a ł Je d n a k ,  że mogą i s t n i e ć  w y j ą t k i  od t e j  r e g u ły .  W re s z c ie
e n e r g ię  s p r ę ż y s t o ś c i  p rz e d s ta w ia  w d a lsz ym  c ią g u  w y ra ż e n ie  (2 0 .1 0 )  z o k re 

ś le n ie m  3 w ed łu g  (2 5 .1 0 ) .



U ja w n io n e  w y p a cz e n ie  p r z e k r o ju  n ie  s ta n o w i na s z c z ę ś c ie  t r u d n o ś c i  p rz y  
p ra k tyczn ym  s to s o w a n iu  t e o r i i .  B u d u ją c  d la  p r ę t a  s k ła d a ją c e g o  s i ę  z k i l 
ku c z ę ś c i  w a ru n k i n ie r o z d z ie ln o ś c i  o p e ru jem y  z r e g u ły  t y lk o  k ą ta m i o w in ię 
c i a  i) , n ie  m a rtw ią c  s i ę  tym , że w sk u tek  odm iennego w y b rz u s z e n ia  p r z y le g a 
ją c y c h  do s i e b i e  c z ę ś c i  n ie r o z d z ie ln o ś ć  n ie  j e s t  ś c i ś l e  zachow ana. W y g lą 
da to  w ię c  t a k .  Ja k  gdybyśm y m ilc z ą c o  z a k ł a d a l i ,  że ś r e d n i e  w y 
p a c z a n i e  i  j e s t  r ó w n e  z e r u ,  co z powodu
wspom nianego p o fa lo w a n ia  p rz e k ro ju  ma i s t o t n i e  m ie js c e .  T w ie r d z e n ie  de 
S a in t - V e n a n t a , na k tó r e  ju ż  w ie lo k r o t n ie  p o w o ływ a liś m y  s i ę , p o u cz a , i ż  k r ó t 
k ie  końcowe s k ra w k i p r ę t a  mogą być s ie d z ib ą  odm iennych stanó w  n a p ię ć  i  od
k s z t a łc e ń ,  n ie  w p ły w a ją c  tym je d n a k  na ro z w ią z a n ie  podane d la  p rz e w a ż a ją 
c e j ,  z a s a d n ic z e j  d łu g o ś c i  p r ę t a .

W r e s z c ie  ważne j e s t  p a m ię ta ć , że punktow e w a ru n k i b rzegow e. Ja k im i  po
s łu g u je  s i ę  de S a in t- V e n a n to w s k a  t e o r i a  s k r ę c a n ia  są n ie zg o d n e  z w a ru n ka 
mi b rzeg o w ym i, j a k i e  n a r z u c a ją  w z g lę d y  p r a k t y k i  k o n s t r u k t o r s k ie j .  Z  re g u 
ł y  p r z e k r ó j  końcow y zam ocowany bywa w w ię k s z e j  l i c z b i e  p u n k tó w ,w zd łu ż  zam
k n ię t e j  k r z y w e j ,  a lb o  w r e s z c ie  na ca łym  swym p o lu .  P o d o b n ie  p rz e k ró j  po
ś r e d n ic z ą c y  m ięd zy  lew ę  i  praw ą c z ę ś c ią  p r ę ta  w s p ó łd z ia ła  z n a tu r y  rz e c z y  
ró w n ie ż  ca łym  swym p o lem . W ty c h  z m ie n io n y ch  w arunkach  b rzegow ych  Je d e n  
w ażny s z c z e g ó ł z a s łu g u je  na uwagę. O to  o k a z u je  s i ę ,  że  oś o w in ię c ia  p r z y j 
m uje w p r ę c ie  pewne s z c z e g ó l n e  p o ło ż e n ie  x = c ,  y  = d , uza
le ż n io n e  od g e o m e try cz n e j p o s t a c i  p r z e k r o ju .  O es t to  zatem  pewne p o ło ż e 
n ie  n a t  u r a l n e ,  gdy w ro z w ią z a n iu  de S a in t- V e n a n ta  b y ło  to  po
ło ż e n ie  wymuszone u s ta le n ie m  j e d n e g o  t y lk o  punktu  x = a , y=  b. 
Ową s z c z e g ó ln ą  p ro s tą  nazywamy n a t u r a l n ą  o s i ą  o w i n i ę 
c i a .  0 p o ło ż e n iu  J e j  b ę d z ie  Je s z c z e  mowa p rz y  in n e j  s p o s o b n o ś c i.

Po żąd ane  j e s t  dodać je s z c z e  k i l k a  uwag o d n o śn ie  ro z w ią z a n ia  ś c is łe g o .
W p o s z u k iw a n iu  za s t o s o w n ie js z ą  p o s t a c ią  w arunku  brzegowego te o re ty c y  wpro
w a d z a ją  w m ie js c e  f u n k c j i  0 in n ą  ró w n ie ż  h arm o n iczn ą  fu n k c ję  tj) z tam
tą  s p rz ę ż o n ą , t j .  c z y n ią c ą  zad o ść  zw iązkom :

H--!f ¡MS <*•«■>
W id z im y , że c z y n i  ona z ad o ść  i s t o t n i e  ró w n an iu  harm onicznem u

Ą  + ^  = Q ,  (2 7 .1 0 )
<łx dy

w a ru n e k  zaś  b rzegow y (2 3 .1 0 )  po w p row adzen iu  esow ych  pochodnych  w ed ług
(1 5 .1 0 )  p r z y b ie r a  d la  n i e j  p o s ta ć :
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k tó r a  po s c a łk o w a n iu  względem  s - z p o m in ię c ie m  d o w o ln e j s t a ł e j  - d a je  na 
b rzegu

V  = § (x 2 + y 2 ) .  (2 8 .1 0 )

Z n a la z łs z y  z równań (2 7 .1 0 )  i  (2 8 .1 0 )  fu n k c ję  tp w racam y w ed łu g  (2 6 .1 0 )  z
powrotem  do f u n k c j i  0 .

W m a tem atycz n e j t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  w i e l k i e  z n a c z e n ie  p o s la d a ję  tzw .
f u n k c j e  n a p r ę ż e ń .  Rozum iemy pod n im i o g ó ln ie  ta k  dob ran e  
f u n k c je ,  że p rz e d s ta w io n e  ic h  pochodnym i - p ie rw s z y m i lu b  d ru g im i z ewen
t u a ln i e  d o łę cz o n ym i znaczn ym i d o d a jn ik a m i fu n k c y jn y m i - sk ła d o w e  s ta n u  na
p ię c i a  c z y n ię  id e n t y c z n ie  z ad o ść  warunkom ró w now ag i.

W t e o r i i  s k r ę c a n ia  fu n k c ję  n ap rężeń  J e s t  w y ra ż e n ie :

2 2
- ii = G i)  (tf>- 'X- 5 ł - * - ) .  (2 9 .1 0 )

c z y n ię c e  w ew n ę trz  k o n tu ru  z ad o ść  ró w n an iu  różniczkow em u

+ Z l S  = - 2G i>' (3 0 .1 0 )
3x 3 y

na Je g o  b rzeg u  zaś w arunkow i

j i  = c ,  (3 1 .1 0 )

g d z ie  c  j e s t  d o w o ln ę , np. zerow ę s t a ł ę .  Pow yższe  w y n ik a  z równań (2 7 .1 0 ) 
i  (2 8 .1 0 ) .  P o d s ta w ie ję c  (2 9 .1 0 )  za p o śred n ic tw em  (2 6 .1 0 )  w (2 4 .1 0 )  z n a j 
dziem y

r . = , ę o _  (3 2 .1 0 )y  3 y  x ax

co r z e c z y w iś c ie  c z y n i  z ad o ść  w a ru n ko w i rów now ag i

.  | S s .  » .  (3 3 .1 0 )

Zatuin i i  j e s t  i s t o t n i e  fu n k c ję  n a p rę ż e ń .
Na z a k o ń cz e n ie  pow yższych  uwag z d z ie d z in y  m a tem a ty cz n ie  ś c i s ł e j  t e o r i i  

s k r ę c a n ia  t r z e b a  dodać je s z c z e  dodatkow e z a s t r z e ż e n ie .
Podane ró w n a n ia  d la  f u n k c j i  0  c z y  te ż  -y  , c z y  w r e s z c ie  SI w y e ta r c z a ję

do ro z w ię z a n ia  z a g a d n ie n ia  p rz y  z a ło ż e n iu ,  i ż  p rz e k ró j  p r ę t a  tw o rz y  ob
s z a r  j e d n o s p ó j n y ,  t j .  o b s z a r ,  w którym  każda dow o lna zam kn ię 
t a  k rzyw a  może być  d rogę c i ę g ł e j  d e fo r m a c j i  ś c ię g n ię t a  do rozm iarów  punk
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t u ,  n ie  p r z e c in a ją c  p rz y  tym n ig d z ie  b rz e g u . Zatem  obszarem  jed no spó jnym  
j e s t  p r z e k r ó j  bez w y k ro jó w . P r z e k r ó j  z jednym  otworem  j e s t  d w u s  p ó j-  
n y ,  z dwoma w y k ro ja m i t r ó j s p ó j n y  i t d .  T e o re ty c z n e  ro zw aża 
n ie  p o ucza , że p rz e d s ta w io n y  w yż e j a p a r a t  m atem atyczny  s ta n o w i w wypadku 
p rz e k ro jó w  w ie lo s p ó jn y o h  ś ro d e k  k o n ie c z n y ,  l e c z  n ie w y s t a r c z a ją c y  d la  u z ys 
k a n ia  j  e d n o z n a c z n e g o ,  w ię c  z a b e z p ie c z a  ję c e g o  c i ę g ł o  ś ć  
m a t e r i i  u k ła d u , r o z w ię z a n ia .

N ie ch  ł  p rz e d s ta w ia  dow olnę z am k n ię tę  k rz yw ę  p o ło żon ę  w c a ł o ś c i  w ob
r ę b ie  m a te r ia ln e g o  p r z e k r o ju  p r ę t a .  W ychodząc z dow o lnego  j e j  p unktu  o- 
bejdźm y j ę  w c a ł o ś c i .  O asne j e s t ,  ż e  w r ó c ić  musimy do p unktu  w y j ś c i a ,  mi
mo teg o  i ż  z powodu w y p a cz e n ia  p r z e k r o ju  p rz e b y w a liś m y  ró żne  s p a d k i 9 / a ł  
W arunek je d n o z n a c z n o ś c i ro z w ię z a n ia  w t e o r i i  s k r ę c a n ia  b rz m i:

Je d n o s p ó jn y c h  w arunek  te n  J e s t  id e n t y c z n ie  s p e łn io n y .  D la  w ie lo s p ó jn y c h  
e ta n o w i on dodatkow e b ra k u ją c e  do ro z w ię z a n ia  ró w n a n ia .

De S a in t- V e n a n t  p o d a ł r o z w ią z a n ie  z a g a d n ie n ie  s k r ę c a n ia  d la  w ie lu  ró ż 
nych  p rz e k ro jó w  m a jących  p ra k ty c z n e  z a s to s o w a n ie .  O k aza ło  s i ę ,  że d la  n ie 
w ie lu  t y lk o  aa  ono p o s ta ć  z a m k n ię tę . Z  r e g u ły  z aś  t r z e b a  użyć ro zw in ięć  na 
s z e r e g i .  D la  c e ló w  p r a k t y k i  z a le ż n ie  od s t o p n ia  ic h  z b ie ż n o ś c i  urywamy j e  
na w ię k s z e j lu b  m n ie js z e j  l i c z b i e  w yrazów  a lb o  -  co c z ę s to  j e s t  le p s z e  - 
zam ien iam y na s to so w an ą  fo rm u łk ę  i n t e r p o l a c y j n e .  P o d a n ie  o g ó ln y ch  fo rm u ł 
d la  D tu d z ie ż  Z ,  o b e jm u ją c y ch  w s z e lk ie  p r z e k r o je  n ie  o k a z a ło  s i ę  m o ż li
w e. W pewnym s to p n iu  J e s t  to  m o ż liw e , gdy p r z e k r o je  w p ew ien  sposób  b ęd z ie 
my g rup ow ać. Tak np . d la  p rz e k ro jó w  je d n o s p ó jn y c h  c a łk o w ic ie  wypukłych  s t o 
sowana bywa de S a in t- V e n a n to w e k a  fo rm u ła :

w k t ó r e j  A o zn acza  p o le  p r z e k r p ju ,  I Q je g o  b ieg u now y k s z t a ł t n i k  w z g lę 
dem ś ro d k a  p r z e k r o ju ,  a V w s p ó łc z y n n ik  l ic z e b n y !  w yhosząc^  w p r z y b l iż e n iu
40 . O dm ienn ie  zbudowaną fo rm u łę  można podać d la  p rz e k ro jó w  u form ow anych z
w ą s k ic h  pasków  - o czym b ę d z ie  je s z c z e  mowa g d z ie  i n d z i e j .

R o z w ią z a n ie  d la  p rz e k r o ju  e l ip t y c z n e g o  o p ó ło s ia c h  a i  b b rz m i:

* (3 4 .1 0 )

p rz y c a łk o w a n ie  w zd ło ż  k rz y w e j z a m k n ię te j .  W p rz e k ro ja c h

o
(3 5 .1 0 )

2 .

(3 6 .1 0 )
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T u t a j  p rz e to  j e s t  V = 4 ti2 = 3 9 ,5 .  R y s . 3 .1 0  p o d a je  p rz e b ie g  n a p rę ż e ń .N a j 
w ię k s z e ,  d la  k tó re g o  w yż e j podano n o ś n ik  Z , p r z y n a le ż y  do m ie js c  p o ło 
żonych  na końcach  o s i  k r ó t s z e j .  D la  p ro s to k ą tn e g o  p rz e k ro ju  o bokach  b , h 
j e s t  :

T

R y s .  3 .1 0

12 b3h3 ,  b2h l. ^  i_
0 = —  '  7 7 ^ '  Z = 3 + 1,5 b’/ h * b h< (3 7 .1 0 )

p rz y  czym V z a le ż y  od s to su n k u  b/h w ed łu g  t a b e l i  j a k  n iż e j

b/h 1/1 1/2 1/4 1/8

■J = 4 2 ,7  4 2 ,0  4 0 ,2  3 8 ,5  3 6 ,0

Z p rz e d s ta w io n o  tu  fo rm u łę  i n t e r p o l a c y j n ę .  D la  b a rd zo  w ę sk ie g o  p rz e k ro ju  
p ro s to k ę tn e g o  w id o c z n ie  j e s t :

0 = y  b3h . 1 u 2b h , (3 8 .1 0 )

co w d a ls z e j  c z ę ś c i  u w id o czn im y  je s z c z e  ra z  e lem en tarnym  ra ch u n k ie m . P r z y  
t e j  s p o s o b n o ś c i m og liśm y z au w a żyć , że  p a ra m e tr  l ic z b o w y  V Je d n a k  dość wy
r a ź n ie  o d c h y la  s i ę  od w a r t o ś c i  40 . D la  t r ó j k ę t a  rów nobocznego w y n o s i on 

45 .
W ró c im y  o b e c n ie  z powrotem  do rozw ażań e le m e n ta rn y c h . Rów nan ie  (1 3 .1 0 )

p o u cza , i ż  na b rzeg u  p r z e k r o ju  n a p rę ż e n ie  c a łk o w it e  V = ( Y ^  + t y )  ma k ie 
ru n ek  do n ie g o  s t y c z n y .  K rzyw ę p o s ia d a ję c ę  t ę  w ła s n o ś ć , iż  n a p rę ż e n ie  J e s t
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do n ie j  s t y c z n e ,  n az w a liśm y  Ju ż  w p ie rw szym  r o z d z ia le  t r a j e k t o r i ą .  Zatem  
w p rzyp ad ku  s k r ę c a n ia  k o n tu r  p rz e k ro ju  j e s t  t r a j e k t o r i ę  brzegową n a p rę ż e 
n ia  s ty c z n e g o . Z p ew n o śc ią  i s t n i e j ą  ró w n ie ż  w ew ną trz  p rz e k ro ju  a n a lo g ic z 
ne z a m k n ię te , w z a jem n ie  n ie  p r z e c in a ją c e  s i ę  t r a j e k t o r i e . W  i s t o c i e  - gdyby 
dw ie  t r a j e k t o r i e  p o s ia d a ły  w sp ó ln y  p u n k t, p rz y n a le ż n e  mu n a p rę ż e n ie  s t y c z 
ne m ia ło b y  n ie o z n a cz o n y  k ie r u n e k ,  co p rz e c z y  d e f i n i c j i  t r a j e k t o r i i  - ch y 
ba , że  n a p rę ż e n ie  to  w y n o s iło b y  z e r o .  Gdy zaś m iędzy sobą s i ę  n ie  p r z e c i 
n a ją ,  każda z n ic h  m usi s i ę  zam ykać w s o b ie .

Zna jom ość t r a j e k t o r i i  n ap rężeń  s ty c z n y c h  j e s t  id e n ty c z n a  ze znajom o
ś c ią  ro z w ią z a n ia  z a g a d n ie n ia  s k r ę c a n ia .  P rz ep ro w ad z im y  dowód teg o  t w i e r 
d z e n ia .  N ie c h  t r a j e k t o r i e  n a le ż ą  do je d n o p a ra m e tro w e j ro d z in y  k rzyw ych

N a d a ją c  s t a ł e j  c n w a r to ś ć  s z c z e g ó ln ą  c ,  np. z e ro w ą , o trzym am y z rów
n a n ia  ii = c t r a j e k t o r i ę  b rz e ż n ą . N a d a ją c  j e j  s to so w an e  in n e  w a rto śc i znaj
dz iem y k o le jn o  ró w n a n ia  c o ra z  to  in n y c h  t r a j e k t o r i i  w ła ś c iw y c h ,  t j .  wewnę
t r z n y c h .  Weźmy pod uwagę na r y s .  4 .1 0  dw ie  s ą s ie d n ie  t r a j e k t o r i e . I c h  wza
jem ne o d d a le n ie  dn j e s t  zm ienne i  z a le ż y  od p o ło ż e n ia ,  k tó r e  o k r e ś l i ć  
możemy w sp ó łrz ę d n ą  łukow ą s .  Zm ienne J e s t  ró w n ież  w zd łuż  s n a p rę ż e n ie  z n . 
N ie  tru d n o  Je d n a k  z au w ażyć , że i lo c z y n  c  dn j e s t  n ie z m ie n n y  w zd łuż  o- 
b r a n e j  t r a j e k t o r i i .  I s t o t n i e , w y t n i jm y  z p r ę t a  dwoma dow olnym i p rz e 
k ro ja m i z - n a jp r o ś c ie j  o d da lo nym i o je d n o s tk ę  - dwiema s ą s ie d n im i powierz
ch n iam i w a lco w ym i, k ie ro w a n ym i dwiema s ą s ie d n im i t r a j e k t o r i a m i  i  w re s z c ie  
dwiema p ła s z c z y z n a m i 8 = 8̂  ̂ i  s = s 2 w ą sk i p ła t  p r ę t a .  Oego p o w ie rz 
c h n ie  w a lcow e są  w o ln e  od o b c ią ż e ń , z aś  je g o  w ą s k ie  p r o s to k ą t y  o ę - a n icz a -

Sl ( x , y )  = c n (3 9 .1 0 )

R y s . 4 .1 0
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j ę c e  s z e r o k o ś c i  dri i  d n ' ,  z g o d n ie  z tw ie rd z e n ie m  o ró w n o w a r to ś c i odpo
w ia d a  ję c y c h  n ap rężeń  s t y c z n y c h ,  n a ło ż o n e  sę p r z e c iw n ie  s k ie ro w a n y m i, rów 
n o le g ły m i do o s i  p r ę t a  s i ł a m i  dn' i  r ” d n " .  S k o ro  in n y c h  rów no leg łych  
dc tw o rz ą c y ch  p r ę t a  s i ł  n ie  ma, muszę być  w y p is a n e  m ięd zy  sobę rów ne.

E le m e n ta rn e  p o le  w y n o s i dA = d n d s , sk ła d o w e  zaś n a p rę ż e n ia  t n sę  rów
ne t  = t  s tu d z ie ż  v  - z  s . P ie r w s z e  dwa z równań r e d u k c j i  (5 .1 0 )y n x x n « y  - .  — r* *
są  s p e łn io n e .  I s t o t n i e  mamy tu  / c^dA = Jjzn s y dnds = J zr  dn J s x d s . Wy
r a ż e n ie  v  dn w y łą c z y l iś m y  p rzed  c a łk ę  z a w ie r a ję c ę  w y ra ż e n ie  po dca łko w e  
z a le ż n e  od s ,  a lb o w iem  w z d łu ż  t r a j e k t o r i i  c n dn j e s t  n ie z m ie n n e . L e cz  
w zd łu ż  z am k n ię te g o  o k ręg u  s j e s t  J ' s ^  6 s =  J ^ ~ d s =  J ~dx = 0 . Po d o b n ie
dow odzi s i ę  ró w n o ś c i / t  dA = 0 . D la  c e ló w  t r z e c ie g o  z równań (5 .1 0 )  ob- r  J  x n
l ic z a m y  dN = I t  dnds n = •c dn / n d s . L e cz  nds o zn acza  podw ójne p o le
t r ó j k ę t a  o p o d s ta w ie  ds i  w y s o k o ś c i n n a k r e ś lo n e j  z p o cz ę tk u  u k ła d u
w s p ó łrz ę d n y c h  O. Wobec te g o  j e s t  dNI = p rz y  czym Ag j e s t  polem
zam kniętym  uważanę t r a j e k t o r i ę ,  c z y l i

N = 2 ( A  V dn . (4 0 .1 0 )J  s n

Z a ło ż y l iś m y  na w s t ę p ie  teg o  ro z w a ż a n ia , że  t r a j e k t o r i e  f i  = c sę  nam z na 
ne . Wobec teg o  p c la  Ag sę  nam ró w n ie ż  z n a n e . W ykażem y, że  ró w n ież  t n moż
na w y r a z ić  fu n k c ję  fi .

W zd łu ż  je d n e j  t r a j e k t o r i i  f u n k c ja  f i j e s t  s t a ł a .  Wyrazić to  możemy rów
naniem

aa. - <L*+ aa a ^ - o
3 s  3 x * a s  a y  '  3 s ’

lu b  po w p ro w ad zen iu  oznaczeń  (1 5 .1 0 )

. n - . n = 0 . (4 1 .1 0  )3 y  x 3 x y

p rz y  czym n - ja k  na r y s .  4 .1 0  - j e s t  n o rm a ln ę  do t r a j e k t o r i i .  Rów naniu  
temu możemy nadać p o s ta ć  (1 3 .1 0 ) ,  j e ś l i  z d e f in iu je m y  n a p rę ż e n ie  t y ,  z x 
z g o d n ie  z ( 3 2 .1 0 ) .  W te n  sposób  r o z s z e r z y l iś m y  z n a c z e n ie  f u n k c j i  f i . Z w ięza-  
l iś m y  z j e j  o b e c n o ś c ią  n ie  t y lk o  k ie ru n e k  n a p rę ż e n ia ,  l e c z  ró w n ie ż  je g o
w a r to ś ć ,  D est to  o c z y w is t e ,  bowiem ró w n a n ie  (4 1 ,1 0 )  można pomnożyć p rz ez  
dow olnę s t a ł ę .  W y o b ra ż a ję c  j ę  s o b ie  z a w a r tę  w fi u c z y n i l iś m y  z n ie j  fu n k 
c ję  n a p rę ż e ń . Zatem  t r a j e k t o r i e  w z a g a d n ie n iu  s k r ę c a n ia  o k r e ś la  fu n k c ja  
n ap rę ż e ń .

P r z y  p r z e j ś c iu  z je d n e j  t r a j e k t o r i i  do d r u g ie j  fu n k c ja  fi d o z n a je  zm ia 
n y . Możemy to  z k o le i  w y r a z ić  rów naniem

3fi _ 9fi dx 3y
a n  3x jn  3 y  3 n ’
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P o d s ta w ia ją c  tu  (1 5 .1 0 )  tu d z ie ż  p rz ed  c h w i lą  u z a sa d n io n e  (3 2 .1 0 )  o trz ym a 
my :

Rów nan ie  to  p o s łu ż y ć  może do w y z n a c z e n ia  c z y n n ik a  p r o p o r c jo n a ln o ś c i ,  
u k ry te g o  w ii  i  d e c y d u ją c e g o  o tym , że ił  J e s t  i s t o t n i e  fu n k c ję  n ap rę ż e ń . 
L e p i e j ,  c a łk u ją c  p e r  p a r t e s ,  używać go w p o s t a c i  n a s t ę p u ją c e j :

T u t a j  A j e s t  polem  zaw artym  w k o n tu rz e  zew nętrznym  p r z e k r o ju ,  a ił - c 
p rz y n a le ż n ą  tam w a r t o ś c ią  f u n k c j i  ił . P o d o b n ie  Aq oznacza  p o le  ew entual
nego w y k ro ju ,  a SI = c Q p rz y n a le ż n ą  mu w a r to ś ć  f u n k c j i  f t .  D la  ob sza ru  
je d n o s p o jn e g o  J e s t :  Aq = o , na j e d n y m  b rzeg u  zaś zaw sze dysponu 
jem y w a r t o ś c ią  c .  P r z y jm u ją c  j ą  d la  p rz e k r o ju  je d n o s p ó jn e g o  równą ze ru  
o trzym am y p r o ś c i e j :

I l u s t r a c j ę  o s t a t n ic h  fo rm u ł s ta n o w ić  może r y s .  5 .1 0 .

P rzed staw m y fu n k c ję  ił ja k o  p o w ie rz c h n ię  r o z p ię t ą  nad uważanym p rz e k ro 
jem . W ted y  podw ójna o b ję to ś ć  b r y ł y  o b w ie d z io n e j g rubą l i n i ą  p rz e d s ta w ia  
moment s k r ę c a j ą c y  N.

l e c z  dwumian z a w a r ty  w n a w ia s ie  j e s t  sumą rz u tó w  obu n ap rężeń  c , z y na 
s t y c z n ą  do t r a j e k t o r i i .  D est on w ię c  - co w y n ik a  z d e f i n i c j i  t r a j e k t o r i i  - 
c a łk o w ity m  n ap ręże n ie m  z . Mamy zatem :

n = - <UL. (4 2 .1 0 )

W r a c a ją c  do r e z u l t a t u  (4 0 .1 0 )  możemy mu nadać o b e c n ie  p o s ta ć

(4 3 .1 0 )

(4 4 .1 0 )

W p rzyp ad ku  o b sza ru  w ie lo s p ó jn e g o  można w ykazać rów ność

i
(4 5 .1 0 )
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Na z a k o ń c z e n ie  t e j  k w e s t i i  musimy z w ró c ić  uwagę na dwa ważne s z c z e g ó ły .  
W ychodząc z z a ło ż e n ia ,  i ż  i s t n i e j e  fu n k c ja  SI , o k r e ś la j ą c a  l i n i e  n ap rężeń  
s t y c z n y c h  z b ie g ie m  wywodu z id e n t y f ik o w a l i ś m y  j ą  z fu n k c ją  n ap rężeń  SI . 
U z y s k a liś m y  w te n  sposób  łą c z n o ś ć  m ięd zy  d e f i n i c j ą  t r a j e k t o r i i  (3 9 .1 0 )  i  
w arunk iem  brzegowym (3 1 .1 0 ) ,  a n ad to  w y k o r z y s ta l iś m y  d e f i n i c j ę  f u n k c j i  n a 
p rężeń  (3 2 .1 0 ) .  N ie  w y n ik a  z te g o  b y n a jm n ie j ,  że u c z y n i l iś m y  te ż  zad ość  
ró w n an iu  różn iczkow em u (3 0 .1 0 ) .  K ła d ą c  c n = c o trzym u jem y z rów nania  S2 =
= c ró w n a n ie  b rz e g u , w ię c  np . k rzyw ą  U) ( x , y )  = 0 . N ie  w y n ik a  z teg o  b y 
n a jm n ie j ,  że w y ra ż e n ie  SI - c j e s t  id e n t y c z n ie  równe w y ra ż e n iu  (o .W y s t a r 
c z y  w y o b ra z ić  s o b ie ,  że to j e s t  np . p o d z ie ln ik ie m  w y ra ż e n ia  SI - c .  Wobec 
teg o  zna jom ość  b rz eg u  n ie  j e s t  id e n ty c z n a  ze z n a jo m o ś c ią  f u n k c j i  SI . Wy
ją tk o w o  b ę d z ie  ta k  t y lk o  w te d y , gdy fu n k c ja  c o ( x , y )  p o ch o d z i z r o d z in y :

32to a 2to 
t t  + r r  = a -o x d y

g d z ie  a j e s t  s t a ł ą  dow o lną ró żną  od z e r a .  W n io sk u jem y  ta k  na p o d s ta w ie  
znów ró w n a n ia  ( 3 0 .1 0 ) .

ś c i s ł e  r o z w ią z a n ie  z a g a d n ie n ia  s k r ę c a n ia  wymaga p rz e to  zaw sze c a łk o w a 
n ia  ró w n a n ia  h arm o n iczn eg o  lu b  in n e g o  pokrew nego . R o z w ią z a n ie  p r z y b l iż o n e  
p o le g a ć  zaś m usi na tym , że SI d o b ie rz e m y  t y lk o  t a k ,  by na b rzeg u  b y ło  z 
nim zgodne. O c z y w iś c ie  możemy to  z r o b ić  na n ie o g r a n ic z e n ie  w ie l e  sp o so 
bów, u z y s k u ją c  za każdym razem  ro z w ią z a n ie  p r z y b l iż o n e ,  n ie  r e s p e k tu ją c e  
w w iększym  lu b  m n ie jszym  s to p n iu  warunków  n ie r o z d z ie ln o ś c i , t j .  ró w n a n ia
(3 0 .1 0 ) .

P r z y k ła d  5 .1 0 . Po d ać  ro z w ią z a n ie  d la  s k rę ca n e g o  p rz e k ro ju  e l i p t y c z n e 
go.

2 2
Odpow iedź 5 .1 0 . R ów nan ie  b rzeg u  j e s t  ^  ^  - 1 = c .  P rz y jm u je m y  wo-

a b
2 2 g2n  g 2 fl a2 +b2

bec te g o  SI = - ! ) •  K o n t r o lu ją c  z n a jd z ie m y  — ^ = 2C — 2“ 5 "
a b 9x 3 y  y  b

Praw a  s t r o n a  teg o  ró w n a n ia  j e s t  s t a ł a .  Je s t e ś m y  d z ię k i  temu w s t a n i e  po-
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r  2 2dać ro z w ią z a n ie  ś c i s ł e .  Rów nan ie  (4 4 .1 0 )  d a je  N = 2C / ( —̂  ^  - i )  dA o
I  I  'J  a b

= 2C (—̂  + —śf - A )  = - abjtC , skąd  C = - W d a lsz ym  c ią g u  mamy we-
a b

d łu g  (3 2 .1 0 )  c    y ,  V = + —2— ■ x , skąd  ju ż  ła tw o  w yz n aczyć
Y ab J jr x a bTt

w y k re s y  nap rężeń  na r y s .  3 .1 0  i  n o ś n ik  2 z g o d n ie  z ro z w iąz an iem  (3 5 .1 0 ) .

Po n ie w aż  ro z w ią z a n ie  j e s t  ś c i s ł e ,  p rz e to  k o r z y s t a ją c  z (3 0 .1 0 )  z n a jd z ie m y  , 2 ,2 2 ,2 
l)1 = - C ^ + g ” J ~3— ■ c z y l i  3 zgodne ró w n ie ż  z (3 6 .1 0 ) .

a b G a b 7t

P r z y k ła d  6 .1 0 . Podać ro z w ią z a n ie  d la  sk rę co n e g o  p rz e k ro ju  p ro s to k ą tn e 
go.

O dpow iedź 6 .1 0 .  Możemy ró w n a n ie  b rzeg u  p rz e d s ta w ić  w ro z m a ite  sp o so b y ,
2 2

np. cos cos ^  = 0 ,  (x 2 - ) ( y 2 - *j—) = Q i t p .  D ecydu jem y s i ę  p rz y-

2 b2 2 h2 A2 O A2 oj ą ć  ii = C (x  - — ) ( y  - ) .  K o n t r o lu ją c  zna jd u je m y , że — ni e  j e s t
x y

s t a ł e ,  co d o w o d z i, że  ro z w ią z a n ie  z p ew n o śc ią  b ę d z ie  p r z y b l iż o n e .  Z n a jd u 
jem y :

» - ac: / ( , *  - £ , ( v 2 - £ >  «  - 1.» c .  I Ł .

Z a t em

d ii 9N 4x . _  d ii  9N 4y~v
' y  '  8y '  * (1 '  V , v ’ '«  • - 57 ’  * ^  <* - - A . )  «•

P r z y  b h n a jw ięk sz ym  n ap rę żen iem  j e s t  d la  x = +_ j ,  y  = 0 .  3ego
, 9N 2 2b ezw zg lędna  w a r to ś ć  w y n o s i c  = — =—, czemu odpow iada Z = g- b h . R e z u lt a t

2b h y
te n  - n ie z g o d n ie  z (3 7 .1 0 )  - n ie  j e s t  z a le ż n y  od s to su n k u  b /h . Zgodność z

(3 7 .1 0 )  uzyskam y d la  b/h = 5/6 .

P r z y k ła d  7 .1 0 . W yznaczyć  o w in ię c ie  i>' w poprzedn im  z a d a n iu .

O dpow iedź 7 .1 0 . P o n ie w aż  podane ro z w ią z a n ie  n ie  r e s p e k tu je  w arunku  n ie -  
r o z d z ie ln o ś c i , a w ię c  p o s tu la tu  g eo m etrycz n eg o , w ię c  z n a le z ie n ie  na d ro 
dze rozw ażań  g eo m etrycz n ych  j e s t  tu  n ie m o ż liw e . Oedyna m o ż liw o ść  tk w i w 
k a l k u l a c j i  e n e r g e t y c z n e j .  Z je d n e j  s t r o n y  e n e r g ia  s p r ę ż y s t o ś c i  podług (20.30) 
w y n o s i i  N i}' z d r u g ie j  z aś  w ed łu g  (1 1 .3 )  i  ( 1 2 .3 )  j e s t  ona rów na:

2g / (
, 2  2 ,  JA 1 18 N2 b2 +h2( t . * t y ) d A . j . r r <  —
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2 2
Z p o ró w n an ia  o trzym am y i>' = ^  £j. . — J ~ 3 ‘ Z e s t a w ia ją c  te n  r e z u l t a t  z (37.10)

216 b h
z n a jd z ie m y  zgodność d la  y = —g— = 4 3 ,2 ,  co z n ie zn aczn ym  b łędem  odpow iada  
p r z e k r o jo w i  kw adratow em u.

Wróćmy je s z c z e  na c h w i lę  do w zoru  (4 0 .1 0 )  i  ry su n k u  4 .1 0 .  D la  w ę s k ic h  
p rz e k ro jó w  je d n o s p ó jn y c h  d o w o ln e j p o s t a c i  możemy w yz n a czyć  n a p r ę ż e n ie , z a 
k ła d a j ą c ,  że z m ie n ia ją  s i ę  one w ed łu g  ró w n a n ia :

t n = C | n ,  (4 6 .1 0 )n

p rz y  czym b o zn acza  m a łą , w p o ró w n an iu  do d łu g o ś c i ,  zm ienną s z e ro k o ś ć
p r z e k r o ju ,  a n m ie rz o n y  ró w n o le g le  do b i  ze ś ro d k a  b zm ien ny  o d c i 
nek n o rm a ln e j do t r a j e k t o r i i  p r z e c in a ją c y c h  tę  s z e ro k o ś ć ,  a X, w a r to ś ć  na
p rę ż e n ia  na b rzeg u  p r z e k r o ju .  Możemy d a le j  z powodu z a ło ż o n e j  w ą s k ie j  po
s t a c i  p rz e k r o ju  p r z y j ę ć ,  że p e le  Ag , o b ję t e  l i n i ą  n ap rę żeń  da s i ę  z wy
s t a r c z a ją c ą  d o k ła d n o ś c ią  w y r a z ić  a n a lo g ic z n ą  p r o p o r c ją :

A = A r —, (4 7 .1 0 )s b

g d z ie  A j e s t  polem  c a łe g o  p r z e k r o ju .  U w z g lę d n ia ją c  (4 6 .1 0 )  i  (4 7 .1 0 )  w
r e l a c j i  (4 0 ,1 0 )  o trzym am y:

b

8Ac 2 , Ab€

W~ ? J o = *

Z w ró c ić  tu  t r z e b a  uwagę, że c a łk u ją c  w p r z e d z ia le  od 0 do ^  w y c z e r 
p a liś m y  Je d n a k  c a ł y  o b s z a r  c a łk o w a n ia ,  a lb ow iem  c n dn j e s t  w ie lk o ś c ią  
d la  je d n e j  t r a j e k t o r i i  s t a ł ą ,  a Ag o b e jm u je  c a łe  p rz y n a le ż n e  p o le .O s t a t 
n i  r e z u l t a t  p ro w a d z i do ko n sekw entn eg o  w n io s k u , że w każdym su w ie  i lo c z y n  
b j e s t  w ie l k o ś c i ą  s t a ł ą .  Zatem  n a j w i ę k s z ą  w a r to ś ć

C = , (4 8 .1 0 )

z n a jd z ie m y  na b rzeg u  p r z e k r o ju  w tym m ie js c u ,  g d z ie  s z e ro k o ś ć  p rz e k ro ju  
j e s t  n a j m n i e j s z a .  O z n a c z a ją c  j ą  p rz e z  b możemy n a p is a ć

Tak p rz e d s ta w io n y  n o ś n ik  s k r ę c a n ia  p rz e d s ta w ia  u o g ó ln ie n ie  w zoru  (3 8 .1 0 ) .  
Gdy p r z e k r ó j  u fo rm ow any j e s t  z w ą s k ic h  pasków p r o s to k ą tn y c h ,  o trzym u jem y  
na p o d s ta w ie  (4 9 .1 0 )
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Z = ł  b* £  b i h i*  (5 0 .1 0 )
i

W p r z e c iw ie ń s tw ie  do teg o  p o d a je  s i ę  c z ę s to  za uczonym n ie m ie ck im  A . Fop- 

1  S bi h iplem fo rm u łę  z  = 3 Ę~"m'a 'x' ■ 3 za m ie js c e  n a jw ię k s z e g o  n a p rę ż e n ia  uważa

s i ę  ś ro d e k  b rzeg u  n a js z e rs z e g o  p a sk a , co n a le ż y  uważać za n ie z w y k łe  n ie p o 
ro z u m ie n ie . Z a łom y w k lę s łe  teg o  ro d z a ju  p r o f i l i  pow inny  być s t a r a n n ie  wy
o k rą g lo n e ,  a lb o w iem  ja k  poucza d o k ła d n ie js z e  o b l i c z e n ie ,  p o w s ta je  w n ic h  
s p i ę t r z a n ie  n a p r ę ż e n ia .  W s p ó łc z y n n ik  s p i ę t r z a n ia  możemy na p o d s ta w ie  ob

l i c z e ń  T r e f f t z a  o szacow ać w yrażen iem  ~  y j 5 b / a , w k tórym  a oznacza  p ro 
mień w y o k r ą g le n ia ,  b zaś ś r e d n ią  s z e ro k o ś ć  p r z y le g a ją c y c h  ś c ia n e k  p rz e 
k r o ju .

P r z y k ła d  8 .1 0 . W yznaczyć  n a p rę ż e n ie  b rz eżn e  r  d la  w ą sk ie g o  p rz e k ro ju  
p ro s to k ą tn e g o , w y z n a c z a ją c  moment N z b r y ł y  nap rężeń  (4 6 .1 0 )

R y s .  6 .1 0

Odpow iedź 8 .1 0 . Z t r ó j k ą t a  n ap rężeń  - ja k  na r y s .  6 .1 0  - ła tw o  o b l i 
c z yć  wypadkowe ró w n o le g łe  do boku h ; w ynoszą one ¿ ¿ c  . Na końcach  p rz e 
k r o ju  b r y ła m i n ap ręże ń  są  o s t r o s łu p y  o p o d s ta w ie  b i  w y s o k o ś c i ¿ .  P rz e -

2
to  wypadkowe ró w n o le g łe  do k ró ts z y c h  boków w ynoszą po ¿^2-. P o p e łn i l ib y ś m y  

b łą d ,  p o m ija ją c  J e  wobec ^  t  . Ram ię p a ry  ~  V w yn o s i |  b , ram ię  zaś 

p a ry  — g- w y n o s i ~  h . Wobec teg o  momenty obu ty c h  p a r eą  równe i  w ynoszą 

po ¿ g i l e ,  c z y l i  N = t  lu b  Z = • z g o d n ie  z (4 9 .1 0 ) .

P r z y k ła d  9 .1 0 . P o s t ą p ić  j a k  w poprzedn im  z a d a n iu  d la  p rz e k ro ju  p o w sta 
łe g o  z r o z c i ę c i a  w ą s k ie g o  p i e r ś c i e n i a .



O dpow iedź 9 .1 0 . Z a t rz y m u ją c  p rz e k ró j  b r y ł y  n ap ręże ń  Ja k  w z a d a n iu  po
p rzed n im  z n a jd z ie m y , że k r ó t k ie  s k ra w k i końcowe n ie  d a ję  momentu. P o p e łn i 
l ib y ś m y  b łą d ,  p r z y p u s z c z a ją c ,  że  wobec teg o  p o szu k iw a n y  moment b ę d z ie  rów- 

b2cn y  t y lk o  —g— , g d z ie  h = 2 rrc  J e s t  d łu g o ś c ią  p i e r ś c i e n i a  mierzoną wzdłuż
k ręg u  ś r e d n ie g o  - ja k  na r y s .  6 .1 0 .  W i s t o c i e  zaś r z e c z y  m ają s i ę  t a k :  Na

b2
je d n o s tk ę  d łu g o ś c i  teg o  k ręg u  p rz yp a d a  n ie  t y lk o  moment —g—, l e c z  - z po
wodu r ó ż n ic y  d łu g o ś c i  b rzeg u  zew n ę trz n e g o  i  w ew nę trzn eg o  - ró w n ie ż  s i ł a  
w y n o s z ą c a :

+ t>/2
/ r  + n _  2n b z

r r “Br"
- . 0 / 2

R e d u k c ja  t y c h  s i ł  p ro w a d z i n a jw id o c z n ie j  t e ż  do momentu. P r z y jm u ją c  
p rz e to  w dowolnym m ie js c u ,  a w ię c  n a jp r o ś c ie j  w ś ro d k u  p i e r ś c i e n i a  ś ro d e k

r e d u k c j i ,  z n a jd z ie m y , że z  j e d n o s t k i  d łu g o ś c i  p rz yp a d a  moment — . r=
.2  ¡2 .

= —— , c z y l i  z c a łe g o  p i e r ś c i e n i a  N = —g— z , g d z ie  h = 2 r7 t .R e z u lta t  ten
j e s t  o c z y w iś c ie  zgodny z (4 9 .1 0 ) .

P r z y k ła d  1 0 .1 0 . O b l ic z y ć  d la  w ą sk ie g o  p r z e k r o ju  Ja k  na r y s . 4 .1 0  k ą t  o- 
w in l ę c i a  i}' , s t o s u ją c  d w o ja k i sposób  w y ra ż e n ia  e n e r g i i  s p r ę ż y s t o ś c i .

Odpow iedź 1 0 .1 0 . Z je d n e j  s t r o n y  j e s t  w'= |  Ni}', z d r u g ie j  z aś  mamy

w' = iw f r 2 dA. Z (4 6 .1 0 )  i  (4 8 .1 0 )  mamy z = Hi!". p 0za tym j e s t  dA =
2G J  n n Ab*1

= dsdn = d sQdn (1  + £ ) ,  j e ś l i  s Q oznacza  łu k  ś r e d n i  a r  - je g o  prom ień 
z a k r z y w ie n ia .  Mamy zatem :
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W ro z w ią z a n iu  podanym d la  z d a rz a ją c e g o  s i ę  n ad e r  c z ę s to  w ą s k ie g o  p rz e 
k ro ju  d o w o ln e j p o s t a c i  n ie  o b l i c z y l i ś m y  je s z c z e  o w in ię c ia  i) . W p raw d z ie  
w y z n a c z y liś m y  go w p r z y k ła d z ie  1 0 .1 0 , w skazane  je d n a k  j e s t  d o jś ć  do n ie 
go d rogą  b e z p o ś re d n ią  - z w ła s z c z a ,  że w l i t e r a t u r z e  p rz e d m io tu  c y t u je  s ię  
c z ę s to  w zór o budow ie  z g o ła  o d m ien n e j.

Wróćmy w tym c e lu  do w arunku  je d n o z n a c z n o ś c i (3 4 .1 0 )  i  r y s .  2 .1 0 .N ie ch  
0 b ę d z ie  ś ro d k ie m  o w in ię c ia ,  a zatem  śladem  u n ie ru c h o m io n e j warunkami pod
porowym i o s i  o w in ię c ia ,  a ł  dow o lną k rzyw ą  z a m k n ię tą , p o ło żon ą  w c a ło 
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ś c i  w o b rę b ie  m a te r ia ln e g o  p r z e k r o ju .  Sk ład o w a  surr.a r  , w z ię ta  w k ie r u n 
ku s t y c z n e j  ł ,  j e s t  rów na :

*

u ' ł  + v ’ ł  = r i ) s i n ( r , ł )  = h i '.  (5 1 .1 0 )* y

P o d o b n ie  sk ła d o w a  n a p rę ż e n ia  s t y c z n e g o , w z ię t a  w k ie ru n k u  s t y c z n e j  ł ,  wy
n o s i :

c h = V *  ♦ v  ( 52-10)

R o z w i ja ją c  w a ru n ek  (3 4 .1 0 )  o trzym am y:

/ /8w dx d w ćty. ,, _
lF x  dT a y  f i '  “  *

R u g u ją c  tu  z k o l e i  pochodne od w r e la c ja m i  (6 .1 0 )  z n a jd z ie m y

/<T, • H * T« • lł> «•
L e c z  p raw y  dwumian p o d ca łk o w y  w y ra ż a  lew ą  s t ro n ę  ró w n o ś c i (5 1 .1 0 )  lew y zaś
z uw ag i na (3 .1 0 )  J e s t  w ed łu g  (5 2 .1 0 )  rów ny t. h/G . Zatem

f
-chd ł  = Gi> h d ł .

C a łk ę  w z d łu ż  o p is a n e j  k rz y w e j z a m k n ię te j  z w z ię te g o  w J e j  k ie ru n k u  n a p rę 
ż e n ia  s ty c z n e g o  nazw iem y c y r k u l a c j ą  l ub k r ą ż e 

n i e m  n a p rę ż e n ia  s ty c z n e g o  t  - ( V t 2 + t 2 ) .  O ej w a r to ś ć  ła tw o  ozna-» x  y
c z y c ,  j e ś l i  zauw ażym y, że h d ł p rz e d s ta w ia  podw ójne p o le  t r ó j k ą t a  o pod
s t a w ie  d ł  i  w y s o k o ś c i  h , w y k r e ś lo n e j  ze ś ro d k a  o w in ię c ia .  Zatem :

. f cC = f  Ch d ł  = 2GAj.tf, (5 3 .1 0 )

g d z ie  Aj. o zn acza  p o le  o b ję t e  k rzyw ą  ł .

R ó w n an ie  (5 3 .1 0 )  z a w ie r a  ważne t w i e r d z e n i e  o c y r k u l a c j i .  
Z w ró c ić  je s z c z e  ra z  n a le ż y  uwagę na t o ,  że  ł  j e s t  dow o lną k rzyw ą  zamknię
t ą ,  b y le b y  p o ło ż o n ą  c a łk o w ic ie  w o b rę b ie  m a te r ia ln e g o  p o la  p rz e k ro ju .O c z y 
w i ś c i e ,  gdy zech cem y , może n ią  w s z c z e g ó ln o ś c i  b yć  t r a j e k t o r i a  n a p rę ż e n ia  
s t y c z n e g o .  W te d y  j e s t  c a łk o w ity m  n ap ręże n ie m  r  , ł  z aś lu k ie m  s
t r a j e k t o r i i .  O e ś l i  w r e s z c ie  t r a j e k t o r i ę  t ą  j e s t  b rz e g , ró w n s n ie  (5 3 .1 0 )  
p rz y jm ie  p o s ta ć :

/ C d s  = 2N § .
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T w ie r d z e n ie  ( 5 3 .1 0 ) ,  mimo swego b a rd zo  w ie lk ie g o  z n a c z e n ia ,  j e s t  n ad e r 
rz ad k o  w l i t e r a t u r z e  c y to w a n e .

Z a s to s u je m y  j e  o b e c n ie  do o b l i c z e n ia  k ą ta  t)' d la  w ą sk ie g o  p rz e k r o ju  do
w o ln e j  p o s t a c i  j a k  na r y s .  4 .1 0 ,  W tym c e lu  w y s t a r c z y  o b l i c z y ć  k r ą ż e n ie  C 
w z d łu ż  k o n tu ru  b rz e ż n e g o . K o r z y s t a ją c  z r o z w ią z a n ia  (4 8 .1 0 )  mamy tu  C =

■ / * *  ■ # * / ? •  L e c z  z dobrym p r z y b l iż e n ie m  j e s t  w rozważanym  w ypad 
ku obwód b rzeg u  rów ny p o dw o jo n e j d łu g o ś c i  s Q l i n i i  ś ro d k o w e j p rz e k ro ju

t j .  J "  = 2 J  Wobec teg o  z g o d n ie  z (5 3 .1 0 )  j e s t :

2

» ' - n r  3 - - j u r -

W p rzyp ad ku  p r o f i l u  s k ła d a ją c e g o  s i ę  z w ą s k ic h  p ro s to k ą tó w  j e s t :

( 2  b i h i )2

0 =  i  r  . (5 5 .1 0 )

R e z u lt a t  (5 4 .1 0 )  z n a le ź l iś m y  p rz ed  c h w i lą  w p r z y k ła d z ie  1 0 .1 0  na od
m ien n e j d ro d z e . O est rz e c z ą  i n t e r e s u j ą c ą ,  i ż  w l i t e r a t u r z e  p rz e d m io tu  po
d a je  s i ę  za n ie ż y ją c y m  w yb itn ym  uczonym A . Fopp lem  fo rm u łę  0 = y  ^  b i b i ’

i
n ie zg o d n ą  z w y ż e j p odan ą . O est to  je d n a  z p rz y c z y n ,  d la  k t ó r e j  w yp row a 
d z i l i ś m y  (5 4 .1 0 )  w dwa n ie z a le ż n e  sp o so b y .

P r z y k ła d  1 1 .1 0 . Po rów nać  n ośność  i  s z ty w n o ś ć  c ie n k o ś c ie n n e j  r u r y  k o ło 
w e j z ta k ą  samą r u r ą  r o z c ię t ą  w zd łu ż  t w o r z ą c e j .

O dpow iedź 1 1 .1 0 . O e ś l i  ś r e d n i  p rom ień  p i e r ś c i e n i a  w yn o 3 i r ,  a g ru b o ść
2 2ś c ia n k i  b , to  w ed łu g  p rz y k ła d u  1 .1 0  j e s t :  Z2 = 2 r  b7t, 02 = 2 r  b it. D la

r u r y  r o z c i ę t e j  w e d łu g  (4 9 .1 0 )  c z y  te ż  p rz y k ła d u  9 .1 0  j e s t :  Z j  = 2 r  ̂ n ,

w ed łu g  (5 4 .1 0 )  j e s t  O j = — y  Zatem  Z g / Z j = 3 £  n ad to  dg/O j = 3 ( £ ) 2 .

W a rto  s o b ie  u p rz y to m n ić  t e  r e z u l t a t y .
Z a jm iem y s i ę  z k o le i  c ie n k o ś c ie n n y m i p rz e k ro ja m i w ie lo s p ó jn y m i , k tó r e  

m ają w p r a k t y c e  duże z n a c z e n ie  pod nazwą p rz e k ro jó w  ru ro w y c h , sk rz yn k o w ych  
i t p .

P r z y j r z a w s z y  s i ę  r y s .  5 .1 0  w id z im y , że w w ypadku, gdy ś c i a n k i  o d d z ie 
l a j ą c e  p o s z c z e g ó ln e  w y k ro je  są  c i e n k i e ,  możemy z w y s t a r c z a ją c ą  d o k ła d n o 
ś c i ą  k rz yw e  t e j  f ig u r y  z a s t ą p ić  l i n i a m i  p r o s t y m i.  W fo rm u le  (4 2 .1 0 )  po 
chodna 2J2 o zn acza  zm ianę f u n k c j i  fi p rz y  p r z e j ś c iu  od n m n ie jsz e g o  do o n
n w ię k s z e g o . Znak - o d w raca  k ie ru n e k  teg o  p r z e j ś c i a .  P r z y  podanym u p ro 
s z c z e n iu  j e s t  w ię c :
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co  o z n a cz a , że p rz ed e  w sz ys tk im  n a p rę ż e n ie  c  na s z e r o k o ś c i  ś c ia n k i  b j e s t  
s t a ł e ,  a poza tym , że k rą ż ą c  k rzyw ę środkow ę s i (  c z y l i  obchodzęc o b sz a r

R y s . 7 .1 0

, o trzym am y w a r to ś ć  n a p rę ż e n ia ,  d z ie l ą c  p rz e z  a k tu a ln ą  s z e ro k o ś ć  b ró ż 
n ic ę  m ięd zy  p rz y n a le ż n ą  temu o b s z a ro w i w a r t o ś c ią  SK a w a r t o ś c ią  ¡1  ̂ ob
s z a ru  p r z y le g łe g o  . R ysunek  5 .1 0  ja k  i  fo rm u ła  (4 5 .1 0 )  p o u cz a ją  nas po
n a d to , że ce lem  w y z n a c z e n ia  momentu N można je d n ą  z b rz e żn ych  w a r t o ś c i  
SI p r z y ją ć  d o w o ln ie . Wobec te g o  tę  d la  k o n tu ru  z ew n ę trz n e g o  przyjmiemy rów
ną z e ru .  O e ś l i  w r e s z c ie  w fo rm u le  (4 5 .1 0 )  pod A i  rozum ieć  będz iem y n ie  
- ja k  d o ty c h c z a s  - p o le  w y k ro ju ,  l e c z  p o le  o b ję t e  l i n i ą  p o ło w ią c ą  g ru b o ść  
ś c ia n e k ,  p rz y jm ie  ona p ro s tą  p o s ta ć :

N = 2 ^  (5 7 .1 0 )
i

Gdy p r z e k r ó j  j e s t  d w u sp ó jn y  - j a k  w le w e j  c z ę ś c i  r y s .  7 .1 0  - w zo ry
(5 6 .1 0 )  i  (5 7 .1 0 )  ro z w ią z u ją  sp raw ę s ta n u  n a p ię c ia ,  a lbow iem  z  = zaś
N = 2A £\ , c z y l i :O O

Z = 2A b . O (5 8 .1 0 )
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co  p o tw ie rd z a  s k ą d in ą d  z n an y  nam w n io s e k , że i lo c z y n  b p rz y  o b ch o d ze 
n iu  p r z e k r o ju  j e s t  s t a ł y .  Dodatkowo - j e ś l i  p o t r z e b a  - w yzn aczy 
my k ą t  o w in ię c ia  z fo rm u ły  ( 5 3 .1 0 ) ,  a t o :

N
GD' D = 4AŁ 

f  ds (5 9 .1 0 )

P r z y k ła d  1 2 .1 0 . S p ra w d z ić  p rz y k ła d  1 .1 0 .

O dpow iedź 1 2 .1 0 . R e z u l t a t y  u zysk a n e  z (5 8 .1 0 )  sę  zgodne z r e z u lt a t a m i  
p rz y k ła d u  1 .1 0 .

Gdy Je d n a k  p r z e k r ó j  j e s t  t r ó j - ,  c z w ó rs p ó jn y  je d y n e  ró w n a n ie  (5 7 .1 0 )  z 
o k re ś le n ie m  (5 6 .1 0 )  n ie  w y s ta r c z a  do z n a le z ie n ia  jed n o z n aczn e g o  ro z w ią z a 
n ia .  O g ó ln ie  - gdy p r z e k r ó j  J e s t  n - k r o t n is  z w ią z a n y , z a g a d n ie n ie  J e s t  
(n  - 2 )  - k r o t n ie  n ie w y z n a c z a ln e  z u w ag i na il ±. W ted y  m u s i  s i ę  
u żyć  fo rm u ły  c y r k u l a c y j n e j  (5 3 .1 0 )  ja k o  t e j ,  k tó r a  J e s t  tu  wyrazem  z ach o 
w a n ia  n ie r o z d z ie ln o ś c i  u k ła d u .

Celem  u n ik n ię c ia  b łę d u  n a le ż y  s to so w a ć  n a s tę p u ją c e  p o s tę p o w a n ie : C hcąc  
s o b ie  z a b e z p ie c z y ć  a lg e b r a ic z n y  znak  r e z u lt a tó w  n a le ż y  każd y  p r o f i l  i  każ 
dą c z ę ś ć  p r o f i l u  o k rą ż a ć  w tym samym, a to  do da tn im  k ie ru n k u , j a k  to  z a 
znaczono  na r y s .  7 ,1 0 . P rz e n o s z ą c  o d p o w ie d z ia ln o ś ć  za z n a k i a lg e b r a ic z n e

C  cisna r ó ż n ic e  SI  ̂ - Sik n a le ż y  zaw sze / -g— uważać za w y ra ż e n ie  d o d a t n ie , c z y 
l i  - / §2- za u jem n e . Aby ta k  i s t o t n i e  b y ło ,  n a le ż y  p rz y  o k rą ż e n iu  ob-

J  “ i  - f tks z a ru  za n a p rę ż e n ie  uw ażać :  -g--, g d z ie  w sk a ź n ik  k o k r e ś la  ko
l e jn o  m ija n e  o b s z a ry  p r z y le g łe  do o b sz a ru  i ,  p rz y  o k rą ż a n iu  z aś  o b sza ru

11 k "* ^ i
A^ za n a p rę ż e n ie  n a le ż y  uważać  g- . Aby s o b ie  tę  s p e k u la c ję  u p rz y 
tom n ić  .zauw ażm y, że ś c ia n k ę  p r z e d z ie la ją c ą  o b sz a ry  i  tu d z ie ż  k b ęd z iem y p rz e 
c h o d z ić  dwa r a z y  - ra z  o k r ą ż a ją c  k rz yw ą  środkow ą  s ^ , a d ru g i ra z  k r z y 
wą s ^ . P r z y  t y m  s a m y m  z w ro c ie  o k r ą ż a n i a  będz iem y 
p r z e c h o d z i ć  t ę  ś c ia n k ę  w r ó ż n y c h  k ie r u n k a c h . Gdy p r z e 
to  okaże s i ę  ryp. Sli  - S Ik > 0  o zn acz ać  to  b ę d z ie ,  że  p o szu k iw ane  n a p rę 
ż e n ie  z j e s t  zgodne z k ie ru n k ie m  p r z e j ś c i a  i ,  c z y l i  wobec te g o  n ie z g o d 
ne z k ie ru n k ie m  p r z e j ś c i a  k . W ted y  je d n a k  j e s t  SI k - SK <  o , co w ła ś n ie  
ta k  samo d o w o d z i, że  p o szu k iw an e  n a p rę ż e n ie  c j e s t  n ie z g o d n e  z k ie r u n 
kiem  p r z e j ś c i a  k , c z y l i  zgodne z k ie ru n k ie m  p r z e j ś c i a  i .

Na r y s .  7 .1 0  n a k r e ś lo n o  c z t e r o s p ó jn y  p r z e k r ó j .  N a s z k ic u je m y  na tym 
p r z y k ła d z ie  to k  p o s tę p o w a n ia . P rz e d e  w sz y s tk im  w ed łu g  (5 7 .1 0 )  j e s t :

2A1 SI i  + 2A2 S l2 + 2A3 S l3 = N, ( a )
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co d o w o d z i, że z a d a n ie  j e s t  d w u k ro tn ie  h y p e r e ta t y c z n e .  O b lic z a m y  wobec t e 
go c y r k u l a c j e  C j , C2 , C j w ed łu g  w zoru  (5 3 .1 0 ) ,  c z y l i

f a i  "  f ik
C = f  —  ds = 2GAi^-

w k tó rym  d la  p r o s t o t y  t y lk o  w k o n ie cz n y c h  m ie js c a c h  za trz ym ano  w s k a ź n ik i  
w y r ó ż n ia ją c e .  K o le jn o  mamy:

/4> *  .  0l/ | i .  . 2 /  ? .  ,
ABCO DA 1 DA

-  il. f a2 “  23 rJ  ----5---- ds +j ę -  ds + J ----£----  ds + y  |j-  ds =
AD DE EH HA

= az f r ‘ ~ fii J r -  - fl3 f v “  2GA2 -
2 AD EH

/  3 b 2 da + / V  d8 = “ 3 / * I T  “  ft2 f r - = 2GA3 ^ ' •
HE EFGH 3 HE

Po w yższe  t r z y  ró w n a n ia  w ym agają num erycznego  w y z n a c z e n ia  w yrażeń

P i  -  y l r -  P2 = / ' i r '  P 3  = / ' t r  '
1 2 *3

tu d z ie ż

•S\/>- /f*. «,-/£-/£•
AD DA EH HE

P rz yp u śćm y , że s i ę  to  s t a ł o ,  to  z t r z e c h  równań

P l  f t l  “  r t3 “ 2 “  2GAi  J ’’ -

" a 3 “ l  + P 2 ” 2 "  * 1  fl3 "  2GV '  ’

- c t 1 i l 2 + p 3 f l 3 = 2GA3 i>' ,



215 -

a ib o  w yru g u jem y ■& , u z y s k u ją c  d la  ( a )  dwa b r a k u ją c e  ró w n a n ia , a lb o  te ż  oz- 
w ię z u ją c  j e ,  doprow adz im y do p o s t a c i

= y 1 Z G A .^', Sl2 = y 2 2GA2 1>', ! l3 = y 3 2GA3 1>',

g d z ie  y  - p o d o b n ie  ja k  d  , fł - są  bezw ym iarow ym i w s p ó łc z y n n ik a m i.W s ta w ia 
j ą c  o s t a t n ie  r e z u l t a t y  w ró w n a n ie  ( a )  z n a jd z ie m y  z n ie g o  , w r a c a ją c  z 
tym do n ic h  w yznaczym y o s t a t e c z n ie  Si , SI Si B tym samym n a p rę ż e n ia  

fti  * n kc  = ----£---- , o d s z y f ro w u ją c  i c h  z w ro ty  w ed łu g  w yż e j om ów ionej r e g u ły .
S t r e s z c z a ją c  d o ty ch cz as o w e  wywody w id z im y , że  p o t r a f im y  m etodam i e l e 

m enta rnym i w yz n a czyć  ze zn aczn ą  ś c i s ł o ś c i ą  n o ś n ik  Z  i  s z ty w n o ś ć  GO d la  
c ie n k o ś c ie n n y c h  p r o f i l i  jed n o -  cz y  te ż  dwu- i  w ie lo s p ó jn y c h , d la  p rz e k ro 
jów  zaś  l i t y c h  j e d y n ie  d la  k o ła .  D la  in n y c h  - n ie k ie d y  z b y t  g ru b e  - p rz y 
b l i ż e n ie  o s ią g n ą ć  można metodą i d e n t y f i k u j ą c ą  fu n k c ję  n ap rę żeń  z rów na
n iem  b rz e g u . Gdy je d n a k ż e  wadą t e j  m etody j e s t  n ie o z n a cz o n y  - od wypadku 
do wypadku - in n y  s t o p ie ń  d o k ła d n o ś c i ,  musimy w w ażnych  momentach w ra ca ć  
do pew nej w p ra w d z ie , a le  z a w i ł e j  m etody m a tem atycz n e j t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i .

R y s .  8 .1 0

N ie  j e s t  m o ż liw e , by t e o r i a  t a  m ogła nad ążyć  za p o trz e b a m i p ra k ty k i. Zdo 
ła n o  w p ra w d z ie  z n a le ź ć  ś c i s ł e  r o z w ią z a n ie  d la  n ie k tó r y c h  p rz yp ad kó w . Tak 
np . La rm o r i  i n n i  d o w ie d l i ,  ż e  n a p rę ż e n ie  na końcach  d łu ż s z e j  o s i  e l i p 
ty cz n e g o  m a le ń k ie g o  o tw o ru  - j a k  na r y s .  8 .1 0  - w z ra s ta  ( 1 + ^ )  r a z y  w po
ró w n an iu  z tym , k tó r e  i s t n i e j e  tam w p r z e k r o ju  bez te g o  w y k ro ju .W e b e r  zna-
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l a z ł  r o z w ią z a n ie  ś c i s ł e  d la  d ru g ie g o  z k o le i  na r y s .  8 .1 0  p r z e k r o ju ,  T i-  
m oszenko i  i n n i  r o z w ią z a l i  z a g a d n ie n ie  p rz e k ro ju  ko łow ego  z w ykro jem  d la  
p r z y j ę c i a  k l i n a .  N ie m n ie j p o ja w ia ją  s i ę  w p r a k ty c e  p r z e k r o je  w a łu  dwu- i  
w ię c e j  k l in o w e g o , w i e r t ł a  i t p . , n a s t r ę c z a ją c e  ba rd zo  w i e l k i e  t r u d n o ś c i  w 
ic h  te o re ty c z n y m  t r a k to w a n iu .

Z a s z ła  p rz e to  od dawna p o trz e b a  s to s o w a n ia  ró w n ież  metod e k s p e ry m e n ta l
nego w y z n a c z a n ia  n a p rę ż e ń . N ie  mogą one p o le g a ć  na b ezpośredn im  s tu d io w a 
n iu  r z e c z y w iś c ie  sk rę ca n e g o  p r ę t a ,  a lb ow iem  p rz e k ró j  p r ę t a  w e w n ę trz n y ,c z y  
t e ż  c z o ło w y  j e s t  n ie d o s tę p n y .  K o n ie c z n o ś ć  p rz e to  n a r z u c i ła  s to s o w a n ie  tzw . 
a n a l o g i i ,  to  z n a c z y  p o s z u k iw a n ie  za z ag a d n ie n iem  ze  z g o ła  in n e j  d z ie d z i 
n y , a l e  w y ra ż a ją c y m  s i ę  m a tem a ty cz n ie  ty m i samymi ró w n an iam i i  w a ru n kam i. 
S to s o w a n ie  a n a l o g i i  n ie  p o le g a  na k o r z y s ta n iu  z i s t n i e j ą c e g o  w in n e j  nau
ce ro z w ią z a n ia  s z cz e g ó ło w e g o . B y ła b y  to  z w yk ła  t r a n s p o z y c ja .  Na o g ó ł b y 
wa t a k .  Z e , gdy n ie  i s t n i e j e  - z r e g u ły  z powodu sk o m p liko w an ych  o k o l i c z 
n o ś c i  m a tem atyczn ych  - ro z w ią z a n ie  z a g a d n ie n ia  w je d n e j  d z i e d z in i e , to  n ie  
i s t n i e j e  - z t y c h  sam ych powodów - rp z w ią z a n ie  a n a lo g ic z n e  ró w n ie ż  i  w 
d z ie d z in ie  d r u g ie j .  S to s o w a n ie  a n a lo g i i  p o le g a  zaś na tym Z e ,g d y  w je d n e j  
nauce ro z w ią z a n ie  n ie  j e s t  d o s tę p n e  pod żadnym w zg lędem , w d r u g ie j  i s t n i e 
j e  m o ż liw o ść  e k s p e ry m e n ta ln e g o  u z y s k a n ia  w yn ików .

W t e o r i i  s k r ę c a n ia  ro z p o w szech n io n e  są  d w ie  a n a l o g i e  - h y 
d r o d y n a m i c z n a  K e lv in a  i  b ł o n o w a  P ra n d t la .P o d a m y  tu 
t a j  t ę  d ru g ą . Ma ona tę  z a le t ę  w p o rów nan iu  z p ie rw s z ą .  Ze może być  w na
t u r a ln y  sp osób  p r z e s u n ię ta  z o b sz a ru  s p rę ż y s te g o  w p o s t a c i  a n a l o g i i  s t o 
kow ej N a d a i 'a  na o b s z a r  p la s t y c z n y .

R y s . 9 .1 0
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W s z ty w n e j p ł y t c e ,  z a m y k a ją c e j s z c z e ln e  n a c z y n ie ,  wykonano w y k ró j  A o 
b rzeg u  g e o m e try c z n ie  podobnym do k o n tu ru  p rz e k ro ju  s k rę ca n e g o  p r ę t a .  Wy
k r ó j  z am k n ię to  r ó w n o m i e r n i e  n a c i ą g n i ę t ą  b ło n ą  
m yd laną lu b  gumową, po czym w n a c z y n iu  spowodowano n ie z n a c z n e  n a d c iś n ie 
n ie  q . W t y c h  w aru n kach  b ło n a  p rz y jm ie  k s z t a ł t  p o w ie rz c h n i o rz ę d n ych  w, 
m ie rzo n ych  ró w n o le g le  do o s i  z p ro s to k ą tn e g o  u k ła d u  w s p ó łr z ę d n y c h .C iś n ie 
n ie  q re g u lu je m y  t a k ,  b y  n a c h y le n ia  — ■ b y ły  m a łe . W ted y  i c h  kwa-3 *  o y
d r a t y  i  w yższe  p o tę g i  są  p o m ija ln e  w p o ró w n an iu  z 1 , w ię c  w staw a  k ą ta  na
c h y le n ia  j e s t  zm ienna z n a c h y le n ie m , a d ostaw a  teg o  k ą ta  j e s t  równa 1 . Na 
k ra w ę d z ie  e lem en tu  b ło n y  o ro z m ia ra c h  dx , dy rz u tu  d z i a ł a j ą  c i ą g i  o n a 
t ę ż e n iu  s ta ły m  p , a na je g o  p o le  c i ś n i e n i e  o n a tę ż e n iu  s ta ły m  q . Gdy na
c h y le n ie  p r z e k r o ju  y 2 w m ie js c u  x w y n o s i | ^ ,  w m ie js c u  x = dx wy

n o s i  ono + — £  d x . Nadwyżka s i ł  n a c ią g u  dwu k ra w ę d z i dy w d odatn im  
3x 3 x a2

k ie ru n k u  o s i  z j e s t  p rz e to  równa ■— w dx . p d y . Zauważm y, Ze na r y s .
,2  3 x

9 .1 0  j e s t  ¿ - S  «cO . P o d o b n ie  nadwyżka s i ł  z dwu k ra w ę d z i dx w yn o s i 
3 x

32— tt d y  . pdx. O b c ią ż e n ie  rozw ażanego  e lem en tu  w k ie ru n k u  o s i  z j e s t  rów-
dy
ne q d x d y .  W arunek  rów now ag i w s z y s tk ic h  s i ł  wymaga s p e łn ie n ia  rów na
n ia

2 2
pdxdy -2—£• + pdxdy — w + qdxdy = O,

3 x 3 y

c z y l i

+ = - a .  (6 0 .1 0 )1 2  a 2 p"3x o y

Zatem  m ałe p rz e m ie s z c z e n ia  w membrany c z y n ią  z ad o ść  ró w n an iu  ró ż n ic z k o 
wemu (6 0 .1 0 ) ,  z tym Ze na b rzeg u  j e j  s p e łn ia ć  muszą w arunek

w = o . (6 1 .1 0 )

Zarów no r ó w n a n i e  (6 0 .1 0 )  j a k  i  w a r u n e k  (6 1 .1 0 )  są  
z g o d n e  z rów naniem  (3 0 .1 0 )  i  w arunkiem  - p rz y  c = 0 - ( 3 1 .1 0 ) ;  na 
tym p o le g a  a n a lo g ia  z a g a d n ie ń . M ie rz ą c  w z n a jd u je m y  tym samym;

ii = w D , (6 2 .1 0 )

j e ś l i  D o zn acza  d o w o l n i e  o b raną  p o d z ia łk ę  o d y m e n z ji n a p rę ż e 
n ia .  Z p o ró w n an ia  ró w n ie ż  w y n ik a  d la  k ą ta  o w in ię c ia  r e l a c j a

(6 3 .1 0 )
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z o k re ś le ń  zaś  i'3 2 .1 0 ) n a p rę ż e n ia :

* y  = f 7 D ' Cx = - § 7 d - ^ - 1 0 >

T r a j e k t o r ia m i  n ap rężeń  są  - na w zór (3 9 .1 0 )  - k rzyw e

w = dn . (6 5 .1 0 )

g d z ie  d^ J e s t  p rzem ien n ą  s t a ł ą .  Są  to  w ię c  w a r s t w i c e  p o w ie rz 
c h n i u tw o rz o n e j p rz e z  o d k s z ta łc o n ą  b ło n ę .  W m ie js c e  n ap rężeń  sk ład o w ych
c x ' ^ y  możemy w yz n aczać  c a łk o w i t e ,  k tó r e  - na w zór f4 2 .1 0 ) - w y n o s i:

B n - - | S Df  (6 6 .1 0 )

c z y l i  j e s t  o d w ro tn ie  p ro p o r c jo n a ln e  w zględem  od cinków  n o rm a ln e j między dwie
ma s ą s ie d n im i w a r s tw ic a m i.  2 g ę s t o ś c i  zatem  - o b e c n ie  w a r s tw ie ,  j a k  p rzed-

' Wtern t r a j e k t o r i i  - w n io skow ać  można c w i e l k o ś c i  n a p rę ż e ń . S k o ro  zaś ~  jest 
w uważanym m ie js c u  n a jw ięk sz ym  spadk iem  zbo cza  m em brany,to  do tego n a j 
w i ę k s z e g o  s p a d k u  j e s t  p ro p o r c jo n a ln e  n a p rę ż e n ie  w tym 
m ie js c u .  W re s z c ie  t r a n s p o n u ją c  w zó r (4 4 .1 0 )  z n a jd z ie m y :

N = 20 / wdA, (6 7 .1 0 )

s t w ie r d z a j ą c ,  Ze moment s k r ę c a j ą c y  j e s t  p r o p o r c jo n a ln y  względem  p o- 
d w o j o n e j  o b j ę t o ś c i  p ag ó rka  membrany. C zyn n ik iem  p ro p o r 
c jo n a ln o ś c i  j e s t  s t a l e  ta  sama p o d z ia łk a  D, w y ró w n u ją ca  w ym ia ry  a n a lo 
g i i .

W te n  w ię c  sposób  d la  p rz e k ro jó w  je d n o s p ó jn y c h  a n a lo g ia  j e s t  z u p e łn a , 
c z y l i  w y s ta r c z a  do w y z n a c z e n ia  z pom iarów  na b ło n ie  w s z e lk ic h  w ie l k o ś c i  
a k tu a ln y c h  w t e o r i i  s k r ę c a n ia .  A n a lo g ia  d a je  s i ę  jed n a k  z ła t w o ś c ią  ro z 
s z e rz y ć  ró w n ie ż  na z a g a d n ie n ie  s k r ę c a n ia  p rz e k ro jó w  w ie lo s p ó jn y c h .  W tym 
c e lu  zauważm y, że i  ró w n a n ie  (5 3 .1 0 )  ma sw ó j o d p o w ied n ik  w ro z p a t ry w a n e j 
a n a l o g i i .  W y s ta rc z a  i  c e lo w e  j e s t  w z ią ć  te ż  pod uwagę c y r k u la c j ę  w zd łu ż  
k o n tu ru  s w y k ro ju  z a m ia s t  o g ó ln ie  w z d łu ż  d o w o ln e j k rz y w e j ł ,  to  z n a czy  
w y s ta r c z a  w m ie js c e  ł  w p is a ć  s ,  a w m ie js c e  h no rm a lną  n . W s ta w ia 
j ą c  do (5 3 .1 0 )  o k r e ś le n ia  (6 6 .1 0 )  tu d z ie ż  (6 3 .1 0 )  o trzym am y:

- ° f n ds = D 3. a  , 
P s

c z y l i  też

*  A s +/ p  d3 ■ ° - (68.1 0)
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K ażdy z d o d a jn ik ó w  te g o  ró w n a n ia  ma p r o s t e  m ech an iczn e  z n a c z e n ie .W ie l 
kość  q A g p rz e d s ta w ia  s i łę  w yw a rtą  na b ło n ę  p rz e z  c i ś n i e n i e  q na p o le
w y k ro ju  A , w y ra ż e n ie  zaś f  p ^  ds j e s t  wypadkową n a p ię ć  pds b rzegu  s j  o n
w y k ro ju ,  w z ię tą  z ce /e g o  b rzeg u  w y k ro ju  w k ie ru n k u  z .  P o n iew aż  w a n a lo 
g i i  b ło n y  b rz eg o w i w y k ro ju  odpow iada  w a r s tw ic a  w = c o n s ta n s ,  p rz e to  w i 
d z im y , ja k  n a le ż y  p rz y  e k s p lo a to w a n iu  b ło n y  z r e a l iz o w a ć  o b ecn o ść  w y k ro ju  
w sk ręcon ym  p r z e k r o ju .  Po p ro s tu  n a le ż y  w m ebranę w p ra w ić  p ł a s k ą
s z t y w n ą  p ły t k ę  - ja k  na r y s .  9 .1 0  - o b rzeżo n ą  kon tu rem  w y k ro ju  s ,  
obe jm u jącym  p o le  As i  dbać o t o ,  b y  p ły t k a  ta  mogła s i ę  p rzesu w ać  t y l 
k o  n o r m a l n i e  do sw e j p ła s z c z y z n y ,  t j .  t a k ,  b y  i s t o t n i e  wzdłuż 
j e j  b rzeg u  b y ło  p rz e m ie s z c z e n ie  w s t a ł e .  N a jw id o c z n ie j  ró w n a n ie  (6 8 .1 0 )  
j e s t  w te d y  s p e łn io n e ,  a lb ow iem  w y ra ż a  ono w arunek  rów now agi t e j  p ł y t k i .  
O c z y w iś c ie  p ły t k a  m usi b yć  n i e w a ż k a ,  a w ię c  - p r a k t y c z n ie  rzecz 
b io r ą c  - j e j  c ię ż a r  m usi b yć  o d d z ie ln ie  z rów now ażony stosow anym  c i ę ż a r 
k iem . Gdy w yk ro jó w  j e s t  w i ę c e j ,  p o s tę p u je m y  z każdym o d d z ie ln ie  w a n a lo 
g ic z n y  s p o só b . Membrana z w p raw io n ym i p ły tk a m i p rz y jm ie  p o s ta ć  ja k  na r y s .  
5 .1 0 . W zór (6 7 .1 0 )  n ie  u t r a c i  swego o b ję to ś c io w e g o  s e n s u ;  można go ew en
t u a l n i e  d la  w y r a z i s t o ś c i  z a m ie n ić  na zbudowany a n a lo g ic z n ie  j a k  (4 5 .1 0 ) .
W te n  w ię c  sp osób  a n a lo g ia  b łonow a s ta n o w i w y c z e rp u ją c y  pod każdym w z g lę 
dem ś ro d e k  do e k s p e ry m e n ta ln e g o  ro z w ią z a n ia  z a g a d n ie n ia  rów nom iernego  skrę 
c a n ia  p ro s te g o  p r ę t a  o n iezm iennym  p r z e k r o ju .  O ej p r o s t o ta  i  p ię k n o  są  u- 
d e r z a ją c e .

P r z y k ła d  1 3 .1 0 . Zbadać a n a lo g ią  b łonow ą s t a n y  n a p ię ć  i  o w in ię c ia  w przy
padkach  8 .1 0 ,  9 .1 0  tu d z ie ż  1 .1 0 .

O dpow iedź 1 3 .1 0 . B y ło b y  n ie d o r z e c z n o ś c ią  s ą d z ić ,ż e  o p ła c a  s i ę  i  ma c e l  
p rz ep ro w ad zać  napraw dę b a d a n ie  b łonow e d la  p rz e k ro jó w  c ie n k o ś c ie n n y c h  n a 
w et w ie lo s p ó jn y c h , s k o ro  d ysp o nu jem y d la  n ic h  w y s t a r c z a ją c o  dok ładnym  ro z 
w ią z a n ie m  rachunkow ym . M ia ło b y  to  co n a jw y ż e j s e n s ,  gdybyśm y w wypadku t a 
kim  c h c i e l i  u ja w n ić  t e o r e t y c z n ie  sk o m p lik o w a n y  w p ływ  w y o k rą g le n ia  w k l ę s ł e 
go m ięd zy  ś c ia n k a m i z a ła m a n ia .  Temat p rz e to  n a le ż y  ro zum ie ć  t y lk o  w s e n 
s i e  n a s tę p u ją c y m : C zy z a k ła d a ją c  p raw dopodobny, m o ż liw ie  uzasadniony kszta łt 
w z n ie s ie n ia  membrany z n a jd z ie m y  w ła ś c iw e  r o z w ią z a n ie  zadań 8 .1 0 , 9 .1 0  i
1 .1 0 ?  O c z y w iś c ie  t a k .  N a c ią g n ię ta ^ n a  wąskim  p r o s to k ą c ie  b ło n a -  p rz y  pom i
n ię c iu  k r ó t k ic h  skraw ków  końcow ych - p r z y jm ie  pod c iś n ie n ie m  q k s z t a ł t  po
w ie r z c h n i  w a lco w e j o tw o rz ą c y ch  ró w n o le g ły c h  do boku d łu g ie g o  h, w ię c  np. 
do o s i  y .  P r z e k r ó j  t e j  p o w ie rz c h n i p ła s z c z y z n ą  xz j e s t  - j a k  wiadom o z 
m e ch a n ik i t e o r e t y c z n e j  - p a r a b o l ic z n ą  k rzyw ą  sznu row ą o n ieznacznym  
s i e  wQ i  n a c ią g a c h  końcow ych p = q • 3 e j ró w n an ie  b rz m i: w=wQ( l  j ) .

2
a o b ję t e  n ią  i  p rz y n a le ż n ą  c ię c iw ą  b p o le  w y n o s i bwQ. Zatem  moment wy-

?  . t
n o s i  N = 2D , ^  bw0h < skąd  4DwQ = 3N/bh. K ę t  o w in ię c ia  j e s t  rów ny t  - 

= ^  = "~-y-. n a p rę ż e n ia  zaś w yn o szą : py  = D » o . zx = ~ 77 D " ao * 0 f ? ‘
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N a jw ię k s z e  n a p rę ż e n ie  z n a jd z ie m y  na b rzeg u  p r z e k r o ju ,  t j .  d la  x = b /2 ; wy- 
1 3Nn o s i ono v  = 4Dw r  = .

0 °  Ł>h
R e z u l t a t y  t e  aę  zgodne ze z n a le z io n y m i w 8 .1 0 . N ic  s i ę  n ie  z m ie n i,  gdy 

oś membrany b ę d z ie  k rę g iem  k o ła .  P o p ro s tu  j e s t  tu  h = 2 r Jt , co d a je  zgod 
ność z p rz yk ła d em  9 .1 0 . W p r z y k ła d z ie  zaś 1 .1 0  b ło n a  p rz y jm ie  k s z t a ł t  po-
b o c z n ic y  ko łow ego  s to ż k a  ś c ię t e g o ,  z am k n ię teg o  na w y s o k o ś c i wQ p ła s k im
k rę ż k ie m . Z a tem , J e ś l i  r  j e s t  p rom ien iem  ś re d n im , mamy tu  N = 2D r 2 7t w ,

N Dw N °skęd  Dw = — S t a ł e  na s z e r o k o ś c i  b n a p rę ż e n ie  z. = —r~ł =— _— . Rów-
2 r  Jt D 2 r  bJt

nowaga k rę ż k a  z am yk a ję ce g o  wymaga s p e łn ie n ia  ró w n a n ia : q r2Tt = p w rjt,

skęd  d G = r b °  = ~T— • Zatem  i )  = — ŁL— , j e r e z u l t a t y  są  ró w n ie ż  zgod
na 7 , m  r b71 2Gr^ *ne z 1«10«

P o z o s t a je  je s z c z e  d la  z u p e łn o ś c i  w spom nieć w k i lk u  s ło w a ch  o a p a r a tu 
rz e  w y k o n a w cz e j. P o d z i e l i ć  J ę  można na dw ie  k a t e g o r ie .  A u to rz y  je d n y c h  u- 
s i ł o w a l i  d o s to so w ać  s i ę  d o s ło w n ie  do w skazań  a n a lo g i i  i  w y z n a c z a l i  w p ro s t 
c z y  to  z p o w ie rz c h n i b ło n y  m yd lan e j - ja k  G r i f f i t h  i  T a y lo r  - c z y  te ż  z 
m enisku  p o w s ta łe g o  m ięd zy  dwiema ró żnym i n ie m ie s z a ln y m i c ie c z a m i - Ja k  
P ic c a r d  i  D onner - ró w n o w yso k ie  p u n k ty , z n ach o d zę c  w te n  sposób  b ez p o ś red 
n io  w a r a t w ic e .  Ten  żmudny i  n ie p e w n y , gdyż z a le ż n y  od t r w a ło ś c i  badanej po
w ie r z c h n i ,  sp osób  z a s t ę p i ł  T h i e l  fo to g ra f ic z n y m  z d ję c ie m  stereoskopow ym  
membrany, p o sy p a n e j p y łk a m i leukopod ium  d la  u s t a l e n i a  ró ż n ych  punktów  na 
p o sz u k iw a n e j p o w ie r z c h n i.  S t e r e o p l a n ig r a f  u s t a l a  na p o d s ta w ie  teg o  z d j ę 
c i a  w s p ó łrz ę d n e  ró ż n y ch  punk tów , co d a je  możność z n a le z ie n ia  w aretw ic.W  ten  
sp osób  t r u d  b a d a n ia  p r z e n ie s io n y  tu  z o s t a ł  z c z ę ś c i  e k sp e rym e n ta ln e j na kre
ś l a r k ę .

I n n i  - a i  c i  sam i - a u t o r z y ,  j a k  P ic c a r d  z Baesem lu b  Donnerem , O u e r s t , 
B ło c h  p r z e s z l i  na k o n c e p c ję  k o r z y s t n ie j s z ę .  K o n s t ru o w a l i  o n i a p a r a tu r ę ,  
p rz y s to so w a n ę  do b e z p o ś re d n ie g o , s z y b k ie g o  w y k ry w a n ia  l i n i i  rów nych na
p rę ż e ń , zatem  m ie js c  g eo m e try cz n ych  punk tów , k tó rym  p r z y n a le ż y  s t a ł a  w a r 
to ś ć  c a łk o w ite g o  n a p rę ż e n ia  s t y c z n e g o .

Takę w ła ś n ie  a p a r a tu r ę  P ic c a r d a  i  D onnera p rz e d s ta w ia  r y s . 9 .1 0 .  W s c h e 
m ac ie  tym A p rz e d s ta w ia  p ła s k ą  t a r c z ę ,  na k tó r ę  w k re ś lo n o  na p rzem ian  
gromadę ja s n y c h  i  c iem n ych  w sp ó łś ro d k o w ych  kręgów  k o ło w y ch , z k tó r y c h  n a j 
m n ie js z y ,  ś ro d k o w y , c iem n y  pokryw a s i ę  z o g n isk ie m  s o c z e w k i B .  P ła s k o  - 
ró w n o le g ła  p ły t k a  s z k la n a  C ma o b ie  p ła s z c z y z n y  p o s re b rz o n e  t a k . ź e  p rz e 
p u s z c z a ją  one po łow ę p ro m ie n i ś w ie t la n y c h  na n ie  p a d a ją c y c h ,  a d rugą od
b i j a j ą .  D o zn acza  m yd laną b ło n ę .  Poz iom a soczew ka E s k u p ia  w p a d a ją ce  
do n ie j  z d o łu  p ro m ie n ie  w ś ro d k u  p u nk to w e j d ia f ra g m y  F . W re s z c ie  G ozna
cza  matówkę w z g lę d n ie  p ły t ę  f o t o g r a f i c z n ą .  Z e s p ó ł ten  d z ia ła  n a s tę p u ją c o :  
Gdy b ło n a  j e s t  p ła s k a ,  p a d a ją c e  na n ią  p ro m ie n ie ,  pochod zące  t y lk o  od ciem
nego ś ro d k a  A , z o s t a ją  o d b it e  w gó rę  i  na matówce ob serw u jem y j e d n o s t a j 
ną c ie m n o ś ć . Gdy je d n a k  b ło n a  p r z e jd z ie  w p o w ie rz c h n ię  p r z e s t r z e n n ą , to  od
b i j a  ona w gó rę  p ro m ie n ie  p a d a ją c e  na n ią  z g ó ry  pod rozm aitym  kątem , t j .  
p rom ien ie  po ch o d zące  od ró ż n ych  k ręgów  ek ran u  A . Na odw zorow an iu  b ło n y  D
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na m atówce G p o ja w i?  s i ę  na p rz em ian  k rzyw e ja s n e  i  c iem ne p rz y p o rz ą d 
kowane w łaśc iw em u  k ę to w i n a c h y le n ia  o s i  p io n o w e j a p a r a tu  w zględem  b ło n y .  
Po n ie w aż  zaś n a p rę ż e n ie  s t y c z n e  j e s t  p ro p o r c jo n a ln e  do spadku  membrany, 
p rz e to  ek sp e rym e n t te n  p o zw a la  z n a le ź ć  b e z p o ś re d n io  l i n i e  rów nych  n a p rę 
ż e ń . Zarów no m yśl p rz e w o d n i?  teg o  b a d a n ia  j a k  i  sposób  je g o  p rz ep ro w a d ze 
n ia  można uważać za n a j le p s z y  z d o ty c h c z a s  z n a n ych .

Gdy m a t e r i a ł  p r ę t a  n ie  p o d le g a  p raw u H o o k e 'a  u s t a w ie n ie  t e o r i i  s k r ę 
c a n ia  w y b i t n ie  s i ę  k o m p lik u je  g łó w n ie  z teg o  powodu, i ż  s t a n  n a p ię c ia  w 
p r ę c ie  s t a j e  s i ę  t r ó jo s io w y ,  a odnośne prawo w i ? ż ? c e  n ie  j e s t  nam znane. 
W p r a c y  "0  r o z w in ię c iu  p o t e n c ja łu  s p r ę ż y s t o ś c i  i  z a s to s o w a n ia c h "  omówiłem 
sz cz eg ó ło w o  t e  t r u d n o ś c i .  Z naukowego p unk tu  w id z e n ia  u b o le w a n ia  godny jest 
f a k t , i ż  naw et s k r ę c a n ie  c ie n k o ś c ie n n e j  r u r y  k o ło w e j n ie  n a le ż y  do dwu
o s io w eg o  s t a n u .  Obok suwów, zatem  o d k s z ta łc e ń  p o s ta c io w y c h , p o ja w ia j ?  s i ę  
zm iany  d łu g o ś c i  p r ę t a  i  p ro m ie n ia  r u r y ,  zatem  o d k s z t a łc e n ie  o b ję to ś c io w e .

W p r a k ty c e  n a jb a r d z ie j  i n t e r e s u j ę c y  J e s t  p rz yp a d e k  s k r ę c a n ia  p r ę t a  c 
pełnym  p rz e k r o ju  ko łow ym . Wiadomo nam j e s t  z u s tęp u  t r z e c ie g o  ja k  i  o b ec 
n ie  z p rz y k ła d u  2 .1 0 ,  że  na p o d s ta w ie  d o ś w ia d c z e n ia  z c ie n k o ś c ie n n ?  r u r ?

Nk o ło w ?  z n a le ź ć  można z w i?z e k  m iędzy  n ap rę że n iem  z = — i —  a p rz yn a le żn ym  
. a  2a bity  = -r p o s t a c i  o g ó ln e j

r =  g ( y ) .  (6 9 .1 0 )

Z a k ła d a ję c  n ie z m ie n n ie  p ła s k i  p r z e k r ó j  po d e f o r m a c j i ,  c z y l i  p r z y jm u ję c .  
Ze y  j e s t  w c a ł o ś c i  suwem r  o trzym am y na w zó r (4 .1 0 )  z a le ż n o ś ć :

y  = rtf! ( 7 0 . tO )

g d z ie  r j e s t  o d d a le n iem  dow o lnego  m ie js c a  p r z e k r o ju  od Je g o  ś ro d k a .  Wo

bec teg o  w arunek  r e d u k c j i

a a 1*'

N = j ~  2 r2t iz d r  = ¿ 5  J ' g ( y ) y 2d y  (7 1 .1 0 )

o o

d a je  z w i?z e k  m ięd zy  N tu d z ie ż  t)' lu b  - po u w z g lę d n ie n iu  podanych  r e l a 
c j i  - z w i?z e k  m ięd zy  c  i  N.

O d w ro tn ie , o d c z y tu ję c  na m anom etrze m aszyny d o ś w ia d c z a ln e j  N m ie r z ? c  
p rz y n a le ż n e  z n a le ź ć  możemy z w i?z e k  ( 6 9 .1 0 ) .  Z ró ż n ic z k u jm y  bowiem (71 .10 )

I
w zględem  v  , a o trzym am y:

^ . ( N ^ 5 ) = 2 TT . g (ai)') . a 2i )2 = 2tt r g a 3t>2 .
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skąd  w y n ik a :

z a
27ta

( 7 2 .1 0 )

P o n ie w aż  w fo rm u le  p o w yższe j j e s t  N fu n k c ją  i>' , a każdemu i) ' p r z y n a le 
ż y  Y a = a $  , p rz e to  i s t o t n i e  (7 2 .1 0 )  p rz e d s ta w ia  z w iąz ek  m iędzy z a y  .
Ze w zrostem  N w ie l k o ś c i  y g i  z g p r z e b ie g a ją  z m ie n n ie  w a r t o ś c i  od ze
ra  p o c z y n a ją c .  W tym w ię c  s e n s ie  (7 2 .1 0 )  j e s t  i s t o t n i e  poszukiwanym  z w ią z 
kiem  (6 9 .1 0 ) ;  po p ro s tu  zn acze k  a j e s t  n ie i s t o t n y .

U s t a w ie n ie  t e o r i i  s k r ę c e n ia  p rę tó w  o dowolnym p r z e k r o ju  z m a t e r ia łu  nie 
p o d le g a ją c e g o  praw u H o o k e 'a  n a s t r ę c z a  poważne t r u d n o ś c i .  N a to m ia s t  u d a ło  
s i ę  teg o  ro d z a ju  o g ó ln ą  t e o r i ę  u s t a l i ć  d la  p rz e k ro jó w  d o w o ln e j p o s t a c i  w 
o b s z a ra c h  wzorowo p la s t y c z n y c h .  In t e r e s u ją c e  j e s t  p rz y  tym w ie d z ie ć ,  że 
d la  wypadku g ra n ic z n e g o , gdy c a ł y  p r z e k r ó j  p ł y n i e ,  ro z w ią z a n ie  s ta n u  na
p ię c i a  j e s t  e le m e n ta r n ie  p r o s t e .

Celem  p o d an ia  ro z w ią z a n ia  d la  c h w i l i ,  gdy c z ę ść  p o la  p rz e k ro ju  o b ję ta  
z o s t a ła  obszarem  p la s ty c z n y m , a r e s z t a  wobec teg o  s ta n o w i w d a lsz ym  c ią g u  
je s z c z e  s t r e f ę  s p r ę ż y s t ą  - u ży jem y  je s z c z e  ra z  f u n k c j i  n ap rężeń  SI .U ak  w ia 
domo, pochodne j e j ,  p r z e d s t a w ia ją c e  n a p rę ż e n ia  c , z w ed ług  (3 2 .1 0 ) ,y ^
s p e łn ia j ą  w arunek  rów now ag i ( 3 3 ,1 0 ) ,  a s p e łn ia j ą c  na b rzegu  k o n tu ru  w a ru 
nek (1 3 .1 0 ) ,  c z y l i  t e ż  ( 4 1 .1 0 ) ,  u s t a l a j ą  na nim w a r to ś ć  t e j  f u n k c j i  we
d łu g  (3 9 .1 0 ) .  P rzypom inam y t e ż ,  że  w ła s n o ś ć  (4 1 .1 0 ) ,  c z y l i  (3 9 .1 0 )  ro z sz e 
rz y ć  można na c a ł y  p r z e k r ó j  p r ę t a ,  co p ro w a d z i do p o ję c ia  t r a j a k t o r i i , c z y 
l i  l i n i i  n ap rę żeń  s t y c z n y c h ,  a wówczas c a łk o w it e  n a p rę ż e n ie  można te ż  
p rz e d s ta w ić  wzorem (4 2 .1 0 ) .  W re s z c ie  moment s k r ę c a j ą c y  o k r e ś la  w tym p rzed 
s t a w ie n iu  fo rm u ła  (4 4 .1 0 )  lu b  o g ó ln ie j  (4 5 .1 0 ) .  W re s z c ie  wiadomo nam j e s t ,  
że s t o s u ją c  a n a lo g ię  b łonow ą możemy fu n k c ję  ił z a s t ą p ić  omówioną n iedaw no 
fu n k c ją  w.

Ł ą c z n ik ie m  m ięd zy  stsnem  n a p ię c ia  i  stanem  o d k s z t a łc e n ia  j e s t  w o b sza 
ra ch  s p r ę ż y s t y c h  w ią ż ą c e  prawo H o o k e 'a .  W o b sz a ra c h  wzorowo s p r ę ż y s t y c h  
prawo to  z a s tę p u je  w arunek  p la s t y c z n o ś c i .  P rz y jm u je  on tu  p o s ta ć :

n ie z a le ż n ie  od te g o , c z y  u ży jem y  ró w n a n ia  ( 1 8 .3 ) ,  c z y  te ż  ( 1 9 ,3 ) .  R ó ż n ic a  
m ięd zy  w arunkam i (1 8 .3 )  i  (1 9 .3 )  t k w i  t u t a j  j e d y n ie  w s to su n k u  g r a n ic y  p la 
s t y c z n o ś c i  kg p rz y  ś c in a n iu  do g r a n ic y  p la s t y c z n o ś c i  k p rz y  r o z c ią g a 
n iu .  R ów nan ie  (7 3 .1 0 ) ,  s t w ie r d z a ją c e  s t a ło ś ć  c a łk o w ite g o  n a p rę ż e n ia  s t y c z 
nego możemy n a p is a ć  te ż  w p o s t a c i :

(7 4 .1 0 )

s t w ie r d z a j ą c e j ,  że spadek  c a łk o w i t y  p o w ie rz c h n i i l  j e s t  w s t r e f i e  p la s ty c z 

n e j  s t a ł y .
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P o z w o l i ło  to  N a d a i 'o w i  p rz e d łu ż y ć  w ażność a n a l o g i i  b ło n o w e j w p o s t a c i  
a n a l o g i i ,  k tó r ą  n a z w a liśm y  tu  s t  o k o w ą .  I s t o t n i e  r e z u l t a t  (7 4 .1 0 )  
w t r a n s p o z y c j i  (6 2 .1 0 )  o z n a cz a , że  e w e n tu a ln a  membrana m u s ia ła b y  m ieć w 
każdym p u n k c ie  o b sz a ru  p la s t y c z n e g o  s t a ł y  spadek  o w a r t o ś c i

j e ś l i  D j e s t  p o d z ia łk ą  t r a n s p o z y c j i .  Można to  u zysk a ć  w sposób  n a s tę p u 
j ą c y .  N a p n ijm y  - j a k  d o ty c h c z a s  - nad otw orem  n a c z y n ia  m em branę,a p onad to  
zbudu jm y nad otworem  8 z t y  w n ą p o w ie rz c h n ię  s to ko w ą  o sta łym  spad 
ku kg/D - ja k  na r y s .  1 0 .1 0 . N a jp ie r w ,  gdy w prow adzone c i ś n i e n i e  q bę-

2

R y s .  10 .10

d z ie  n ie z b y t  w i e l k i e ,  p o w s ta n ie  w zg ó rze  o łag o d n ych  z b o cz a ch . Ze w zrostem  
c i ś n i e n i a  zbo cza  będę c o ra z  to  b a r d z ie j  s t ro m e , je d n a k  k o le jn e  w zgórza  bę
dę p okrew n e . P r z y  d o s t a t e c z n ie  dużym c i ś n i e n iu  b ło n a  d o tk n ie  w jak im ś m ie j 
s cu  s k a r p y  p o w ie rz c h n i s to k o w e j i  ze  w z rostem  c i ś n i e n i a  b ę d z ie  c o ra z  to  
w ię k s z y m i p o la m i do n i e j  p r z y le g a ć .  R z u ty  t y c h  p ó l sę  o b sza ram i p la s t y c z 
nym i ze  s ta ły m  n ap rę że n ie m  s ty cz n y m , równym kg , c z ę ś c i  p o z o s ta łe  sę  re s z 
tam i obsza ró w  s p r ę ż y s t y c h  z n a p rę ż e n ia m i z a le ż n y m i od o b io ru  m ie js c a .W  wy
padku g ra n ic z n ym  c a ł y  p r z e k r ó j  p r ę t a  b ę d z ie  p ły n ę ć  - p o w ie rz c h n ia  b ło n o 
wa p r z e jd z ie  w c a ł o ś c i  w p o w ie rz c h n ię  s to k o w ę .

D la  p r z e k r o ju  p ro 3 to k ę tn e g o  rz e c z  p rz e d s ta w ia  r y s .  1 0 .1 0 .Początkowo pcw- 
s ta n ę  o b s z a ry  p la s t y c z n e  w o k o l i c y  ś rod ków  d łu ż s z y c h  boków p r o s t o k ą t a , po
tem p o ja w ią  s i ę  t e ż  t a k i e  s t r e f y  p rz y  bokach  k r ó t s z y c h ,  w r e s z c ie  b ło n a  
p r z y le g n ie  w c a ł o ś c i  do ru ch u  c z te ro s p a d k o w e g o , r o z p ię t e g o  nad p ro s to k ą te m .

(7 5 .1 0 )
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Zapewne te n  g ra n ic z n y  w ypadek n ie  J e s t  w i s t o c i e  m o ż liw y , bo o b sz a r  p la 
s t y c z n o ś c i  c  = kg w y k r e s ie  y  . z j e s t  sk o ń cz o n y , je d n a k ż e  moment g r a 
n ic z n y  r z e c z y w is t y  n ie  b ę d z ie  z b y t  r ó ż n i ł  s i ę  od w yznaczonego  z p o w ie rz 
c h n i s to k o w e j.

W o b sz a rz e  p la s ty c z n y m  o d k s z t a łc e n ia  y są  n ie o z n a cz o n e . K ę t o w in ię c ia  
n ie  może byc p rz e to  w yznaczon y  z rozw ażań p rzep row ad zonych  Je d y n ie  w 

tym o b s z a rz e . Można go n a to m ia s t  z n a le ź ć ,  p a m ię ta ją c  o n ie r o z d z ie ln o ś c i  
s t r e f y  s p r ę ż y s t e j  z p la s t y c z n ą .  O est to  z r e s z t ą  o g ó ln a  cecha  rozw ażań na 
t e r e n ie  t e o r i i  p la s t y c z n o ś c i .  Nauka t a  n ie  j e s t  s a m o w y s ta rc z a ln a . D e j po
c z ą te k  j e s t  końcem t e o r i i  p la s t y c z n o ś c i .  Z n a le z ie n ie  k ą ta  ń ' w dowolnym 
s ta d iu m  na d ro d ze  t e o r e t y c z n e j  j e s t  p rz e to  bardzo  t ru d n e .B r z e g  s tre fy  sp rę 
ż y s t e j  p o d z ie lo n y  być m usi na dw ie  c z ę ś c i .  W o b rę b ie  Je d n e j  w arunek b rz e 
gowy j e s t  zgodny z d o ty c h c z a s  podawanym w t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i ,  w zd łu ż  d ru 
g i e j  - n i e z n a n e j  - m usi b y ć :

31 s p r  - a  p i a s t .  (7 6 .1 0 )

Wobec teg i. f u n k c ja  Sł w o b sz a rz e  s p rę ż y s ty m  z m ie n ia  swą budowę m atem atycz 
n ą . N iew iadom ą s ta n o w i owa fu n k c ja  i  b rzeg  o b sza ru  s p rę ż y s te g o ,  W tym s a 
mym s e n s ie  z m ie n ia  s i ę  w arunek  b rzegow y f u n k c j i  b ło n o w e j w. Po n iew aż  rów
n a n ia  ró ż n icz k o w e  obu f u n k c j i  i l  i  w n ie  u le g a ją  w o b sz a rz e  sp rę ż ys te m  
z m ia n ie , p rz e to  n ie  z m ie n ia  s i ę  w n io sek  (6 3 ,1 0 ) .  Może on w ię c  s łu ż y ć  bez 
zm iany do ek s p e ry m e n ta ln e g o  o b l i c z e n i a .

P r z y k ła d  14. 0 . Zbadać s k r ę c a n ie  p r ę t a  ko łow ego  z m a t e r ia łu  c ią g l iw e -
go.

Odpow iedź 1 4 .1 0 . W o b sz a rz e  sp rę ż y s ty m  z « k _  l e s t  z  - ^j  4 S Z G J
g d z ie  Z = 3 - —sr-- D la  N Zk j e s t  wyn iku  z a ło ż e n ia  p ła s k o ś c i

I ® I
p rz e k ro ju  y  - r i  W t r e f i e  s p rę ż y s t  j  J e s t  n a d a l t  = G j  G ł r  w p l a 
s t y c z n e j  c a ś  z -  k . O b ie  s t r e f y  r o z d z ie la  ok ręg  G t f r *  = k .Moment sk rę -  s * s
c a ję c y  w y n o s i te  az

4 -  ' ^  ' a 3  r 3;—  ta  - r ,
r  r* 4

N J  2 r * n td r  + / 2 r  7tdgd r = G ^

o r

k 2a37tk kg n
c z y l i  po w s ta w ie n iu  r ,  = w yn o s i on N = — —̂ -  - — W ten  sposóD

6G
z n a le z io n o  z w ię z e k  m ięd zy  N i  i) , a tym samym i  p rom ień k ręgu  r o z d z ie la *
ję c e g o , R o zw ażan ie  j e s t  ważne d la  r+^ 0 .  W wypadku g ran iczn ym  r  = o j e s t

, Za-Sjtk^
G i  n ie o g r a n ic z e n ie  w i e l k i e ,  tak  że moment g ra n ic z n y  N „ ,  = ---  z.. P la -

2 3 „ 3
s t y c z n y  n o śn ik  s k r ę c a n ia  Z „  - -  y  j e s t  4/3 ra z y  w ię k s z y  od n o ś n ik

s p rę ż y s te g  ;.
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P r z y k ła d  1 5 ,1 0 . Po rów nać  n o ś n ik  p la s t y c z n y  i  s p r ę ż y s t y  d la  p rz e k ro ju  
p ro s to k ą tn e g o  b h .

bw
O dpow iedź 1 5 .1 0 . W ed ług  r y s .  1 0 .1 0  o b ję to ś ć  pryzm y w yn o s i — 3h b ) ,  

j e ś l i  wQ j e s t  j e j  w y s o k o ś c ią .  W edług  (6 7 .1 0 ' moment s k r  c a j ę c y  j e s t  wo

bec te g o  rów ny N = 0 w q  4  (3h b ) .  Spadek ś c ia n  w y n o s i w ed ług  (7 5 .1 0 ':

2w k bk l 2 /_i l i w o
-g-2 = j p , sk  d Dw = -^2.. Zatem  N « ■■ ■ i 3 '• ■ ■; k ^ , c z y l i  ^  - - k i ( 3 h - b ) ,

h2. Z ^  .
W ed ług  (3 7 .1 0 )  j e s  Z = ----------- . Mamy w ię c  ■=— - (3 - r- (0 ,5  + 0 ,3

3+1,8 b/h
k t ó r y  to  w y k i • . k w r  s i  ,6  d la  pj 1. 1 ,5  d la  ^  - 0 i  po ..ada mak. i

. iL-t i-, b 2mum 1 ,6 3  cli i +■ - -j.

=r
jcr



11. LINIOWO ZMIENNE ZGINANIE

R y s .  1 .11

Z b ió r  s i ł  d z ia ła j ą c y c h  na p rz e k ró j  końcow y z = 1 ró w n o w a rty  j e s t  s i 
l e  Q y, p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  g e o m e t r y c z 
n y  ś r o d e k  p r z e k r o j u  ró w n o le g le  do o s i  y ,  a zatem stycz
n ie  do teg o  p rz e k ro ju  ja k  na r y s .  1 .1 1 . Z b ió r  s i ł  d z i a ł a j ą c y  na p rz e k ró j  
p o czą tk o w y  z = O m usi wobec teg o  sp ro w ad zać  s i ę  - m iędzy  in n ym i - rów 
n ie ż  do ró w n e j,  ta k  samo u m ie sz cz o n e j i  p rz e c iw n ie  s k ie ro w a n e j  s i ł y  0 . 
D la  z a b e z p ie c z e n ia  rów now ag i p o trz e b n e  j e s t  j e s z c z e  d z i a ł a n ie  p a ry  s i ł  o 
momencie ró w n o le g łym  do o s i  x . Po n iew aż  rozważam y p rz y ra d e k  podstaw ow y, 
moment te n  u lokow ać  p o w in n iśm y na jednym  z p rz e k ro jó w  o y r a n ic z a ją c y c h  u- 
k ła d .  G w o li o g ó ln o ś c i  możemy j e  p o u m ie szczać  na obu ty c h  p r z e k r o ja c h , w ię c  

K na p rz e k r o ju  końcowym i  Kx - 0^1 na początkow ym . O d p ow iedn ik iem  tak
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p o w s ta łe g o  w p ła s z c z y ź n ie  yz  z a g a d n ie n ia  j e s t  a n a lo g ic z n e  d ru g ie  w p ła 
s z c z y ź n ie  zx z d w ó jkę  s i ł  Q Q i  momentami K , K + 0 1 .X1  x y  y  x

Przypom nim y k ró tk o  w ia d o m o ś c i n a b y te  na p ow yższy  tem at w m ech an ice  u- 
k ład ó w  s z ty w n y c h . W p ływ y w ew n ę trzn e  z n a jd z ie m y , d z i e l ę c  p rę t  dowolny p rz e 
k ro jem  z i  o d rz u c a ję c  je d n ę  z t a k  p o w s ta ły c h  c z ę ś c i .  O p e ra c ja  p o d z ia łu  
i  o d rz u c e n ia  c z ę ś c i  u k ła d u  z a m ie n ia  w i e l k o ś c i  w ew n ę trzn e  na z e w n ę trz n e , 
c z y l i  u m o ż liw ia  z a s to s o w a n ie  do n ic h  równań ró w n o w ag i. O k a zu je  s i ę ,  że na 
p r z e k r ó j  d z ia ła  s i ł a  T y  p , p r z e c h o d z ę c a  p r z e z  je g o  
g e o m e t r y c z n y  ś r o d e k  s t y c z n i e  d o  p r z e 
k r o j u ,  n ad to  moment Mx o w e k to rz e  ró w n o le g łym  do o s i  x , p rz y  czym 
zachod zę  r e l a c j e :

dM
M = K - Q (1  - z ) ,  T = -j-* = Q . (1 .1 1 )x x y  y  dz y

W y p is u ję c  pow yższe ró w n a n ia  o p a t ru je m y  w chodzęce  w n ie  w i e l k o ś c i  z n ak a 
mi z a le ż n y m i od ic h  zw ro tów  o d n ie s io n y c h  do o s i  u k ła d u , t z n .  t r a k t u j ę c  J e  
w w aru n kach  rów now ag i Ja k  w i e l k o ś c i  z e w n ę t rz n e . Gdy je d n a k  c h o d z i o z n a k i 
T , M ja k o  w i e l k o ś c i  w e w n ę trz n y c h , k tó r y m i one sę  i s t o t n i e  d la  p r ę t a  d łu -

y *
g o ś c i  1 , musimy t e  w i e l k o ś c i  o d n ie ś ć  do u k ła d u  m a te r ia ln e g o ,  t z n . , r e s p e k -  
t u j ę c  p o ło ż e n ie  w i e l k o ś c i  względem  a k tu a ln y c h  o s i  u k ła d u  x y z , je d n o c z e ś 
n ie  b a cz yć  na p o ło ż e n ie  n o rm a ln e j z e w n ę trz n e j n rozw ażanego  p rz e k ro ju  
w zględem  o s i  z .  B y ła  ju ż  o tym k i l k a k r o t n i e  mowa w p o p rz e d n ich  u s tę p a c h , 
m ięd zy  in n y m i np . w o d n ie s ie n iu  do w ie l k o ś c i  M^. A n a lo g ic z n ie  - gdy n o r 
m alna z e w n ę trz n a  p rz e k r o ju  J e s t  zgodna z d o d a t n i m  k ie ru n k ie m  
os i  z ,  to  s i ł a  T y  J e s t  d o d a t n i a ,  gdy j e j  zw ro t j e s t  zgodny z 
d odatn im  k ie ru n k ie m  o s i  y .  Gdy zaś  n o rm a ln a  n j e s t  zgodna z u j e m 
n y m  k ie ru n k ie m  o s i  z ,  to  s i ł a  T^ j e s t  d o d a t n i a ,  j e ś l i  j e j  
z w ro t j e s t  zgodny z u j e m n y m  k ie ru n k ie m  o s i  y .  Na r y s .  1 .11  za 
ło ż y l i ś m y  w ię c  M >■ 0 ,  T > 0 .x y

W iem y Ju ż ,  że moment M J e s t  momentem z g in a ję c y m . P o n ie w aż  tym razem 
z a le ż y  on l in io w o  od z m ie n n e j z , ro z w ażan y  p rz yp ad ek  nazywamy j e d n o 
s t a j n i e  z m i e n n y m  z g i n a n i e m .  S i ł ę  w e w n ę t r z -  
n ę T o o k re ś lo n ym  w yż e j p o ło ż e n iu  nazywamy s i ł ę  p o p r z e ć  z- 
n ę l ub ś c i n a j ę c ę .  P o n iew aż  T^ j e s t  n ie z a le ż n e  od zm ien ne j 
z ,  p rz e to  możemy ró w n ie  d o b rze  ro zw ażan y  w ypadek nazw ać p rz yp ad k iem  r ó w 
n o m i e r n e g o  ś c i n a n i a .  2 powodu z a le ż n o ś c i  T = dM /dzy x
ś c in a n ie  n ie  da s i ę  o d d z ie l i ć  od z g in a n ia .

Z n a c is k ie m  p o d k re ś la m y , że  s i ł a  p o p rze cz n a  p rz e c h o d z i p rz e z  środek prze
k r o ju .  S i ł ę  s t y c z n ę  do p r z e k r o ju ,  l e c z  m i ja j ę c ę  je g o  ś ro d e k  możemy nazwać 
m i m o p o p r z e c z n ę .  S i ł a  m im opoprzeczna j e s t  ró w n o w arta  s i l e  
p o p rz e cz n e j i  d o łęczonem u momentowi s k rę c a ję c e m u  l i c z e b n ie  równemu i l o 
czyn o w i s i ł y  i  odnośnego j e j  m im ośrodu.



A n a lo g ic z n a  uwaga d o ty c z y  w ie l k o ś c i  z e w n ę trz n y c h . Gdy na jednym  końcu 
p r ę ta  s i ł a  Qy  z a c z e p ia  w ś ro d k u  p r z e k r o ju ,  a na drug im  końcu p rzekró j z a 
mocowany j e s t  w p u n k c ie  n ie  p o k ryw a jącym  s i ę  ze ś ro d k iem  p rz e k ro ju ,w  g ru 
p ie  w ie l k o ś c i  podporow ych p o ja w i s i ę  obok s i ł y  r ó w n o le g łe j  do o s i  y  i  mo
mentu ró w n o le g łe g o  do o s i  x , ponad to  moment ró w n o le g ły  do o s i  z .

P rz e c h o d z ą c  z k o le i  do rozw ażań na g ru n c ie  m e ch a n ik i uk ładów  o d k s z ta ł-
c a ln y c h  b ęd z iem y d la  p r o s t o t y  p is a ć  Q = O, K = K i  a n a lo g ic z n ie  T =y  x y
= T , Mx = M.

W iem y z p unktu  p ią t e g o ,  że ro z w ią z a n ie  k la s y c z n e  dopuszcza  w g ru p ie
p rzypadków  podstaw ow ych  co n a jw y ż e j n a p rę ż e n ia  z , z , o . L a w iro w a liś m y, y x z
d o ty c h c z a s  t a k ,  b y  o b e jś ć  s i ę  a lb o  t y lk o  n ap rężen ie m  o , a lb o  t y lk o  dwój
ką e , r  . O b e cn ie  musimy z k o n ie c z n o ś c i  d o p u ś c ić  do k o n k u r e n c j i  p e łn ąy x
t r ó jk ę  c  , c v , c _ .  B ęd z iem y  u s i ł o w a l i  z r o b ić  to  t a k ,  by n ie k t ó r e ,  w cześ-y x 2
n ie j  u zyskan e  r e z u l t a t y  u trz ym ać  w mocy. W id oczne  j e s t ,  że - j e ś l i  to  w 
o g ó le  j e s t  m oż liw e  - d o ty c z y ć  to  może t y lk o  r o l i  n a p rę ż e n ia  o2 = o .

Z a łó żm y , że za o s ie  xy u k ła d u  p r z y ję l i ś m y  g łów ne środkow e osie  ukszta ł
to w a n ia  p r z e k r o ju .  P rz y jm u je m y , że w t y c h  w arunkach  moment = M spowo
d u je  p r o s t e  z g in a n ie .  E w e n tu a ln e  ry z y k o  teg o  p r z y j ę c i a  l e ż y  t y l 
ko w tym , żę  - o d m ien n ie  a n i ż e l i  w u s t ę p ie  siódmym - o b e c n ie  M j e s t  l i 
n iow o  zm ien ne . W ed ług  pow yższego z a ło ż e n ia  r o la  momentu z g in a ją c e g o  M po
le g a  na z a k rz y w ia n iu  o s i  p r ę t a  lu b  - co na je d n o  w ych o d z i - na o b ra c a n iu  
p rz e k ro jó w  p r ę ta  z zachow an iem  ic h  o r t o g o n a ln o ś c i  względem  o s i  p r ę t a .  P o 
n ie w aż  w odnośną c z ę ś ć  rozw ażań u s tęp u  siódm ego zm ienna z n ie  w ch o d z i
ł a  w g r ę ,  p rz e to  z a k r z y w ie n ie  to  z g o d n ie  z ( 7 . 7 )  w y n o s i:

Po n ie w aż  j e s t  ono o b e c n ie  zm ie n n e , zatem  ce lo w e  j e s t  nadać mu s to s o w n ie j 
szą  p o s ta ć .

P rz e m ie s z c z e n ia  o s i  p r ę t a  o d byw ają  s i ę  w rozważanym  p ro stym  z g ię c iu  w 
p ła s z c z y ź n ie  y z .  Umówmy s i ę ,  że p rz e m ie s z c z e n ia  punktów  t e j  o s i  w k ie r u n 
ku y  z a m ia s t  w y ra ź n ie  v  o zn acz ać  b ęd z iem y k ró tk o  v .  P o n iew aż  o b ro 
t y  <p są  ba rd zo  m a łe , w ię c  możemy p r z y ję ć  <p = ~  t g<C* W u s t ? P i e siódmym
u m ó w iliśm y  s i ę  m ie rz y ć  k ą t  <p w d odatn im  k ie ru n k u  o s i  x , k tó r ą  na r y s .
2 .1 1  n a le ż y  s o b ie  w y o b ra z ić  ja k o  s k ie ro w a n ą  p rzed  p ła s z c z y z n ę  p a p ie r u .  Po 
p ro s tu  p rz ez  <f> ro z u m ie liś m y  o b ró t  ^  p rz e k ro ju  p r ę t a .  Sk o ro  zaś za 
k rz y w io n a  oś j e s t  n a d a l p ro s to p a d ła  do p r z e k r o ju ,  to  z a c h o d z i równość ~  t  
+ ^  = 0 . Zatem  w z ro s to w i <p odpow iada u b y te k  rz ęd n ych  v ,  co  w y ra ż a  rów
ność tgcp=  - ^  o ra z  lew a  cz ę ść  ry su n k u  2 .1 1 .  U w z g lę d n ia ją c  pow yższe w
(2 .1 1 )  z n a jd z ie m y :
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Gdy n ie  z m ie n ia ją c  umowy co  do apoaobu zn ak o w an ia  M, zm ien im y - co 
j e a t  pożędane - umowę co  do k ie ru n k u  pom iaru  - j a k  np . na p ra w e j c z ę 
ś c i  r y s .  2 .1 1 ,  w te d y  musimy w p ro w ad z ić  u jem ny znak  na je d n e j  ze  e t r o n  r e 
l a c j i  ( 2 . 1 1 ) .  Po p ro s tu  o b e c n ie  f  o zn acza  n a c h y le n ie  o s i  p r ę t a .W te d y  j e d 
nak w z ro s to w i <f> p r z y n a le ż y  je d n o c z e s n y  w z ro s t  p rz e m ie s z c z e n ia  v ,  zatem  
tg<p = + U w z g lę d n ia ją c  pow yższe duże zm ian y  o trzym am y znowu (3 .1 1 )  bez

I s t o t n y  w powyższym ro z w a ż a n iu  j e s t  f a k t ,  że d la  u s t a l a n i a  ró w n an ia  
(3 1 1 1 ) n a le ż y  u c z y n ić  dwie umowy - je d n ę ,  d o ty c z ę c ę  znaku  <f i  d ru g ę , do- 
t y c z ę c ę  znaku M. O c z y w is te  j e s t ,  że  p rz y  z m ia n ie  k ie ru n k u  o s i  v  rów na
n ie  to  z m ie n i ró w n ie ż  z n a k . R e la c ję  (3 .1 1 )  nazywamy r ó w n a m i e m

P r z y  zmiennym M c e lo w e  j e s t  zaw sze  s to so w a ć  (3 .1 1 )  w m ie js c e  ( 2 . 1 1 ) .
R o z p o cz ę te  tu  ro z w a ż a n ie  na tem at r o l i  momentu M d o p ro w ad z i nas w 

d a lsz ym  c ię g u  do w zo ru  ( 8 . 7 ) ,  t j .  fo rm u ły :

i  j e j  s z c z e g ó ln e j  p o s t a c i  ( 1 1 .7 )  d la  w łó k ie n  s k r a jn y c h ,  w ię c :

P o n ie w aż  w r e s z c ie  e n e r g ia  s p r ę ż y s t o ś c i  n ie  z a w ie r a  d o d a jn ik ó w  p o ch o d ze n ia  
m ieszanego  x>,z , p rz e to  możemy od ra z u  te ż  w y p is a ć  u d z ia ł  momentu w e n e r 
g i i  w p o s t a c i  ( 9 . 7 ) ,  c z y l i :

z m ia n y .

r ó ż n i c z k o w y m  z a k r z y w i o n e j  o s i  p r ę t a .

(4 .1 1 )

(6.11)

W te n  sp osób  w y c z e rp a n y  z o s t a ł  w p ływ  momentu M i  p o z o s ta je  z k o l e i  
r o z p a t r z y ć  r o lę  s i ł y  T ,  k t ó r e  to  z a g a d n ie n ie  s ta n o w i i s t o t ę  rozważań obecj* 
nego u s tę p u .
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Mamy s p e łn ić  w arunek  ró w n o w ag i:

a Z- a o ,
3 ^  + T T  + S T  - 0 ( 7 -n )

i  w arunek  b rz eg o w y :

c y  nx + r x ny  = ° *  (8 .1 1 )

Po n iew aż  z a g a d n ie n ie  to  J e s t  J s s z c z e  b a r d z ie j  z a w i ł e , a n i ż e l i  p r z e d s ta 
w io n o  w t e o r i i  s k r ę c e n ia ,  p rz e to  o g ra n ic z y m y  s i ę  do p o d an ia  d o s t a t e c z n ie  
pewnego ro z w ię z a n ia  p r z y b l iż o n e g o .

Weźmiemy pod uwagę p r z e k r o je  Je d n o s p ó Jn e .  C e low e J e s t  w m ie js c e  w s p ó ł
rz ęd n ych  x ^ (y )  i  X p (y )  w p ro w ad z ić  w s p ó łrz ę d n ą  x ( y )  ś ro d k a  sz e ro k o śc i 
i  owę s z e ro k o ś ć  2xo ( y ) ,  w ię c :

2 x *  = * !  = xp , 2 x q  = x x - xp . (9 .1 1 )

Z ak ład am y  d a l e j ,  że  p r z e k r o je  t e  p o s ia d a ją  n a s tę p u ją c e  w ła ś c iw o ś c i .D o 
w o ln a  p r o s ta  ró w n o le g ła  do o s i  x p r z e c in a  b rzeg  p rz e k r o ju  w .n ie  w ię c e j  
a n i ż e l i  dwu p u n k ta ch  - lewym  i  prawym Cp . S t y c z n a  w każdym p u n k c ie  
b rzeg u  J e s t  o k r e ś lo n a ,  co  z n a c z y , że dopuszczam y załom  b rzeg u  co n a jw y 

l

R y s .  3 .11
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ż e j  w p u n k ta ch  s k r a jn y c h  D1# D2 w z g lę d n ie  d la  w s p ó łrz ę d n y c h  s k r a jn y c h  
y  = - d j  t u d z ie ż  y  = + d2 . N ie c h  w r e s z c ie  w ie lk o ś ć  = U, a t o :

y d2
- U* = - / 2xoy d y  = U ( y )  = J 2 xQyd y  = U2 , (1 0 .1 1 )

-d x y

o zn acz a  b e z w z g l ę d n ą  w a r t o ś ć  ś r e d : n i k a  (momen
tu  s t a t y c z n e g o )  j e d n e j  z c z ę ś c i  p o l a  p r z e k r o -  
j  u , p o d z ie lo n e g o  p ro s tę  y  = c o n s ta n s  w zględem  l i n i i  o b o ję tn e j  x - obo
j ę t n i e  k t ó r e j  - s k o ro  U j + U2 = 0 .

N ie c h  d a le j  H o zn acza  w ie lk o ś ć :

+d„

-d .

x *d y  - y d x i).) , (11.1 1 )

to  z a k ła d a m y , że  i n t e r e s u ją c e  nas p r z e k r o je  p o s ia d a ją  w ła s n o ś ć :

H = 0 .  (1 2 .1 1 )

Mogą w ię c  tu  z p e w n o śc ią  n a le ż e ć  p r z e k r o je  s y m e try c z n e  względem  o s i  y ,
zatem  l i n i i  d z i a ł a n ia  s i ł y  p o p rz e c z n e j T ,  a lb o w iem  d la  n ic h  j e s t  X *  = 0 .
Mogą tu  n a le ż e ć  p r z e k r o je ,  d la  k tó r y c h  k rzyw a  ś ro d k u ją c a  x # ( y ) j e s t  p ro-

x *  d x *s t ą  ś ro d k o w ą , po n iew aż  d la  n i e j  j e s t  —  = '¡Jy- * M°9 9  t0  być  te ż  p r z e k r o je  
b iegunow o  s y m e t ry c z n e ,  gdyż  d la  n ic h  p rz y  z m ia n ie  znaku  z m ie n n e j y  w i e l 
ko ść  U n ie  z m ie n ia  z n a k u , a z m ie n ia  go dwumian p o d c a łk o w y .

O d n o śn ie  n ap rę żeń  c  , v  c z yn im y  n a s tę p u ją c e  z a ło ż e n ia .  P rz y jm u je m y ,y *
że sk ła d o w a  c x j e s t  z a le ż n a  Je d y n ie  od z m ie n n e j y ,  t j . ,  że  j e s t  ona 
w z d łu ż  s z e r o k o ś c i  2 x q s t a ł a  - co wym aga, b y  p r z e k r ó j  n ie  b y ł  z b y t  s z e 
r o k i .  P rz y jm u je m y  p o n a d to , że z n an y  nam j e s t  k ie ru n e k  c a łk o w ite g o  n a p rę 

ż e n ia  c = x + z y  w każdym p u n k c ie  C p r z e k r o ju ,  p o n iew aż  d la  p rz y 
n a le ż n e j  t r a j e k t o r i i  z ak ła d a m y  ró w n a n ie :

x = c x „  + x . .  (1 3 .1 1 )o *

Z a ło ż e n ie  to  z a s łu g u je  na uw agę. O e ś l i  p rz em ie n n y  p a ra m e tr  c z m ie n ia ć
b ęd z iem y m ięd zy  w a r to ś c ia m i - 1,+ 1 , p o k ry je m y  p r z e k r ó j  w s z e lk im i l i n i a m i  
n a p rę ż e ń . W s z c z e g ó ln o ś c i  d la  c = - 1 j e s t  z powodu (9 .1 1 )  x = x p i  po
d o b n ie  d la  c = +  1 o trzym am y x = x^ . S k r a jn e  t r a j e k t o r i e  p o k ry w a ją  s i ę  z 
kon tu rem  b rz e g u , co d o w o d z i, że z a ło ż e n ie  (1 3 .1 1 )  s p e łn ia  w arunek  (8 .1 1 ) .
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Można w yk a z a ć , że u c z y n io n e  p rz ez  nae z a ło ż e n ie  j e s t  zgodne z p r z y ję c ie m ,
i ż  n a p rę ż e n ia  c a łk o w it e  r  , p rz y n a le ż n e  do punktów  p r o s t e j  y  = co n s ta n s
m aję w sp ó ln y  ś ro d e k  z b ie ż n o ś c i ,  w ię c  np. B na r y s .  3 .1 1 .

P r z y ję w s z y  d o w o ln y  punkt ( x , y )  p rz e k ro ju  u s ta la m y  tym samym p a ra m e tr
dx
37

c w ed ług  (1 3 .1 1 ) ,  a tym samym k ie ru n e k  p rz y n a le ż n y  temu p u n k to w i.

dx r  dxo d x * x- x * dxo d x * , U 1 1 ,37 3y~ 3y *5" • W  * ( w . u )

Gdyby w ię c  p rz y n a le ż n e  temu p u n k to w i n a p rę ż e n ie  t  b y ło  z n an e , to  znane 
b y ło b y  tym samym ró w n ie ż  n a p rę ż e n ie

W arunek  rów now ag i (7 .1 1 )  p rz y jm ie  po omówionych z a ło ż e n ia c h  p o s ta ć :

. dx d c  _
C + T . o .x x0 d y  a y  I  y

Naw iasem  m ów ięc, c z ę s to  p r z y b l iż e n ia  s to so w an e  w m ech an ice  uk ładów  rz e c z y 
w is t y c h  p o le g a ję  na tym , że ró w n a n ie  c zę s tk o w e  u s i łu je m y  z m ie n ić  na s t o 
sowne z w y cz a jn e  - co w ła ś n ie  e i ę  s t a ł o .  Pom nożywszy pow yższe rów nan ie  s t ro 
nam i p rz e z  x q możemy mu nadać p o s ta ć :

(x  i ) + ^ x y = 0 ,  ay  o x '  I  y

skęd  po s c a łk o w a n iu  j e s t :

xo«x = - t  / x0y  d* + c *

W ró w n an iu  tym C j e s t  a t a ł ę  c a łk o w a n ia ,  a J xQyd y  j e s t  fu n k c ję  y .G d y
w m ie js c u  y  = - d . j e s t  n = 0 , n = - 1 , m usi tam z g o d n ie  z ( 8 . 1 1 ) być x a  y
T x = 0 . Gdy zaś  w m ie js c u  tym p rz e k ró j  p o s ia d a  za ło m , t z n .  n ie o k r e ś lo n e
n , n , m usi tam z n ik a ć  Je d n o c z e ś n ie  z i  z . x y  x y

U w z g lę d n ia ję c  pow yższe w o s ta tn im  ró w n an iu  z n a jd z ie m y :

C = 1  ^ x oy d y ) y  = - d , .
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Gdy u cz yn im y  fo rm a ln ą  ró ż n ic ę  m ięd zy  w sp ó łrz ę d n ą  y ,  o k r e ś la j ą c ą  o b rane  
w p rz e k r o ju  m ie js c e  ( x , y )  a zm ienną po dca łko w ą  y ,  to  w s t a w ia ją c  w yż e j zna
l e z io n e  o b e c n ie  C n ap isz e m y :

y

x cx - - T  ([fx0Ydy ) y  - [f*ô - dj ■ - T  f
- dl

g d z ie  xQ = xQ( y ) .  R o z w ią z a n ie  pow yższe z a w is ło  w Je d n e j  je s z c z e  n ie p e w 
n o ś c i .  O to  d la  y  = d2 w inno  z w yż e j p rz y to c z o n y c h  powodów być  ró w n ie ż  

= 0 . Gdybyśm y z teg o  p o s tu la tu  w y z n a c z y l i  s t a ł ą  C , o k a z a ło b y  s i ę ,  że 
w inn o  b y ć :

i f x0ydy-

S z c z ę ś liw y m  z b ie g ie m  o k o l i c z n o ś c i  o b ie  p o s t a c ie  r o z w ią z a n ia  są  zgodne , o 
czym ś w ia d c z y  sen s  obu c a łe k .  U w z g lę d n iw sz y  (1 0 .1 1 )  możemy o s t a t e c z n ie  n a 
p is a ć

cx ■ I T T ' t 16’ 1 1 )o

a w r a c a ją c  do (1 5 .1 1 )  i  (1 4 .1 1 )

t i i  x “  x * d x „  d x*z = - I i i ,  (-------i  . -r-a + -r - i) .  (1 7 .1 1 )y  2xQI  x0 dy d y  '

O b ja ś n ie n ie  d la  pow yższych  fo rm u ł p rz e d s ta w ia  s i ę  n a s tę p u ją c o .  P r ę t  ma
p rz e k ró j  s t a ł y ;  je g o  k s z t a ł t n i k  względem  o s i  g łó w n e j x w y n o s i I .  ś c in a 
n ie  j e s t  ró w n o m ie rn e ; s i ł a  p o p rze cz n a  T j e s t  s t a ł ą  i  d z ia ła  w z d łu ż  o s i
y .  P r z e k r ó j  o k r e ś lo n y  j e s t  s z e r o k o ś c ią  2x0 - z a le ż n ą  od y  i  l i n i ą  ś ro d 
kową, k t ó r e j  p o ło ż e n ie  j e s t  fu n k c ją  ró w n ie ż  z m ien n e j y .  C hcąc  z na 
le ź ć  sk ła d o w e  c x> z  w p u n k c ie  C p r z e k r o ju ,  k r e ś l im y  p rz e z  te n  punkt 
p ro s tą  ró w n o le g łą  do o s i  x , p rz e z  co p r z e k r ó j  z o s t a ł  p o d z ie lo n y  na dw ie
c z ę ś c i .  O b lic z a m y  z k o l e i  ś r e d n ik  U je d n e j  z ty c h  c z ę ś c i  względem  l i n i i
o b o ję tn e j  x . ś ro d e k  g eo m e try cz n y  p r z e k r o ju  l e ż y  na t e j  l i n i i ,  wobec c z e 
go suma a lg e b r a ic z n y c h  w a r t o ś c i  ś re d n ik ó w  j e s t  zerem , co w y ja ś n ia  dow o l
n ość  w o b io rz e  t e j  lu b  ow ej c z ę ś c i .  N a p rę ż e n ie  c x j e s t  w ed ług  (1 5 .1 1 )  
z a le ż n e  t y lk o  od z m ie n n e j y ,  co i l u s t r u j ą  d ia g ra m y  r y s .  3 .1 1 x .D la  p rz e -

x ^ P o ło ż e n ie  i  w a r to ś ć  maksimum te g o  n a p rę ż e n ia  z a le ż y  od i lo r a z u  .n
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k ro jó w  s y m e try c z n y c h  w zględem  o s i  x extremum ma m ie js c e  y  = 0 , d la  i n 
nych  zaś w p o b l iż u  t e j  o s i .  N a p rę ż e n ie  z z a le ż y  od z m ie n n e j y  i  do
datkow o l in io w o  od z m ie n n e j x . W m ie js c a c h  typ u  B n a p rę ż e n ie  to  z n ik a .

P o z o s t a je  Je s z c z e  w y k a z a ć , że  z b ió r  e le m e n ta rn y c h  s i ł  z dA c z y n i
z ad o ść  warunkom r e d u k c j i  y

/ x  dA = T , J ~ z y  dA = 0 , f (x z x - y t y ) dA = P ,  (1 8 .1 1 )

to  z n a c z y  sp ro w ad za  s i ę  do s i ł y  T , l e ż ą c e j  na o s i  y .  Po n iew aż  vx z a le ż y  
Je d y n ie  od y ,  p rz e to  w e r y f ik u ją c  p ie rw s z e  z równań w y s ta r c z a  n a p is a ć  dA=
= 2xQd y . Mamy tu  w ię c :

r  +> +?2 r 
J txdA = T  J  udy “ T  (u y - / y d u ) .

- d i  - di

L e c z  U c z y  to  d la  y  = - d j , c z y  d la  y  = + d2 z n ik a ,  w ed łu g  zaś p ra 
w id e ł  r ó ż n ic z k o w a n ia  pod znak iem  c a ł k i  wobec (1 0 .1 1 )  J e s t  du = - 2xQy d y , 
wobec czego

d2

A - = \ f  2x0y2dy = t '

- d i

a lb o w iem  pow yższa c a łk a  o zn acza  k s z t a ł t n z k  I .  Zatem  podane d la  c x ro z 
w ią z a n ie  (1 6 .1 1 )  s p e łn ia  p ie rw s z y  w arunek  r e d u k c j i  ( 1 8 . l l ) .

P rz e c h o d z ą c  do w e r y f i k a c j i  d ru g ie g o , zbad a jm y w p ie rw  w a r to ś ć  t e j  c z ę 
ś c i ,  k tó r a  z a le ż y  te ż  od z m ie n n e j x . U czyn im y  t o ,  k ła d ą c  dA = dx d y . 
Mamy t u :

+ d2 X 1 +d9 2 2
r  ii d x „  r r  n „  d x  (r n d x  x f - x

s ?  w  ■ - r - “  -V-
" d l  Xp - dl  °

2 2
L e cz  w ed łu g  (9 .1 1 )  j e s t  x i  "  xp = 4x0x* *  Wobec teg o  mamy

hd2
/ ii dx r  dx

¡ 7 x d r dA =/  u ^ * r dy-

- di



- 235 -

W p o z o s t a łe j  c z ę ś c i  a k tu a ln e g o  w y ra ż e n ia  w y s t a r c z y  p o ło ż y ć  dA = 2xQd y . 
O trzym am y w ię c :

S t o s u j ą c  znów m etodę c a łk o w a n ia  p rz e z  c z ę ś c i  z n a jd z ie m y  !

L e c z  U z n ik a  zarów no  d la  y  = - d1 j a k  y  = + d^ , z a ś  du = - 2xQy d y ,w o 
bec czego  j e s t :

a lb o w iem  c a łk a  pow yższa o zn acza  b o c z n ik  p r z e k r o ju ,  te n  z aś  rów ny j e s t  z e 
r u ,  bo o s ia m i o d n ie s ie n ia  sę g łów ne  o s i e .  R o z w ią z a n ie  (1 7 .1 1 )  sp e łn ia  więc 
d r u g i  z k o l e i  w aru n ek  r e d u k c j i  (1 8 .1 1 ) .

P o z o s t a je  do z w e ry f ik o w a n ia  o s t a t n ie  z równań (1 8 .1 1 ) .  P is z e m y :

r o z b i j a j ą c  w y r a ż e n ie  na dwa d o d a jn ik i ,  z k tó r y c h  za jm iem y s i ę  n a jp ie r w  tym 
p ie rw szym  z a leżn ym  od x . Mamy t u :

f zy d A  = I J  U d x *  = T  J  ( U x *  ~f x *  d U )  '

-d 1
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W ra c a ją c  zatem  z n a jd z ie m y :

+ d 2

- Y c y > dA = Y  /  J -  (x ox + - X » y  ^ 2  + Xt y  ^ 2  - x y  d y  =
O

•d l

fd2

f  J UCx^dy - y d x * )  = P  = 0 ,

" dl

p on iew aż  z a ło ż y l iś m y  w (1 2 .1 1 ) ,  że z a jm iem y s i ę  p rz e k ro ja m i,  d la  k tó r y c h  
w y ra ż e n ie  (1 1 .1 1 )  z n ik a .  Gdyby ta k  n ie  b y ło ,  s i ł a  T b y ła b y  m im opoprzecz- 
n ę .

W tym m ie js c u  wypada z w ró c ić  uwagę na p ew ien  d ro b n y  s z c z e g ó ł .  R e z u lt a t
T H

w e r y f i k a c j i  t r z e c ie g o  w arunku  re d u k c y jn e g o  p r z y b r a ł  końcową p o s ta ć  t  --ft x .
x

Gdyby s i ł a  T b y ła  ró w n o le g ła  do o s i ,  to  - z  uw ag i na t o ,  że e le m e n ta r 

nemu momentowi n a d a lib y ś m y  n a d a l p o s ta ć  (x c  - y c  )dA - r e z u l t a t  o b l ic z e -
T H x Y

n ia  p r z y j ą łb y  p o s ta ć  - ■ *  ¥ . a lb ow iem  w z m ie n io n ych  w arunkach  w a n a lo -
y

g ic z ń y r  do (1 6 .1 1 )  i  ( 1 7 . i i i  r o z w ią z a n iu  m atem atyczną r o lę  n a p rę ż e n ia  zx
p r z y ję ło b y  n a p rę ż e n ie  c  , a r o lę  n a p rę ż e n ia  r  o b ję ło b y  n a p rę ż e n ie  r^ .
G dyby w ię c  je d n o c z e ś n ie  d z i a ł a ł y  o b ie  s i ł y  T i  T , to  r e z u l t a t  o b l i -

T H T H y  x
c z a n ia  o t r z y m a łb y  p o s ta ć  — - y  Y . S k o rz y s ta m y  z t e j  uw ag i w stosownym

x y
m ie js c u .

W ra c a ją c  do tem atu  w id z im y , że p rz y  z a s t r z e ż e n iu  H = 0 ro z w ią z a n ie
(1 6 .1 1 ) ,  (1 7 .1 1 )  c z y n i  z ad o ść  w sz y s tk im  wymogom r e d u k c j i . P o z o s t a je  jeszcze 
z i lu s t r o w a ć  j e  p rz y k ła d a m i.

P r z y k ła d  1 .1 1 . Podać n a p rę ż e n ia  s t y c z n e  d la  p rz e k ro ju  p ro s to k ą tn e g o .

O dpow iedź 1 .1 1 . 1 = J 2  bh3, 2xo = b - x + = °<  u = b (Y  ~ ^ ) \  y )  =
2 2 2.

= (1 - - J - )  < t: = o , X = -  ~  (1  - ^ - x ) , g d z ie  A = b h .W yk res  z  je s t
°  b Y b x

p a ra b o lą  d ru g ie g o  s t o p n ia .  D la  y  = +_ -g j e s t  z = 0 , d la  y  = 0 z n a j 

dz iem y max a to  z = |  i ,  g d z ie  n a jw id o c z n ie j  J  j e s t  ś r e d n ią  w a r to 

ś c i ą  n a p rę ż e n ia .

P r z y k ła d  2 .1 1 . Podać n a p rę ż e n ia  z  , z d la  p rz e k ro ju  t r ó jk ą t n e g o .x y
O dpow iedź 2 .1 1 . D e ś l i  podstaw ę j e s t  b , w y s o k o ś c ię  h - ja k  na r y s . 4 .1 1 , 

bh^ ^
to  1 ”  36~ ' 2xo = + x*  = Ty m razem w y g o d n ie j j e s t  w z ią ć  pod
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2
uwagę g ó rn ą  c z ę ś ć  p rz e d z ie lo n e g o  p r o f i l u .  Z n a jd z ie m y  U = xQ(^  h + y )  .

• h "  2 y ^ ' a s tg d  cx = f  J  i 1 ł  ( *  “  - co  d a J®  znów zm ienność

p a r a b o l ic z n ą  z zerow ym i w a r to ś c ia m i t  w w ie r z c h o łk u  y  = - | ^  1 w zd łu ż

p o d s taw y  y  = ^ .  Maximum z n a jd z ie m y  d la  y  = - t j .  w p o ło w ie  w y s o k o ś c i

p r z e k r o ju .  W yn o s i ono z = |  g d z ie  A = | £ .  D ruga sk ła d o w a  — ■ =

.  2 I  *  (1  - 2 X )  z n ik a  ró w n ie ż  w w ie r z c h o łk u  i  u p o d s taw y  a w z d łu ż  ram ion  
A h h

x = + X t r ó j k ą t a  ma w a r to ś ć  z  = + z Wobec te g o  extrem um teg o  na-— o y  — x zn
p rę ż e n ia  z n a jd z ie m y  ró w n ie ż  d la  y  = - j j .  C a łk o w it e  e x t re m a ln e  n a p rę ż e n ie

wynos . 3 T \ i ]  b2^
1 2 a  • V 1 + 7 ^ *

= I  * 33 o

P r z y k ła d  3 .1 1 . W yznaczyć  n a p rę ż e n ia  p rz y  ś c in a n iu  p r z e k r o ju  k o ło w e g o .
(2 * 0 )

O dpow iedź 3 .1 1 .  W m ech an ice  t e o r e t y c z n e j  z n a jd u je  s i ę  U = =
4-  O o o 4 T

mamy z ~ ^ A ' “  z ' '  00
d x „

I  = . Z atem , wobec4
2 2 2 x4 = r  - y  ,

d a je  znów w yk re s  p a r a b o l ic z n y .  D ruga sk ła d o w a  z = z x —  .
y o *

4 T X.v 
3 J

w z d łu ż  b rzeg

c a łk o w it e

3
u x = i  x0 o s ią g a  w a r to ś ć  z^ = + J  J  ^  • V 1 ”  ^2-’ NaP r ? ż e n ie  

w z d łu ż  b rzeg u  w y n o s i ^  J  - co d a je  w y k re s  e l i p t y c z n y .

N a jw ię k s z e  n a p rę ż e n ie  z n a jd u je m y  d la  y  = O ; w y n o s i ono z  = g d z ie
2A = r  J t .

Dak z a z n a c z y l iś m y  ( p rz e d s ta w io n e  tu  p o s tę p o w a n ie  d o pu szcza  z a ło m y  j e d y 
n ie  na w y s o k o ś c i o g ra n ic z e ń  y  = - d^ , y  = + d ,,, to  j e s t  tam , g d z ie  f o r 
m u ły  (1 6 .1 1 )  i  (1 7 .1 1 )  g w a ra n tu ją  nam z powodu U - O ze ro w e  w a r t o ś c i  dla



z z i  T y . Gdy k o n tu r  p rz e k r o ju  p o s ia d a  za ło m y - z w ła s z c z a  w yp u k łe  - i  w in 
nych  m ie js c a c h ,  u ż y c ie  pow yższych  fo rm u ł J e s t  n ie d o p u s z c z a ln e , a lb ow iem  wy
k a z a ły b y  one w m ie js c a c h  t y c h  ró ż n e  od z e ra  n a p rę ż e n ia ,  co J e s t  n ie m o ż l i 
we, N ie  p o s iad am y d o s t a t e c z n ie  s z y b k ie j  i  p r o s t e j  m etody p r z y b l iż o n e j  d la  
z n a le z ie n ia  n ap rę że ń  c  , z w t a k ic h  w yp ad kach . Pewne m o ż liw o ś c i p o s tę 
pow an ia  w y jd ę  na jaw  z u o g ó ln ie n ia  r e z u lt a tó w  n a s tę p u ją c e g o  p rz y k ła d u .

P r z y k ła d  4 .1 1 . W yznaczyć  n a p rę ż e n ia  z , z  p rz y  ś c in a n iu  przekro ju  kwa-x y
d ra to w e g o  s i ł ą  T ,  d z i a ł a j ą c ą  w z d łu ż  je g o  p r z e k ą tn i .

Odpow iedź 4 .1 1 . Wprowadźmy - Ja k  na r y s .  5 .1 1  - u k ła d  p o m o cn icz y  X , y  
o b ró co n y  w zględem  w ła ś c iw e g o  x , y  o n / 4 . M ięd zy  w sp ó łrz ę d n ym i zachodzą

R y s .  5 .11

z w ią z k i  x ' = y ' = c z y l i  - co nam za c h w i lę  b ę d z ie  p o trz e b n e  y 2 +
>2 2 ¿i2  ̂ 2 2^"2 * »+ x = y  + x ,  y  - x = ”  2 x y . S i ł ę  T ro z łó ż m y  w k ie ru n k u  o s i  x , y .

Każda ze sk ła d o w y c h  w y n o s i T/V2’. D la  k a ż d e j z n ic h  ro z w ią z a n ie  podaje przy
k ła d  1 .1 1 .  D la  s k ła d o w e j r ó w n o le g łe j  do o s i  y '  j e s t  z' = 0 ,  r 1 = §  —-1- ,2 y  x z Ayg

(1  - - ^ o ) ,  d la  s k ła d o w e j z aś  ró w n o le g łe j  do o s i  x' J e s t  z '  = 0 ,  z' ś| — 
a x y  2 aV2
i2

(1  - ) .  S k a d a ją c  t e  dwa ro z w ią z a n ia  w k ie ru n k a c h  y  i  x z n a jd ż ie m y :
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L i n i e  rów nych  n ap rę żeń  ^ c x sę  w sp ó łś ro d k o w ym i k o ła m i,  l i n i e  z aś  rów
nych  n ap ręże ń  rów nobocznym i h ip e r b o la m i o w sp ó ln ych  a s y m p te ta c h .N a j 
w ię k s z e  r  z n a jd z ie m y  w ś ro d k u  boków k w a d ra tu , w y n o s i ono ^  J .  N a jw ię k -  y  4 a

sz e  r x z n a jd z ie m y  w ś ro d k u  k w a d ra tu , w y n o s i ono i  = ^  J  i  s ta n o w i J e d 

n o c z e ś n ie  maksimum c a łk o w ite g o  n a p rę ż e n ia  + r 2 . Ł a tw o  w y k a z a ć ,ż e  przezt x y
n ie z n a cz n ą  m o d y f ik a c ję  n ie k tó r y c h  w s p ó łcz y n n ik ó w  u z y sk a ć  możemy z poda
nych  r  , r  ro z w ią z a n ie  d la  p r z e k r o ju  rombowego. T r a j e k t o r i e  nap rężeń  x y
d la  z a g a d n ie n ia  k w a d ra tu  z n a jd z ie m y , w s t a w ia ją c  r , r  w ró w n a n ie  1 5 .1 1 .x y
O trzym ane w t e n  sp osób  ró w n a n ie

4 x y  d y  + ( a 2 - 2 (x 2 + y 2 ) )  dx = 0 

2
s c a łk u je m y  z ł a t w o ś c ią ,  k ła d ą c  y  = Y .  B ę d z ie  bowiem

x d r  - w «  + (s L  .  d  dx - o ,
x 2x

Y  2 2c z y l i  po s c a łk o w a n iu  — - + x )  + C = O lu b  o s t a t e c z n ie  y  - x +

+ C x - ^— = O, g d z ie  C J e s t  s t a ł ą  c a łk o w a n ia .  N a d a ją c  J e j  ró ż n e  w a r to 
ś c i ,  o trzym yw ać  b ęd z iem y c o r a z  to  in n e  h ip e r b o l i c z n e  t r a j e k t o r i e .  D la  x =
= o o trz ym u jem y  bez w zg lę d u  na w a r to ś ć  te g o  p a ra m e tru  y  = + — , co  zna-

2
c z y  i ż  w s z y s t k ie  t r a j e k t o r i e  p r z e c in a ją  s i ę  w dwóch w ie r z c h o łk a c h  kw ad ra 
t u .  D la  C = a Y ?  ró w n a n ie  t r a j e k t o r i i  p r z y b ie r a  p o s ta ć  y  = +_ (x  - a / V 2 ), 
o k r e ś la j ą c ą  lew ą  p a rę  boków k w a d ra tu . P o d o b n ie  d la  C = - aV2 z n a jd z ie m y  
ja k o  t r a j e k t o r i ę  p raw ą dw ó jkę boków y  = +_ (x  + a / V 2 ) .  N a jw id o c z n ie j  c e 
lem u z y s k a n ia  w s z y s t k ic h  m o ż liw ych  t r a j e k t o r i i  z m ie n ia ć  musimy C w p rz e 
d z ia ła c h  < — ■»=, - a V 2 ) tu d z ie ż  ( a i ? ,  «•*> >■.

P r z y  t r a k to w a n iu  p rz e k ro jó w  z za łom am i ko n tu ro w ym i n a le ż y  s k o r z y s t a ć  
z pewnych r e z u lt a t ó w  u zysk a n ych  pow yże j o d n o śn ie  t r a j e k t o r i i .  W yp isa w sz y  
ró w n a n ie  b rz eg u  n a le ż y  zm o d yfiko w ać  dowolnym  c z y n n ik ie m  C w s z y s t k ie  te  
a lb o  n ie k t ó r e  w y ra z y  ró w n a n ia , k tó r e  z n ik a ją  d la  x = 0 . R ó w n an ie  ta k  u z y s 
kane n a le ż y  uw ażać za  ró w n a n ie  t r a j e k t o r i i .  Z a s to so w a n y  z a b ie g  p ro w a d z i 
do te g o ,  że w s z y s t k ie  t r a j e k t o r i e  będą m ieć dwa w sp ó ln e  p u n k ty  na l i n i i  
d z i a ł a n ia  s i ł y  T .  W te n  sp osób  u cz yn im y  zad o ść  w a ru n ko w i ( 8 . 1 1 ) , a z w ią z 
kiem  (1 5 .1 1 )  z m n ie jsz ym y  l i c z b ę  n iew iad o m ych  do je d n e j  z  . W d a lsz ym  c i ą 
gu z a s to s o w a ć  n a le ż y  ( 7 . 1 1 ) ,  p a m ię ta ją c  Je d n a k  o tym , że  d la  p r o f i l i  oma
w ia n e j  k a t e g o r i i  j e s t  z fu n k c ją  obu zm iennych  x , y .  M o d y f ik a c ję  czyn 
n ik ie m  C n a le ż y  s t a r a ć  s i ę  ta k  d o k o n ać , b y  ró w n a n ie  (7 .1 1 )  m ia ło  m o ż li 
w ie  p r o s t ą ,  ła tw o  c a łk o w a ln ą  p o s t a ć .  D esz cz e  p r o ś c ie j  p o s tą p im y .w y o b ra ż a 
j ą c  s o b ie ,  że  z a ło m y - z w ła s z c z a  w y p u k łe  - z o s t a ł y  w s to so w n y  sposób  wy
o k rą g lo n e .  W te d y  bowiem możemy znów s to s o w a ć  d o ty ch cz as o w e  fo rm u ły  (1 6 .1 1 ) 
i  ( 1 7 .1 1 ) .
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R o zw ażan ia  d o tych cz aso w e  prow adzę do w n io s k u ^  że s t a n  n a p ię c ia  w w ypad
ku l in io w o  zm iennego z g in a n ia  j e s t  d w u osiow y, ś c in a n ie  p ro w ad z i do s k r ę 
tów  c x< Cy. N a jw ię k s z e  n a p rę ż e n ia  s t y c z n e  z^ . z można p rz e d s ta w ić  wzo
ram i :

g d z ie  j  j e s t  n ap rężen iem  ś re d n im . W s p ó łc z y n n ik i  < x > l tu d z ie ż  (ł w y n i
k a ją  z a n a l iz y  fo rm u ł (1 6 .1 1 )  i  ( 1 7 .1 1 ) .  N a p rę ż e n ie  r  z a c h o d z i w o k o l i 
c y  l i n i i  o b o ję tn e j  w z g lę d n ie  w o k o l i c y  po łow y w y s o k o ś c i p r z e k r o ju .

P rz e b ie g  m atem atyczn y  obecnych  równań b y ł  odm ienny od zas to so w an eg o  w 
p o p rz e d n ich  u s tę p a c h . D o ty ch cz a s  bowiem z a k ła d a l iś m y  pewne f a k t y  geome
t r y c z n e ,  g w a ra n tu ją c e  nam n ie r o z d z ie ln o ś ć  u k ła d u , a ja k o  ko n sek w e n c ję  od
nośnego z a ło ż e n ia  z n a jd y w a liś m y  p rz y n a le ż n e  f a k t y  m e ch a n icz n e .O b e cn ie  po
s t ą p i l i ś m y  o d w ro tn ie .  U z u p e łn ia ją c  fo rm u łę  (4 .1 1 )  z n a le ź l iś m y  dodatkow e 
sk ła d o w e  (1 6 .1 1 )  i  (1 7 .1 1 ) ,  R o z w iąz aw szy  w te n  sposób  sp raw ę s ta n u  n a p ię 
c i a  musimy o b e c n ie  z b a d a ć , j a k i e  s tą d  w y n ik a ją  ko n sek w e n c je  g eo m e try cz n e .

R y s . 6 .1 1  p rz e d s ta w ia  r e z u l t a t  g e o m e try cz n y  o b e c n o ś c i t y l k o  s i 
ł y  T .  W le w e j  je g o  c z ę ś c i  p rz e d s ta w io n o  p rz e k ró j  p r ę t a  p ła s z c z y z n ą  y z .
W dwóch s z c z e g ó ła c h  n a s tę p n y ch  p rzypom n iano  z g o d n ie  z t r e ś c i ą  p ie rw sz eg o  
u s tę p u , j a k  na o d k s z t a łc e n ia  p o p rzeczne

Tx - 5* ' ?y = 5* (20‘ 11)

s k ła d a ją  s i ę  3umy a v / 3 z  i  3 w / 5 y  tu d z ie ż  3 u / S z  i  3w /3x . Z g o d n ie  z 
prawem H ooke ’ a n a p rę ż e n ia  t x > z w y w o łu ją  o d k s z t a łc e n ia

3w 3u 3w \
Tx = dz * a y  1 T y  = a z + a x * (2 1 .1 1 )

W ie lk o ś c i  y  , y  z g o d n ie  z (2 0 .1 1 )  z a le ż ą  ta k  samo od zm iennych  x , y ,  z x y
j a k  n a p rę ż e n ia  z , z . W rozważanym  p rz e z  nas p rzyp ad ku  podstawowym , t j .  x y
rów nom iernego  ś c in a n ia  żadna z ty c h  w ie l k o ś c i  n ie  z a le ż y  od zm ien ne j z, 
y  z a le ż y  od z m ie n n e j x t y lk o  l in io w o ,  w r e s z c ie  y j e 3 t  fu n k c ją  Je -y *
d y n ie  z m ie n n e j y .  R ó w n o le g łe  w a rs tw y  p o d łu żn e  p rę ta  p o ch y lą  s i ę .  D la  z a 
ch o w an ia  n ie r o z d z ie ln o ś c i  p o c h y le n ie  to  m usi b yć  d la  w s z y s tk ic h  w a rs ty  
w s p ó ln e , co upow ażn ia  nas do p is o w n i

4 v  dv iSTz - = v-
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d2
R ów nan ie  (3 .1 1 )  w s k a z u je , że p rz y c z yn ę  i s t n i e n i a  w i e l k o ś c i  — j  j e s t  mo

dy dzment M. Gdy ró w n a n ie  to  ra z  s c a łk u je m y ,  o trzym am y g g . N a c h y l e 
n i e  o s i  p r ę t a  g^  b ę d z ie  Je d n a k  z a le ż e ć  n ie  t y lk o  od M, le c z  ewen-

dvt u a ln i e  ró w n ie ż  od s t a ł e j  teg o  c a łk o w a n ia .  Gdy zaś  gg  j e s t  s p r z ę g n ię t e  
z w c a ł o ś c i  y x< t a  zaś z a le ż y  za p o śred n ic tw em  z x od s i ł y  T ,  d la 
teg o  d z ię k i  t e j  s t a ł e j  c a łk o w a n ia  może o s t a t e c z n ie  g g  być u z a le ż n io n e  rów 
n ie ż  od s i ł y  T .  Tę c z ę ś ć  n a c h y le n ia  g g , k tó r a  p o ch o d z i od d z i a ła n ia  s i 
ł y  p o p rz e cz n e j T ,  o d k s z t a łc e n ia  t j .  nazw iem y o d c h y l e n i e m

p rz e k r o ju  - ro zum ie  s i ę  - od p r o s t o p a d ło ś c i  w zględem  je g o  o s i ,  w z g lę d n ie  
ró w n ie ż  p o s u n ię c ie m . Po n iew aż  p o s u n ię c ie  dv/dz  n ie  j e s t  z a le ż n e  od y , 
a od t e j  z m ie n n e j z a le ż y ,  p rz e to  z a le ż n o ś ć  tę  p rz y jm u je  na s i e b i e  od
c h y le n ie  d w /d y . N a jw ię k s z ę  w a r to ś ć  3w /3y teg o  o d c h y le n ia  z n a jd z ie m y  
tam , g d z ie  c x o s ię g a  n a jw ię k s z ę  swę w a r to ś ć  z x . P r z e to  w ed ług  (1 9 .1 1 )  
i  ( 2 0 .1 1 ) .

dv
H i

3 w 
3 y GA’ (22.1 1)

Na r y s .  6 .1 1  d la  p r o s t o t y  p r z y ję t o  odnośne m ie js c e  w w a r s tw ie  o b o ję t 
n e j y  = O. W m ia rę  o d d a la n ia  s i ę  w gó rę  lu b  w d ó ł od w a rs tw y  t x = ^ . o d 
k s z t a ł c e n ie  y x m a le je ,  z a ch o w u ję c  znak d o d a tn i  z g o d n ie  z w ykresem  xx 
ja k  np. oa r y s .  3 .1 1 . Wobec teg o  p r z e k r ó j  o n g iś  p ła s k i  n ie  może tak im  po
z o s ta ć .  O b e c n o ś ć  s i ł y  p o p r z e c z n e j  w y p a 

c z a  p rz e to  p rz e k ró j  w k s z t a ł t  w y d ł u ż o n e j  i i -
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t e r y  S .  W w a rs tw a ch  s k r a jn y c h  j e s t  y x = O. Tam w ię c  w yb rzuszo n y  
o r z e k r ó j  p r z e c in a  s i ę  o r t o g o n a ln ie  z p o d łu żn ym i o g ra n ic z e n ia m i p r ę t a .

W ykazane w y p a cz e n ie  w im ito w a n e j p rz e z  nas w p r z y b l iż o n y  sposób  t e o r i i  
de S a in t - V e n a n t a n ie  s ta n o w i te o re ty c z n e g o  k ło p o tu ,  a l e  t y lk o  t e o r e 
t y c z n e g o .  Tamże bowiem - ja k  to  w y ra ź n ie  w stosow anym  m ie js c u  za 
z n a c z y l iś m y  - p rz y jm u je  s i ę ,  że p r z e k r ó j  końcowy p r ę t a  zam ocowuje s i ę  c z y  
to  do u k ła d u  p o d p ie r a ję c e g o , czy , do d a l s z e j ,  o d m ien n ie  o b c ię ż o n e j c z ę ś c i  
p r ę t a  w j e d n y m  t y l k o  p u n k c i e .  N ie  ma w ię c  i s t o t n i e  
t r u d n o ś c i  w u z g o d n ie n iu  ze  sobę w o k re ś lo n ym  tak im  p u n k c ie  p rz y n a le ż n e j l e 
w e j i  p ra w e j n o rm a ln e j,  a tym samym w u s t a le n iu  tam p rz y n a le ż n y c h  3 w/3y, 
W r z e c z y w is t o ś c i  zam ocowujem y p r z e k r ó j  końcowy n ie  Jednym  punktem , le c z  
w ię k s z ę  i c h  l i c z b ę ,  z r e g u ły  c a łę  k rz y w ę . Ja k  np. p rz y  sp aw an iu  lu b  w o- 
g ó le  ca łym  po lem  p r z e k r o ju .  P o d o b n ie  p r z e k r ó j  p o ś re d n ic z ę c y  m iędzy lew ę 
i  prawę c z ę ś c ię  p r ę t a ,  a w ię c  m ięd zy  dwiema o d m ie n n ie  o b c ię ż o n ym i c z ę ś c ia 
mi te g o  samego p r ę t a ,  w s z y s tk im i swym i p unk tam i n a le ż y  zarów no do le w e j  
j a k  i  do p ra w e j c z ę ś c i  teg o  u k ła d u . W t y c h  w aru n kach  zaś  z łę c z e n ie  p rostej 
z k rz yw ę  e s o w a tę , c z y  z łę c z e n ie  dwóch t a k ic h  e s o w a ty ch  l i n i i  - z w ła s z c z a , 
gdy sę  one w zględem  s i e b i e  o b ró co n e  - J e s t  g e o m e try cz n ie  n ie m o ż liw e . Czy 
w ię c  w m a tem a ty cz n ie  ś c i s ł e j  t e o r i i  f r a n c u s k ie g o  k la s y k a ,  c z y  w naszym 
r o z w ię z a n iu  p rz y b liż o n y m  z a c h o d z i każdorazow o  p o trz e b a  s k o ry g o w a n ia  tego  
r o z w ię z a n ia  pod w zględem  geom etrycznym . P o c ię g a  to  za sobę ró w n ie ż  lo k a l-  
nę zm ianę w ro z w ię z a n iu  s ta ty c z n y m . P ró b y  t a k i e  z o s t a ł y  w s z c z e g ó ln ie  p ro 
s t y c h  w ypadkach  w t e o r i i  s p ę ż y s t o ś c i  p rz ep ro w ad zo n e . W iem y, że k o s z tu ję  
one b a rd zo  w ie l e  t ru d u  i  n ie  sę  d o s t a t e c z n ie  o g ó ln e .

P o t r z e b y  p r a k t y k i  n a s u w a ję  n a e tę p u ję c ę ,  d o s t a t e c z n ie  o g ó ln ę  k o n c e p c ję .  
P r z y jm i jm y  w m ie js c e  p r z e k r o ju  w ypaczonego  p r z e k r ó j  p ł a s k i .  Z ro 
b ić  to  musimy t a k ,  b y  s to s o w n ie  w yrów nać ta m te n , t j .  t a k ,  b y  c z ę ś ć  w ybrzu 
s z e n ia  l e ż a ł a  po j e d n e j ,  c z ę ś ć  po d r u g ie j  w ypośrodkow anego  p rz e k r o ju  p ła s 
k ie g o .  W tedy '~będz iem y d la  n ie g o  m o g li n a p is a ć :

dw*
3 y  '

Znak *  b ę d z ie  nam p rz y p o m in a ł,  ż e  c h o d z i o p r z e k r ó j  z am ie n n y ; znak * w od
r ó ż n ia n iu  od 1 o zn acza  tu  pochodnę y p s y lo n o w ę . W m ie js c e  s z cz e g ó ln e g o  wzo
ru  (2 2 .1 1 )  n ap isz em y  o b e c n ie :

v ’ + " *  = 3 1  + T T  = “ *  5a  '  “ *  ^  “  * (2 3 .1 1 )

W tym w z o rze  lew a  s t r o n a  ma w y ja ś n io n e  w yż e j sz cz e g ó ło w e  z n a c z e n ie .  Na 
s t r o n ie  p ra w e j w s p ó łc z y n n ik  ct j e s t  n ie w ia d o m y . W iem y na r a z ie  t y l k o ,  że 
j e s t  on m n ie js z y  od znanego  nam b l i ż e j  a  . Z n a jd z ie m y  go za c h w i lę .
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IV tym m ie js c u  dodatkow o je s z c z e  zauważm y, że gdybyśm y c h c i e l i  ró w n a n ie  
ty p u  (2 3 ,1 1 )  u s t a w ić  d la  wpływ u momentu z g in a ją c e g o  M, to  m ia ło b y  ono 
p o s ta ć

dv dw* .
31 + 3 T  = '

a lb o w iem  moment z a k r z y w ia ją c  o ś , t z n .  pow od u jąc  d v/d z , u s ta w ia  do n ie j  
p r z e k r o je  n o rm a ln ie ,  t z n .  c z y n i  dw^/dy = - d v / d z . R ó ż n ic ę  znaków w y ja ś 
n ia  r ó ż n ic a  k ie ru n k ó w  pom iaru  obu k ę tó w . O c z y w iś c ie  znak * j e s t  d la  w y ra 
ż e n ia  w pływ u M z b ę d n y , a lb ow iem  w p ływ  te n  p o z o s ta w ia  zaw sze p rzekró j p ła 
s k im . Z teg o  dodatkow ego  ro z w a ż a n ia  w y n ik a ,  że w le w e j  s t r o n ie  ró w n an ia
(2 3 .1 1 )  możemy w id z ie ć  su m aryczn y  w p ływ  z g in a n ia  i  ś c in a n ia ,  bo d o d a n ie  
z e ra  na p ra w e j s t r o n ie  n ic z e g o  n ie  z m ie n ia .

W r e s z c ie  n a d e r  w a ż n a  j e s t  je s z c z e  uwaga n a s tę p u ją c a :  W prow adze
n ie  z a s tę p c z e g o  p r z e k r o ju  p ła s k ie g o  s ta n o w i z a s a d n i c z y  zw ro t 
w o b l i c z e n iu .  O es t ono u c ie c z k ą  od ro z w ią z a n ia  k l a s y c z n e g o  do 
in n eg o  b a r d z ie j  p ra k ty c z n e g o , k tó r e  z pewnych powodów nazw iem y e n e r 
g e t y c z n y m .

Z a jm ijm y  s i ę  je s z c z e  r o lą  y . Na r y s .  6 .1 1  d la  p r o s t o t y  p r z y ję t o  p rz e 
k r ó j  s y m e try c z n y  w zględem  o s i  y .  W ted y  p ła s z c z y z n a  yz  d z i e l i  p r ę t  na 
d w ie  s y m e try c z n e  c z ę ś c i .  N a p rę ż e n ie  z  z m ie n ia  w t e j  p ła s z c z y ź n ie  z n a k ; 
gdy po le w e j  s t r o n ie  j e s t  d o d a tn ie ,  po p ra w e j j e s t  u jem ne i  na o d w ró t. 
Wobec te g o  z g o d n ie  z  (2 0 .1 1 )  z m ie n ia  ró w n ie ż  znak -y . D la  z ach o w an ia  n ie -  
r o z d z ie ln o ś c i  w a rs tw y  ró w n o le g łe  do p ła s z c z y z n y  yz  muszą być  n a d a l do 
s i e b i e  ró w n o le g łe .  W p rz yp ad ku  w ię c  c h w ilo w o  z a ło ż o n e g o  p rz e k r o ju  sym e
t r y c z n e g o  j e s t  = o , a z a le ż n o ś ć  od x p rz e n o s i  s i ę  w c a ł o ś c i  na

N a p rę ż e n ie  z^  j e s t  w tak im  wypadku p r o p o r c jo n a ln e  względem  x ; t a k i  
J e s t  zatem  Je g o  n a jw ię k s z ą  w a r to ś ć  |-^ z n a jd z ie m y  na b rzeg u  s z e r o 
k o ś c i  p r z e k r o ju .  R ó w n o le g ły  do o s i  x o d c in e k ,  o k r e ś la j ą c y  lo k a ln ą  s z e 
ro k o ś ć  w tym m ie js c u  p r z e k r o ju ,  o d k s z t a łc i  s i ę  w ię c  w p a ra b o lę  d ru g ie g o  
s t o p n ia .  A lg e b r a ic z n a  w a r to ś ć  p a ra m e tru  t e j  p a r a b o l i  z a le ż y  od z m ie n n e j y . 
Zobaczym y p rz e to  pewną c z ę ś ć  p rz e k r o ju  w ypaczoną ku p a trzą cem u  i  p o z o s ta 
ł ą  w ypaczoną od p a t r z ą c e g o .  Zatem  o b ecn o ść  s i ł y  p o p rz e c z n e j p ow od u je , poza 
poprzedn im  w yp aczen iem  w eso w a tą  p o w ie rz c h n ię  w a lco w ą , je s z c z e  d ru g ie  w y 
b rz u s z e n ie  w p o w ie rz c h n ię  n ie w a lc o w ą .

P o s t a n o w i l iś m y  je d n a k  u żyć  p rz e k r o ju  w ypośrodkow anego  p ła s k ie g o .  Z n a 
c z y  t o ,  że  w wypadku p r z e k r o ju  sym e try cz n e g o  w zględem  o s i  y  musimy p rz y-

j ą ć  ś r e d n ią  w zd łu ż  x z p o ch o d ne j o w a r t o ś c i  g-j— = 0 . Je d n o c z e ś n ie
zaś w id z im y , że na w s p ó łc z y n n ik  a x , f ig u r u j ą c y  we w zo rze  (2 3 .1 1 ) ,  w p ływ a 
n ie  t y lk o  y x , l e c z  ró w n ie ż  y , zatem  z^ i

Gdy s y m e t r i i  p rz e k r o ju  n ie  ma, m ie jscem  y y  = 0 n ie  J e s t  po łow a s z e 
r o k o ś c i .  Z a le ż n e  ono j e s t  t e ż  od y .  W r e z u l t a c i e  n ie  mamy podstaw  do z a 
ło ż e n ia  z e ro w e j w a r t o ś c i  d la  suwu | ć i .  Je d n a k ż e  n ie r o z d z ie ln o ś ć  w a rs tw
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o g n iś  ró w n o le g ły c h  do p ła s z c z y z n y  yz  wymaga, by b y ły  one n a d a l do s i e 
b ie  r ó w n o le g łe .  W y ra ż a  to  t e k s t  :

Zatem  w wypadku p rz e k r o ju  d o w o l n e j  k o n f ig u r a c j i  o b ecno ść  s i ł y  
T , d z i a ł a j ą c e j  w k ie ru n k u  y ,  w y w o łu je  n i e  t y l k o  p o s u n ię c ie  v '  
w tym k ie ru n k u ,  l e c z  n a d t o  p o s u n ię c ie  u ' w k ie ru n k u  p ro s to p a 
dłym  x . Na to  dodatkow e p o s u n ię c ie  n ie  ma żadnego  wpływ u moment M. P o 
n ie w aż  zaś  s i ł a  T j e s t  w rozważanym  podstawowym p rzyp ad ku  s t a ł a , tak im ż e  
j e s t  te ż  u'. Z a ło ż o n a  p ła s k o ś ć  p rz e k r o ju  wymaga je s z c z e  o k r e ś le n ia  
Ś r e d n ia  t a  w omawianym wypadku m usi być s t a ł a  na c a ł e j  d łu g o ś c i  p r ę t a ,  bo 
s t a ł ą  j e s t  s i ł a  T .  Wymaga teg o  je d n a k  ró w n ie ż  n . .e ro z d z ie ln o ś ć  u k ła d u .G d y  
p r z e k r ó j  p o cz ą tk o w y  j e s t  zam ocowany, mamy tam ——  = 0 ; wobec teg o  ta k a  
j e s t  ta  w ie lk o ś ć  na c a ł e j  d łu g o ś c i  u k ła d u . Gdy p r z e k r ó j  p o czą tk o w y  j e s t  
p o d p a r ty ,  to  p rz y n a jm n ie j  p o d p a r ty  m usi być ta k ż e  p r z e k r ó j  końcow y.W  d y s 
kutowanym p rz yp ad k u  podstawowym o b c ią ż e n ie  u k ła d u  s ta n o w i w ted y  s i ł a  sk u 
p io n a .  Ł a tw o  wówczas w yk a z a ć , że z a ło ż e n ie  w s p ó ln e j w a r t o ś c i  3w #/3 k  d la  
le w e j  i  p ra w e j c z ę ś c i  p r ę t a  p ro w a d z i znów do zerow ego d la  n ie j  r e z u l t a t u .  
P r o s t e  r ó w n o l e g ł e  o g n iś  d o  o s i  x p o z o s t a 
j ą  t a k i m i  i  po o d k s z t a łc e n iu .  U p rz e d z a ją c  w yp a d k i ju ż  w c z e ś n ie j

3 w dw
d la  wypadku T = T , z m ie n i l iś m y  s y m b o lik ę  ^--- na • O b e cn ie  zaś na
w ią z u ją c  do ( 2 1 . l l )  i  (2 0 .1 1 )  a ró w n ie ż  i  (1 9 .1 1  ) d o da jem y:

sjc_______________________________________________________ _
g d z ie  £ j e s t  c h w ilo w o  n ieznanym  w s p ó łc z y n n ik ie m  różnym c a łk o w ic ie  od (5.

U ż y c ie  ś r e d n io  p ła s k ie g o  p r z e k r o ju  p o z o s ta w ia  po s o b ie  p ew ien  znam ien 
ny ś l a d ,  czemu d a liś m y  w y ra z  w o s t a t n i e j  c z ę ś c i  r y s .  6 .1 1 .  N ie c h  na p rę 
c i e  u m ieszczo na  b ę d z ie  w p u n k c ie  0 s i ł a  sk u p io n a  P .  N ie c ią g ło ś ć  s i ł y  po
p rz e c z n e j p rz y  p r z e j ś c iu  od le w e j  do p ra w e j c z ę ś c i  u k ła d u  w tym m ie js c u  
w y ra ż a  ró w n a n ie :

(2 5 .1 1 )

R ów nan ie  (2 3 .1 1 )  p rz y jm u je  tu  podw ójną p o s ta ć :

T
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l e c z  w arunek  n ie r o z d z ie ln o ś c i  b rz m i: w ^  = w jp = w^. R u g u ją c  p rz e to  z po
w yż szych  równań w^ i  s t o s u ję c  (2 5 .1 1 )  z n a jd z ie m y

v* “  v l  = - ct* . (2 6 .1 1 )p 1 GA

Oś p r ę t a  w m ie js c u  d z i a ł a n ia  o b c ią ż e n ia  sk u p io n eg o  d o z n a je  m ałego z a ł a 
m a n i a  v* — v ^ .  N ie  n a le ż y  ż le  ro zum ie ć  pow yże j s tw ie rd z o n e g o  f a k tu .  
Z a ła m a n ia  t a k ie g o  w i s t o c i e  n ie  ma. Z a ło ż e n ie  w ypośrodkow anego  p ła s k ie g o  
p r z e k r o ju  zmusza je d n a k  do t a k ie g o  t r a k to w a n ia  rz e c z y  j a k  g d y b y  
owo z a ła m a n ie  i s t n i a ł o .  P o m in ię c ie  w p ływ u s i ł y  p o p rz e cz n e j j e s t  zgodne - 
ja k  ju ż  w iem y - z p rz y ję c ie m  cl* = 0 . Zatem  - o czym te ż  Ju ż  b y ła  mowa 
z a ło ż e n ie  n ie r o z d z ie ln o ś c i  z u w z g lę d n ie n ie m  t y lk o  d z i a ł a n ie  momentu, a to  

p o s t a c i  w ) = w ’ p ro w a d z i do w n io sk u  v l  = v ' .
*1 *p  1  p

Gdybyśm y, z a t rz y m u ją c  ł  o , p r z e p r o w a d z i l i  d la  dwumianów =
+ T= ft —  o b l i c z e n i e  podobne do pow yższego  z z ap ew n ien iem  n ie r o z d z ie ln o ś c i  

GA 3 w* 3w*
w arunk iem  (3 7 - ) !  = 3ak 1 d ru 9 im = up - o tr z y m a lib y ś m y  r e z u l-

3 w*
t a t  = o<  a p o nad to  ró w n a n ie

u'p = u ' = - p * ^ .  (2 7 .1 1 )

p o u c z a ją c e  o drobnym z a ła m a n iu  o s i  ró w n ie ż  w p ła s z c z y ź n ie  x z .
N a le ż y  w r e s z c ie  z w ró c ić  uwagę na b a r d z o  w a ż n y  s z c z e g ó ł .

W ro z w a ż a n ia ch  d o ty c z ą c y c h  g e o m e try cz n e j s t r o n y  om awianego z a d a n ia  c z y n i 
l iś m y  u ż y te k  z te g o ,  że i s t n i e j ą  fo rm u ły  (1 6 .1 1 )  i  (1 7 .1 1 )  o k r e ś la j ą c e  za
le ż n o ś ć  t y lk o  od y  i  z a le ż n o ś ć  od y  a n ad to  od x . W z i ę l i ś 
my ró w n ie ż  pod uwagę f a k t ,  że s i ł y  e le m e n ta rn e  c  dA i  z  dA m aję wy-x y
padkową ró w n o le g łą  do o s i  y .  N a to m ia s t  - co p o d k re ś la m y  z n a c is k ie m  - 
n ie  z a s z ła  n ig d z ie  p o trz e b a  s t w ie r d z e n ia  fa k tu  ( 1 2 .1 1 ) .  W naszym  ro z w aża 
n iu  geom etrycznym  n i c  s i ę  p rz e to  n ie  z m ie n i,  gdy f a k t  powyższy n i e  
b ę d z i e  m ieć  m ie js c a ,  gdy w ię c  ró w n o le g ła  do o s i  y  s i ł a  T n ie  
b ę d z ie  s i ł ą  p o p r z e c z n ą ,  l e c z  np . m i m o p o p r z e c z -  
n ą .  Oo w n io sk u  te g o  niebawem  w ró c im y .

Ghcemy o b e c n ie  o b l i c z y ć  e n e r g ię  s p r ę ż y s t o ś c i  nagrom adzoną w p o m yś la 
n e j  je d n o s t c e  d łu g o ś c i  p r ę t a .  O c z y w iś c ie  mamy aa m y ś l i  t y lk o  u z u p e łn ie n ie  
w i e l k o ś c i  ( 6 . 1 1 ) ,  w ię c  e n e r g ię  samego ś c in a n ia ,  t j .  w i e l k o ś c i :

w'= I g J  {cx + 4} dA‘ (2 8 .1 1 )
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w k t ó r e j  t  , c  o z n a c z a j?  w z o ry  (1 6 .1 1 )  i  (1 7 .1 1 ) .  Po łóżm y w tym c e lu  x y
dA = dxdy i  w ykonajm y c a łk o w a n ie  względem  x . Zw ażyw szy, iż  w ed ług  {9 .1 1 '
j e s t  x = x . - x , x, = x* + x , mamy: p * o 1 * o

/ d- - / xdx = 2x()x ł  , / 2dx = 2 xq ( x2/ 3

U w z g lę d n ia j? c  pow yższe w (2 8 .1 1 )  z ł a t w o ś c i ?  z n a jd z ie m y

W = T2 F
2G I

(2 9 .1 1 )

g d z ie  w y ra ż e n ie

+ d

F x = F = J  & T  ( a + I  (3 y S )  + (3 y 1 )  )  dy (3 0 .1 1 )o
-d

d y m e n z ji d łu g o ś c i  w s z ó s t e j  p o tę d ze  j e s t  now? w ie l k o ś c i ?  c h a r a k t e r y z u j ? c ?  
p r z e k r ó j  pod w zględem  geom etrycznym .

Zna jom ość w ie l k o ś c i  F j e s t  - ja k  w id z im y  - id e n ty c z n a  ze z n a jo m o ś c i?  
e n e r g i i  w l Tę o s t a t n i ?  możemy z k o le i  w y k o rz y s ta ć  do w y z n a c z e n ia  w s p ó ł
czyn n ik ó w  p o s u n ię ć .  Po n iew aż  s k u t k i  g eo m etrycz n e  s ?  tu  p ro p o r c jo n a ln e  do 
p rz y c z y n  s t a t y c z n y c h ,  p rz e to  - ja k  to  u c z y n i l iś m y  w p u n k c ie  t r z e c im ,  p i? -  
tym i  n a s tę p n y c h  - możemy e n e rg ię  w ’ o b l i c z y ć  te ż  ja k o  s z c z e g ó ln ie  po- 
m y ś la n ?  p ra cę  t y c h  o rz y c z y n  na odnośnych  s k u tk a c h .  Weźmy pod uwagę elem en-
t a r n ?  d łu g o ś ć  p r ę ta  dz . Na p r z e k r o je  o g r a n ic z a j ? c e  d z i a ł a j ?  s i ł y  T T t u 
d z ie ż  momenty M M + dM. Owa s z c z e g ó ln a  p ra c a  s i ł  w y n o s i ^  T ( v + d v ) - i  T v ,

1 * 1 •p ra ca  zaś momentów ̂ ( M + dM) , w+ - ^  M w * . N ota  bene mamy tu  na m y ś l i  t y l 
ko t ę  c z ę ś ć  sku tków  g eo m e try cz n y ch , k tó r e  p r z y p is a l iś m y  w fo rm u le  (23.11) 
o b e c n o ś c i s i ł y  p o p r z e c z n e j.  P r a c a  p rz y n a le ż n a  d łu g o ś c i  dz , c z y l i  e n e rg ia
e le m e n ta rn a  dw w y n o s i w ię c :

|  T dv + |  dM w ; .

D z ie ię c  rz e z  dz 1 b aczęc  na z w ię ze k  dM/dz = T ja k  i  na (23.11) z n a j-
z i  emy /. zech  w a r ia n ta c h  ;

■ r  ' 1 • ■ e t *  T 2 1 , I • .2
2 4 = 2~  GA =  * GA(V + W* ) • (3 1 .1 1 )
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W a rto  z w ró c ić  uw agę, że w t e j  p o p raw n e j p o s t a c i  (3 1 .1 1 )  j e s t  w l i t e r a t u 
rz e  n ie z n a n e .  Po ró w n a jm y  (3 1 .1 1 )  z (2 9 .1 1 ) .  Z n a jd z ie m y  s t ą d  n ie m ian o w a n y , 
d o ty c h c z a s  n ie z n a n y  nam w s p ó łc z y n n ik

<x* = (3 2 .1 1 )
I

g d z ie  F o k r e ś la  (3 0 .1 1 ) .
D o łą c z a ją c  do (3 1 .1 1 )  e n e r g ię  (6 .1 1 )  o trzym am y e n e r g ię  c a łk o w itą .W a ż n e  

j e s t  p a m ię ta ć  znów o tym , że z a ło ż e n ie  H = o b y ło  zbędne p rz y  o s t a t n ic h  
d o w o d zen ia ch . G d y  w ię c  H = o , (2 9 .1 1 )  i  (3 1 .1 1 )  p rzedstaw ia ją  e n e r 
g i ę  ś c i n a n i a .  G d y  z a ś  H ^ o r e l a c j e  pow yższe p r z e d s ta w ia 
j ą  e n e rg ię  pewnego s z c z e g ó l n e g o  m i m o ś c i n a n i a ,  a 
m ia n o w ic ie  t a k ie g o ,  k tó r e  w s k u tk a c h  g eo m e try cz n ych  p ro w a d z i do p o s u n ię 
c i a  v '  i  o d c h y le n ia  w^. P o n ie w a ż  to  o s t a t n ie  j e s t  te ż  p o s u n ię c ie m , p rz e -

I ,
to  p rz y  H £ 0 b ęd z iem y pow yższe W nazyw ać e n e r g i ę  p o s u 
n i ę c i a .  W s p ó łc z y n n ik  a *  z n a le ź l i ś m y  metodą e n e rg e t y c z n ą .  K o n ie c z 
ne tu  b y ło  z a ło ż e n ie ,  że z b i o r o w e j  p r z y c z y n i e ,  ja k ą  
j e s t  T , odpow iada  ró w n ie ż  u o g ó l n i o n y  s k u t e k .  Jak im  Je s t  u' + 
w^. G es t on n im , a lb o w iem  u’ + w * c h a r a k t e r y z u je  z a ch o w an ie  s i ę  n ie  pew
nego m ie js c a  p r z e k r o ju ,  l e c z  c a ł e g o  p r z e k r o ju .

N i e s t e t y  p o s tę p o w a n ie  pow yższe n ie  d o p ro w a d z iło  do z n a le z ie n ia  d r u g ie 
go w s p ó łc z y n n ik a ,  t j .  p* . S t a ł o  s i ę  ta k  d la t e g o ,  że  odnośnemu p rz e m ie s z 
c z e n iu  n ie  to w a rz y s z y  na j e g o  k ie ru n k u  żadna p rz y c z y n a  i  w sk u tek  
te g o  odnośna p ra c a  w z g lę d n ie  e n e r g ia  j e s t  równa z e r u .  B ęd z ie m y  u s i ł o w a l i  
wobec te g o  t ę  p rz y c z y n ę  s tw o r z y ć .

C h c ie jm y  s o b ie  w y o b r a z ić ,  ż e  na p r z e k r ó j  p ró cz  s i ł y  T ^ , r ó w n o le g łe j  
do o s i  y  i  ta k  u m ie js c o w io n e j ,  że  w s k u tk a c h  o d p o w ia d a ją  j e j  p o s u n ię 
c i a  ty p u  (2 3 .1 1 )  i  (2 4 .1 1 ) ,  d z i a ł a  n ad to  s i ł a  Tx . ró w n o le g ła  do o s i  x i  
ta k  u m ie js c o w io n a ,  że w s k u tk a c h  o d p o w ia d a ją  j e j  a n a lo g ic z n e  do tam tych  
p o s u n ię c ia .  Gdy t e  p ie rw s z e  oznaczym y p rz e z

Vy  + w*y  = % £ •  %  - K ń -  i 3 3 * 1^

drug im  nadamy a n a lo g ic z n ą  p o s ta ć

Zatem  w p ie rw sz ym  w ie r s z u  w p ro w a d z iliś m y  w d o ty ch cz as o w e  znane nam ozna
c z e n ia  w sk a ź n ik  y ,  o z n a c z a ją c y ,  że w y p is a n e  s k u t k i  pochodzą od s i ł y  T ^ i 
a n a lo g ic z n ie  w d r u g i  w p ro w a d z iliś m y  wobec te g o  d la  o d r ó ż n ie n ia  w sk a ź n ik  x. 
N o ta  bene w s k a ź n ik i  t e  p rz y  w o z n a c z a ją  te ż  zm ien ną , w ed łu g  k t ó r e j  u tw o 
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rzono  pochodną wf . W re s z c ie  p rz y  [3* d o p isan o  w obu w ie rs z a c h  - u p rzed z a 
j ą c  w yp ad k i - te n  sam zn aczek  d odatkow y z . N a p rę ż e n ie  c pochodzące od

są z xy  1 c y y ' t e  2aś od Tx są zyx  1 z xx" Wobec t e 9 °  P r z Y je d n o 
c z e s n e j o b e c n o ś c i obu s i ł  n a p rę ż e n ia  t e  w ynoszą :

z = z + c  , x = z + z .x xy xx y  yx  y y

Gdy o b e c n ie  zechcem y o b l i c z y ć  e n e rg ię  w' teg o  nowego, o g ó ln ie js z e g o  za 
g a d n ie n ia  t rz e b a  b ę d z ie  w ed łu g  (2 8 .1 1 )  u tw o rz yć  sumę kw adratów  obu powyż-

2 2sz ych  dwumianów. G es t nam w iadom o, że r e z u l t a t  c a łk o w a n ia  sumy v  + t;
2 *y yy

Tv Fp ro w a d z i w ed ług  (2 9 .1 1 )  do d o d a jn ik a  e n e rg e ty cz n e g o  • ■*■. A n a lo g ic z n ie ,
2 G I*

2 2 ¿ yc a łk o w a n ie  sumy z + z d o p ro w adz i do d o d a jn ik a   g d z ie  w a n a lo -
7 xx 2G I

g i i  do (3 0 .1 1 )  j e s t :

F
y

+ c 2

■2 ■ ,dv .  2 y y .  2 '*<£>)<*

ze z n a c z e n ia m i c ,  y Q, y ^ , a n a lo g ic z n y m i do p o p rz e d n ich  d , xQ, x +, U^.
W zór pow yższy d a je  nam możność o b l i c z e n ia  d ru g ie g o  w s p ó łc z y n n ik a  a *  . Ze 
w spom nianego k w a d ra to w a n ia  p o z o s ta je  do s c a łk o w a n ia  jeszcze  suma 2 ( c xy cxx+
+ c  t  ) ,  z a w ie r a ją c a  m ie sza n y  w p ływ  je d n o c z e s n y ch  p rz y c z y n  T i  T .y yy , i y *
Odnośna c z ę śc  W - ja k  ła tw o  s i ę  p rzeko nać  s t o s u ję c  w z o ry  (1 6 .1 1 ) ,  (17. U )

r G ZT  T
i  i c h  o d p o w ie d n ik i - ma p o s ta ć  w k t ó r e j  p a ra m e tr  Gz p rz e-

x y
k r o ju  o d y m e n s ji z g od n e j z F^ i  F^ o zn acza  ;

/ ' UxUv  , x - x * dxo dx* y ' y * d yo d y* ,G — I  * 1 ( ■■ ■ VT~" + *j * — + ■ ■ -r  + " r ) dA . (3 6 .1 1  )z J  4xoy o x o y o 3 x ^

O s t a te c z n ie  p rz e to  e n e rg ia  pochodząca  od s z c z e g ó ln ie  u m ieszczo nych  s i ł  
i  T y  w y n o s i:

2 2 F T F T T G
W

2 G i ;  2 G I‘  x y

P rz e c h o d z ą c  o b e c n ie  do w y z n a c z e n ia  w s p ó łc z y n n ik a  ¡3 = (3_ zauważmy, co
n a s tę p u je .  O becność je d n e j  t y lk o  z s i ł  np . T x pow oduje n ie o b e cn o ś ć  do- 
c a jn iK a  W . P o ja w ia  s i ę  on d o p ie ro  w te d y , gdy p o ja w i s i ę  > uga s i ła ,w ię c

*  y
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np. T . W ra c a ją c  do o k r e ś le n ia  e n e r g i i  s p r ę ż y s t o ś c i  ja k o  s z c z e g ó ln e j  p re-y
c y ,  w id z im y , że o zn acza  a lb o  s z c z e g ó ln ą  p ra cę  s i ł y  na n i  e-
z a l e ż n y m  od n ie j  p rz e m ie s z c z e n iu ,  spowodowanym o b e c n o ś c ią  s i ł y  
1^ , a lb o  te ż  o d w ro tn ie  - s z c z e g ó ln ą  p ra c ę  s i ł y  na n i e z a l e ż 
n y m  od n i e j  p o s u n ię c iu ,  pochodzącym  od o b e c n o ś c i s i ł y  T x . 2 powodu 
p o d k r e ś lo n e j  n ie z a le ż n o ś c i  p o s u n ię c ia  od s i ł y  odpada c h a r a k t e r y s t y c z n y  
w s p ó łc z y n n ik  k tó re g o  o b ecno ść  w y ja ś n ia l i ś m y  sz cz e g ó ło w o  w ustępie t r z e 
c im . A lb o  w ię c  w ' j e s t  równe T u' , a lb o  te ż  j e s t  równe T v ' .G d y  zaś , x y  J  x y  J  y  x 7
W d y sp o n u je  jednym  t y lk o  param etrem  G , u ż y l iś m y  - u p rz e d z a ją c  w ypad

ły  i z ,
k i  - c z y  to  d la  p r z e d s t a w ie n ia  u , c z y  te ż  v  Je d n e g o  i  teg o  samego

* y x
w s p ó łc z y n n ik a  (3 .

W r a c a ją c  o b e c n ie ,  po t e j  u o g ó ln ia j ą c e j  d y g r e s j i ,  do wypadku w y jś c io w e 
go (2 4 .1 1 )  n ap isz em y  na w zó r (3 2 .1 1 )  ;

* AG,
P  = * (3 8 .1 1 )

x y

R e la c ja  pow yższa n ie  J e s t  znana w l i t e r a t u r z e .  W o g ó le  p rz e o cz o n y  zo 
s t a ł  f a k t ,  i ż  s i l e  T = odpow iada  n ie  t y lk o  p o s u n ię c ie  ypsy lonow e le c z
ró w n ie ż  ik s o w e . S t a ł o  s i ę  to  p raw d opod ob n ie  z n a s tę p u ją c y c h  powodów: Do
d a tn ie  p a ra m e try  g eo m etrycz n e  F i  F są  zaw sze ró żne  od z e r a .W y s t a r c z ax y
n a to m ia s t  s y m e t r ia  w zględem  k t ó r e jk o lw ie k  ze środkow ych  g łów nych  o s i  x , y, 
by z n ik ło  G2 . I s t o t n i e , n i e c h  p r z e k r ó j  b ę d z ie  s y m e try c z n y  w zględem  o s i  
np. x , t j .  n ie c h  b ę d z ie  y#  = O. W ted y  w s z y s t k ie  n ie z e r u ją c e  s i ę  d o d a j-  
n i k i  f u n k c j i  p o d c a łk o w e j w w y ra ż e n iu  (3 6 .1 1 )  są  n ie p a r z y s t a  w z m ie n n e j y .  
C a łk u ją c  j e  p rz y  u s ta lo n y m  x względem  y  otrzym am y z e r o .C a łk u ją c  z ko
l e i  t ę  zerow ą fu n k c ję  w zględem  x otrzym am y o s t a t e c z n ie  G_, = 0 . P o n ie 
waż p r z e k r o je  s y m e try c z n e  są  b a rd zo  c z ę s to  s to so w a n e , p rz e to  m oż liw e  j e s t ,  
że s tw ie rd z o n e  d la  n ic h  p = o p r z y ję t o  za f a k t  n a tu r y  o g ó ln e j .  D o d a j
my je s z c z e  w tym m ie js c u ,  że  p a ra m e try  F , F , F n ie  m ają z g o ła  n icx  y  2
w sp ó lneg o  z w c z e ś n ie j  w prow adzonym i Hx> H^. W ie lk o ś ć  Hx z n ik a ,g d y  p rz e 
k r ó j  j e s t  s y m e try c z n y  w zględem  o s i  y ;  na odw ró t z n ik a  d la  p rz e k ro 
jów  s y m e try c z n y c h  względem  o s i  x . Wykażemy w innym  m ie js c u ,  że  w ie l k o ś c i  
Hx , Hy u s t a l a j ą  w p r z e k r o ju  p ew ien  s z c z e g ó l n y  p u n k t . P o d o b n ie  
można w y k a z a ć , że  w i e l k o ś c i  Fx , F , G2 lu b  r a c z e j  c**, o * ,  j )z w yzna
c z a ją  (w tym sz cz eg ó ln ym  p u n k c ie )  pewne c h a r e k te r y s t y c z n e  k ie r u n k i .

W ła ś n ie  ty m i k ie ru n k a m i chcem y s i ę  je s z c z e  z a j ą ć .  P r z y  jed noczesn ym
d z ia ła n iu  s i ł  T i  T p o s u n ię c ia  sum ują s i ę  w ed łu g  (3 3 .1 1 )  i  (3 4 .1 1 ) ,  x y
t j .  w ynoszę J

u' + W»X " *X + Pz Za '
( 3 9 . l l )

1 ' * Tv  ^x
v  + w*y  “  “ y GA + Pz w
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N ie c o  sko m p liko w an e  z n ako w an ie  z n a la z ło  ju ż  w c z e ś n ie j  w y ja ś n ie n ie .Z n a k  
' oznacza  pochodną z w y cz a jn ą  w zględem  z m ie n n e j z .  Znak * zw raca  naszą  

uwagę na f a k t ,  że s to s u je m y  z a s tę p c z y  p ła s k i  p r z e k r ó j .  W re s z c ie  wobec je d 
n o cz e s n e j o b e c n o ś c i s i ł  T i  T musimy d la  w , w p ro w ad z ić  z powrotem  po-* y
chodne cz ą s tk o w e  w * ; d odatkow y w sk a ź n ik  d o ln y  o k r e ś la  odnośną zm ienną. 
P o n iew aż  suw y u', v ‘, są  k ą ta m i, p rz e to  w yobraźm y j e  s o b ie  n a j 
p r o ś c ie j  ja k o  w e k to r y .  W e k to r  u ' + w *x l e ż y  na o s i  y ,  w e k to r  z aś  v'+ w^
na o s i  x . Zauważmy p rz y  tym , i ż  u ' t u d z ie ż  w* m ie rzo n e  są  z g o d n ie  z
d odatn im  k ie ru n k ie m  o s i  y  w z g lę d n ie  x , z aś  v' tu d z ie ż  w* n ie z g o d n ie
z d odatn im  k ie ru n k ie m  o s i  x w z g lę d n ie  y .

P r z y jm ijm y  nowy u k ła d  w s p ó łrz ę d n y c h  x , y  o b ró co n y  względem  d o ty c h c z a 

sowego x , y  o k ą t tu m ie rz o n y  od o s i  x ku x . S i ł a  T = | ^  T2 + T y  | ma
w nowym u k ła d z ie  sk ła d o w e  T , T . Z achodzą  o c z y w is t e  z w ią z k i *x y

T = T cosoo - T sinoo, T = T sinoo + T cosco , (4 0 .1 1 )x x  y  y  x y

P o d o b n ie  w ią ż ą  s i ę  p o s u n ię c ia  nowe ze s t a r y m i .  P a m ię t a ją c  o uwadze do
t y c z ą c e j  znaków ty c h  w i e l k o ś c i ,  z n a jd z ie m y :

u '+  w *x = (u* + w^x ) c o s c o ł  ( v  + wf  ) s in o o  ,

v '+  w ’ , = - (u ' + w , ) s i n  co + (v* + w) ) cosco. * y  * x * y

(4 1 .1 1 )

Chcemy nowe p o s u n ię c ia  w y r a z ić  p rz y  pomocy nowych s k ła d o w y c h . W tym c e lu  
wstawmy (4 0 .1 1 )  w (3 9 .1 1 ) ,  a ta k  z re fo rm o w an e  (3 9 .1 1 )  w ( 4 1 . 1 1 ) . Z n a jd z ie 
my po u p o rząd ko w an iu  w zględem  T i  T p o szu k iw an e  z w ią z k i  w p o s t a c i :x y

- . -• - *  Tx
U t w * x = a x G A

(4 2 .1 1 )

5'+ = “y ga ł p
* T x
z GA '

a n a lo g ic z n e j  do daw nej (3 9 .1 1 )  z o z n a c z e n ia m i:

★ * 2 ■ ♦ 2 ♦ a x = « x cos co + oty s i n  co + 2|3z s in co  cos co ,

a *  = a *  3 in 2 co+ a *  c o s 2co - 2p* s in co  cos co ,y x y  z

p *  = - (a *  - a * )  s in co  c o s a i ł  p * ( c o s 2co - s i n 2co) .
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O s t a tn ie  r e l a c j e  możemy te ż  n a p is a ć  w fo rm ie  '

a *  = * Et* ! ± ^ a x ~ a y^ cos 2a) -  P z  s in  2 o J‘ I

P z  = -  *  a y -  s i n  2 u )  + P z  c o s  2 u )-

(43.11)

d o s k o n a le  nam z n a n e j z u s tę p u  p ie rw s z e g o  i  d ru g ie g o . Po p ro s tu  w id z im y ,ź e  
ct*, ci*, |3* p r z e k s z t a ł c a j ą  s i ę  d o k ła d n ie  t a k ,  j a k  np . n a p rę ż e n ia  ox> oy , 
z z . I s t n i e j ę  w ię c  w p ła s z c z y ź n ie  xy  g ł ó w n e  k i e r u n k i  p o 
s u n i ę ć .  O k r e ś la j ?  j e  k ą ty  w y z n a c z a ln e  z r e l a c j i  ;

w ię c  uj, = a>0 i  u>2 = a>o + t t/ 2 . Gdy na p r z e k r ó j  d z ia ła ć  b ę d z ie  s ty cz n a  s i 
ł a  T w k ie ru n k u  głównym 1 , z n a jd z ie m y , że w yw o ła  ona suw y t y l k o

* T td o k o ła  o s i  2 o w a r t o ś c i  cl1 P o d o b n ie  s i ł a  Tg o k ie ru n k u  2 w yw o ła
*sumy t y l k o  d o k o ła  o s i  1 o w a r t o ś c i  oig B o cz n y  e f e k t  z n ik a  t u ,

a lb o w iem  p rz y n a le ż n e  (3* w y n o s i z e ro .  W s p ó łc z y n n ik i  g łów ne w yn o szę :

a *  = § (a *  ♦ a*y ) ♦ \  Y  (et* - a * ) 2 + 4 p *  . (4 5 .1 1 )
2

N ie  ma o c z y w iś c ie  sen su  w prow adzać g łów nych  k ie ru n k ó w  p o s u n ię ć  ja k o  o- 
s i  o d n ie s ie n ia  d la  każdego  z a g a d n ie n ia  z  d z ie d z in y  p rę tó w  p r o s t y c h .  M ie 
l iś m y  sp o so b n ość  z au w a ż yć , że d roga  p row ad zęca  do n ic h  n ie  j e s t  p ro s ta  
mimo te g o , że ro z w a ż a n ia  n asze  o b a rcz o n e  sę  p r z y b l iż e n ie m .  Bez  p o ró w n an ia  
s z y b c ie j  w yznacza  s i ę  g łów ne k ie r u n k i  u k s z t a ł t o w a n ia .  N ie  można zresztę z a 
g a d n ie n ia  o s z u k a ć . Gdybyśm y n ie ro z w a ż n ie  w yznaczone  k ie r u n k i  u ij , u>2 p rz y 
j ę l i  za k ie r u n k i  o d n ie s ie n ia ,  to  w p ra w d z ie  p rzyczynom  o d d z ie ln ym  T ^ , Tg 
o d p o w ia d a ły b y  o d d z ie ln e  p o je d y n c z e  s k u t k i ,  je d n a k  o d d z ie ln ym  momentom M. , 
Mg p r z y n a le ż a ły b y  podw ójne z a k r z y w ie n ia .  P o le p s z a ję c  w ię c  s y t u a c ję  m ate 
m atyczną  w jednym  w z g lę d z ie ,  p o g o rs z y lib y ś m y  j ę  w p o z o s ta ły c h  in n y c h .  Aby 
k ło p o tó w  u n ik n ę ć ,  n a j p r o ś c ie j  j e s t  zdawać s o b ie  sp raw ę z omówionego tu  z ja 
w is k a  i  k s z ta ł to w a ć  p r z e k r ó j  t a k ,  b y  g łów ne k ie r u n k i  p o s u n ię ć  b y ły  zgodne 
z g łów nym i k ie ru n k a m i u k s z t a ł t o w a n ia .  Można to  o s ię g n ę ć ,  c z y n ię c  (3 w u- 
k ła d z ie  x , y  zerem . N a jp r o ś c ie j  w y s t a r c z y  s to so w a ć  p r z e k r o je  p o s ia d a ją 
ce  ch o ćb y  je d n ą  oś s y m e t r i i .

P r z y k ła d  5 .1 1 . Z n a le ź ć  a *  d la  p r z e k r o ju  p ro s to k ą tn e g o .
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+  h / ?  2

O dpow iedź 5 .1 1 . Wobec x+ = 0, xQ = b/2 mamy w ed ług  (3 0 .1 1 ) F = I  —  dy.
-h/2  b

bh5W s ta w ia ją c  U z p rz y k ła d u  1 .1 1  otrzym am y F = zatem  w ed ług  (3 2 .1 1 )
a *  = g d z ie  ct w fo rm u le  (2 2 .1 1 )  j e s t  d la  p r o s to k ą ta  równe a  = j .  Zatem

mł = j  a  •< ó [.

P r z y k ła d  6 .1 1 . W yznaczyć  ct* d la  p rz e k ro ju  k o ło w eg o .

O dpow iedź 6 .1 1 . W y z y k s u ję c  dane p rz y k ła d u  3 .1 1  mamy:

+ r

F = § 7  j ' ( r 2- - y 2 ) ( 3 r 2 - 2 y2 ) V r 2 - y 2 d y .

- r
+ JT/2

2 r 6 r  4 6Po p o d s ta w ie n iu  y  = r  s i n  <p j e s t  F = -ęj-  / (c o s  cp +2cos cp) d <p 2 r 6jt
~ T T ’

- 7 t / 2

Wobec teg o  j e s t  ct* = gdy 3  = ^ ,  w ię c  a "  = |  4  <  « .

P r z y k ła d  7 .1 1 . W yznaczyć  z a k rz y w io n ą  oś p r ę ta  o b c ią żo n eg o  s i ł ą  P ja k  
na le w e j  s t r o n ie  r y s .  7 .1 1 .

Odpow iedź 7 .1 1 . W dowolnym p rz e k ro ju  z j e s t  T = P ,  M = - K  + Pz  gdzie 
K = P l .  R ów nan ie  (3 .1 1 )  p r z y b ie r a  p o s ta ć  v '  = (K  - P z ) . C a ł k i  teg o  rów
n a n ia  są  v '=  •ggy (2Kz - P z 2 ) + C , v  = (3 K z2 - P z 3 ) + Cz + D. Oeden z
warunków b rzegow ych  wymaga v  = 0 d la  z = 0 , skąd  w y n ik a  D = 0 .  P r z y
zam ocowaniu do s z ty w n e j p io n o w e j ś c ia n y  d r u g i  w arunek  b rzm i w l  = 0 , c z y l i  

*" ** ci. p oc pwobec (2 3 .1 1 )  v  = d la  z = 0 , skąd  C = . Wobec teg o  ro z w ią z a 
n ie  b rz m i:

v ’ = w i  (2Kz  - P z 2 '> + § a  p ’ v  = s i t  (3Kz2 "  P z 3 ) + m  Pz ‘

W s z c z e g ó ln o ś c i  d la  z = 0 j e s t  v ' = , w^ = 0 f v  = 0 , d la  z = 1 j e s t

■ «- P i 2 ■ “ * P  -• - P | ! .  v  .  P | i  + ^ P i .  P r z e to  w p ł y w  s i ł y

(
Ą  
/ -//

//

R y s , 7 .1 1
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p o p r z e c z n e j  u j a w n i a  s i ę  w n a c h y l e n i u  
v  z a k r z y w i o n e j  o s i .  N a to m ia s t  p r z e k r o j e  p r ę 
t a  z a c h o w u j ę  n a c h y l e n i e  w *  t a k i e  samo J a k  
p r z y  p o m in ię c iu  o b e c n o ś c i s i ł y  p o p rz e c z n e j a  u w z g l ę d n i e 
n i u  j e d y n i e  o b e c n o ś c i  m o m e n t u  z g i n a j ą -
c e g o.

P r z y k ła d  8 .1 1 . W yz n aczyć  oś z a k rz y w io n ą  p r ę ta  o b c ią ż o n e g o  momentem K 
Ja k  w p ra w e j c z ę ś c i  r y s .  7 .1 1 .

Odpow iedź 8 .1 1 . R zecz  p o w ta rz a  s i ę  n a jp ie r w  d o k ła d n ie  Ja k  w p r z y k ła 
d z ie  7 .1 1 .  S t a ł a  D = O, l e c z  a t a ł ą  C w yzn aczyć  t r z e b a  z w arunku  v  = 0 
d la  z  m 1 , skąd  C = - - j iy .  Wobec te g o  j e e t  v ' = (6Kz  - 3Pz2 - 2 K 1 ) ,

v  = g ij-  (3 K z 2 - P z 3 - 2 K lz ) .  W s z c z e g ó ln o ś c i  d la  z = O J e s t  v '  = -
p

= 3TT  + S T *  v  = ° *  d la  Z  - 1 j e s t  v ' = g i y ,  wj, = - v  = O.

P r z e to  t u t a j  w p ł y w  s i ł y  p o p r z e c z n e j  n i e  u j a w 
n i a  s i ę  w n a c h y l e n i u  v '  z a k r z y w i o n e j
o s i .  N a to m ia s t  u w i d a c z n i a  s i ę  o n  w n a c h y l e 
n i u  w^ p r z e k r o j ó w .  U w z g lę d n ia ją c  p rz e to  s i ł ę  p o p rzecz n ą  
n ie  n a le ż y  - j a k  to  c z y n ią  w s z y s t k ie  znane  u nas i  za g r a n ic ą  p o d r ę c z n ik i
- o g ra n ic z a ć  s i ę  do z b a d a n ia  J e j  r o l i  w w i e l k o ś c i  v :  t r z e b a  m ieć na uwa
dze ró w n ie ż  w^,.

P rz e c h o d z im y  do b a rd zo  ważnego u z u p e łn ie n ia  d o ty ch cz as o w ych  ro zw ażań . 
Gdy - ja k  w naszym te m a c ie  z asad n icz ym  - s i ł a  T J e s t  ró w n o le g ła  do o s i  
y ,  r o z w ią z a n ie  (1 6 .1 1 )  j e s t  n ie z a le ż n e  od z m ie n n e j x - i  t a k i e  w k o n sek 
w e n c j i  j e s t  ro z w ią z a n ie  (2 3 .1 1 )  i  u z u p e łn ia ją c e  J e  ( 2 4 .1 1 ) .  N ie z a le ż n o ś ć  
p o au n ię ć  od z m ie n n e j x d o w o d z i, że  u m ieszczo ne  w p rz e k r o ju  p r o s t e  rów 
n o le g łe  do o s i  x p o z o s ta ją  t a k im i  po o d k s z t a łc e n iu .  G ee zcze  in a c z e j  mó
w ią c ,  p r z e k r ó j  n i e  d o z n a j e  o b ro tu  w z g lę d n e g o , c z y l i
- Ja k  go n a z w a liś m y  - o w i n i ę c i a  d o k o ła  o s i  z .  P o c h o p n ie  wno
s z ą c  n ik t  s i ę  teg o  ro d z a ju  e f e k tu  n ie  s p o d z ie w a ł.  Duż je d n a k  B a c h , z g i 
n a j ą c  n i e r ó w n o m i e r n i e  p r ę t y  nia p o s ia d a ją c e  p rz e k ro 
j u  sy m e try cz n e g o  w zględem  o s i  g łó w n e j y ,  s t w ie r d z a ł  f a k t  o w i ja n ia  s i ę  
p rz e k ro jó w  d o k o ła  p r o s t e j  r ó w n o le g łe j  względem  o s i  p r ę t a .Z ja w is k o  to  z n a j
d u je  p r o s t e  u z a s a d n ie n ie  rachu n kow e , Ja k k o lw ie k  fak tem  j e s t ,  że p rz e z  w ie 
lu  pow ażnych au to ró w  o b cych  i  k ra jo w y c h  n ie  j e s t  ono z ro z u m ia n e . P o ś w ię 
c im y  mu wobec te g o  c h w i lę  u w a g i.

R o z w ią z a n ie  (1 6 .1 1 )  i  (1 7 .1 1 )  - p o d k re ś la m y  je s z c z e  ra z  - p ro w a d z i zaw
sz e  do r e z u lt a tó w  (2 3 .1 1 )  i  ( 2 4 .1 1 ) .  W e r y f ik u je  ono te ż  z a w s z e
d w a  p i e r w s z e  z warunków  (1 8 .1 1 ) ,  a l e  n i e  z a w s z e
t r z e c i  z t y c h  w arunków . In a c z e j  m ówiąc ro z w ią z a n ie  (1 6 .1 1 ) i  (17 . l i )  
g w a ra n tu je  nam z a w s z e  r e z u l t a t  ;

ii-' = 0 , H f  0 ,  (4 6 .1 1 )
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t j .  n i e o b e c n o ś ć  o w i n i ę c i a  b e z  w z g l ę d u  na 
t o .  c z y  t r z e c i  z warunków  r e d u k c j i  j e s t  l u b  n i e  j e s t  s p e ł 
n io n y .  Gdy H = O, sp raw a  n ie  wymaga d a ls z e g o  n a ś w ie t l a n ia .T r z e c i  w arunek 
re d u k c y jn y  j e s t  s p e łn io n y ,  c z y l i  mamy p rzed  sobę i s t o t n i e  p rz yp ad ek  n ie 
rów nom iernego  z g i n a n i a ,  w k tó rym  T j e s t  s i ł ę  p o p rz e c z n a .w ię c  
p rz e ch o d z ą cą  p rz e z  ś ro d e k  p rz e k ro ju .G d y  zaś  t a k i  w ła ś n ie  t y t u ł  n o s i  o b ec 
n y  u s tę p ,  ja s n e  s i ę  s t a j e  w stęp n e  n asze  z a s t r z e ż e n ie  (1 2 .1 1 ) .  Gdy jed n ak  
j e s t  H /  O , to  ro z w ią z a n ie  (1 6 .1 1 )  i  (1 7 .1 1 )  p ro w ad z i do momentu s k r ę c a 
ją c e g o  o s z c z e g ó ln e j  w a r t o ś c i

N = T H

k tó r ą  w ykryw am y, w e r y f ik u ją c  t r z e c i  w arunek re d u k c y jn y .  W ią ż ą c  ten  r e z u l 
t a t  z  n ied aw n ym i uwagam i możemy im nadać n a s tę p u ją c e  b rz m ie n ie .  W p r ę 
t a c h  o p r z e k r o j a c h  n a j d o w o l n i e j s z e j  p o 
s t a c i  m o ż n a  u n i k n ą ć  o w i n i ę c i a  i >( d o ł ą 
c z a j ą c  d o  z g i n a n i a  p o ł ą c z o n e g o  z e  ś c i 
n a n i e m  s t o s o w n e  s k r ę c a n i e ,  a zatem  d o łą c z a ją c  do 
s i ł y  p o p rz e c z n e j T = moment s k r ę c a j ą c y  N w yż e j p o d an e j w a r t o ś c i .  
E f e k t  pow yższy j e s t  r z e c z y w iś c ie  n ie z w y k ły .  P r z y  i s t n i e j ą  c y m  mo
m enc ie  s k rę c a ją c y m  s tw ie rd z a m y  b r a k  o w in ię c ia .

D o łą c z e n ie  w p ła s z c z y ź n ie  xy s i ł y  T momentu T H / I j e s t  n a jw id o c z 
n i e j  id e n ty c z n e  z um ieszczen iem  s i ł y  T w o d le g ło ś c i  H / I od ś ro d k a  p rz e 
k r o ju .  U o g ó ln ia ją c  n asze  ro z w a ż a n ie  ró w n ie ż  na d ru g i k ie ru n e k  p rz e k ro ju  
w id z im y , że  o w in ię c ia  n i e  m a ,  gdy o b ie  s k ła d o w e , t j .  s i ł y  T i Ty *
p rz ech o d zą  p rz e z  s z c z e g ó ln y  punkt p rz e k ro ju  o w sp ó łrz ę d n y ch

H H
X — C = y — | y  - d - y^-. ( 4 7 . H l

x y

Pu n k t te n  nazywam y ś r o d k i e m  p o s u n i ę ć ,  je g o  p r o s t o l i n i j 
ne m ie js c e  g eo m etrycz n e  o s i ą  p r z e s u n i ę ć .  D la  p rz e k ro jó w  o
w ła s n o ś c i  H = H = 0 punkt te n  pokryw a s i ę  ze ś ro d k iem  geom etrycznymx y
p r z e k r o ju .  Gdy s i ł y  T„> Tw n i e  p r z e c h o d z ą  p rz ez  ten  punkt,

- łp r z e k r ó j  d o z n a j e  o w in ię c ia  v  , p rz y  czym n a jw id o c z n ie j  p ro s ta  
x = c ,  y  = d s t a j e  s i ę  o s ią  w zg lęd neg o  o b ro tu .  Zatem  wspom niana w u s t ę 
p ie  poprzedn im  o ś  o w i n i ę c i a  j e s t  p ro s tą  id e n tyczn ą  z o s i ą  
p o s u n i ę ć .  T y lk o  ro z w ią z a n ie  e n e rg e ty c z n e  p ro w a d z i do z i d e n t y f i 
ko w an ia  obu t y c h  o s i .  Na tym w ię c  g r u n c ie  n ie  j e s t  c e lo w e  s to s o w a n ie  teg o  
lu b  owego t e rm in u . Możemy p rz e to  punkt ( c ,  d )  nazwać ś r o d k i e m  
s z t  y  w n o ś c i ,  w z g lę d n ie  om aw ianą p ro s tą  o s i ą  s z t y w n o 
ś c i .



F a k t  b ra k u  r o z w in ię c ia  p rz y  różnym  od z e ra  mom encie s k rę c a ją c y m  je s t  
w y ja ś n ia n y  w l i t e r a t u r z e  n ie d o r z e c z n ie  w z g lę d n ie  w o g ó le  k w e s tio n o w a n y .

X 1 Ol

y

R y s .  8 .1 1

O to  b a r d z o  p r o 3 t e  w y j a ś n i e n i e  r z e c z y .  W yobraźm y s o b ie  p r z e k r ó j  s y m e t ry c z 
n y  la k  na r y s .  8 . 1 1  i  z a ł ó ż m y ,  że  znamy d la  n ie g o  r o z w ią z a n ie  pod każdym 
w z g lę d e m  ś c i s ł e .  W y k r e ś l m y  d la  n ie g o  k i l k a  t r a j e k t o r i i  n a p rę ż e n ia  s t y c z 
nego . O z i e l ą  o n e  p r z e k r ó j  na c z ę ś c i  1 , 2 , 3 , 4 . W każdym p u n k c ie  p rz e k ro 
j u ,  a w i ę c  w każdym  p u n k c i e  k a ż d e j c z ę ś c i  s p e łn io n e  są  w a ru n k i rów now ag i 
i  w a r u n k i  r o z d z i e l n o ś c i .  W każdym p u n k c ie  t r a j e k t o r i i  z g o d n ie  z j e j  d e f i 
n i c j ą  s k ł a d o w a  n a p r ę ż e n i a  s ty c z n e g o  w k ie ru n k u  p ro s to p a d ły m  do t r a j e k t o 
r i i  j e s t  ró w n a  z e r o .  Wobec teg o  p o w ie rz c h n ie  w a lco w e  o tw o rz ą c y c h  rów no
l e g ł y c h  do o s i  z ,  k tó r y c h  k ie ro w n ic a m i są  t r a j e k t o r i e ,  są  w o ln e  od o b c ią 
ż e ń . Możemy w i ę c  w y o d rę b n ić  ja k o  o d d z ie ln ą  c a ło ś ć  p rę t  o p r z e k r o ju  1 , p rę t  
o p rz e k ro ju  2 i t d .  , j a k  to  pokazano  na p ra w e j c z ę ś c i  r y s .  8 . 1 1 . P r ę t  p i e r 
w o tn y  z powodu s y m e t r i i  p rz e k r o ju  n ie  d o z n a je  o c z y w iś c ie  o w in ię c ia  i i . Wo
bec teg o  żadne z je g o  c z ę ś c i  ró w n ie ż  go n ie  d o z n a je .  Zatem  p r ę t y  1, 2 , . . .  
n ie  d o z n a ją  ró w n ie ż  te g o  e f e k tu  g eo m e try cz n eg o . P r z e p ły w  n a p rę ż e n ia  s t y c z 
nego d la  c z ę ś c i  1 , 2 z azn aczo n o  na ry s u n k u . N a jw y r a ź n ie j  r z e c z  w id a ć  d la  
p r ę t a  1 . Wypadkowa s i ł  c d A  w y n o s i T j  i  j e s t  ró w n o le g ła  do o s i  y .  Pow
s t a ł a  ona z s i ł y  w y ra ź n ie  p io n o w e j i  p a r y  s i ł  o sk ła d o w y ch  po z io m ych .Z  p ra 
w id e ł  r e d u k c j i  w y n ik a ,  źe s i ł a  T j  l e ż y  na z e w n ą trz  p r z e k r o ju , w ię c  p rz e 
ch o d z i p rz e z  punkt O j .  ś ro d e k  p r z e k r o ju  O j j e s t  w y ra ź n ie  n ie z g o d n y  z 
tym punktem . P r z e t o  s i ł a  T j  ma w zględem  p unk tu  O j m ie js c o w n ik  T jC .M ie j-  
sc o w n ik  te n  p rz e d s ta w ia  w a r to ś ć  momentu s k r ę c a ją c e g o .  P o d a l iś m y  p rz e to  
p rz y k ła d  p r z e k r o ju  - w yg lądem  p rz y p o m in a ją c y  s to s o w a n y  w k o n s t r u k c ja c h  
p r z e k r ó j  w a lco w a n y  C ,  na k t ó r y  d z i a ł a  s z c z e g ó ln e j  w a r t o ś c i  moment s k r ę c a 
j ą c y .  M i m o  o b e c n o ś c i  teg o  momentu p r z e k r ó j  n i e  d o 
z n a j e  o w in i ę c ia .
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P r z y k ła d  9 .1 1 . W yznaczyć  ś ro d e k  s z ty w n o ś c i  d la  p rz e k ro ju  u tw o rzonego  z 
p o ło w y  k o ła  Ja k  na r y s .  9 .1 1 .

4 rO dpow iedź 9 .1 1 . Mamy t u t a j  xp = '

2 2 4 r
y - li' X

1 2 
o 2 V r -  y  -

r 4n

2 4 r
y - ii- A

u = I xo '

r 27t

r x = i  *  (1  ■ y ) i

4 T y  /X 4 » 
r y  = "  I  A r  (7  + 3 i } '

H =
R y s . 9 .1 1

Wobec czeg o  0 = Y  = '  3  3 i i '  8 2 P owoc*u s y m s t r i i  d = O .Za tem  ś ro d e k
s z ty w n o ś c i  Q o d d a lo n y  j e s t  od ś ro d k a  geo m etryczn eg o  0 o t r z e c i ą  czę ść  
o d d a le n ia  te g o  o s t a tn ie g o  od ś ro d k a  S  k o ła .

P rz ep ro w ad zo n e  tu  ro z w a ż a n ie  s ta n o w i d yg re s ,,ę  od tem atu  z a p o w ie d z ia n e 
go t y tu łe m  te g o  p o d r o z d z ia łu .  I s t o t n i e  te ż  z a s t r z e g l iś m y  s i ę  p rz y  w yprow a
d z a n iu  fo rm u ł (1 6 .1 1 )  i  (1 7 .1 1 ) ,  że w g rę  mogę w ch o d z ić  t y lk o  p r z e k r o je  o 
w ła s n o ś c i  H = o. Rozsze " z a ją c  o b e c n ie  z a k re s  rozw ażań  możemy z a p y t a ć , j a k  
p o s t ę p ie ,  gdy p r z e k r ó j  p o w yższe j w ła s n o ś c i  n ie  p o s ia d a ,a  s i ł a  T p rz e ch o 
d z i  z g o d n ie  z z a ło ż e n ie m  p rz e z  ś ro d e k  g eo m e try cz n y  p r z e k r ó j  u . Odpowiedź jest 
po d o ty ch cz as o w ych  n aszych  ro z w a ż a n ia ch  n ad e r p r o s t a .  Po n iew aż  ro z w ią z a 
n ie  n asze  p rz y  H /  o  w łą c z a  do d z ia ła n ia  M i  T , p onad to  j e s z c z e - c z e 
go n ie  chcem y - moment s k r ę c a j ą c y  rów ny m ie js c o w n ik o w i s i ł  T , T um ie-y *
s z cz o n ych  w ś ro d k u  s z ty w n o ś c i  w zględem  ś ro d k a  g eo m etrycz n eg o , p rz e to  wy
k lu c z a ją c  te n  o s t a t n i  d o łą czym y  do d o ty ch cz aso w ych  r e z u lt a tó w  s k u t k i  d z ia 
ł a n i a  momentu p r z e c i w n e g o ,  t j .  m o m e n t u  s k r ę 
c a j ą c e g o  r ó w n e g o  m i e j s c o w n i k o w i  s i ł  T , 
Ty  u m i e s z c z o n y c h  w ś r o d k u  p r z e k r o j u
w z g l ę d e m  ś r o d k a  s z t y w n o ś c i .  Moment te n  w yn o s i 
w i ę c :

N = T d - T e ,  (4 8 .1 1 )
A y

p rz y  czym w s p ó łrz ę d n e  c ,  d o k r e ś la  r e l a c j a  (4 7 .1 1 ) .  P o s łu g u ją c  s i ę  na
d a l  z a s t ę p c z y m  p ł a s k i m  p rz e k ro jem  w iem y z p o p rz e d n ie 
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go u s tę p u , że do sk u tk ó w  g e o m e trycz n ych  (2 3 .1 1 )  1 (2 4 .1 1 )  lu b  o g ó ln ie j
(3 9 .1 1 )  d o łą c z y ć  mamy na w zó r (4 .1 0 )  i  d odatkow ych  uwag p o d r o z d z ia łu  d z ie 
s ią t e g o  dodatkow e d o d a jn lk i :

u' = - 1> ( y  - d ) ,  v ' = + ^ ' ( x - c ) ,  w^x = 0 , w^y = 0 , (4 9 . l H

g d z ie  w ed łu g  ( 1 0 . 1 0 ) j e s t :

tf'= § 5 . (5 0 .1 1 )

Gdy d o k ła d n e  w y ra ż e n ie  (2 5 .1 0 )  d la  0 n ie  J e s t  nam z n a n e , u żyć  możemy 
p r z y b l iż o n e g o  (3 5 .1 0 )  w z g lę d n ie  z a s to so w a ć  p o s tę p o w a n ie  Ja k  w p r z y k ła d z ie  
7 .1 0 .  Gdy d o k ła d n e  w a r t o ś c i  nap rężeń  (2 4 .1 0 )  w z g lę d n ie  (3 2 .1 0 )

•V

C = | , C - - (5 1 .1 1 )Ły  3 y* x 3x

n ie  są  nam z n a n e , możemy do t y c h  o s t a t n ic h  z a s to so w a ć  p o s tę p o w a n ie  j a k  w 
p r z y k ła d z ie  5 .1 0 .  N a p rę ż e n ia  (5 1 .1 1 )  d o łą c z y ć  mamy do n ap rę że ń  (1 6 .1 1 )  i
(1 7 .1 1 )  w z g lę d n ie  i c h  ro z s z e rz o n y c h  p o s t a c i  z  + z i  z + z . D o łą -x y  x x  y  x  y y
o z e n ie  to  sp o w o d u je  p rz y  N i>  0 o d c ią ż e n ie  po łów ek  x 4: 0 tu d z ie ż  y  0 
p r z e k r o ju  i  na odw ró t d o c ią ż e n ie  n a p rę ż e n ia m i s ty c z n y m i po łów ek  x =- 0 t u 
d z ie ż  y  <  0 p r z e k r o ju .

Po n ie w aż  s i ł y  T x< T y  p rz y  o b r o c ie  l)* n ie  w yk o n u ją  p r a c y ,  zatem  d o d a t
kową e n e r g ię  s p r ę ż y s t o ś c i  o b l i c z y ć  możemy na w zór ( 2 0 . 1 0 ) . W y n o s i ona w ię c

2
550 (T x ‘  Ty  • (5 2 .1 1 )

y ^

E n e r g ię  tę  d o łą c z y ć  n a le ż y  do e n e r g i i  ( 3 7 .1 1 ) ,  W te n  sposób  r o z s z e r z y l i ś 
my n asze  ro z w ią z a n ie  na p rz y p a d k i n ie ró w n o m ie rn eg o  z g in a n ia  p rę tó w  o p rz e 
k r o ja c h  H /  0 . W id oczn e  j e s t ,  i ż  d la  H 6 0 w s z y s t k ie  o s t a t n io  podane 
k o r e k t y  o d p a d a ją .

Uważamy sp raw ę  gruntownego z a z n a jo m ie n ia  s i ę  z t e o r i ą  p rzypadków  p o d s ta 
wowych za rz e c z  n ie z m ie r n ie  w ażną . Z uw ag i na to  s ta n o w is k o  z as ta n o w im y  
s i ę  z k o l e i  nad sp raw ą  d o k ła d n o ś c i  p rz e d s ta w io n e g o  ro z w ią z a n ia .P o n ie w a ż  w 
każdym p u n k c ie  u k ła d u  w a ru n k i rów now ag i z o s t a ł y  s p e łn io n e , pon iew aż  zad o ść  
u cz y n io n o  warunkom  brzegowym o b c ią ż e ń , p rz e to  w ą tp l iw o ś ć  b u d z ić  może s p e ł 
n ie n ie  wymogów n ie r o z d z ie ln o ś c i .

Gdy c h o d z i o w p ływ  momentu z g in a ją c e g o ,  rz e c z  n ie  b u d z i w ą tp l iw o ś c i .N a -
M y

p rę ż e n ie  az pow odu je  o b ecno ść  z d łu ż u  ez = |r j— . g w a ra n tu ją c e g o  p ła sk o śc

p r z e k r o ju ,  n o ta  bene p rz y  je d n o c z e s n e j d e fo r m a c j i  teg o  p r z e k r o ju  w je g o  
p ła s z c z y ź n ie  o k r e ś lo n e j  s k ró ta m i p. ez . Owa p ła s k o ś ć  g w a ra n tu je  z k o le i  wy-
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o e łn ie n i e  u k ła d u  zdeform ow anego  bez l u k .  A n a lo g ic z n ie  j e s t  p rz y  z g ię c iu  
momentem M^. O g ó ln ie  możemy w ię c  - p a m ię ta ją c  o w ła ś c iw y c h  znakach  a lg e 
b r a ic z n y c h  - n a p i s a ć :

M y  M x
£z "  I T "  '  E l " ’ £x = E y = - / i e z- (5 3 .1 1 )x  y

Gdy je d n a k  c h o d z i o sp raw ę  o d k s z ta łc e ń  p o p rz e cz n y c h , to  ś c i ś l e  rz e c z  
b io r ą c  je s te ś m y  p ew n i j e d y n ie  ró w n o ś c i 1

t 2 = 0 . (5 4 .1 1 )

w y n ik a ją c e j  z z a ło ż e n ia  c 2 = 0 d la  w s z e lk ic h  p rzypadków  p odstaw ow ych .C o
s i ę  z aś  t y c z y  r o l i  Yx i  f y .  t0  ro z w a ż y liś m y  j ą  o d d z ie ln ie  dochodząc do
te g o . i ż  o b ecno ść  k a ż d e j z ty c h  w ie l k o ś c i  w ypacza  w c h a r a k t e r y s t y c z n y  sp o 
sób p r z e k r ó j .  D ednakże je d n o  w y b rz u s z e n ie  w p ływ a na d ru g ie  i  n ie  je s te ś m y  
p e v n i ,  cz y  w p rz y b liż o n y m  t r a k to w a n iu  r z e c z y  n ie  d o p u ś c i l iś m y  l i k  m iędzy 
e lem en tam i u k ła d u , a tym samym c z y  u c z y n i l iś m y  zad o ść  warunkom n ie rozdz ie ł-  
n o ś c i .  A by to  z b a d a ć , p rz yp o m n ijm y  s o b ie  d e f i n i c j e  •,

= T v = iii + iłli ?z - —  + —  - O*  3 y  3z  , y  3 z + 3 x '  2 § 7  + T y  0

i  od tw órzm y w y ra ż e n ie

i )  = .  2 2 f i i _  = + 2 (55  11 )3 *  ćiy 3 t  T y '  d yd z S  Z3x*

L e cz  ex = i^ i ,  * ^ y '  co  P ° z* » a la  na d r o d z e  d a l s z e g o  r ó ż n i c z k o w a n i a  wy
k l u c z y ć  u , v ,  a to

2_
"d /ć i  x 3  Y y  i „  "S x T> /'ć~l x Y) T y . _  5 y
3x ' S y  ' “  ”  ?> ys  z ' "3y l3x "  D y  ' = ć z 3 x #

dM dM
W s ta w ia ją c  tu  (5 3 .1 1 )  i  r e s p e k t u ją c  = T , = - T x z n a jd z ie m y ;

3_ ,3Tx _3_ r3 T x  D T y ,  2/iT x
? x  la x  a y  1 - + E I X ’ 3 y  -S x  - "3 y  ’ = ”  E I y  *

C a łk u ją c  t e  ró w n a n ia  i  u w z g lę d n ia ją c  z a le ż n o ś c i

GTx = V  G»y “  V  2( 1 + /*) G = E j
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z n a jd z ie m y :

lir  - 57* ■ Ą  y) + 2Gl>' (56,11)x y

g d z ie  j e s t  s t a ł ą  c a łk o w a n ia .  Że j e s t  n ią  k ą t  o w in ię c ia  w iem y z p o p rze 
d n ie g o  p o d r o z d z ia łu .  I s t o t n i e ,  gdyby  z a c h o d z i ł  w ypadek T = T = O, na-# x y
p rę ż e n ie  z . t  m og łyby p o ch o d z ie  co n a jw y ż e j od s k r ę c a n ia .  W ted y  w s ta 
w ia ją c  w (5 5 .1 1 ^  w y ra ż e n ia  (4 .1 Q ) u z y s k a lib y ś m y  i s t o t n i e

3 Tx _ _ Ł v '  _ W  _ 2 ^
9 x 3 y  3 x 3 y

Po n ie w aż  o w in ię c ie  - j a k  nam wiadom o - i ) ie  J e s t  p rz y  n ie ró w n om ie rn ym  z g i 
n a n iu  mimo b rak u  momentu s k r ę c a ją c e g o  w y k lu c z o n e , p rz e to  w (5 6 .1 1 )  z a t r z y 
mujemy i? /  0 .  N a p rę ż e n ia  r p o d w ó j n e g o  ś c in a n ia  p o w in n y  c z y n ić  w ma
t e m a ty c z n ie  ś c is ły m  ro z w ią z a n iu  z ad o ść  ró w n an iu  (5 6 .1 1 ) .

Zbadam y, c z y  t a k  j e s t  u nas i s t o t n i e .  O g r a n ic z a ją c  s i ę  d la  p r o s t o t y  do 
p rz yp ad k u  T y  = T ,  T x = 0 wstawm y (1 6 .1 1 )  1 (1 7 .1 1 )  i  im o d p o w ia d a ją ce  
■i' = O w (5 6 .1 1 ) .  L e cz  cx J e s t  fu n k c ją  j e d y n ie  y ,  wobec te g o  p ie rw s z y  
d o d a jn ik  od pad a . Mamy w ię c  zbad ać  pod ja k im i  w arunkam i ró w n an ie

W  u (  *  -  * *  dxo
"  xo H y "  + 3 y “ /y  "  1 +(U

s p e łn i  s i ę  i d e n t y c z n i e ,  co wymaga s p e łn ie n i a  w a r u n k o 
w e g o  dwóch rów nań , a to

d I  U dxo \ M d /  U /- x * dxo . dx*
- a y ( ^ 3 y - J  = + ^7".

0 (5 7 .1 1 )

Uw ażajm y w p ie rw szym  z n ic h  za  n iew iad om ą fu n k c ję  U . W ted y  możemy n a p i 
s a ć  na p o d s ta w ie  (1 1 0 .1 1 )

y
’ -  J -  u' • uT u
2 x 0y  d y ' xo - - xo = ^ T - 5 y '

-d .

7

!■
j i

p rz y  czym d la  p r o s t o t y  znak iem  * oznaczono  yp ay lo n o w ą  p ochod ną . Rów nan ie  
to  p r z y b ie r z e  po p ow yższych  p o d s ta w ie n ia c h  p o s ta ć :

d ( y  i!Ł C . .  H ) _
B y  l y  u -2 u '  1 + JT



- 260 -

lu b  po jed n o k ro tn ym  s c a łk o w a n iu

y  uu** - uu" = j - +~jT  + u *2 ,

g d z ie  D j e s t  s t a ł ą  c a łk o w a n ia .  O ednorodność teg o  ró w n an ia  nasuwa p rz e 
k s z t a ł c e n ie

ln  U =J  U = Y U ’ , U (1  - Y* ) = Y2 U " '  ,

k tó r e  p ro w a d z i do ró w a n an ia

y ( l  - Y* ) - Y = -¡-t—  ( y  + D ) ,

c z y l i  te ż

Hy (Y  y )  - ^  t d )

lu b  po s c a łk o w a n iu

Y y  = I  T T j r  (y2  - 2 Dy + F )  = £ . . y ,

g d z ie  F j e s t  s t a ł ą  c a łk o w a n ia .  L e c z  d la  y  = - d1 tu d z ie ż  y  = + d2 j e s t  
U = O, co d a je  2 D = d 2 - d 1# F = -  d2d j .  Mamy p rz e to  T

U ' , - y  2(1+»*) / d l  d2 j
T T  = i y . d ^ f y - d - )  = ( 7 ^ 7  + y T ^ J

lu b  po o s ta te cz n y m  s c a łk o w a n iu

2dl  2d2
d. +d„ d .+ d „

U = C (y  + d j )  1 (d 2 - y )  * (5 8 .1 1 )

g d z ie  C o zn acza  s t a ł ą  c a łk o w a n ia .

C a łk u ją c  zw rócono  tu  uwagę na n ie ró w n o ś ć  y  - d „ < 0 .  W ra c a ją c  do de- 
U *f i n i c j i  xQ = - ~  z n a jd z ie m y  w r e s z c ie :

( l +2 ft)d 1-d2 ( l +2 M)d 2- d 1

x0 = 0 (1  + /t ) ( y  + d>) V d2 . (d z  .  y )  > dl  (59> 11)
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ja k o  ró w n a n ie  s z e r o k o ś c i  p r o f i l u ,  d la  k t ó r e j  r o z w ią z a n ie  (1 6 .1 1 )  i  (1 7 .1 1 )  
j e s t  ro z w ią z an iem  m a te m a ty cz n ie  ś c is ły m .  S t a ł a  C r e g u lu je  n a jw id o c z n ie j  
s z e ro k o ś ć  p r z e k r o ju .

D ru g ie  z równań (5 7 .1 1 ) ,  po dwukrotnym  s c a łk o w a n iu ,p r z y jm ie  p o s ta ć :

)(C* +
(6 0 .1 1 )

g d z ie  , Dq są  s t a ł y m i .  W ró w n a n iu  tym U tu d z ie ż  xQ są  o k re ś lo n e  
p rz ez  (5 8 .1 1 )  i  ( 5 9 .1 1 ) .  R ó w n an ie  to  może a łu ż y ć  do z n a le z ie n ia  f u n k c j i  
x , .  W y z n a cz e n ie  f  ^  j e s t  je d n a k  z powodu w yk a z a n e j w (5 8 .1 1 )  budowy U 
b a rd zo  k ło p o t l iw e .  W r e s z c ie  ze  z n a le z io n y c h  x + n a le ż a ło b y  w yb ra ć  j e d y 

n ie  t e ,  k tó r e  c z y n ią  z ad o ść  ró w n ie ż
+ d2 

I '
-d .

Dx * y  dv o k r e ś la j ą c e j  o s ie

x , y  Ja k o  o s ie  g łó w n e . D es t n ad e r p raw dopodobne , że  te n  wymóg dodatkow y 
o g r a n ic z y  x do w arunku  s y m e t r i i  x *  = 0 . P rz y jm ie m y  w ię c  d la  c e ló w  i l u 
s t r a c j i  ró w n a n ie  (5 9 .1 1 )  p r z e k r o je  s y m e try c z n e  > 
ró w n a n ie  (6 0 .1 1 )  i d e n t y c z n ie .

0 , k t ó r e  s p e łn ia j ą

Z m ie n ia ją c  s to s u n e k  d j/ d g  cz y  te ż  d^d .^  
z (5 9 .1 1 )  ró ż n e  k o n tu r y  p r z e k r o ju .  Tak np . w g ru p ie  
otrzym am y p r o s t o k ą t ,  d la  p = e l i p s ę  w z g lę d n ie  k o ło

d j/d ,2 /
d la

= 2 d la  
ś c i  r y s

d „/ d 0 cz y  te ż  d ./ d ,  n ad to  u łam ek p  z n a jd z ie m y
1 d la  fi = 0 
¡i = 1/4 p rze-

3/2 d la  ¡i =
z n a jd z ie m y  p r z e k r ó j  o g ra n ic z o n y  p a ra b o lą  d ru g ie g o  s t o p n ia ,  d la  p  =

V d2
p  = 1/2 o trzym am y t r ó j k ą t ,  d la  f i = 0 p r z e k r ó j  j a k  w p ra w e j czę-  

1 0 .1 1 . D la  d ./ d _  i- 2 k ażd y  z p rz e k ro jó w  - p o d o b n ie  ja k  o s t a t -

k r ó j  n a s z k ico w a n y  w le w e j  c z ę ś c i  r y s .  1 0 .1 1 . W g ru p ie  d j/ d 2 
= 1/4
= 1/2 p r z e k r ó j  u w id o c z n io n y  w ś ro d k o w e j c z ę ś c i  r y s .  1 0 .1 1 ,W g r u p ie  -2

R y s .  10 .11
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n i  - o g ra n ic z o n y  j e s t  a s y m p to tę . 2 d y s k u s j i  t e j  w y n ik a ,  że ro z w ią z a 
n ie  (1 6 .1 1 )  i  (1 7 .1 1 )  j e s t  w y s t a r c z a ją c o  d o k ła d n e , z w ła s z cz a  d la  atów  p ra k 
ty c z n y c h  d la  p r o f i l i , c h o c i a ż  w grubym p r z y b l iż e n iu  z b l iż o n y c h  do w yże j 
podanych  - w ię c  np. d la  p rz e k ro ju  teo w eg o . W a rto  w re s z c ie  z au w ażyć ,że  wzór

+ xo
( 1 6 . 1 1 )  « 6 6 . , .  y « „ l .  J r>6 , p rz yp ad a-

- xo
j ą c e j  na s z e ro k o ś ć  2 xq p r z e k r o ju .  In a c z e j  mówiąc w zó r te n  d a je  n a le ż y tą  
ś r e d n ią  w a r to ś ć  n a p rę ż e n ia  a n ie p o p rz e c z n o ś ć  je g o  p o le g a  na n ie w ła 
śc iw ym  p r z y j ę c iu  s t a ł e j  w a r t o ś c i  t x na c a ł e j  s z e r o k o ś c i  2 x q .

ś c i s ł a  t e o r i a  n ie ró w n o m ie rn e g o  z g in a n ia  p o ch o d z i - ja k  t e o r i a  w s z y s t 
k ic h  p rzypadków  podstaw ow ych  - od de S a in t - V e n a n t a .  Obok p rz em ieszcze ń  - 
w z g lę d n ie  ic h  ze to w ych  pochodnych  u , v  - (4 .1 0 )  lu b  l e p i e j  (4 9 .1 1 )  z a k ła 
da ona , u w z g lę d n ia ją c  w y p a cz e n ie  p r z e k r o ju ,  t r z e c i e  p rz e m ie s z c z e n ie  w po
s t a c i

w = 1> $ - a1 ($1 + !• x2y + Szii y3 ) _ a2 ($2 + ^  xy2 + x3 ).

(6 1 .1 1 )

g d z ie

a l  = E l “ '. ®2 = E l  ' ^  = GO’ (6 2 .1 1 )X y

a m ie js c o w n ik  N o k r e ś la  fo rm u ła  (4 8 .1 1 )  i  o k r e ś le n ia  (4 7 .1 1 ) .  W ro z w ią 
z a n iu  tym w ró w n a n ia ch  (4 9 .1 1 )  ro zum ie  s i ę  pod c ,  d w sp ó łrz ę d n e  u n ie 
ru chom ionego  p unk tu  ( a , b )  p r z e k r o ju  p o czą tk o w eg o , w o k r e ś le n ia c h  zaś
(4 7 .1 1 )  pod c .  d ro zum ie  s i ę  w s p ó łrz ę d n e  ś ro d k a  p o s u n ię ć .  W sp o m n ie liśm y  
j u ż ,  że w ro z w ią z a n iu  en e rg e tycz n ym  n ie  można punktu' ( a , b )  p r z y ją ć  dowol
n ie ,  bo o k a z u je  s i ę  nim tu  ś ro d e k  s z ty w n o ś c i  ( c , d ) .

A żeby  p rz e to  podać r o z w ią z a n ie  ś c i s ł e  z a g a d n ie n ia  j e d n o s t a jn ie  zm ienne
go z g in a n ia  t r z e b a  obok dwóch f u n k c j i  p o s u n i ę ć
znać n ad to  f u  ‘n k e j ę  o w i n i ę c i a  $  - znaną Ju ż  nam z po
p rz e d n ie g o  u s tę p u , ch yb a , że  Hx = Hy = O. F u n k c je  t e  w ew ną trz  p rz e k ro ju
muszą c z y n ić  z ad o ść  równaniom  harm onicznym

3 2«  3 2<t>„ 3 2$  a 2$
— w=- + — = O,  4  ♦ --- 1 = O, (6 3 .1 1 )
3 x  3 y  3 x  3 y

a na je g o  b rzeg u  warunkom 1

ai>i 2 2
 --- = - 2 xyn - y  n , ,  r--- = - x n  - 2 x y n ,  (6 4 .1 1 )3n 1 x 7 y  3n  x y
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g d z ie  n o zn acz a  n o rm a ln ą  z e w n ę trz n ą  k o n tu ru  b rzeg o w eg o . Muezę d o d ać , że 
p rzed 9 taw iam  tu  zm od yfikow aną  p rz e z  s i e b i e  m a te m a ty cz n ie  t e o r i ę  k la s y c z n ą .  
Na p r z e d s t a w ie n ie  c z y  to  p rz e m ie s z c z e n ia  (6 1 .1 1 )  c z y  w arunków  (6 4 .1 1 )  zu
ż yw a ją  a u to r z y  w z o ru ją c y  s i ę  na p r a c y  de S a in t- V e n a n ta  dwa r a z y  t y l e  m ie j 
s c a .

W edług  i s t n i e j ą c y c h  w l i t e r a t u r z e  p rz ed m io tu  z a p a try w a ń  t y lk o  z n a jo 
mość f u n k c j i  4>1 , 4>2 p o zw a la  o b l i c z y ć  p a ra m e try  g e o m e try cz n e  Hx «Hy< a t0

n  2 a<ł>i  \
2 ( 1  ♦ ) hx ~ j  ( - ( l  -  2/1) xy  -  x w  * y  ^ j d A ,

(6 5 .1 1 )
n  2 9 $ 2\

2 (1  + fi ) Hy  = J  ( - ( 1  - 2 | i ) x y - y 3 T ł x a y " ) dA

lu b  te ż  - co na Je d n o , j a k  w yk aza łem , w y ch o d z i -

A

3<P1 \
(1  + x w  I  dA'

(66.11)
3

( l  ♦ 3/1) y  - g f  ) d A .

Tym aczasem  u d a ło  mi s i ę  d o w ie ś ć , że p a ra m e try  t e  można w yz n a cz yć  ze  zna 
jo m o ś c i j e d y n ie  f u n k c j i  o w in ię c ia  4  , a to

( 1  + f i)  H « -fl ( 1  + fO  yf- + /tx y  + fxy2  | £  jd A ,
^  (6 7 .1 1 )

(1  + f i )  Hy  = +/ ( U  + f O  x4> + f ix y  | |  + f ix 2 | | ) d A ,

co  s ta n o w i eko n o m iczn y  p rz y c z y n e k  t e o r e t y c z n y .  A n a l iz a  r o z w ią z a n ia  e n e r 
g e ty c z n e g o  każe p rz y p u s z c z a ć ,  ż e  p r a k ty c z n e  p r z y b l iż e n i e  t y c h  r e l a c j i  da
j ą  k r ó t k ie  w z o ry  ;

= - f  y4>dA, Hy  = +J '  x$dA. (6 8 .1 1 )

A n a l iz a  t a  p ro w a d z i je d n o c z e ś n ie  do w n io s k u , że p a ra m e try  p o s u n ię ć  F^, F , 
G , c z y l i  t e ż  w s p ó łc z y n n ik i  p o s u n ię ć  a * ,  a * ,  |J* w ym agają  z n a jo m o ś c i obu
f u n k c j i  p o s u n ię ć  f>1# (¡»g. R e la c j e  t e  są  je d n a k  - p o d o b n ie  Ja k  w naszym
p rz y b liż o n y m  ro z w ią z a n iu  - z n a c z n ie  b a r d z ie j  z a w i łe  n iż  t e  na H^, Hy . Re 
z yg nu jem y z p odaw an ia  i c h  t u t a j .

n  d ® .
(1  + /i ) ( 3  * 4fi) Hx - J [ 1 2  + f i )  y  ^  -

n  ^^2
(1  + n  ) ( 3  + 4/4) Hy  [ (2  ♦ f i  ) X —  -
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Znajom ość f u n k c j i  0 ,  0 ^ , 0 2 o k r e ś la  sk ład o w e  n a p rę ż e n ia  c ^ , t: , a to  
w ed łu g  w zorów :

(6 9 .1 1 )

E n e r g ia  s p r ę ż y s t o ś c i  j e s t  sumę d o d a jn ik ó w  (3 7 .1 1 )  i  ( 5 2 .1 1 ) .Tym samym z na 
jom ość t y c h  f u n k c j i  ro z w ię z u je  z a g a d n ie n ie  pod każdym w zg lędem .

Tak np . d la  p rz e k r o ju  ko łow ego  z g in a n e g o  d o k o ła  o s i  x z n a le ź ć  można:

z w yb itn ym  u p ro szcze n ie m  d la  y  = 1/2 , prowadzącym  do naszego  e le m e n ta rn e 
go ro z w ią z a n ia .  R o z w ią z a n ie  d o k ła d n e  d a je  d la  n a jw ię k s z e g o  n a p rę ż e n ia  r  
we w zo rze  (1 9 .1 1 )  w s p ó łc z y n n ik

p r z y b ie r a j ą c y  d la  y  = O, 1 /4 , 1/2 w a r to ś ć  3 /2 , 7/5 , 4 /3 . M ie jsce m  teg o  
n a p rę ż e n ia  j e s t  ś ro d e k  k o ła .  N a p rę ż e n ie  z x n ie  j e s t  w zd łu ż  ś r e d n ic y  y  = 
= 0 s t a ł e .  Na b rz eg a ch  t e j  ś r e d n ic y  j e s t

c z y l i  d la  fi = 0 , 1/4 , 1/2 k o le jn o  1 , 6 /5 , 4 /3 . Podane w ię c  p rz e z  nas ro z 
w ią z a n ie  p r z y b l iż o n e  ze w s p ó łc z y n n ik ie m  4/3 ró ż n i  s i ę  od ś re d n ie g o  maksy
m alnego o 5%, co s ta n o w i d o b re  p r z y b l iż e n ie .

W a n a lo g ic z n y m  z g ię c iu  p ro s tym  p rz e k ro ju  p ro s to k ą tn e g o  o bokach 2 a , 2b 
można z n a le ź ć  r o z w ią z a n ie :

z w yb itn ym  u p ro szcze n ie m  d la  y  = 0 , prowadzącym  do naszego  ro z w ią z a n ia  e le 
m en ta rn eg o . T u t a j  z a ło ż y w s z y  ś r e d n io  y  = 1/4 tu d z ie ż  k o le jn o  b/a = 2 , 1, 
1 /2 , 1/4 z n a jd z ie m y  d la  n a p rę ż e n ia  z w ś ro d k u  p rz e k ro ju  w arto ści 2  1.47,
1 .4 1 , 1 .2 8 , 1 . 2 1 .  Ola ś ro d k a  b rzeg u  x = +, a z n a jd z ie m y  w a r t o ś c i  5  w t e j  
sam ej k o le jn o ś c i  1 ,9 5 ,  1 ,6 9 ,  2 ,0 9 ,  2 ,9 8 . Tu p rz e to  n a p rę ż e n ie  r o ś n ie 1

i  + y

n=l

I
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ód ś ro d k a  ku brzegom . W y jś c ie  z ro z w ią z an ie m  p rz y b liż o n y m  od p rz e k ro ju
w ą s k ie g o  poza k w a d ra t j e s t  n ie d o p u s z c z a ln e ,  bo p ro w a d z i do z b y t  w ie lk ich  od
s tę p s tw  od ro z w ią z a n ia  a  = 1 ,5 .  T rz e b a  je d n a k  z w ró c ić  u w ag ę ,źe  nawet przed
s ta w io n e  ś c i s ł e  ro z w ią z a n ie  n ie  j e s t  d la  z b y t  s z e ro k ie g o  p r z e k r o ju  pewne, 
a lb o w iem  rz e c z  m o d y f ik u je  d z i a ł a n ie  p ły to w e  t a k ie g o  p r z e k r o ju .

Budowa f u n k c j i  ¡2̂  w podanych  tu  j a k  i  in n y c h  w ypadkach  n a s u n ę ła  de
S a in t- V e n a n to w i  tzw . p o ło w ic z n ie  - odw róconą m etodę.

Z a k ła d a ją c

¡¡»i = C1V + C2 ( y 3 - 3x2y )

i  n a d a ją c  s t a ły m  , C,, ro z m a ite  w a r t o ś c i  w y k ry w a ł c z y  to  z w arunku
(6 4 .1 1 ) ,  c z y  te ż  z w y z n a c z a n ia  t r a j e k t o r i i  b r z e g i  ro z m a ity c h  p rz e k ro jó w  
c z y n ią c y c h  ś c i ś l e  z ad o ść  wymogom t e o r i i  z g in a n ia .  Tę d rogą z n a le z io n o  te ż  
m ięd zy  in n y m i p r o f i l  p rz e d s ta w io n y  na w s tę p ie  r y s .  1 0 .1 1 . In t e r e s u ją c e  by 
ło b y  ro z s z e rz y ć  pow yższe z a ło ż e n ie  o d o d a jn ik  h a rm o n iczn y

C3 ( y 5 - 10 x2 y 3 + 5 x4 y )

i  zbadać  nowe e w e n tu a ln o ś c i ,  Je s z c z e  b a r d z ie j  c e lo w e  b y ło b y  nadać f u n k c j i  
budowę d o p u s z c z a ją c ą  p r o f i l  n ie s y m e t r y c z n ie  w zględem  o s i  x w z g lę d n ie  

s y m e t r y c z n ie  t y l k o  względem  o s i  x ja k o  o s i  w e k to ra  M.
Ju ż  t r a k to w a n ie  p rz e k ro jó w  p o d w ó jn ie  s y m e try cz n y c h  n a s t r ę c z a  dużo k ło 

po tó w . T ru d n o ś c i  z w ię k s z a ją  s i ę ,  gdy p r z e k r ó j  j e s t  s y m e try c z n y  ty lk o  w zg lę 
dem l i n i i  d z i a ł a n ia  s i ł y  T . Rosną d a l e j ,  gdy p rz y  p o je d y n c z e j s y m e t r i i  
s i ł a  T j e s t  do o s i  s y m e t r i i  p r o s to p a d ła .  P rz y k ła d ó w  w l i t e r a t u r z e  n ie  
p o s iad am y z b y t  w ie le  z t e j  d z ie d z in y .  Pewne m o ż liw o ś c i d a je  m etoda p o d z ia 
łu  p r z e k r o ju  s y m e try cz n e g o  t r a j e k t o r i a m i  na c z ę ś c i .  Tak n p .z n a jo m o ść  ro z 
w ią z a n ia  d la  k o ła  p o zw a la  tym samym podać ro z w ią z a n ie  ró w n ie ż  d la  p ó łk o la .  
Można s t ą d  w yz n a czyć  ś c i ś l e  w sp ó łrz ę d n ą  c ś ro d k a  s z ty w n o ś c i .Z a m ia s t  w a r 
t o ś c i  ^  z n a le z io n e j  w p r z y k ła d z ie  9 .1 1  o trzym am y tu  :

4 r _  1 + 3p
u "  15x * 1 + fx '

j  • 4 r  2 8 r 4 r  co d la  fx = 0 , 1 /4 , 1/2 k o le jn o  d a je  ^ .

P o s ia d a ją c  ro z w ią z a n ie  ś c i s ł e  możemy w yz n aczyć  te ż  w s p ó łc z y n n ik i  posu 
n ię c i a  a * ,  p * . N ie  p o s iad am y w l i t e r a t u r z e  zap asu  ty c h  d a t .  Możemy jed n a k  
p rz y p u s z c z a ć , że s t o p ie ń  p r z y b l iż e n ia  ro z w ią z a n ia  naszego  b ę d z ie  le p s z y  
a n i ż e l i  d la  w sp ó łcz y n n ik ó w  o , ¡3 n a p rę ż e ń , ó lbow iem  e n e r g ia  j e s t  w y ra ż e 
niem  u w z g lę d n ia ją c y m  r y c z a łto w o  o g ó ł n a p rę ż e ń , ś r e d n ie  z aś  w a r t o ś c i  poda
nych  p rz e z  nas sk ła d o w y ch  są  z k o n ie c z n o ś c i  d o b re .

W p ro w ad zen ie  w o b l i c z e n ie  - p o d o b n ie  j a k  to  s i ę  r o b i  w t e o r i i  s k r ę c a 
n ia  - f u n k c j i  ')> ^ s p r z ę ż o n y c h  z d o tych cz aso w ym i , ¡3,, n ie  j e s t  ma-
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te m a ty c z n ie  c e lo w e , a lb ow iem  w a ru n k i brzegow e (6 4 .1 1 )  po odnośnym p rz e 
k s z t a łc e n iu  - o d m ien n ie  n iż  w t e o r i i  s k r ę c a n ia  - n ie  d a ję  sz an s  matematycz
nemu ro z w o jo w i w ypadków . P o s tę p o w a n ie  t a k i e  b y ło b y  c e lo w e , gdybyśm y fu n k 
c j e  łjjg u z u p e łn i l i  k o rz y s tn y m i d o d a jn ik a m i.  W ted y  zaś przechodzę one
ze swego suwu w tz w . fu n k c je  n a p rę ż e ń . Z a s łu g ę  p r z e k s z t a łc e n ia  ro z w ią z a 
n ia  de S a in t- V e n a n to w s k ie g o  teg o  ro d z a ju  z a b ie g ie m  p r z y p is u je  s i ę  w y b itn e 
mu ro s y js k ie m u  uczonemu - T im o sz en ce . In t e r e s u ją c e  b ę d z ie  p rz e d s ta w ić  tu  
to k  te g o  o b l i c z e n i a .

O g r a n ic z a ją c  s i ę  - co j e s t  tu  b a rd zo  c e lo w e  - do wypadku T = T j  T x
mamy u c z y n ić  z ad o ść  w aru n kow i rów now ag i (7 .1 1 )  z o k re ś le n ie m  o^ r e la c ję
( 4 . 1 1 ) ,  w a ru n ko w i brzegowemu (8 .1 1 )  tu d z ie ż  w aru n kow i n ie r o z d z ie ln o ś c i
(5 6 .1 1 ) .  P ie r w s z y  z n ic h  s p e łn im y , k ł a d ą c ;

2
9 J I  T y  f / \  \

r y  = - 3y* CX “  5 7  - 2 1  + f ( x ) ' (7 0 -n )

g d z ie  S2 j e s t  z a s tę p u ją c ą  je d n o c z e ś n ie  fu n k c je  0  i  ^  poszu k iw aną  funk
c j ą  n a p rę ż e ń , a f ( x )  d o w o ln ie  o b ie r a ln ą  fu n k c ją  z m ien n e j x . W s ta w ia ją c
(7 0 .1 1 )  w (5 6 .1 1 )  o trzym am y ró w n a n ie  ró ż n icz k o w e

d la  f u n k c j i  ii , p rz y  czym znak * j e s t  sym bolem  p o ch o d ne j względem  x .
W s t a w ia ją c  w r e s z c ie  (7 0 .1 1 )  w (8 .1 1 )  i  ru g u ją c  n , n w ed łu g  (1 5 .1 0 )x y
z n a jd z ie m y  ró w n a n ie

+ ( i £  _  I X -  + f ( x ) )  i i  = o
8 y  3 8 3x 21 da

c z y l i  te ż

.  ( g £ .  « . » u

lu b  po s c a łk o w a n iu  względem  w s p ó łrz ę d n e j b rz eg o w e j s

« = 2T J y2dx -

g d z ie  CQ j e s t  s t a ł ą  dow olną ja k o  w a ru n ek , k tórem u m usi fu n k c ja  SI c z y n ić  
z ad o ść  na b rzeg u  p r z e k r ó ju .  P o c z ą te k  z m ien n e j s możns o b ra ć  w dowolnym 
p u n k c ie  k rz y w e j b rz e g o w e j.  Gdy p r z e k r ó j  o b e jd z ie m y  c a łk o w ic ie  w r a c a ją c  do 
p unk tu  w y jś c io w e g o , z n a jd z ie m y ;

y^ dx = 0 ,

/ f ( x )d x  + C„ (7 2 .1 1 )
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a lb ow iem  pow yższa c a łk a  po obw odz ie  zam kn iętym  o zn acza  ś r e d n ik  U c a łe g o  
p o la  p rz e k ro ju  względem  o s i  x , t a  z aś  p rz e c h o d z i - z g o d n ie  z umowę 
p rz e z  ś ro d e k  g e o m e try cz n y  te g o  p o la .  W yn ik a  z te g o ,  że  fu n k c ja  ii tw o rz y  
nad b rzeg iem  s p r z e k r o ju  k rzyw ę z a w s z e  z a m k n i ę t ę .

Po n ie w aż  fu n k c ję  f ( x )  możemy dysponow ać n a j z u p e łn ie j  d o w o ln ie , p rz e to  
w y k o rz y s ta ć  to  możemy d la  u p ro s z c z e n ia  ró w n a n ia  ( 7 1 .1 1 ) ,  c z y  te ż  (7 2 .1 1 ) .  
Gdy mamy z a m ia r  e k s p lo a to w a ć  p rz e d s ta w io n ę  t e o r i ę  na d ro d ze  c z y s to  m ate
m a ty c z n e j,  to  w skazane  j e s t  w p ie rw szym  r z ę d z ie  u p r o ś c ić  w arunek  b rz e g o 
wy (7 2 .1 1 ) .  Gdy w ię c  np . p r z e k r ó j  p o s ia d a  s y m e t r ię  w zględem  o s i  x , to  mo
żemy na b rzeg u  zaw sze p r z y ję ć  f ( x )  = • c z y l i  u c z y n ić  tam fl = CQ, w ię c
np . Si = 0 . W ted y  w (7 1 .1 1 )  w m ie js c e  f * ( x )  w p iszem y ^  Y 0  '  Y 0 '  9d z ie  y  =
= y ( x )  j e s t  rzęd n ę  b rzegow ę z a le ż n ę  od x . Tak np . p o s t ę p i ł  R o s ja n in  - 
Panów - r o z p a t r u ję c  tę  m etodę p ię k n y  p rz y k ła d  p r z e k r o ju  ogran iczonego  k r z y 
wę

Gdy w ypadek p ow yższy  n ie  z a c h o d z i,  możemy p o s tę p ie  w d o w o ln y  in n y  spo 
s ó b , w ię c  np . u s i ło w a ć ,  b y  k rzyw a  b rzegow a SI l e ż a ł a  w p o w ie rz c h n i w a lc o 
w e j lu b  po p ro s tu  p r z y ję ć  f ( x )  = 0 .

Gdy mamy z a m ia r  w y k o rz y s ta ć  p rz e d s ta w io n ę  t e o r i ę  w sposób  ekspe rym en 
t a l n y  - a ja k  g d z ie  i n d z ie j  wskażem y j e s t  to  m oż liw e  - to  w in n iśm y  d ężyć  
p rz e d e  w s z y s tk im  do u p ro s z c z e n ia  ró w n a n ia  ( 7 1 .1 1 ) .  W ted y  k o n ie c z n e  J e s t ,  
by fu n k c ja  f ( x )  b y ła  co  n a jw y ż e j kw ad ra tow a  w z m ie n n e j x , w ię c  m ia ła  
p o s t a ć :

f ( x ) ■= 3Bx2 + 2C x + D.

W ted y  ró w n a n ie  (7 1 .1 1 )  p rz y jm ie  p o s ta ć :

3x 3y  

ró w n a n ie  z aś  (7 2 .1 1 )  p o s t a ć ;

3 2li . 3̂ a _ — T _ 6B) x + 2 g V -  2C, (73.11)
1  +  JLt I

- ii/ ’y 2 dx - Bx 3 - Cx2 - Dx + C . (7 4 .1 1 )O

Możemy p r z y ję ć  B = g możemy dodatkow o o b ra ć  C = G if.w te d y  p ra 
wa s t r o n a  ró w n a n ia  ró ż n icz k o w eg o  b ę d ż ie  s t a ł ę  lu b  naw et z e ro w ę . Odpow ied- 
n ię  do teg o  p o s ta ć  p rz y jm ie  w arunek  b rzeg o w y .

0 m o ż liw o ś c ia c h  e k s p e ry m e n ta ln e g o  o k r e ś le n ia  f u n k c j i  SI b ę d z ie  mowa od
d z i e l n i e .  Tu je s z c z e  d o da jm y, £e p ow yższy  wywód j e s t  s łu s z n y  d la  p rz e k ro 
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jów  je d n o s p ó jn y c h .  P r z y  w ie lo s p ó jn y c h  możemy dysponować s t a ł ą  CQ i y l k o  
na jednym  z b rzeg ó w . Na p o z o s ta ły c h  je d n o z n acz n o ść  ro z w ią z a n ia  prowadzi do 
pewnych przym usowych k o n s e k w e n c j i.

Wiadomo nam j e s t ,  że t w ie r d z e n ie  (3 4 .1 1 )  o je d n o z n a c z n o ś c i ro z w ią z a n ia  
s to so w an e  m usi b yć  dodatkow o poza w arunkam i rów now ag i i  w arunkam i n ie ro z -  
d z ie ln o ś c i  d la  p rz e k ro jó w  w ie lo s p ó jn y c h .  Może ono je d n a k  być z k o r z y ś c ią  
u ż y te  ró w n ie ż  d la  obsza ró w  je d n o s p ó jn y c h .  W t e o r i i  s k r ę c a n ia  p o s t u la t  je d 
n o z n a cz n o ś c i d o p ro w a d z ił  nas do t w ie r d z e n ia  (5 3 .1 0 )  o c y r k u l a c j i  n a p rę ż e 
n ia  s t y c z n e g o . A n a lo g ic z n e  t w i e r d z e n i e  o k r ą ż e n i u  
n a p r ę ż e n i a  s ty c z n e g o  możemy podać d la  z a g a d n ie n ia  n ie równomier
nego z g in a n ia .

Punktem  w y j ś c i a  może być  w arunek  n ie r o z d z ie ln o ś c i  (5 6 .1 1 ) .  Pomnóżmy go 
s t ro n a m i p rz e z  e lem en t p o la  dA i  s c a łk u jm y  w o b rę b ie  d o w o l n e j  
k r  z y  w e j ,  z a m k n ię t e j ,  l e ż ą c e j  je d n a k  w c a ł o ś c i  w 
o b r ę b i e  m a t e r i a l n e g o  p r z e k r o j u .  Mamy w ię c :

/ ( f c r  -  ?y*) dA ■ rrjrfi T* x -  v) dA + z e ^ d A .

O e ś l i  ł  j e s t  w sp ó łrz ę d n ą  łukow ą t e j  k r z y w e j ,  a h j e j  n o rm a ln ą , t o ,p r z e 
k s z t a ł c a j ą c  c a łk ę  p o w ie rz ch n io w ą  na obwodową, możemy le w e j  s t r o n ie  nadać 
p o s ta ć  :

/ ( &  - S * ) dA = / (x xhx - V V  d ł  - f ( z y ł x + V V  « •

a lb ow iem  m ięd zy  dostaw am i n o rm a ln e j i  s t y c z n e j  zachod zą  z w ią z k i  typu (15.10). 
W o s ta tn im  d w um ian ie  pozna jem y z fo rm u ły  ( 5 2 .1 0 ) ,  t j .  sk ła d o w ą  c a ł 
k o w ite g o  n a p rę ż e n ia  s ty c z n e g o  w z ię tą  w k ie ru n k u  łu k u  ł .  O s t a t e c z n ie  w ię c  
lew a  s t r o n a  d ysku tow anego  ró w n a n ia  p rz e d s ta w ia  c y r k u la c j ę  C = j )  t ^  d ł  na
p rę ż e n ia  s t y c z n e g o . Na p ra w e j J dA = A j  oznacza  p o le  o b ję t e  k rzyw ą  ł ,  wy
r a ż e n ia  zaś J ' x dA = f  ydA = V j x p r z e d s t a w ia ją  ś r e d n ik i  teg o  p o la
względem  o s i  y  tu d z ie ż  x . L i t e r ę  V z as to so w an o  w m ie js c u  d o ty c h c z a s  
s to s o w a n e j d la  ś r e d n ik a  U , a b y  z a z n a c z y ć , że w g rę  o b e c n ie  w ch o d z i i  n- 
n e p o le .

O s t a t e c z n ie  w ię c  t w ie r d z e n ie  o k r ą ż e n iu  p r z y b ie r a  p o s ta ć :

Gdy za k rzyw ą  ł  o b ie rz e m y  t r a j e k t o r i ę  s n o rm a ln e j n , n a le ż y  c e lo 
wo z a z n a c z y ć  to  zm ianą w sk aź n ik ó w . Gdy s i ł y  T , T są  r z e c z y w iś c ie  po-

i * y
p rz e c z n y m i, o w in ię c ie  ii o k r e ś la  w zór (5 0 .1 1 ) ,  a z a w a r ty  w nim ra ie js co -
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w n ik  N - w zór (4 8 .1 1 ) .  Gdy s i ł y  T , T są  s z c z e g ó ln y m i m im opoprzecz-x y
n ym i, t z n .  p rz e ch o d z ą cym i p rz e z  ś ro d e k  s z ty w n o ś c i  p r z e k r o ju  n a le ż y  w (75.11) 
p o ło ż y ć  ■0' = O. W z g ię c iu  p ro s tym  n a le ż y  za Je d n ą  z w ie l k o ś c i  T , T po-

*  yło ż y ć  z e r o .
N a le ż y  p a m ię ta ć  o tym , że t w i e r d z e n i e  (7 5 .1 1 )  z o s t a ło  wy

prow adzone z m a te m a ty cz n ie  ś c is łe g o  z w iąz k u  (5 6 .1 1 ) .  G es t ono p rz e to  rów 
n ie ż  m a t e m a t y c z n i e  ś c i s ł e .  N ie  może w ię c  ono być  z e s ta 
w ia n e  z o b lic z e n ie m  n ie d o s t a t e c z n ie  p rz y b liż o n y m . K o n f r o n t a c ja  teg o  t w ie r 
d z e n ia  np . z ro z w ią z a n ie m  (1 6 .1 1 )  i  (1 7 .1 1 )  może co n a jw y ż e j w y k a z a ć , w 
ja k im  s to p n iu  to  o s t a t n ie  j e s t  p r z e c ię t n ie  n ie d o k ła d n e . Tak np . ro z w ią z a 
n ie  pow yższe d la  p rz e k ro jó w  s y m e try c z n y c h  d a je  d la  p o łó w k i p r z e k r o ju  - ja k  
ła tw o  w ykazać  - c y r k u l a c j ę  z e r o w ą .  W i s t o c i e  z a ś  w in n a  ona w y n o s ić

f1  ^  V , g d z ie  V j e s t  ś re d n ik ie m  p o la  t e j  p o łó w k i względem  o s i  y ,i  + l  y  y
a zatem  w ie lk o ś c ią  ró żną  od z e r a .  Można p rz e to  p o k u s ie  s i ę  o k o re k tę  na
szeg o  ro z w ią z a n ia  d la  = O p rz y jm u ją c ,  że  fo rm u ła  (1 6 .1 1 )  o k r e ś la  t y l 
ko ś r e d n i ą  w a r to ś ć  n a p rę ż e n ia  z^, r z e c z y w i s t ą  zaś 
owa ś r e d n ia  pomnożona p rz e z  s t o s o w n ą  fu n k c ję  z m ie n n e j x . W ted y  
z w arunku  rów now ag i z n a jd z ie m y  s to so w n e  t  , d b a ją c  znów o t o ,  by na kon
tu rz e  b y ł  s p e łn io n y  w aru n ek  b rz eg o w y . N a d licz b o w e  p a ra m e try  w prow adzonej 
f u n k c j i  z n a jd z ie m y  z z a s to s o w a n ia  t w ie r d z e n ia  o c y r k u l a c j i .  O c z y w iś c ie  z 
teg o  n ie  w y n ik a ,  że  z n a jd z ie m y  ś c i s ł e  r o z n ią z a n ie .  Z n a jd z ie m y  ro z w ią z a n ie  
ś c i ś l e j s z e , ś c is ły m  z aś  b y ło b y  ono w te d y , gdyby  tw ie r d z e n ie  o c y r k u l a c j i  
s p e łn ia ło  s i ę  d la  dow o ln ych  k rz yw ych  z a m k n ię ty c h , co j e s t  rów noznaczne  z 
ż ąd an iem , by w każdym p u n k c ie  p rz e k r o ju  b y ł  s p e łn io n y  w y jś c io w y  d la  t w ie r 
d z e n ia  p o s t u la t  n ie r o z d z ie ln o ś c i  (5 6 .1 1 ) .  W w ypadkach  p rz e k ro jó w  w ie lo -  
s p ó jn y c h  t w ie r d z e n ie  (7 5 .1 1 )  m u s i  b yć  u ż y te ,  o czym b ę d z ie  jesz cze  mo
wa.

P r z e k r o je  c ie n k o ś c ie n n e  m ają w t e c h n ic e  duże z a s to s o w a n ie .N ie  p o s ia d a 
my d la  n ic h  ś c i s ł e g o  ro z w ią z a n ia  t e o r e ty c z n e g o .  Podamy p rz e to  ro z w ią z a n ie  
p r z y b l iż o n e .  G es t ono tym d o k ła d n ie js z e ,  im s z e ro k o ś ć  p o s z c z e g ó ln y c h  c z ę 
ś c i  p r o f i l u  j e s t  m n ie js z a  w s to su n k u  do d łu g o ś c i  t e j  c z ę ś c i .  Z a jm iem y s i ę  
na r a z ie  p rz e k ro ja m i J e d n o s p ó j n y m i  - ja k  na r y s .  1 1 .1 1 .

Z a łó żm y  d la  p r o s t o t y ,  że  s i ł a  T j e s t  ró w n o le g ła  do o s i  y ,  a p o n ad to ,
że mowa j e s t  o z g in a n iu  b e z  o w i n i ę c i a .  P rz y jm ie m y , że  na-

Mp rę ż e n ie  n o rm a lne  p o d le g a  - ja k  d o ty c h c z a s  - prawu z m ie n n o ś c i o = j  y ,  co 
n ie  j e s t  c a łk o w ic ie  pew ne, a lb o w iem  t e o r i a  p o u cza , i ż  do c ie n k ic h  ś c ia n e k  
p r o f i l u  z ak ra d a  s i ę  d z i a ł a n ie  p ły to w e ,  że  p o nad to  w zajem ne w s p ó łd z ia ła n ie  
ty c h  p ły t e k  w y w o łu je  d odatkow y s t a n  n a p ię c ia  m o d y f ik u ją c y  - m ięd zy  in n y 
mi - ró w n ie ż  w yż e j w skazane  n a p rę ż e n ie .  W l i t e r a t u r z e  p rz ed m io tu  c z y n i  s ię  
d a le j  z a ło ż e n ie ,  i ż  na n ie z n a c z n e j  s z e r o k o ś c i  b p r z e k r o ju  można p r z y ją ć ,  
i ż  p ro s to p a d łe  do b n a p rę ż e n ie  s t y c z n e  z *  j e s t  s t a ł e ,  a ró w n o le g łe  do 
b n a p rę ż e n ie  s t y c z n e  j e s t  ta k  m a łe , że  można j e  p om inąć . P rz y jm ie m y  tu ,  
że  z*  j e s t  ś r e d n ią  w a r t o ś c ią  n a p rę ż e n ia  r n l in io w o  zm iennego na s z e 
ro k o ś c i  b . D a ją c  s z a n s e  o b l i c z e n ia  d ru g ie g o  n a p rę ż e n ia ,  t j .  z n ie  bę-s
d z iem y go w ykazyw ać ja k o  i s t o t n i e  b a rd zo  m a łeg o .
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yj.
P r z y jm i jm y  o s ie  n , s w s p ó łrz ę d n y c h  ze z w ro ta m i o d p o w ia d a ję c ym i o b ró 

conemu u k ła d o w i o s i  x , y .  Dwiema s ą s ie d n im i  p ła s z c z y z n a m i no rm a lnym i n 
i  dwiema s ą s ie d n im i  z w y d z ie lm y  e lem en t p r ę t a  j a k  na r y s .  12-. 1 1 .P rom ień

z a k r z y w ie n ia  r  o s i  s *  uważamy za d o d a tn i ,  gdy d o d a tn i k ie ru n e k  n j e s t  
p rz e d łu ż e n ie m  teg o  p ro m ie n ia .  Dwiema s ą s ie d n im i p o w ie rz c h n ia m i w a lcow ym i

- dn d s*d z  i  w y p is a ć  d lar  + n możemy o s t a t e c z n ie  w y o d rę b n ić  e lem en t 
n ie g o  w arunek  rów now ag i d la  k ie ru n k u  z .  U w z g lę d n ia ją c  z w ię k szo n ą  d łu g o ść  
łu k u  p rz y n a le ż n e g o  p ro m ie n io w i r  + n + dn z ła t w o ś c ią  z n a jd z ie m y

n80
a z

3cn
aś”

8 , r  +
8n  1 r c s> O. (7 6 .1 1 )
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C a łk u ją c  to  ró w n a n ie  w zględem  n z a łó żm y , że  o n ie  z a le ż y  od n , że  ś r e 
d n ia  w a r to ś ć  zn w y n o s i z * ,  że na b rz eg a ch  n = +_ b/2 j e s t  = 0 ,ż e

+ b/2 "
w r e s z c ie  I r  + n dn = b . O trzym am y w te n  sp osób  :

-b/2  r  t

T b v  d r n h n 
I  + d ^  b = ° *

C a łk u ją c  z k o le i  to  ró w n a n ia  względem  8 * z u w z g lę d n ie n ie m  f a k t u ,  i ż  na
końcu s£ J e s t  z *  = 0 z n a jd z ie m y

t t f - H -  (77*11}

a zatem  r e z u l t a t  podobny do (1 6 .1 1 ) .  T u t a j  b o zn acza  s z e ro k o ś ć  p r o f i l u  
w dowolnym  m ie js c u  s * ,  w ie lk o ś ć  z a ś  U ś r e d n ik  o d c i ę t e j  w tym m ie js c u  
szwem b c z ę ś c i  p r z e k r o ju  w zględem  o s i  p r o s t o p a d łe j  do s i ł y  T , w ię c  
w rozważanym  w ypadku - w zględem  o s i  x , d la  k t ó r e j  k s z t a ł t n i k  oznaczono  
p rz e z  0 . E w e n tu a ln ie  p o trz e b n e  sk ła d o w e  teg o  n a p rę ż e n ia  są  rów ne:

(7 8 * 1 0

p rz y  czym s * ,  s * sę  d o staw am i k ie ru n k o w ym i s t y c z n e j  s * .  x y
W zór (7 7 .1 1 )  można z n a le ź ć  s z y b c i e j ,  ro z w a ż a ją c  równowagę w k ie ru n k u  

os i  z m ie s z c z ą c e j s i ę  m ięd zy  dwoma s ą s ie d n im i  p r z e k ro ja m i z c z ę ś c i  p r ę 
ta  z a k re s k o w a n e j na r y s .  1 2 .11  i  u w z g lę d n ia ją c  p rz y  tym t w ie r d z e n ie  o rów 
n o w a r to ś c i  o d p o w ia d a ją c y c h  n ap rę że ń  s t y c z n y c h .  U s t a w ia ją c  w arunek  równowa
g i  (7 7 .1 1 )  n a le ż y  - d la  u n ik n ię c ia  n ie p o ro z u m ie ń  o d n o ś n ie  znaków - p r z y j 
mować n a jp r o ś c ie j  z w ro t z *  zgodny z s * .  W ted y  pod U w (7 7 .1 1 )  n a le ż y  
ro z u m ie ć  ś r e d n ik  t e j  c z ę ś c i  p o la ,  k t ó r e  p o z o s ta ło  w k ie ru n k u  ro s n ą c y c h  s *  
Znak a lg e b r a ic z n y  +_ ta k  z d e f in io w a n e g o  U u s t a l i  zgodność  lu b  n ie z g o d 
n o ść  r *  z s * .  Ł a tw o  - p o d o b n ie  ja k  to  ju ż  ra z  u c z y n i l iś m y  w a n a lo g ic z 
n e j s y t u a c j i  - w y k a z a ć , że w zór (7 7 .1 1 )  c z y l i  (7 8 .1 1 )  p ro w a d z i do r e z u l t a 
tów :

Iz  dA = O,y/ S « - T .  f ,

J (x c x - y c y ) dA = N = T y  = 

s*
H - J  U (x * d y * -  y * d x 1' ' ) ,

T c , (7 9 .1 1 )

8°g d z ie  x , y *  o z n a c z a ją  w s p ó łrz ę d n e  k rz y w e j s
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P rz y jm u jem y  - co ju ż  ra z  p o w ie d z ia n o  - że ro z w ią z a n ie  (7 7 .1 1 )  odpow iada 
^  = O, że w ię c  w sp ó łrz ę d n ą  c ś ro d k a  s z ty w n o ś c i  o k r e ś la  w ie lk o ś ć  H z z e 
s t a w ie n ia  (7 9 .1 1 ) .

P rz e ć ' odząc z k o le i  do z b a d a n ia  e w e n tu a ln e j  z m ie n n o śc i z na szeroko-n
ś c i  b po łóżm y j

zn ■ rnU  + An) (8 0 .1 1 )

i  u s i łu jm y  z n a le ź ć  p a ra m e tr  X  , s t o s u ją c  tw ie r d z e n ie  (7 5 .1 1 )  o c y r k u l a c j i

g d z ie  V 1 o znacza  ś r e d n ik  o b ję te g o  krzyw ą  s p o la  względem  o s i  y .O b ie rz -  
my za tę  k rzyw ą  obwód p o la  o d c ię te g o  ze zw rotem  s ja k  na r y s . 1 2 .1 1 . Po 
m i j a j ą c  k r ó t k ie  s k r a w k i b i b ,  możemy c a łk ę  obwodową le w e j  s t r o n y  rów-

* i.

D la  p rz e k ro jó w  je d n o s p ó jn y c h ,  o k tó r y c h  o b e c n ie  j e s t  mowa, o b ra n ie  obcho
du s n ie  b u d z i ż ad n ych  w ą t p l iw o ś c i .  W ła ś n ie  je d n o s p ó jn o ś ć  p o le g a  na tym, 
że bez o d ry w a n ia  o łó w ka  od p ła s z c z y z n y  p a p ie ru  p o t r a f im y  o b w ie ść  c a ł y  prze
k r ó j ,  w r a c a ją c  do punktu  w y jś c io w e g o . Gdy je d n a k  p rz e k ró j  je d n o s p ó jn y  je s t  
r o z g a łę z io n y  - ja k  np. dw u teow n ik  - p o w s ta ją  w ą t p l iw o ś c i  o d n o śn ie  k ie r u n 
ku o b io ru  s * .  O tóż  w c z ę ś c ia c h  n ie w ie le  z b a c z a ją c y c h  od k ie ru n k u  s i ł y  T 
p rz y jm u jem y d la  s *  zw ro t zgodny z k ie ru n k ie m  T . W p o z o s ta ły c h ,  s t a n o 
w ią c y c h  p ły n n e  p rz e d łu ż e n ie  ts m ty c h , c z y  te ż  s ta n o w ią c y c h  o d g a łę z ie n ie  od

¡Ł
ta m ty c h , p rz y jm u jem y  d la  s zw ro t s t a n o w ią c y  n a tu r a ln e  p rz e d łu ż e n ie  n ie 
dawno u s ta lo n e g o . Mamy tu  w ię c  na p o d s ta w ie  (8 0 .1 1 )  i  ( 8 1 .1 1 ) :

n a p rę ż e n ia  s t y c z n e g o . P r z y jm ie  ono t u t a j  wobec i)’ = 0 p o s ta ć :

(8 1 .1 1 )

n a n ia  (8 1 .1 1 )  z a m ie n ić  na c a łk ę  w zd łu ż  łu k u  ś re d n ie g o  s*. O c z y w iś c ie  uwa
ż ać  tu  t r z e b a  na zw ro t s* k t ó r y  j e s t  zgodny z s po s t r o n ie  n = + §  i

b sfen ie z g o d n y  na s t r o n ie  n = - —, j a k  i  na ró ż n ic e  d łu g o ś c i  m iędzy  s i  s .

s

2 r e z u l t a t u  teg o  w y n ik a  rów ność f u n k c j i  p o d ca łk o w ych , c z y l i
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skąd  z n a jd u je m y  ;

,  - H £ * I  _ 1
A "  1 + ,u U r*

W s t a w ia ją c  z n a le z io n e  X  w (8 0 .1 1 )  razem  z (7 7 .1 1 )  o trzym am y

T U / .  n ,  T Ąt *
n "  T  F  T  i  i  + u. n x '

ja k o  p o szu k iw an ą  z a le ż n o ś ć  z^ od n , w dowolnym r a z ie  p rz y n a le ż n ą  o d c ię 
t e j  x .

Rozw ażyw szy rz ą d  obu d p d a jn ik ó w  o s t a t n i e j  fo rm u ły  s tw ie r d z im y ,  że d ru 
g i  z n ic h  j e s t  m a ły  w p o ró w n an iu  z p ie rw szym  Ja k  m ałe J e s t  b w porów na
n iu  z in n y m i ro z m ia ra m i, w ię c  np . z w y s o k o ś c ią  p r z e k r o ju .  Po n iew aż  ponad
to  na p o cz ą tk u  s *  i  końcu s *  pow oduje on d robne  k o l i z j e  z w arunkam i 
b rzegow ym i d la  r n , w ię c  z k o r z y ś c ią  d la  fo rm u ły  pom in iem y go . O s t a t e c z n ie  
w ię c  mamy:

Cn = f  F ( l - 7 } ' (8 2 - l l )

k t ó r y  to  w zór można b y ło  ta k ż e  bez rozw ażań c y r k u la c y jn y c h  w y p is a ć , zw aża
j ą c  na t o ,  że ś r e d n ia  c *  wymaga m n ie js z e j  w a r t o ś c i  c  na b rzeg u  d łu ż 
szym i  w ię k s z e j  na k ró ts z y m . D o d a jn ik  - n / r  ma z n a c z e n ie  w o s t r y c h  w k lę 
s ł y c h  w y o b le n ia c h ,  g d z ie  p rz y jm u je  on znak d o d a tn i i  z w ię k s z a  w yraźn ie  war
to ś ć  dwumianu n aw iaso w e g o . D la  n ie z a k rz y w io n y c h  c z ę ś c i  p r o f i l u  z n ik a  on , 
p ow od u jąc  s t a ł ą  w a r to ś ć  zn na c a ł e j  s z e r o k o ś c i  b rozw ażanego  suwu.Dest 
to  p rz y c z y n a ,  d la  k t ó r e j  na r y s .  11 .11  w s to p k a c h  p r z e k r o ju  dwuteowego i  
teow ego z az n acz y łe m  k ie ru n e k  p rz e p ływ u  nap rężeń  o d m ie n n ie , n iż  c z y n i  s i ę  
to  w l i t e r a t u r z e  p rz e d m io tu . Na tym rysu n k u  podano w y k re s y  nap rężeń  z n
w z g lę d n ie  z , z zgodnych  z r e z u lt a te m  (7 7 .1 1 )  i  (7 8 .1 1 )  lu b  (8 2 .1 1 ) .  x y

N ie  ma żadnych  t r u d n o ś c i  d la  p r z e j ś c i a  do p rz yp ad ku  ś c in a n ia ,  t j .  wy
padku z ew en tu a ln ym  0 . N a le ż y  podane w y ż e j r o z w ią z a n ie  ro z s z e rz y ć  po
daniem  t  d la  s k r ę c a n ia  p rz e k ro ju  momentem, k tó re g o  w a r to ś ć  j e s t  równa 
m ie js c o w n ik o w i s i ł y  T względem  ś ro d k a  s z t y w n o ś c i ,  zatem  momentem N =
= - T c ,  p rz y  czym c o k r e ś la  w zór (7 9 .1 1 )  i lo ra z e m  H / I .W s p ó łc z y n n ik i  a ,  
P *  w yznacza  s i ę  a n a lo g ic z n ie  j a k  w t e o r i i  p rę tó w  l i t y c h ,  t j .  p rz y  u ż y c iu  
w y ra ż e n ia  d la  e n e r g i i  s p r ę ż y s t o ś c i .  O b l i c z a ją c  tę  o s t a t n ią  w y s ta r ę z y  u-
ż y ć  p r z e d s t a w ie n ia  ( 7 7 .1 1 ) ,  pon iew aż  c a łk ą  k w ad ra tu  dwumianu 1 - n / r  można

, 2 2 s k r e ś l i ć  m a ły  u łam ek b / r  w p o ró w n an iu  z 1.

P r z y k ła d  1 0 .1 1 . W yznaczyć  n a p rę ż e n ia  s t y c z n e  d la  p rz e k ro ju  u tw o rzonego  
z r o z c ię t e g o  w ą s k ie g o  p i e r ś c i e n i a  ko łow ego  z a ło ż y w s z y ,  że  s i ł a  mimopo- 
p rz e c z n a  p rz e c h o d z i p rz ez  ś ro d e k  s z ty w n o ś c i  teg o  p r z e k r o ju .
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O dpow iedź 1 0 .1 1 . P o m i ja ją c  zn aczek  *  p rz y  x możemy d la  w s p ó łrz ę d 
nych  dow o lnego  p unk tu  o s i  p i e r ś c i e n i a  n a p is a ć  x = r  cos tf, y  = r  s in cp  i

R y s .  13.11

a n a lo g ic z n ie  d la  w s p ó łrz ę d n y c h  p unktu  r o z c i ę c ia  p i e r ś c i e n i a ,  d o d a ją c  zna 
czek  o . D e ś l i  k o ń co w i p r z y n a le ż y  k ą t <pQ, to  p o cz ą te k  o k r e ś la  k ą t tpQ - 2jt.

Mamy tu  U = b r (x  - x ) ,  a s tą d  r *  = ^  r ( x  - x ) = 2  ° , g d z ie  I  =
2 o n i  o i  r

= b r J jt = —ij-  j e s t  k s z t a ł t n ik ie m ,  a A = 2br7t polem  p r z e k r o ju .  S tą d  wy
k re s  n ap rężeń  na r y s .  1 3 .1 1 . D la  x 5  xq j e s t  c *  ^  O, p rz y  czym n a le ż y  
tu  p a m ię ta ć ,  że v *  Ł O  o zn acza  k ie ru n e k  zgodny w z g lę d n ie  n ie z g o d n y  ze
zwrotem  w s p ó łrz ę d n e j s . Zatem  n a jw ię k s z e  l i c z e b n ie  n a p rę ż e n ie  w y n o s i

T x b2 ^ (1  + ■ ")>  j e ś l i  pom in iem y u z u p e łn ie n ie  c z y n n ik ie m  1 + ^ p . W da lszym
cpo

c ią g u  z n a jd z ie m y  H = r 2 j ~  Ud<p= - 2 b r4jr cos<po = - 2 b r37t xQ = - 2 I  xq
u jo - 2 Jt

Hc z y l i  c = rr = - 2x .' I  o
P o n ie w aż  a n a lo g ic z n e  rozum ow an ie p rz e p ro w a d z ić  możemy i  d la  d ru g ie g o  

k ie r u n k u ,  p rz e to  w id z im y , że  ś ro d e k  s z ty w n o ś c i  na p ro m ie n iu  p rz yn a leżn ym  
s z c z e l i n i e  l e ż y  po p r z e c iw le g łe j  s t r o n ie  ś ro d k a  p i e r ś c i e n i a  w o d le g ło ś c i

od n ie g o  ró w n e j ( \ ( 2 x ) 2 + (2 y  ) 2 ) “  2 r .

P r z y k ła d  1 1 .1 1 . 3ak s i ę  z m ie n ią  r e z u l t a t y  p o p rz e d n ieg o  z a d a n ia ,  gdy s i 
ł ę  T p rz e su n ie m y  p rz e z  ś ro d e k  p r z e k r o ju ?

O dpow iedź 1 1 .1 1 . N a le ż y  d o łą c z y c  n a p rę ż e n ia  c_ od momentu s k r ę c a ją -
  n 3Ncego N = - T c  = 2Tx . W ed ług  p rz y k ła d u  9 .1 0  w ynoszą one V • + — =—

°  n 2b m
T xow zd łu ż  z ew n ę trz n e g o  w z g lę d n ie  w ew nę trzn eg o  obwodu. Zatem  t n = +_ 6 — . ■g—,

co c z y n i  b a rd zo  w ie l e  z powodu m ałego  b . K ą t o w in ię c ia  w ed ług  p rz y k ła d u
3N 3 T x 011 .1 0  b ę d z ie  rów ny i!

2Gb2 rjt Gb3r5t
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P r z e k r o je  w ie lo s p ó jn e  n a s t r ę c z a j ?  p rz y  ro z w ią z y w a n iu  je s z c z e  w ięce j k ło 
potów a n i ż e l i  je d n o s p ó jn e .  W t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  p o s iad am y rap tem  k i l k a  
p rz e k ro jó w  w t e j  d z ie d z in ie  p o tra k to w a n y c h . N a le ż y  do n ic h  n p .p r z e k r ó j  o- 
g ra n ic z o n y  dwoma w sp ó łś ro d k o w ym i k o ła m i.  W a rto  j e s t  w ie d z ie ć ,ż e ,  gdy p ro 
m ień k o ła  w e w nę trzn eg o  m a le je  n ie o g r a n ic z e n ie , w s p ó łc z y n n ik  «• na b rzegu  
z a t rz y m u je  bez zm ian y  w a r to ś ć  ja k  d la  p e łn e g o  p r z e k r o ju  k o ło w e g o ,zaś  w spół
c z y n n ik  ct w ś ro d k u  p rz e k ro ju  - w ię c  p rz y  b rzeg u  m a lu tk ie g o  o tw o ru  wewnę
trz n e g o  - podw aja  swą w a r t o ś ć ,  j a k i  m ia ł  d la  p e łn e g o  p r z e k r o ju .  O t w ó r  
z e r o w y  w c i a ł a c h  r z e c z y w i s t y c h  t o  n i e  
t o  s a m o  c o  b r a k  o t w o r u .

Gdy c ie n k o ś c ie n n y  p r z e k r ó j  d w u sp ó jn y  j e s t  s y m e try c z n y  względem  k ie r u n 
ku s i ł y  T - j a k  w le w e j  c z ę ś c i  r y s .  14 .11  - p rz e c in a m y  go szwem a -  a lu b  
b - b , po łożonym  na o s i  s y m e t r i i .  N a p rę ż e n ie  r *  w ty c h  szw ach  j e s t  z e r o 
w e . Wobec te g o  n ic  s i ę  n ie  z m ie n ia  w ró w n an iu  (7 7 .1 1 ) ,  j e ś l i  za szew  koń
cowy uważać b ęd z iem y w ła ś n ie  ów a - a w z g lę d n ie  b - b.

Gdy je d n a k ż e  t a k  n ie  j e s t ,  z a g a d n ie n ie  s t a j e  s i ę  j e d n o k r o tn ie  - odm ien
n ie ,  w ię c  j a k  w wypadku s k r ę c a n ia  - h y p e r s t a t y c z n e .  2 k o n ie c z n o ś c i  p rz e 
c in am y  p r z e k r ó j  w dowolnym  m ie js c u ,  z a k ła d a ją c  tam n iew iad o m e n a p rę ż e n ie  
c * .  R o z w ią z a n ie  z a d a n ia  p rz e d s ta w ia  s i ę  n a s tę p u ją c o :

R y s . 14 .11

O b ie rzm y zw ro t d la  w s p ó łrz ę d n e j 9 *  i  d la  c e ló w  o b l i c z e n ia  p rzy jm ijm y zgod
ny z nim zw ro t n a p rę ż e ń . U s t a lo n y  p rz ed  c h w i lą  p r z e k r ó j  uw ażajm y za k o ń  
c o w y .  D la  w y d z ie lo n e j  p rz e k ro je m  m ie jscow ym  c z ę ś c i  w arunek  rów now agi 
p r z y b ie r z e  p o s t a ć :

"o b
U 
b ' (8 3 .1 1 )

p rz y  czym U o zn acza  ś r e d n ik  p o la  o d c ię te g o  w k ie ru n k u  od m ie js c a  ro zw a 
żanego  do m ie js c a  końcowego względem  o s i  x , j e ś l i  T = T .  Tym samym na-
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p rę ż e n ie  v n b ę d z ie  z n an e , j e ś l i  znane nam b ę d z ie  r * .  To o s t a t n ie  z n a j 
d z iem y , s t o s u ją c  t w ie r d z e n ie  o c y r k u l a c j i .  O b ie r a ją c  za obwód zam knięty ob
wód ś r e d n i  s * ,  n ap iszem y j e  w p o s t a c i :

/ c * ds* = I  V ?J  n 1 + I

g d z ie  V *  o zn acza  ś r e d n ik  p o la  o b w ie d z io n e g o  krzyw ą s *  względem  o s i  y , 
j e ś l i  T j e s t  s i ł ą  do n ie j  ró w n o le g łą  i  ta k  u ło ż o n ą , że 1!'=  0 . P o d s ta w ia 
j ą c  p ow yże j (8 3 .1 1 )  o trzym am y z ła t w o ś c ią

.*  T 1 + „  V>- / U
o (8 4 * u )O i  o

W ra c a ją c  z tym r e z u lt a te m  do (8 3 .1 1 ) ,  o k r e ś l im y  t *  w z u p e łn o ś c i .
Ś ro d e k  s z ty w n o ś c i  n ie  może być  w yznaczo n y  d o tych cz aso w ą  r e l a c j ę  z powo

du o b e c n o ś c i n a d lic z b o w e g o  d o d a jn ik a  z * . W yznaczym y go p rz e to  z p o d s ta 
wowej d e f i n i c j i  (7 9 .1 1 )

T c = J~ ( x t x - y r y ) dA.

P r z y jm u ją c  tu  dA = bds rozum iem y pod x , y  w s p ó łrz ę d n e  punktów  k rz yw e j 
s *  , a pod r x> ś r e d n ie  sk ła d o w e  (7 8 .1 1 ) .  Mamy w ię c , u w z g lę d n ia ją c  (83.11)

T c  = f  C * b (x * s *  - y * s x ) d s*  = U (x * d y *  - y * d x * )+ c * b Qy ^ (x * d y *  - y * d x * ) .

L e c z  w p ie r w s z e j  c a łc e  p ra w e j s t r o n y  p ozna jem y p a ra m e tr  H, d ruga  zaś - jak 
wiadomo z a n a l i z y  m a tem atycz n e j - p zn acza  podw ójne p o le  o b ję t e  k rzyw ą s *. 
O s t a te c z n ie  w ię c  J e s t :

A * c *
c = Y  + 2bo " T " 2 ' (8 5 .1 1 )

g d z ie  t *  j e s t  o k re ś lo n e  p rz e z  (8 4 .1 1 ) .  Tym samym i  te n  s z c z e g ó ł z o s t a ł
ro z w ią z a n y .

P r z y k ła d  1 2 .1 1 . R o z w iąz ać  z a g a d n ie n ie  ś c in a n ia  z am k n ię teg o  p rz e k ro ju  
p ó łk o l is t e g o  Ja k  na r y s .  1 4 .1 1 .

Odpow iedź 1 2 .1 1 . ś ro d e k  g eo m e try cz n y  p rz e k ro ju  p r ę ta  o k r e ś la  r Q = ■ 2y  2 
♦ 2ś ro d e k  zaś  p o la  A = r  Jt/2 o d le g ły  j e s t  od ś r e d n ic y  o 4 r/ 3 jr . O tw ie ram y

p r z e k r ó j  w m ie js c u  y  = 0 c z ę ś c i  p r o s t e j .  W p rz e k r o ju  1 - 1  j e s t  r *  = r*+
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+ i  r ( x  + r + £■), w p r z e k r o ju  z aś  2 - 2  j e s t  c *=  z * + X  T w ie rd z e -X O c  ^ O X ł

n ie  o c y r k u l a c j i  b rz m i:

+5T/2

j  r / r  dcp + y ( - c 2+) ( - d y )  = r - ^ r  I  $ -  |4-31
+  2 '

-3t/2

skąd  o trzym u jem y  r*  = - I  ( |  + Z - i  _ Ł _  . ± _ ^ ) , t j . d la  p = §

w a r to ś ć  r  = o 0 ,7 5 7 T r p rz y  z w ro c ie  s j a k  na r y s .  1 4 .1 1 .Z n a c z y  to .

że  z *  s k ie ro w a n e  j e s t  z g o d n ie  z do da tn im  k ie ru n k ie m  o s i  y .  W p rz e k ro -
°  T 2ju  y  = 0 p o ło w ią cym  łu k  j e s t  c *  = + 0 ,7 4 3  —j —. W t y c h  w aru n kach  ram ię

c j e s t  b a rd zo  m a łe .
P r z e k r ó j  n - s p ó jn y  j e s t  z uw ag i na n a p rę ż e n ia  s t y c z n e  ( n - 1 ) -  k r o t 

n ie  s t a t y c z n i e  n ie w y z n a c z a ln y .  Na r y s .  15 .11  n aszk ico w an o  p r z e k r ó j  c z te ro -
s p ó jn y .  Celem  ro z w ią z a n ia  musimy p r z e c ią ć  go w t r z e c h  m ie js c a c h ,  t a k  by

♦
u z ysk a ć  u k ła d  je d n o s p ó jn y .  N a p rę ż e n ia  p r z e c ię c  1 - 1 , 2 - 2- 3 - 3 , t:^,
z * ,  t *  są  n iew iad o m ym i h y p e r s t a ty c z n y m i.  N a p rę ż e n ie  m ie js c a  a -  a w y r a z ić

R y s .  15 .11

t r z e b a  p rz y  pomocy t * ,  m ie js c a  b - b p rz y  u ż y c iu  z * ,  m ie js c a  c - c 
p rz y  u ż y c iu  t * .  W w y ra ż e n iu  z a ś  n a p rę ż e n ia  szwu d - d w e jd ą  z *  i  ,
szwu e — e n a p rę ż e n ia  z *  1 szwu zaś  f  — f  a lb o  n a p rę ż e n ia  z  ̂ i  z ^
a lb o  te ż  T w ie r d z e n ie  o k r ą ż e n iu  t r z e b a  tu  b ę d z ie  z a s to so w a ć
t r z y k r o t n ie ,  a to  d la  c z ę ś c i  I ,  I I  i  I I I .  W y p is u ją c  j e  n a le ż y  z w aż yć , że
z w ro ty  k rą ż e n io w e  s n ie  będą zaw sze zgodne ze  z w ro ta m i s * ,  k t ó r e  p r z y j ę 
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to  p rz y  u s t a w ia n iu  równań d la  r * .  P o ło ż e n ie  ś ro d k a  s z ty w n o ś c i  z n a jd z ie 
my z z a s to s o w a n ia  w arunku  re d u k c y jn e g o  momentów d la  p unk tu  0 .

Gdy s i ł a  T j e s t  ś c i ś l e  p o p rz e cz n a , t j .  gdy pokryw a s i ę  ona z g łów ną 
środkow ą o s ią  b e z w ła d n o ś c i p r z e k r o ju  y  n a le ż y  do ro z w ią z a n ia  d o łączyć  do
datkow e n a p rę ż e n ia  pochod zące  od momentu s k rę c a ją c e g o  N = - T c . S łu ż y ć  tu  
w in n y  z a s a d y  podane w p u n k c ie  p o p rzedn im . P r z e k r o je  je d n o s p ó jn e  o trz y m u ją  
z ro z w ią z a n ia  dodatkow ego  n ie k ie d y  znaczn e  n a p r ę ż e n ia .P r z e k r o je  w ie lo s p ó j-  
ne są  na o g ó ł n ie z b y t  c z u łe  na te n  d o d a te k .

Podamy na z a k o ń c z e n ie  metodę e k s p e ry m e n ta ln e g o  pom iaru  nap rężeń  p rz y  
n ie ró w n om ie rn ym  z g in a n iu ,  D est to  znów metoda w y z y s k u ją c a  a n a lo g ię  mem
b ra n y .  P u n k t w e jś c i a  s ta n o w ią  ró w n a n ia  (7 0 .1 1 ) ,  (7 3 .1 1 )  i  ( 7 4 . 1 1 ) . N a jp ro -  
ś c i e j  p r z y ję ć  w ypadek n ie w ir o w y  0 , a ze z n a le z io n y c h  sk ła d o w ych  z , t,  ̂ y
w yznaczyć  na końcu m imośród c S i ł y  T , o d p o w ia d a ją c y  tak iem u  z a ło ż e n iu .  
S p ro w a d z e n ie  s i ł y  T do ś ro d k a  p rz e k ro ju  j e s t  - j a k  wiadomo - id e n ty c z n e  
z ro z w ią z an ie m  p rob lem u  s k r a c a n ia  momentem - T c , k t ó r y  to  p rob lem  można 
ró w n ie ż  ro z w ią z a ć  m etodą b ło n o w ą . Wiadomo nam j e s t  z p o p rz e d n ieg o  u s tę p u , 
że p rz y  z a s to s o w a n iu  s to s o w a n e j p o d z ia łk i  d ym e n sy jn e j prawa s t r o n a  równa
n ia  (7 3 .1 1 )  s ta n o w i o b c ią ż e n ie  b ło n y .  Po n iew aż  j e s t  tu  ono l in io w o  zm ien 
n e , zatem  z a s to so w a ć  n a le ż y  o b c ią ż e n ie  c ię ż k ą  c ie c z ą ,  p rz y jm u ją c  poziom e 
z w ie r c ia d ło  w o d p o w ie d n ie j  w y s o k o ś c i nad membraną u s ta w io n ą  p io n o w o .P rz y j 
m ując s to so w an e  8 w ró w n an iu  (7 3 .1 1 )  możemy te ż  d o p ro w ad z ić  do s k r e ś l e 
n ia  d o d a jn ik a  p ro p o rc jo n a ln e g o  względem  x , c z y l i  z a s to so w a ć  o b c ią ż e n ie  o 
s ta ły m  n a t ę ż e n iu .  W re s z c ie  c z y n ią c  C = 0 możemy w o g ó le  b ło n y  n ie  ob
c ią ż a ć ,  O c z y w iś c ie  p a m ię ta ć  n a le ż y  o tym , że ma ona być na w s tę p ie  równo
m ie r n ie  n a p ię t a  w dwóch k ie ru n k a c h .  Na o g ó ł b ło n a  m yd lana n ie  a d a je  s i ę  
tu  i  s to s u je m y  gumową. K r e ś lą c  na n ie j  k o ło  p rzed  n a p ię c ie m  możemy ła tw o  
s k o n tr o lo w a ć ,  c z y  n a p ię c ie  j e s t  i s t o t n i e  rów nom ierne w obu k ie ru n k a c h .  
B rz e g  b ło n y  n ie  może tu  - ja k  p rz y  b ad a n iu  s k r ę c a n ia  - tw o rz y ć  k rz y w e j ,  
p ł a s k i e j  l e c z  w ed łu g  (7 4 .1 1 )  n a le ż y  go umocować nad z am k n ię tą  k rzyw ą  prze
s t r z e n n ą ,  w y c ię t ą  np . w o d p o w ie d n io  w y g ię t e j  b la s z e  m ie d z ia n e j .  T y lk o  na
c h y le n ie  y p sy lo n o w e  b ło n y  j e s t  we w spom n iane j p o d z ia łc e  n ap ręże n iem  Na
c h y le n ie  ik so w e  s ta n o w i t y lk o  c z ę ś ć  odnośnego n a p r ę ż e n ia , ja k  o tym poucza

2
z e s t a w ie n ie  ( 7 0 .1 1 ) .  B r a k u ją c ą  r e s z t ę  3Bx + 2Cx + D - n a le ż y -  z re s z 
t ą  bez żad n ych  t r u d n o ś c i  - w yz n aczyć  rachunkow o, s t o s u ją c  k o n se k w e n tn ie  
s t a ł e  ja k  p rz y  u s t a l a n iu  b rzeg u  (7 4 .1 1 ) .  Po d o b n ie  ja k  p rz y  s k r ę c a n iu  moż
na p rz y  n ie rów n om ie rn ym  z g in a n iu  ró w n ie ż  na d ro d ze  ek sp e rym en tu  membrano
wego z n a le ź ć  ro z w ią z a n ie  d la  p rz e k ro jó w  n ie je d n o s p ó jn y c h .

Z ao p a trz ym y  ro z w a ż a n ia  teg o  u s tęp u  k i lk u  ro z w a ża n ia m i końcow ym i. P r z y 
k ła d y  1 .1 1 - 4 .1 1  p o u c z a ją  - j a k  to  podano w fo rm u le  (1 9 .1 1 )-  że w wypadku 
z g ię c ia  bez o w in ię c ia  n a p rę ż e n ie  s t y c z n e  p rz e k ro jó w  l i t y c h  co n a jw y ż e j 
o s ią g a  w a r to ś ć  ot . J .  P o tw ie r d z a ją  to  ró w n ie ż  ro z w a ż a n ia  i  p r z y k ła d y  d o ty 
c z ą ce  teg o  ro d z a ju  z g ię c i a  p rz e k ro jó w  c ie n k o ś c ie n n y c h .  Wiadomo nam j e s t ,

Mże n a p rę ż e n ia  n o rm a ln e  o w ynoszę -g. g d z ie  X j e s t  n o śn ik ie m  z g ię c ia .M o 
wa t e s t  o p rę ta c h  p ry z m a ty c z n y ch , t j .  p o s ia d a ją c y c h  w s z ę d z ie  - a w ię c  rów
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n ie ż  w m ie js c u  M = O - s t a ł y  p r z e k r ó j  A . A k tu a ln e  j e s t  zatem  o b l i c z a n ie
s to su n k u  n a jw ię k s z e g o  t  do n a jw ię k s z e g o  o . N a jw id o c z n ie j  j e s t  on rów ny
~ T Xot -jq- le c z  M j e s t  rz ęd u  t  1, g d z ie  1 j e s t  p r o p o r c jo n a ln e  do d łu g o 
ś c i  p r ę t a .  A n a lo g ic z n ie  j e s t  X rzęd u  A d , g d z ie  d j e s t  p ro p o r c jo n a ln e  
do p o p rzeczn eg o  ro z m ia ru  p r ę t a .  P r z e to  k o n s ta tu je m y :

c z y l i  że p o sz u k iw a n y  s to s u n e k  j e s t  rz ęd u  y .  Po n iew aż  w p rz yp ad k ach  pod
s taw ow ych  w yk lu czam y  m o ż liw o ść  n a d m ie rn ie  s k ró co n e g o  p r ę t a ,  p rz e to  w y k ła d 
n ik  teg o  s to s u n k u  j e s t  l i c z b ę  m ałę w p o ró w n an iu  do 1 . W id z im y  s t ę d ,  że 
o b ecno ść  n a p rę ż e n ia  z n a le ż y  u p rę tó w  d łu g ic h  u w z g lę d n ia ć  t y lk o  w ty c h  
w yp ad kach , g d z ie  w y t ę ż e n ie ,  spowodowane o b e c n o ś c ię  z, , j e s t  w ie lo k r o t n ie  
w ię k s z e  od w y tę ż e n ia  spowodowanego n ap rę żen iem  o . W ypadek t a k i  może za 
i s t n i e ć  w b e lc e  b e to n o w e j,  p rz y  o cz y w is tym  z a ło ż e n iu ,  że  c ię g n ie n ia  z o s ta 
ł y  w tym u k ła d z ie  p r z y j ę t e  p rz e z  p o d łu żn e  u m a c n ia ją c e  p r ę t y  s t a lo w e .  W te 
dy naw et okaże  s i ę ,  że  t r z e b a  b ę d z ie  a n a lo g ic z n y m i w z m o cn ien iam i u w zg lęd 
n ić  o b ecn o ść  c . Gdy z g ię c iu  to w a r z y s z y  o w in i ę c ie ,  n a p rę ż e n ia  s t y c z n e  w 
pewnych m ie js c a c h  d o z n a ję  p o m n ie js z e n ia ,  l e c z  w in n y c h  p o w ię k s z e n ia .  S p e 
c j a l n i e  u cz u lo n e  s ę  na t ę  zm ianę c ie n k o ś c ie n n e  p r o f i l e  je d n o s p ó jn e .W p ra w 
d z ie  i  o b e c n ie  rz ę d  (8 6 .1 1 )  j e s t  zach ow an y , n ie m n ie j  je d n a k  z w ró c ić  tu  
t r z e b a  uwagę na t o ,  że  w a ru n k i w t a k ic h  w ypadkach  w y b i t n ie  s i ę  p o g a r s z a ją .

Weźmy pod uwagę z a g a d n ie n ie  n ie ró w n o m ie rn ie  z g in a n e g o  p r ę t a  o p rz e k ro 
ju  p ro s to k ą tn y m  w y s o k o ś c i  h . W iem y, że  odnośneo sk ła d o w e  w yn o szą : o = ° ~

2
= Y  y ,  r  = c = (1  - — z = 0 .  Możemy wobec te g o  w p ła s z c z y ź n ie

h ^ 2 c
z y  w yz n a czyć  wzorem (1 4 .2 )  tg  2c.q = —  w z g lę d n ie  a n a lo g ic z n y m i (1 5 .2 )  
tg  a 1 = k ie r u n k i  n ap rę że ń  g łów nych  o 1 ja k  i  wzorem (1 6 .2 ) i c h  war-

2 2 2 
t o ś c i .  Tak np . d la  y  = 0 j e s t  o = 0 ,  c z y l i  = 7t/4, <*2 = - Jt/4  z aś  d la

y  = + h/2 j e s t  t  = O, c z y l i  « 1 = 0 , <X2 = Jt/2 . D a je  nam to  ju ż  pewne po
j ę c i e  o p rz e b ie g u  t r a j e k t o r i i .  Dedna z n ic h  w ycho d ząc  s t y c z n ie  z g ó rn e j 
k ra w ę d z i p r ę t a  z a k rz y w ia  s i ę  ku o s i  p r ę t a ,  p r z e c in a ją c  jfc pod jt/4 i  zm ie 
r z a ją c  ku d o ln e j  k ra w ę d z i,  k tó r ą  p rz e c in a  o r t o g o n a ln ie .  D ruga p rz e b ie g a  
a n a lo g ic z n ie ,  w ychod ząc  s t y c z n ie  z d o ln e j  k ra w ę d z i.  Wiadomo nam j e s t ,  że 
n a p rę ż e n ia  g łów ne są  n a p rę ż e n ia m i e k s tre m a ln y m i.  W rozważanym  wypadku j e d 
no z n ic h  j e s t  c ią g ie m , d ru g ie  c is e m . W m a t e r ia le  k ruchym , j a k  np . beton , 
c ią g n ie n ia  p rz en o s im y  w k ład k am i s t a lo w y m i.  W id z im y , że  w w a rs tw a ch  s k r a j 
nych  w in n y  one p rz e b ie g a ć  ró w n o le g le  do o s i  p r ę t a  i  o d g in a ć  s i ę  s to s o w n ie  
w s t r e f ę  środkow ą i  d rugą  s k r a jn ą .

Zarów no ro z w a ż a n ia  t e o r e ty c z n e  ja k  i  p r z y k ła d y ,  np . 7 .1 1 , 8 .1 1  p o ucza 
j ą ,  że na w ie lk o ś ć  p rz e m ie s z cz e ń  v  o s i  p r ę t a  o b ecno ść  s i ł y  T m a  l u b  
n i e  m a  w p ływ u . Z n a c z e n ie  p rz e to  ma r o z p a t r z e n ie  w p ływ u t e j  obecno 
ś c i  na p o s u n ię c ie  p r ę t a .  U w id a c z n ia  s i ę  ono a lb o  w n a c h y le n iu  v '  o s i , a lb o
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w śre d n im  o d c h y le n iu  « t  p rz e k ro ju  od p o ło ż e n ia  no rm alnego  względem  o s i .  
P r z y k ła d y  pow yższe p o u c z a ją ,  że s to s u n e k  vlp : lu b  : w^M j e s t  r z ę 

du “  : jTf* Sk o ro  zaś M j e s t  rzędu  T 1 , I  rzędu  Ad2 , zaś E/G  = 
= 2 (1  + pi ) ,  p rz e to  o s t a t e c z n ie  zan o to w ać  możemy:

co j e s t  p o m ija ln e  w p o ró w n an iu  z 1 . D o p ie ro  u p rę tó w  n a d m ie rn ie  s k ró c o 
nych - co w tym p u n k c ie  w y k lu c z y l iś m y  - s to s u n e k  te n  m ógłby ew en tua ln ie  za 
s łu g iw a ć  i  to  na n ie w ie lk ą  uwagę.

G est o c z y w iś c ie  rz e c z ą  p rz y k rą  po t y l u  t ru d a c h  d o jś ć  do przekonań (86.13) 
i  (8 7 ,1 1 ) .  T rz eb a  je d n a k  p a m ię ta ć  o tym , że d o c ie k a n ia  t e o r e ty c z n e  n ie  mu
szą  i ś ć  w p a rz e  z k o rz y ś c ia m i eko n o m iczn ym i. Z y s k a liś m y  cen n y  d la  p rz y 
s z ły c h  rozw ażań j a k  i  d la  w ie d z y  k o n s t r u k c y jn e j  p o g lą d  na rz e c z ,  u t r w a l i 
l iś m y  s o b ie  pewne w ie l c e  i n t e r e s u ją c e  z ja w is k a  k in e m a ty cz n e  i  m echan iczne
- i  to  j e s t  w a r te  ba rd zo  w i e l e .

Gdy m a t e r ia ł  p r ę t a  n ie  p o d le g a  prawu H oo ke ’ a a lb o  t e ż ,g d y  p rz ek ro cz o n a  
z o s t a ła  g r a n ic a  je g o  w a ż n o ś c i,  t e o r i a  n ie ró w n o m ie rn e g o  z g in a n ia  n ad e r kom
p l i k u j e  s i ę ,  naw et j e ś l i  z a ło ż y m y , że na s ta n  n a p ię c ia  s k ła d a ją  s i ę  bez
zm iany  t y lk o  t r z y  n a p rę ż e n ia  c  , z , o - j a k  z a k ła d a  s i ę  z k o n ie c z n o ś c ix y  z
ce lem  u p ro s z c z e n ia  z a g a d n ie n ia .  Gako prawa w ią ż ą c e  p r z y ją ć  n a le ż y  z b raku  
czegoś le p s z e g o  w yk re s  <J = f ( s ) ,  u z ysk a n y  z  jed n o o s io w eg o  r o z c ią g a n ia , nad
to  w yk re s  c =  g(-y) uzyskam y ze s k r ę c a n ia  c ie n k o ś c ie n n e j  r u r y .  O g ó lne  za 
s a d y  p o s tęp o w a n ia  muszą o d pow iad ać  p o s tu la to m  m e ch a n ik i u k ład ów  o d k s z ta ł-  
c a ln y c h .  N a le ż y  w ię c  s p e łn ić  ró w n an ia  rów now ag i i  n ie r o z d z ie ln o ś c i  o raz  
s to so w n e  w a ru n k i b rz e g o w e .R e z u lta t  końcow y p ro w a d z i i  tu  do w n io s k u , że 
w p ływ  s i ł y  p o p rz e cz n e j J e s t  u p rę tó w  d łu g ic h  m a ły . N ie  b ęd z iem y z b raku  
m ie js c a  r o z w i ja ć  t e j  t e o r i i .  K i l k a  dodatkow ych  uwag z am ie śc im y  w n a s tę p 
nym p u n k c ie  r o z d z ia łu .

^  «  ( f> 2 . (8 7 .1 1 )



12. SU PERPO ZYC JA  PRZYPADKÓW PODSTAWOWYCH

R o z w a ż y liśm y  sz cz eg ó ło w o  n a s tę p u ją c e  p rz y p a d k i podstaw ow e p rę tó w  p r y z 
m a ty cz n ych : Rów nom ierne r o z c ią g a n ie  w z g lę d n ie  ś c i s k a n i e ,  p ro s te  rów nom ier
ne z g in a n ie ,  ukośne ró w nom ierne  z g in a n ie ,  m im ośrodkowe rów nom ierne r o z c ią 
g a n ie  w z g lę d n ie  ś c i s k a n i e ,  rów nom ierne  s k r ę c a n ie ,  l in io w o  zm ienne z g in a 
n ie  bez o w in i ę c ia ,  w r e s z c ie  l in io w o  zm ienne z g in a n ie  z o w in ię c ie m . Wprowa
d z i l i ś m y  n a s tę p u ją c e  t e rm in y  g e o m e try cz n e : w y d ł u ż e n i e  w z g lę d 
n ie  s k r ó c e n i e  W ) z a k r z y w i e n i e  cf ' 1 u b ' P ’; o w i -
n i ę c i e t ) 1 , p o s u n i ę c i e  v '  l u b  u ’, o d c h y l e n i e  
wx 1 i  b w \  N ie  mogąc s i ę  ze  w zg lędów  p ra k ty c z n y c h  p o g o d z ić  z w a ru n 
kam i podporowym i de S a in t- V e n a n ta  w p ro w a d z iliś m y  z d o c ie k a ń  e n e rg e t y c z 
nych  , o j ę c i e  z a s t ę p c z e g o  p r z e k r o j u  p ł a s k i e 
g o  i  d la  n ie g o  ś r e d n i e  o d c h y l e n i e  w lu b  w„ a » 7 *x  * y
- zerow e p rz y  s k r ę c a n iu ,  e w e n tu a ln ie  ró żne  od z e ra  p rz y  równom iernym  ś c i 
n a n iu ,  c z y l i  l i n i o w o  z m i e n n y m  z g i n a n i u .  P o d a l i ś 
my p rz y  k a ż d e j s p o s o b n o ś c i a k tu a ln e  w y ra ż e n ie  d la  e n e r g i i  s p r ę ż y s t o ś c i .

N ic  n ie  s t o i  na p rz e s z k o d z ie  s u p e r p o z y c j i  p ow yższych  wypadków , k tó r ą  
z r e s z t ą  ju ż  k i lk a k r o t n i e  z a s to s o w a l iś m y  np . p rz e ch o d z ą c  od z g ię c ia  p r o s t e 
go do ukośnego , od r o z c ią g a n ia  o s io w eg o  do m im ośrodkow ego, od z g ię c ia  bez 
o w in ię c ia  do z g ię c i a  z o w in ię c ie m . Rów n ie  ła tw o  możemy s to so w a ć  in n e  kom
b in a c j e .  N a le ż y  p a m ię ta ć , że w zastosowanym p rz ez  nas i  p o w sz ech n ie  p r z y j ę 
tym d e f in io w a n iu  p o ję ć  podstawowowych k o le jn o  s o b ie  o d po w iad a :

ro z c ią g a n iu  s i ł ą  p o d łu żn ą  S - w y d łu ż e n ie  w'
ś c is k a n iu  s i ł ą  p o d łu żn ą  S  - s k r ó c e n ie  w ',
po jedynczem u  z g in a n iu  momentem M lu b  M

i 7 i y
- p o je d y n c z e  z a k r z y w ie n ie  <f> lu b  \{> i
s k r ę c a n iu  momentem N - o w in ię c ie  ^ ' . j e d n a k  p o  j e  d y  n- 

c z e m u  ś c in a n iu  s i ł ą  m im opoprzeczną T y  lu b  T ^ , p rz e ch o d zą cą  p rz ez  
ś ro d e k  s z ty w n o ś c i  ( c , d )  - p o d w ó j n e  p o s u n ię c ie  v ' + w" i  u lu b

. . « . t * x
u + w i  v  z w y k l u c z e n i e m  o w in ię c ia  V1 m i  m o i s t n i e -  * y  7
n ia  momentu s k r ę c a ją c e g o  T c -  T^d , w r e s z c ie  p o j e d y n c z e m u
ś c in a n iu  s i ł ą  p o p rze cz n ą  T y  lu b  T ^ , le ż ą c ą  na o s i  y  lu b  x - p o 
d w ó j n e  p o s u n ię c ie  v' + w^x i  u o ra z  o w in ię c ie  d  lu b  u + w^ i  
v '  a ta k ż e  o w in ię c ie  i K  o d p o w ia d a ją ce  momentowi s k rę ca ją ce m u  T^d - Ty C -
mimo i ż  momentu te g o  n i e  m a ,  bo (T  c - T d )  * (T , ,01 ”  T ,,“ ) = ° *y  x x y

N a le ż y  p rz y  tym zaw sze p a m ię ta ć ,  o tym , że zarów no w p ływ y  m ech an iczn e  
T x , T y ,  S ,  Mx , My, N ja k  i  s k u t k i  g eo m etrycz n e  u', v', w[ w ‘, <p', tjj', ^  z d e 
f in io w a n e  z o s t a ł y  w u k ła d z ie  p ro s to k ą tn y m  ś r o d k o w y c h  i  g ł ó w 
n y c h  o s i  u k s z t a łt o w a n ia  p r ę t a .
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Su p erp ozyc ja  w przypadku zag a d n ie n ia  p rę ta  p ro steg o  p olega tu na tym, 
że d o łę c z a ję c  m echaniczne wpływy musimy pam iętać o d o łęczen iu  wyżej sch a
rakteryzow anych skutków geom etrycznych. N a jo g ó ln ie jsz e  -  w l i t e r a t u r z e  n ie 
znane -  w yrażen ie  na e n e rg ię  s p r ę ż y s t o ś c i  ma p rz y  tym p o s ta ć :

ZGA

2 G I

(1.12)

N (T  d - T  c )
— 5—  y

G I

P ie rw sz y  w ie r s z  pochodzi od ob ecn o śc i s i ł y  p od łużn ej S i  momentów z g i
n a ją cych  M .  Wpływy te  se p a ru ję  s i ę  między sobę i  n ie  u ja w ia ję  w d a l
sz y ch  w ie rs z a c h , s e p e r u ję c  s i ę  w ięc  d a le j .  W iersz d ru g i pochodzi od mimo- 
s c in a n ia  bez o w in ię c ia . W w ierszu  tym t r z e c i  d o d ajn ik  j e s t  m ieszany.G dpa- 
da on d la  p rzek ro jó w  p o s ia d a ję c y c h  jed n ę oś s y m e tr i. W spółczyn nik i «*x ,cty ' 
p* znane nam s ę  z  ( 3 2 . 1 1 )  i  ( 3 8 . 1 1 ) ,  w ie rs z  c a ły  z a ś  z  ( 3 7 . 1 1 ) »  W iersz 
t r z e c i  n a le ż y  d o łę c z y ć , gdy s i ł y  Tx< przesuwamy ze  śro dka sz tyw n o ści
do p o ło ż e n ia  środkow ego. W spółrzędne c ,  d znane nam sę  z  ( 4 7 . 1 1 ) ,a w ie rsz  
te n  z  ( 5 2 . 1 1 ) .  Gdy c = d = 0 oba wypadki ś c in a n ia  niczym s i ę  między so -  
bę n ie  r ó ż n ię .  W iersz o s t a t n i  pochodzi od ob ecn o ści momentu s k rę c a ję c e g o  
38. P ie rw sz y  d o d a jn ik  j e s t  nam dobrze znany. D rugi pochodzi s t ę d ,  że p rzy  
e d B, d /  O s i ł y  poprzeczne , Ty wywołuję o w in ię c ie  i? .  Wtedy moment 
s k r ę c a ję c y  wykonuje p racę  na tym o b ro c ie . Ponieważ o w in ię c ie  dodatkowe 
j e s t  od N n ie z a le ż n e , p rz e to  w dod ajn iku  ostatn im  brak j e s t  czynnika 3/2.

W omawianej s u p e rp o z y c ji  odróżniam y p o d  w z g l ę d e m  w y 
t r z y m a ł o ś c i o w y m  p rzyp ad ki p r o s t e  od z ł o ż o 
n y c h .  Omówimy s i ę  tu , że  p rzez  p ro s te  rozum ieć będziem y t e o r e 
t y c z n i e  t e ,  w k tó rych  s ta n  n a p ię c ia  j e s t  jed n oo sio w y. P rz e to  z ło 
żonymi s ę  t e ,  w k tó ry ch  s ta n  n a p ię c ia  j e s t  dwuosiowy. 3ak wiadomo p rę ta  
tró jo s io w e g o  w t e o r i i  podstawowych przypadków n ie  ma. Stosu jem y ten po
d z ia ł ,  k ie r u ję c  s i ę  n astęp u jęcym i w zględam i. W u s tę p ie  czwartym w y k a z a liś 
my, że  z  d o sta te c z n ę  d o k ład n o śc ię  p o tra fim y  w yra z ić  w y t ę ż e n i e  ma 
t e r i i  w dowolnym s t a n ie  n a p ię c ia ,  gdy znamy j e j  zachow anie s i ę  pod 
tym względem w jednoosiowym ro z c ię g a n iu  w zględ n ie  je s z c z e  i  w takim  ś c i s 

k an iu . W tym s e n s ie  znajom ość dat d ośw iadczaln ych  np. K , .. w ystarcza
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nam dc z n a le z ie n ia  w s z e lk ic h  p o z o s ta ły c h  in n y c h ,  w ię c  np. Kg . 'Jw ażam y.że 
h ip o t e z y  w y tę ż e n ia  są  ważne ró w n ie  d ob rze  d la  s tanó w  je d n o ro d n y ch  ja k  i  
n ie je d n o ro d n y c h , c z y l i  że m aję one z a s to s o w a n ie  n ie  t y lk o  d la  m a t e 
r i i ,  l e c z  ró w n ie ż  d la  u tw o rzonego  z n ie j  u k ł a d u  m a t e r i a l 
n e g o .  W u k ła d z ie  m a te r ia ln y m  w y tę ż e n ie  p rz e b ie g a  n ie je d n o r o d n ie .  N ie 
b e z p ie c z n e  sę  te  m ie js c a  u k ła d u , w k tó r y c h  j e s t  ono n a jw ię k s z e .  Znajom ość  
d a t K r , K p o zw a la  nam oszacow ać w ie lk o ś ć  n ie b e z p ie c z e ń s tw a  w ty c h  m ie j 
s c a c h ,  a dobór ro z m iaró w  u k ła d u  s to s o w n ie  j e  o g r a n ic z y ć .

F a k t  i s t n i e n i a  w p r a k t y c e  k o n s t r u k t o r s k ie j  p o ję ć  w ro d zą  j  u (3 6 .8 ' w z g lę d 
n ie  (3 7 .8 )  z a m ia s t  (3 8 .8 )  n ie  p rz e c z y  p o w yższe j o p i n i i ,  dow odzi jed yn ie  n ie 
d o s ta te c z n e g o  ro z w o ju  t e o re ty c z n e g o  m e ch a n ik i uk ładów  o d k s z t a łc a ln y c h .  
C h c ie l ib y ś m y  - ja k  o tym in fo rm o w a liś m y  w p u n k c ie  czw artym  - w p ro w ad z ić  w 
ra ch u n e k  b e z p i e c z n y  u d ź w i g ,  do czego  j e s t  p o t r z e b n y  
n o ś n ik  XK - N ie  c h c ę c  s to so w a ć  sposobu  o b l i c z a n ia  p o le g a ję c e g o  na u w z g lę 
d n ie n iu  tz w . b e z p i e c z n e g o  n a p r ę ż e n i a  względem  
b e z p ie cz n e g o  w y t ę ż e n ia ,  k o n s t r u k to r z y  w p ro w ad za ję  n a m ia s tk ę  p o p rze d n ieg o  
sposobu  w p o s t a c i  p a ram etró w  u k ład o w ych  w m ie js c e  m a t e r ia łow ych  l<r .
W y ja ś n i l i ś m y  w odnośnym m ie js c u ,  na czym rz e c z  p o le g a .  Rów n ie  dob rze  moż
na - j e ś l i  Z o zn acza  s p r ę ż y s t y ,  a ZK w y t rz y m a ło ś c io w y  n o ś n ik  s k r ę c a 
n ia ,  N n is z c z ą c y  moment s k r ę c a j ą c y ,  K w y t- z y m a ło ść  s k r ę t u  - w prow a
d z ić  w m ie js c e  fo rm u ły  t e o r e t y c z n e j  ’

N
is ~  Q io  n '

w zó r p r a k ty c z n y  ;

N
K = , (3 .1 2 )n Z

w k tó rym  K n nazyw ane bywa w y t r z y m a ło ś c ią  na s k r ę c a n ie .  1 t u t a j  - ja k  
p rz y  z g ię c iu  - t ru d n o ś ć  o b l i c z e n ia  Z, sp ro w o k o w a ła  do w y k o r z y s ta n ia  wzo
ru  ( 3 . 1 2 ) .  I  t u t a j  je d n a k  - ja k  p rz y  z g ię c iu  - m usi s i ę  p rz y  p o d an iu  d a ty
K o k r e ś l i ć  ta k ż e  p o s ta ć  G eom etryczn ą  p r z e k r o ju ,  d la  k tó re g o  ta  d a ta  obo- n
w ią z u je .  P r z y j ś c i e  z tą  d a tą  bez zm iany  z k o ła  na p ro s to k ą t  pow oduje zm ia 
nę w s p ó łc z y n n ik a  p e w n o ś c i.

Rozum iemy w ię c  o s t a t e c z n ie  n a s tę p u ją c o :  G dyby t e o r i a  z g in a n ia  b y ł a  nam 
w każdym s ta d iu m , w ię c  z w łą cz e n ie m  e ta p u  n is z c z ą c e g o  z n an a , to  z a b e z p ie 
c z e n ia  z g ię c i a  d o k o n a lib y śm y  d a tą  w z g lę d n ie  K . w ię c  d a tą  pochodzą 
cą  z  je d n o o s io w e g o  d o ś w ia d c z e n ia .  P rz yp a d e k  te n  j e s t  w ięo  p r o s t y .  
Gdyby ró w n ie  opanowana b y ła  t e o r i a  s k r ę c a n ia ,  to  k o r z y s t a l i b y ś m y  z J a t y  
¡<s . Ta je d n a k  wymaga d o d a t k o w e g o  j e j  w y z n a c z e n ia  z k r o r e j s  
z m ia ro d a jn y c h  h ip o t e z .  P r z e to  s k r ę c a n ie  j e s t  przyp ad k iem  z i o z c n y m .  
W tym samym s e n s ie  z ło ż o n e  są  w s z e lk ie  z a g a d n ie n ia  dwuosiowego s t a n u  n a 
p ię c i a .
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O e ś l i  c h o d z i o p rz yp ad ek  s k r ę c a n ia ,  to  p rz y k ła d y  3 .4  i  9 .4  o k r e ś la j ą
g r a n ic ę  p la s t y c z n o ś c i  kg z a le ż n ie  od h ip o te z y  ja k o  kg = k/2 lu b  kg =
= k/\T?. O b o w iąz u je  d la  c ią g l iw y c h  m e t a l i .  D la  m a te r ia łó w  k ru ch ych  ja k  np.

K K
d la  ż e l iw a  p r z y k ła d y  5 .4 ,  7 .4  i  1 0 .4  prow adzą do w n io sk u  K = ~ . L  lu b  

2 K K c r
K = ---  . tt  7v ,r . P r z y jm u ją c  d la  m a te r ia łó w  c ią g l iw y c h  s to p ie ń  p ew n o śc i n,

s V 3  e r
t j .  c  = k g /n , a d la  k ru ch y ch  N, t j .  c  = Kg/N o ra z  w zór ( 2 . 1 2 ) ,  z a ła t w ia 

my rz e c z  c a łk o w ic ie .
P rz yp a d e k  je d n o cz e sn e g o  z g in a n ia  i  s k r ę c a n ia  ro z p a trz ym y  d la  p r ę ta  o 

p rz e k ro ju  kołowym 1 ^.

^ O s t a t n i e  z d a n ie  j e s t  z a p o w ie d z ią  n ie  n a p is a n e j  ju ż  d a ls z e j  c z ę ś c i  "M e
c h a n ik i  c i a ł  o d k s z t a łc a ln y c h " . Z o s ta w io n e  z o s ta ło  d la  w ie r n o ś c i  wobec wy
danego t e k s tu  (p r z y p .  w y d . ) .
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MECHANIKA CIAŁ ODKSZTAŁCAŁNYCH

S t r e s z c z e n i e

W p ra c y  s fo rm u ło w an o  z a g a d n ie n ia  m e ch a n ik i t e c h n ic z n e j  w a s p e k c ie  noś
n o ś c i  u k ład ó w .

W ychodząc z z a ło ż e n ia ,  Ze n a jo g ó ln ie js z y m  ce lem  m e ch a n ik i t e c h n ic z n e j  
j e s t  w y z n a c z e n ie  w s p ó łc z y n n ik a  p e w n o śc i r z e c z y w is t y c h  u k ład ów  m a te r ia ln y ch , 
p rz e a n a liz o w a n o  s t a n  o d k s z t a łc e n ia  i  n a p rę ż e n ia ,  w ła s n o ś c i  T e o lo g ic z n e .w y 
t ę ż e n ie  i  b e z p ie cz e ń s tw o  u k ład ów  o d k s z t a łc a ln y c h .

N a s tę p n ie ,  w y k o r z y s tu ją c  z a le ż n o ś c i  w yprow adzone w r o z d z ia le  p ie rw szym , 
p rz e d s ta w io n o  c ią g  ró ż n ych  o b c ią ż e ń  p rę tó w  p r o s t y c h ,  a m iędzy  in n ym i mimo- 
środow e r o z c ią g a n ie ,  l in io w e  zm ienne z g in a n ie  aż do s u p e r p o z y c j i  p rz yp a d 
ków p odstaw ow ych .

P o s z c z e g ó ln e  z a g a d n ie n ia  p r a c y  są  b o g a to  i lu s t r o w a n e  p rz y k ła d a m i o du
żym z n a c z e n iu  p ra k ty c z n y m . W p r z e l ic z o n y c h  p rz y k ła d a c h  s t a r a n o  s i ę  podać 
ro z w ią z a n ia  o g ó ln e , n a to m ia s t  w z a k o ń cz e n iu  każdego p o d r o z d z ia łu  z am ie sz 
czono p ro b le m y do o p ra c o w a n ia .

P r a c a  ta  n a le ż y  do p o ś m ie r tn e j  s p u ś c iz n y  A u to ra  i  z b ie g a  s i ę  z d w u d z ie 
s t o le c ie m  P o ls k ie g o  T o w a rz ys tw a  M e c h a n ik i T e o r e t y c z n e j  i  S to s o w a n e j,  k tó 
reg o  p r o f .  W. B u r z y ń s k i  b y ł  c z ło n k ie m  honorowym .



MEXAHHKA £E®OPMHPyiOIHHXCH TEJI

P  e 3 io M e

B paôoie c(JopMyjinpoBaHhi npoßxeMbi TexHHHecKoü MexaHHKH b acneKie npexexb- 
Hoö Harpy3Kn ohctöm•

Hc x o x h  H3 t o t o , qio caMoä oömeä ijenbio lexHHHecKoit MexaHHKH HBxaeTCH onpe- 
xexeHne KOsi|)$Hu;HeHTa 3anaca npoHHOCTH xeäcTBHTexbHbix MaTepHaxbHux CHCTeM, 
npoaHaxH3HpoBaHut cocroxHHe xeÿopMaipiH h HanpHxeHHx,peoxornnecKHe csoHcTBa, 
HaTxsceHHe h öe30nacH00Tb xe$opMHpyeMbix CHCTeM.

Honoxb3ya 3aBHCHM00TH, BHBexeHHue b nepBOM pa3xexe, npexciaBxeHa xaxbne 
nocxexoBaTexBHOCTb pa3Hbix Harpy30K npxMbix cTepxHeü, a Mexcxy npoHHM BHepeH- 
TpeHHoe pacTxxceHHe, XHHeäHoe nepeMeHHoe H3rn6aHHe biixotb xo cynepno3HUHH 
o c h o b h u x  oxynaeB.

OixexbHue npoöxeMH paßoTH 6oraio KxxBCTpapyioTCH npHMepaMH ,HMe¡oxHMH 6o x b - 
moe npaKTHHeceoe 3HaneKHe• B npHBexëHHhix npHMepax noxaHH o6mae pemeHKH, a b 
soHpe Kaxxoro noxpa3xexa Haxoxaiea npoöxeMH xjih pa3pa6oTKH.

3ia paSoia npHHaxxexHT k nooMspTHOMy HacxexHio ABTopa h coBnaxaeT c xBax- 
uaTHxeTneM noxbCKoro oßmecTBa leopeTHHecKoíí h npHKxaxHOñ MexaHHKH, noneTHHM 
HxeHOM KOToporo 6h x npo$. B . EyacHHbCKHÖ.



MECHANIES OF DEFORMABLE BODIES

S u m m a r y

The w ork p re s e n ts  p ro b lem s o f  t e c h n i c a l  m ech an ic s  in  th e  a s p e c t s  o f 
th e  c a r r y in g  c a p a c i t i e s  o f  s y s te m s .

Assum ing t h a t  th e  most g e n e r a l  a im  o f  t e c h n i c a l  m e ch an ic s  i s  th e  d e t e r 
m in a t io n  o f  th e  r e l i a b i l i t y  f a c t o r  f o r  r e a l  sys te m s  s t r a i n  and s t r e s s  s t a 
t e s ,  r h é o lo g ie  p r o p e r t i e s ,  e f f o r t s  and th e  s a f e t y  o f  d e fo rm a b le  systems ha
v e  been a n a ly s e d .

B a s in g  on th e  d e p e n d e n c ie s  d e r iv e d  i n  C h a p te r  I  a se q u en ce  of load s  f o r  
s t r a ig h t  ro d s  as e . g .  e c c e n t r i c  t e n s io n ,  rop e  v a r i a b l e  b en d in g  and s u p e r 
p o s i t io n s  o f  b a s ic  c a s e s .  P a r t i c u l a r  p ro b lem s a r e  w id e ly  i l l u s t r a t e d  by 
v a lu a b le  p r a c t i c a l  ex am p les .

C a lc u la t e d  exam p les p ro v id e  g e n e r a l  s o lu t io n s  and a t  th e  end o f  each 
s e c t io n  p rob lem s to  be s o lv e d  h ave  been in c lu d e d .

T h is  i s  a posthum ous w ork  o f  th e  A u th o r  and i t  c o in c id e s  w ith  th e  twen
t i e t h  a n n iv e r s a r y  o f  th e  P o l i s h  S o c i e t y  o f T h e o r e t i c a l  M e ch an ic s  o f  w h ich  
P r o f e s s o r  W. B u r z y ń s k i  was a h o n o ra ry  member.


