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METODY PRZESZUKIWAN DYSKRETNYCH PRZESTRZENI ROZWIAZAN

Streszczenie. Proponujemy wykorzystanie graficznej reprezentacji przestrzeni rozwigzan
probleméw kombinatoiycznych do badania wiasnosci tych probleméw i analizy
algorytmoéw rozwigzywania. Szczegdtowo wprowadzane i dyskutowane sg miary
odlegtosci rozwigzan dla przestrzeni permutacji oraz jej odwzorowania w euklidesowe
przestrzenie 1,2,3D. Technike zilustrowano na przykfadzie algorytmoéw poszukiwan
lokalnych dla jednomaszynowego problemu szeregowania z kryterium $redniego
opOznienia zadan.

SEARCH METHODS OF THE DISCRETE SOLUTION SPACES

Summary. We propose to apply the graphic representation of the solution space of
combinatorial problems for the analysis properties of the problem and solution
algorithms. Particularly, there have been introduced and discussed distance measures
between solutions in the space of permutations and its transformation into Euclidian
spaces 1,2,3D. Local search algorithms for single-machine scheduling problem with the
mean tardiness criterion have illustrated this technique.

1. Wstep

Zadania optymalizacji kombinatorycznej i dyskretnej nalezg do klasy problemoéw
bardzo trudnych zaréwno z teoretycznego, jak i obliczeniowego punktu widzenia. Ich
znaczenie praktyczne jest przy tym bezsporne w wielu dziedzinach zycia, takich jak
kodowanie sygnatow, telekomunikacja, szeregowanie zadan, montaz, sterowanie produkcja,
systemy operacyjne, projektowanie, zarzadzanie, chemia, przemyst polimeréw i petro-
chemia [3], Wyniki teorii ztozonosci obliczeniowej oraz rozmiar probleméw praktycznych w
spos6b jednoznaczny eliminujg z rozwazan algorytmy dokladne (wyznaczajace rozwigzanie
globalnie optymalne) pozostawiajgc do zastosowania praktycznego jedynie algorytmy
przyblizone. Z tego tez wzgledu wiele osrodkdw na Swiecie zainteresowanych jest rozwojem
tych dziedzin i narzedzi, ktére umozliwiajg rozwigzywanie postawionych probleméw w
krétkim czasie z zadowalajacg doktadnoscig (cechy te majg charakter silnie przeciwstawny).

Algorytmy optymalizacji kombinatorycznej muszg by¢ ,,odporne” na podstawowe

ktopoty numeryczne, takie jak: brak rézniczkowalnosci lub ciggtosci funkcji celu i ograniczen,
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istnienie olbrzymiej liczby ekstreméw lokalnych, nieliniowos¢, przeklenstwo wymiarowosci,
istnienie punktéw zwodniczych. Powoduje to, ze algorytmy wymienionej klasy sg aktualnie
blizsze podejsciom stosowanym w dziedzinie sztucznej inteligencji (Al) i naturze niz
,.Klasycznym” matematycznym metodom optymalizacji.

W latach dziewiecdziesigtych, odpowiednio do powyzszych wnioskéw, nastgpit w
optymalizacji kombinatorycznej zdecydowany odwr6t od metod doktadnych oraz burzliwy
rozwoj “inteligentnych” algorytmoéw przyblizonych. Stuszno$¢ tego typu podejscia byta tym
bardziej uzasadniona, ze wiele probleméw uznawanych dotychczas za beznadziejnie trudne z
obliczeniowego punktu widzenia doczekato sie opracowania nowych szybkich i bardzo
dokiadnych technik przyblizonych nawet juz dla przetwarzania sekwencyjnego [2], Mimo
istnienia wielu podejs¢ stosowanych do rozwigzywania probleméw tego typu, brak jest
szczegdtowych wskazowek, ktore kombinacje problem - podejscie sg najbardziej obiecujace;
wycigganie wnioskéw wymaga wykonania wielu zmudnych badan symulacyjnych.
Alternatywnie, wskazowki takie mozna otrzymac¢ miedzy innymi poprzez szczeg6towa analize
cech przestrzeni rozwigzan.

W chwili obecnej znanych jest ponad 20 odmiennych strukturalnie podejs¢ do
rozwigzywania trudnych probleméw optymalizacji kombinatorycznej (patrz przeglad w [3]) dla
przetwarzania sekwencyjnego, za$ liczba ta mogtaby by¢ ponad dwukrotnie wieksza, jesli
wihaczy¢ mozliwosci  przetwarzania réwnolegtego. Oprocz  klasycznych juz  metod
genetycznych, symulowanego wyzarzania, poszukiwania tabu czy spetnienia ograniczen,
wystepuja takze dotychczas mato znane, ale obiecujgce techniki, jak symulowane wstrzasanie,
poszukiwanie mréwkowe, poszukiwanie sterowane, zlepianie, poszukiwanie z pamiecig
adaptacyjna, biochemiczne. Wiele z podej$¢ jest wcigz w fazie rozwoju, niektére tworzg juz
autonomiczne dziedziny, np. techniki genetyczne, sieci neuronowe. Niektore z tych podejsé¢ w
sposdb ,,naturalny” umozliwiajg wykonywanie przetwarzania réwnolegtego (sieci neuronowe,
przetwarzanie DNA), niestety, nie sg one jeszcze konkurencjg dla pozostatych. Najnowsze
prace zmierzajg w kierunku stosowania coraz bardziej “inteligentnych” sposobow
przeszukiwania przestrzeni rozwigzan, ze wskazaniem na poszukiwania réwnolegte. Innowacje
prébuja zapobiec stagnacji procesu poszukiwan, na ktorg “cierpig” wszystkie znane metody,

lecz ktorej przyczyna nie zostata do korica wyjasniona.
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2. Odlegtosci w przestrzeni rozwigzan

W celu obserwacji zachowania si¢ wybranej metody poszukiwania potrzebne jest
wprowadzenie pojecia odlegtosci pomiedzy elementami przestrzeni rozwigzan. Ze wzgledu na
szczupto$¢ pracy, rozwazania ograniczymy do tych probleméw praktycznych, w ktérych
rozwigzania sg reprezentowane permutacjami «-elementowymi (np. szeregowanie zlecenn na
jednym stanowisku, szeregowanie w systemie przeptywowym, TSP, QAP i inne). Pokazemy,
ze takie miary odlegtosci mozna wprowadzi¢ w rézny spos6b. Oznaczmy przez D(a,p)
odlegtos¢ pomiedzy permutacjami a i/?w przestrzeni permutacji P. Wskazane jest, by D(a,P)
miata oczywiste wihasnosci metryki: (1) D(a,/3)> 0, (II) D(a,J3)=0<>a =P,
(1) 2)(@a,/?) =£)(/2,a), (IV) D{a,p) +D@3,y) >D(a,y).

Miary odlegtosci oparte na uporzadkowaniu elementéw. Jesli algorytm generuje
rozwigzania dopuszczalne w sposéb systematyczny poprzez uzycie specyficznego generatora,
wtedy kazdemu rozwigzaniu a mozna przyporzadkowaé jego numer porzadkowy L(a).
Odpowiednio dla permutacji istniejg co najmniej cztery odmienne techniki generowania [1]: (a)
w porzadku leksykograficznym, (b) w porzadku odwrotnym do leksykograficznego, (c) z
minimalng liczbg transpozycji, (d) z minimalng liczbg transpozycji elementéw przylegtych.
Odlegtos¢ pomiedzy permutacjami moze by¢ zdefiniowana jako

D°{a,p) =(L(P) - L(a) +p) mod p @)
gdzie /zjest liczbg elementoéw przestrzeni P, p =«!, za$ mod jest operatorem modulo, lub
D2{a,P) =\L{p)-L{a)\, )
gdzie | x | oznacza warto$¢ bezwzgledna z x. Pomijajgc oczywistybrak symetrii funkcji (1),
obie wielkosci maja koszt obliczer bezposrednio zalezny od kosztu wyznaczenia wartosci L(a)
dla danej a. Poza tym ich wartosci mogg wynosi¢ az «/, co moze stwarza¢ problemy
obliczeniowe dla duzych n.

Miary odlegtosci oparte na przyleganiu elementdw. Miary tego typu zliczajg liczbe

par elementéw przylegajacych w obu permutacjach i mogg mie¢ postaé

(a.)=«-T1 {(hi) :a,-a, =1p. - £, =1 G

lub
(0,/A=»-1-| {(U). lay-al=i,'£,-£, =1 | )
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gdzie ||/ll] oznacza moc zbioru A, za$ y jest permutacjg odwrotng do permutacji y (to znaczy
y A jest pozycja w permutacji y , na ktorej wystepuje element o wartosci j), czyli

szs,szl,Z,...,n. (5)

Mimo iz (4) wydaje sie bardziej intuicyjna niz (3), nie spetnia ona jednak warunku (11)
osiggajac wartosé zero rowniez dla pewnych a #0.
Miary oparte na skojarzeniach. Miary odlegtosci tego typu zliczajg liczbe elementéw
bedacych natej samej pozycji w obu rozwiazaniach, przyktadowo
A"(«P)=n~| U m/ =ti) | ©
Miary odlegtosci oparte na poprzedzaniu elementéw. Poréwnujg one relacje
poprzedzania elementéw w obu rozwigzaniach. Wprowadzajac zbior par zgodnych z
permutacjg a jako R(a) ={(a(i),a(j)):1</<j <n), mozna zdefiniowaé¢ odlegtos¢
A'(a,/?H R{a)\R{p) |. )

Kolejna miara odlegtosci zlicza liczbe wspdlnie skierowanych par w obu permutacjach
D[(a,P) =!NLZ L_1 {(yj):a, <ar £ <"} | (8)
Dalej, niech k° bedzie wartoscig binarng rowna 1, gdy i poprzedzaj w permutacji a. Istnieje
réwniez inny sposéb wprowadzenia odlegtosci, mianowicie
Dli.cz,P) = xor A). 9)

Miary odlegtosci oparte na rozproszeniu elementéw. Poréwnujg one pozycje kazdego

z elementéw w obu rozwigzaniach, przyktadowo

D{(a,P)="fj\ar B\ (10)
A
D>{a,p) =Y j{ar pjf . an

Jj=i
Miary oparte na ruchach. Jako miare odlegtosci przyjmujemy minimalng liczbe ruchéw
(np. transpozycji elementéw, wymian dowolnych dwoch elementow, wstawienia elementéw na
okres$long pozycje) potrzebnych do przeksztatcenia permutacji a w permutacje /?, tzn.
Dv(a,j3) - min{A:{n°, k" °=a, rce i=12..,Ank=/?1}, 12)
gdzie N(y) oznacza zbiér wszystkich permutacji osiggalnych z y, gdy wykonywany jest jeden

ustalony rodzaj ruchéw (tzw. sasiedztwo lub otoczenie). Oznaczmy dalej przez D, miare
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wykorzystujacg ruchy oparte na transpozycji elementéw przylegtych, przez D\ miare z
ruchami polegajacymi na wymianie dowolnych dwdch elementéw, oraz przez D\ miare opartg
na ruchach bedacych wstawieniem elementu na dowolng pozycje w permutaciji.

Miary odlegtosci oparte na wartosci kryterium. Przyjmujac, ze permutacji a
odpowiada warto$¢ funkcji celu K(a), to miarg moze by¢

D\a,P) =\K(.a)-K{p% (13)
W odréznieniu od poprzednich, miary oparte na wartosci kryterium sg Scisle zwigzane z
problemem optymalizacyjnym, a nie z samg przestrzenig rozwigzan.

Miary problemowo-zorientowane. Miary te bazujg na specyficznych danych i
wihasnosciach problemu. Przykfadowo, rozwazajac problem szeregowania na jednej maszynie z
terminami gotowosci rj, w ktérym permutacja y implikuje terminy zakonhczenia zadan o
wartosciach C'j, mozemy wprowadzi¢ jedng z miar odlegtosci

n

(14)

€

lub inne analogiczne, zastepujac sumowanie operatorem maksimum.

Tak skonstruowane funkcje spetniajg (lub nie) wtasnosci (1)-(1V) wymienione na
wstepie, co jednak w niektorych przypadkach nie jest oczywiste i wymaga formalnego
dowodu. Dodatkowo, pomiedzy nimi istnieja pewne zaleznosci pozwalajace zredukowaé ich
liczbe i uprosci¢ proces ich obliczania. Pewne z tych wiasnosci przedstawiamy ponizej bez
dowodow.

Wiasnosé 1. Dla dowolnych permutacji a, p zachodzi
D[{a,P) =D;(.a,P) =-D'2{a,P). (16)
Wiasnos$¢ 2. Dla dowolnych permutacji a, p, zachodzi

D;(a,P) =jb;(a,p) (17)
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3. Geometryczna interpretacja przestrzeni rozwigzan

Celem naszym jest uzyskanie transformacji T przestrzeni dyskretnej P w euklidesowg
ciggltg przestrzen ¢-wymiarowg £* z odlegloscig d. Oczekujemy, ze T nie bedzie zbyt
kosztowne obliczeniowo oraz ,.w miare mozliwosci” zachowa odlegto$é D przeksztatcajac
rozwigzania bliskie w P w punkty bliskie w £*, za$ odlegte w P - w odlegte w £*. Istnieje wiele
sposobdw konstrukcji takiej transformacji. Ponizej opiszemy tylko jeden z nich oparty na
technice punktéw referencyjnych, umozliwiajgcy odwzorowanie P w plaszczyzne E .
Odpowiednio wartos¢ funkcji kryterialnej moze zosta¢ odwzorowana w kolor lub stopien
Szarosci.

Rozpoczynamy od wyboru odlegtosci D uzywanej w P (jedna z opisanych w rozdziale
poprzednim). Nastepnie wybieramy permutacje referencyjne a L, a 2,« 36 P oraz konstruujemy
ich obrazy e'e2e3eE2 € =T(a’)t postugujac sie warunkami d(e'.e2)=D (a\a2),
d(e2,e3) =D(a2,a3), d(e3e') =D(a3a'). Jako miare odlegtosci d przyjmujemy zwykly
odlegtos¢ euklidesowa. Wybér punktéw referencyjnych jest w zasadzie dowolny, jednak nalezy
dazy¢ do duzego rozproszenia ich obrazow w E2 Obraz dowolnej permutacji y mozemy
uzyska¢ w dwdch krokach. Wpierw konstruujemy pomocniczy punkt i w przestrzeni E3 taki,
ze =D(y,a"), d(t,e2) =D (y,a2), d(t,e3)- D{y,a3). Nastepnie dokonujemy rzutu
prostokatnego punktu i z przestrzeni E3 na ptaszczyzne E2.

Przyklad zastosowania tak opisanej transformacji mozna znalezé na rys. 1-4. Obrazy
zawieraja zestaw losowych permutacji 25-elementowych reprezentujacych rozwigzania losowej
instancji problemu szeregowania zadan najednej maszynie z niezerowymi zadanymi terminami
ich zakonczenia oraz z kryterium Sredniego opdZnienia zadan. Jako miara odlegtosci w P
zostata uzyta D[, réwnowazna z D" na mocy WA 2. Miary te miaty najstabiej wystepujacy
efekt “zlepiania si¢” punktoéw (kilka elementow przestrzeni rozwigzan jest rzutowanych na
jeden punkt przestrzeni dwuwymiarowej), niekorzystny przy redukcji wymiaru przestrzeni.
Wartos¢ funkcji celu zostata odwzorowana w poziomy szarosci punktow, punktom szarym
odpowiada wysoka warto$¢ funkcji celu, ciemnym - niska. Wyrézniono punkty referencyjne
oraz optimum (dokladniej, najlepsze wsrod analizowanych). Przeksztatcenie T pozwolito na
uzyskania wizualizacji “krajobrazu” (landscape) przestrzeni rozwigzan wymienionego
problemu. Mozna zauwazy¢ charakterystyczny chaotyczny rozklad ekstreméw lokalnych oraz

»doling” (valley) zawierajacg rozwigzania o podobnych, bliskich optymalnej wartosciach
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funkcji celu (lewa strona rys.l) Istnienie dolin w przestrzeniach rozwigzan probleméw
kombinatorycznych potwierdzajg takze inne najnowsze prace [4,5], Obserwowany rozkiad
punktéw o niskich wartosciach funkcji celu potwierdza takze zasade ,,zbieracza grzybéw”
blisko ekstremum lokalnego o niskiej wartosci funkcji celu mozna znalez¢ inne punkty o
podobnych wtasnoséciach. W analizowanym problemie wystepowanie cech charakterystycznych
krajobrazu przestrzeni rozwigzan (chaotycznos¢, doliny) nie zalezy od wyboru instancji
problemu ani jego rozmiaru. Jednakze tak nie jest w og6lnym przypadku, bowiem rozkiad
dolin i ekstreméw lokalnych zmienia istotnie swoj charakter wraz ze zmiang klasy problemu.
Co wiecej, obserwowane sg przypadki, w ktérych rozklad ten zalezy takze od instancji (jej

danych i rozmiaru).

4, Trajektorie przeszukiwan w przestrzeni rozwigzan

Obserwacja krajobrazu przestrzeni rozwiazan pozwala okresli¢ doktadniej, jakie
wiasnosci powinna mie¢ potencjalna metoda rozwigzywania oparta na przeszukiwaniu tej
przestrzeni. W szczeg6lnosci mozna sprecyzowaé, jak okresli€ réwnowage pomiedzy
rozproszeniem (diversification) poszukiwan a ich intensyfikacjg (intensification). Z kolei
dokonujac wizualizacji trajektorii poszukiwan wykonywanych przez rézne znane w chwili
obecnej metody mozemy ocenié, dlaczego odnoszg one sukces lub doznajg porazki oraz jakich
wihasnosci numerycznych mozemy przez to oczekiwac.

Dla ilustracji, dla omawianego jednomaszynowego problemu szeregowania z kryterium
Sredniego op6znienia dokonano wizualizacji trajektorii poszukiwan wykonywanych z uzyciem
kilku najbardziej popularnych metod. Na rys.2-4 przedstawiono trajektorie odpowiednie dla:
btadzenia losowego (rys.2), symulowanego wyzarzania (rys.3), tabu search (rys.4). Wszystkie
metody zaimplementowano na bazie takiego samego sgsiedztwa z transpozycjg elementow
przylegtych w permutacji. Na przedstawionych rysunkach wyraznie widoczna jest
zdecydowanie niniejsza fluktuacja metody SA w poréwnaniu z metodg btadzenia losowego.
Woprawdzie SA zmierza ,,statystycznie” do celu, jednak najkorzystniejsze cechy, ,,zmierzajace”

najszybciej, prawie doktadnie do celu posiada TS.
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punkt punkt
referencyjny referencyjny
optimu

punkt

1’ referencyjny

Rys.l. Przestrzen permutacji 25 elementéw. Ciemniejszy kolor oznacza rozwigzania o

wartosciach funkgji celu bliskich optymalnej
Fig. 1. Space of 25 elements permutations. Dark colour denotes solutions with goal
function value close to optimal

Rys.2. Trajektoria poszukiwan dla btgdzenia losowego (wymiana par przylegtych)
Fig.2. Search trajectory for random search algorithm (transposition of adjacent elements)
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Rys.3. Trajektoria poszukiwan algorytmu symulowanego wyzarzania (SA)
Fig.3. Search trajectory for simulated annealing algorithm (SA)

Rys.4. Trajektoria poszukiwan algorytmu Taboo Search (TS)
Fig.4. Search trajectory for Taboo Search algorithm (TS)
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5. Whioski

Analiza zachowania si¢ metod opartych na technice poszukiwan, w tym trajektorii
poszukiwania przypominajac proces stochastyczny [2,3], prowadzi do sformutowania szeregu
hipotez, ktdrych przyjecie wyjasniatoby wiele cech eksponowanych przez istniejace metody
rozwigzywania:

e przestrzen rozwigzan dyskretnych posiada punkty o chaotycznie roztozonych wartosciach
funkcji celu oraz o chaotycznie roztozonych ekstremach lokalnych, cho¢ pewne jej obszary
majg analogie do dolin (valleys),

e przestrzen rozwigzan posiada znaczna liczbe punktéw zwodniczych,

e struktura przestrzeni rozwigzan jest zalezna nie tylko od problemu, lecz takze od jego
konkretnych danych liczbowych,

» stosowanie rdéznych metody z wykorzystaniem odmiennych technik przeszukiwania

przestrzeni rozwigzan implikujg istotnie rdzne ich wkasnosci numeryczne.
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Abstract

We propose to apply the graphic representation of the solution space of combinatorial
problems for the analysis properties of the problem and solution algorithms. First, there have
been introduced and discussed distance measures between solutions in the space of
permutations. These measures can base on permutation order, adjacency of elements in a
permutation, precedence of elements, positions of elements, criterion value, or specific data of
the problem. Next, the subject of transformation of permutation space into Euclidian spaces



Metody przeszukiwan 35

1,2,3D is discussed. Particularly, there has been proposed the transformation to 2-dimensional
plane, which uses reference permutations. Finally, images of the solution space for the single-
machine scheduling problem with the mean tardiness criterion have been shown. Search
trajectories performed by several commonly known solution techniques (random search,
simulated annealing, tabu search) have been drawn in these spaces. Obtained results confirm
hypothesis that solution space for most combinatorial problems has chiefly chaotic character,
however some its parts have analogies to valleys. The proposed tool can be applied for the
analysis of the search spaces as well as solution algorithms. They ca be also applied in
computer systems that supports solving of the hard optimisation problems.



