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TRANSFORMACJA MODALNA W ZASTOSOWANIU DO BADANIA
WLASNOSCI DYSKRETNEGO REGULATORA LQ

Streszczenie. Transformacja modalna bazujgca na podprzestrzeniach modéw zo-
stata zaproponowana i wykorzystana do badania wiasnosci dyskretnego regulatora
LQ z dynamicznym sprzezeniem od wyjscia obiektu. Pokazano, ze réwnanie cha-
rakterystyczne uktadu zamknietego z tym regulatorem zachowuje stabilne nieze-
rowe pierwiastki uktadu z regulatorem LQ i sprzezeniem od stanu, a otrzymany
obserwator jest optymalny ze skoriczonym czasem zanikania (ang. dead-beat).

MODAL TRANSFORMATION USED FOR RESEARCHING THE PRO-
PERTIES OF DISCRETE-TIME LQ REGULATOR

Summary. A transformation based on the subspace of modes is proposed and used
for researching the properties of discrete-time linear-quadratic regulator (DLQR)
with dynamic output feedback. It is shown that the characteristic equation of the
system with this regulator retains the stable roots of the system with DLQR and
state feedback, while the appearing observer is optimal and dead-beat.

1. Wprowadzenie

W niniejszej pracy istotng role odgrywajg podprzestrzenie, w ktorych wystepujg
mody rozumiane jako funkcje wystepujgce w macierzy podstawowej (tranzycji) uktadu.
Wykorzystujac te podprzestrzenie zaproponowano transformacje modalng wiazaca ze sobg

rownowazne modele i problemy LQ sformutowane w przestrzeniach stanu.

Rozwigzanie klasycznego problemu LQ ma posta¢ prawa sterowania ze sprzezeniem od

stanu. Mozna je wykorzystac, gdy wszystkie wsp6trzedne stanu sg mierzone, co zazwyczaj
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nie zachodzi. Gdy tylko wyjscie obiektu jest mierzone, wtedy prawo sterowania ze sprze-
zeniem od wyjscia mozna wykorzysta¢, gdy wigczamy do uktadu odpowiedni obserwator

stanu.

W niniejszej pracy model regulatora-obserwatora zostat wyprowadzony z rozwigzania
odpowiedniego problemu LQ, w ktdrym istotng role odegrato okreslenie wspétrzednych
stanu i transformacja modalna. Wynikiem jest uktad z dynamicznym sprzezeniem od
wyjscia obiektu, stosowanym, gdy tylko to wyjscie jest mierzone, i zawierajacym opymalny

obserwator ze skoriczonym czasem zanikania (ang. dead-beat) [1].

Giowne wyniki pracy to propozycja wspotrzednych stanu i transformacji modalnej,
ktore razem ze stosowang technikag LQ okreslajg dynamiczne sprzezenie od wyjscia obiektu
zawierajgce optymalny obserwator typu dead-beat, oraz pokazanie, ze otrzymany uktad
zamkniety ma takie same stabilne, niezerowe pierwiastki réwnania charakterystycznego,

jak uktad zamkniety z regulatorem LQ i sprzezeniem od stanu.

2. Transformacja modalna

Rozwazmy uktad ciggly / dyskretny - w czasie opisany réwnaniem
x(t) = Ax(t) 7 x{t+ 1) = jax() 1)

gdzie x 6 Rn+mn > 0, m > 0, A jest statg macierzag, t 6 R/ t = 0,1,2,... jest czasem

ciagtym / dyskretnym.

W literaturze z pojeciem modu zwigzane sg rézne interpretacje. W niniejszej pracy
przez mod Aj uktadu (1) rozumiemy funkcje zwigzang z wartoscig wtasng Al macierzy 4 i
wystepujaca w macierzy podstawowej exp(j4i) / ALl Na przyktad mod dla pojedynczej,
rzeczywistej wartosci wiasnej Aj jest okreslony przez funkcje exp(Ait) / A'. Podprzestrzen
modu A jest to zbiér  wszystkich warunkéw poczatkowych Xg, ktérepobudzaj
mod A i w ktérej ten mod wystepuje. Na przyktad dla pojedynczejwartosci whasnej
A} podprzestrzen modu A jest podprzestrzenig jednowymiarowa rozpieta na wektorze

wlasnym zwigzanym z Aj.

Dla zespolonych wartosci wiasnych Aj* = 6 + jui i zwigzanych z nimi zespolonych
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wektorow wiasnych Vik = g + jr, dwuwymiarowa podprzestrzeh modu (Aj, A*) jest pod-
przestrzenig rozpietg na wektorach g i r, natomiast
mod (Aj, A*) jest okreslony przez macierz exp(A¢¢l) / A* gdzie A* = [6, w; -w, d] -

macierz 2 x 2 zapisana w konwencji MATLAB’a
Jezeli Ai jest m-krotna rzeczywista wartoscig whasng, to macierz A formy kanonicznej

zawiera m X m wymiarowg, m ~ m klatke Jordana (jedng lub kilka - w tym ostatnim

przypadku suma wymiaréw m klatek jest réwna m) w postaci

A .. 0 0
1 ... 0 0

J= ©
0 . 1A

Z kazdg klatkg Jordana (2) zwigzany jest m-wymiarowy mod Aj o postaci Jt.Baze

Ui,V2, ..., unpodprzestrzeni tego modu mozna wyznaczy¢ z nastepujacychzaleznosci
AVm —AMM,  Avm—3} —"i"m—1‘bVvm, ..., AW — Ajtg -bV2 (3)
z ktorych dla Aj = 0 otrzymujemy
Avm=0, A2aum.i =0,.., Amvi —0 4

Zaleznosci  (3)moznawyprowadzi¢ z rowmania AT = TA wynikajacego zokre$lenia ma-
cierzy transformacjiT zbudowanej z wektoréw ig,U2, m~vm oraz macierzy A formykano-

nicznej [4].

Nalezy podkreslié, ze jezeli x0 nalezy do podprzestrzeni modu A, to rozwigzanie row-
nania (1) ma posta¢ x0exp(Ajt) / i0A,. To wiasnie oznacza, ze takie x0 pobudza tylko
mod Aj.

Rozwazmy inny uktad

x[t) = Ax[t) 7 x@i-h 1) = Ax(1) (©)

w ktérym x G Rn a macierz A jest stata. Mody uktadu (1), ktére wystepujg réwniez w
(5), nazywamy modami zachowanymi, a mody ukfadu (1), ktére nie wystepujg w (5) -
modami pominietymi. Niechaj

X = HXx (6)
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okresla transformacje z macierzg prostokatng H, n x (n + m) wymiarowa. Niechaj
wybrane wartosci wiasne A i = n+ 1, n + 2,...,n + m macierzy A okreslajg m zer
wielomianu p(s) = (s —Ai)(s —AN+2)...(s —An+m) m-tego rzedu. Niechaj Sm okresla
w m-wymiarowa podprzestrzen modéw R n+m, zwigzanych z tymi warto$ciami wiasnymi.
Tak wiec Sm jest iloczynem kartezjenskim podprzestrzeni modéw zwigzanych z zerami
wielomianu p{s). Niechaj 5" € R n+m okresla n-wymarowg podprzestrzeri ortogonalng do

Sm. Oznacza to, ze kazdy wektor z Sn jest ortogonalny do kazdego wektora z Sm.

Lemat 1. Transformacja (6) przeksztatca uktad (1) w (5) wtedy i tylko wtedy, gdy
wektory wierszowe macierzy H tworzg baze podprzestrzeni S n ortogonalnej do Sm. Mody
uktadu (1), ktérych podprzestrzenie majg niezerowe rzuty na Sn, sg zachowane w (5), a

mody, ktérych podprzestrzenie nalezg do Sm, sg pominete w (5).

Dowdd. Zauwazmy, ze transformacja (6) przeksztatca (1) w (5) wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje rozwigznie A réwnania macierzowego
AH = HA @)

Rzeczywiscie mnozac obie strony (1) przez H lewostronnie i uwzgledniajgc (7) i (6) otrzy-
mujemy (5). Zauwazmy takze, ze rozwigzanie A réwnania (7) istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy wektory wierszowe macierzy H = HA sg ortogonalne do Sm (czyli nalezg do Sn).
Aby to pokazaé, rozwazmy dowolny wektor v 6 Sm. Z (3) wynika, ze Av S Sm, a wiec

HAv = Hv = 0, co oznacza, ze wiersze macierzy H sg ortogonalne do Sm.

3. Model z rozszerzonym stanem

W dalszych rozwazaniach zastosujemy transformacje modalng do ukladéw dys-
kretnych. Rozwazmy obiekt opisany transmitancjg dyskretng
_ "™N(2)  K-izl+ 6n-i+iz’-1+ ... + bn
G~ W) = *are>+ Lk ®
gdzie I < n, Y(z) = Z[y(t)\, U(z) — Z[u(t)], Z okredla transformacje Z\ y(t) i u(t)
sg sygnatami wyjscia i wejscia, at = 0,1,2,... okresla czas dyskretny. Zakladamy, ze

licznik i mianownik transmitancji (8) sg wzglednie pierwszymi wielomianami. OkreSlamy
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wspdtrzedne (2n —1) - wymiarowego rozszerzonego stanu w postaci

x2(t) =y (t-1), xn{t)=y(t-n+ 1),

©)

En+i(€) = uft- 1), zZnr2(f) =u (t-2), .. xn-\(t) =u(t- n+ 1)
Zastepujac w (9) t przez f+1, uwzgledniajac (9), jak rowniez wynikajace z (8) réwnanie

y(t+n-m) + ..+ an-my(t) + an mtit/(i - 1)+ .. +any(t- m) = @0)

=bn-iu(t+1- m)+ 6, I+u(t+1- m- 1)+ ...+ bnu(t- m)

otrzymujemy model z rozszerzonym stanem o postaci

x(t+ 1) —Ax(t) + Bu(t), y(t) —Cx(t) @1)
gdzie ¢ (i) = x2(t),..., i 2n-i(f)]r, natomiast
aj On-t a bn-i 6
1 0 0 o0 0 0
o . 11 0 o . 0 0
A= i @)
0 , 0 o0 0 o0
0 0 0o 1 0 0
1
0 01 0 o 10

Pierwszy wiersz macierzy A wynika z (10) i (9), pozostate wiersze wynikaja bezposrednio

z okre$lenia (9). B i C maja postaé

B = [&,0,..,0,1,0,.... 0]T
¢ = [1,0,0 0 (13)
Oczywiscie, w (12), (13) bi=0dlal™~t”~ n —I —I,co wynika z (8).

Zauwazmy, ze w macierzy A wystepuje (n- 1) x (n - 1) wymiarowa klatka Jordana

(2) z Xi = 0, zatem mamy

det[z/ - A] = zmdet[z/ —A] (14)
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gdzie A jest n x n wymiarowg macierzg powstajgcg z A przez skreslenie n —1 ostatnich
wierszy i kolumn, al i1 sg macierzami jednostkowymi (2n —1) x (2n —1) i n X n wy-
miarowymi. Zatem macierz A ma n wartosci wkasnych pokrywajacych sie z biegunami
transmitancji (8) i dodatkowo (n—)-krotng wartos¢ wiasng zerowa. Transmitancja ukia-
du opisanego réwnaniem (11) zawiera czynnik zm zaréwno w liczniku, jak i w mianowniku.
Mozna pokaza¢ ze uktad (11) jest sterowalny, nieobserwowalny, ale jest odtwarzalny [3].

Ta ostatnia wiasnos¢ wynika z okreslenia (9) wsp6trzednych stanu.

4. Minimalna realizacja

Zastosujemy teraz transformacje modalng (6), aby przeksztatci¢ model (4) do réwnania
stanu opisujacego tzw. minimalng realizacje z minimalnym wymiarem wektora stanu. W
dalszych rozwazaniach macierz H bedzie n x (2n - I)-wymiarowag macierza transformacji

o wierszach ortogonalnych do podprzestrzeni (n —I)-krotnego modu zerowego.

Twierdzenie 1. Zalozmy, ze wektory wierszowe nx (2n—)-wymiarowej macierzy H
transformacji (6) sg ortogonalne do podprzestrzeni 5n-1, (n—)-krotnego modu zerowego

ukfadu (11). Wtedy

1. Istniejg rozwigzania A i C rownan

AH = HA, CH =G (15)

2. Transformacja (6)przeksztatca model (11) do nastepujacychréwnan stanu opisu-
jacych minimalng realizacje

x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) (16)

gdzie
B =HB (17)
3. Obamodele (11) i (16) sg opisane ta sama transmitancjadyskretng (8).

Dowdd. 1. Zdowodu Lematu 1wynika, ze istnieje rozwigzanie A pierwszego réwnania

(15). Rozwigzanie C drugiego réwnania (15) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy C € Sn.
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Aby wykaza¢ te ostatnig przynaleznos¢, zauwazmy, ze (2n —i — I)-ty wiersz macierzy
Al i=12,..,n—1pokrywasi¢ z C. Zwarunkéw (4) wynika, ze C jest ortogonalne do

M, 1=1,2 ,n—1, a wiec réwniez do Sm, zatem C £ Sn.
2. Mnozac obie strony réwnania (11) przez H lewostronnie i uwzgledniajac (6), (15) i
(17) otrzymujemy réwnanie (16) opisujagce minimalna realizacje.

3. Wynika to z zastosowania transformacji Z do (11) po przeksztatceniach, w ktérych
uwzglednia sie zalezniosci Hzt = zIH i X(z) = HX(z)\ X(z) i X(z) sa transforma-

tami Z wielkosci x(t) i x(t).

O
5. Regulator liniowo-kwadratowy
Dla uktadu (11) wprowadzmy kwadratowy wskaznik jakosci o postaci
N
J + N<Bi(i + 1) + ru2(t)], N -i- oo (18)
t=0

gdzie Q jest (2n- 1) x (2n —1) wymiarowg macierzg symetryczng pétdodatnio okreslona,
ar jest malg dodatnig liczbg. Rozwigzanie problemu LQ (11), (18) w stanie ustalonym,

w postaci prawa sterowania ze sprzezeniem od stanu, jest okreslone przez:
u hx AN 202 e An+Em-Anm (19)

gdzie k jest (2n —I)-wymiarowym wektorem wierszowym ze statymi sktadowymi i=

1,2,...,2n —1.

Podstawiajac (9) do (19) oraz przenoszac wyrazenie zawierajace u na lewg strone otrzy-
mujemy réwnanie réznicowe wiazace u zy. Po zastosowaniu transformacji Z otrzymujemy
transmitancje dyskretng regulatora-obserwatora w postaci

R(2) U{z) _ kizn~l + 4ezn~2+ ... + kn
Y (z) zm + kn+lz™-1+4+ .. + kn+m

Regulator-obserwator (20) jest elementem dynamicznym mogacym by¢ wykorzystywa-

nym, gdy tylko wyjscie y jest mierzone.
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Uwaga 1. Zaréwno model opisany réwnaniami stanu (11), (19) jak i model opisany

transmitancjami (9), (20) opisujg ten sam uktad zamkniety (2n - 1)-go rzedu.

Rzeczywiscie model (11) z rozszerzonym stanem ma transmitancje (8), a dla stanu
okreslonego przez (9) opisy (20) i (19) sg réwnowazne.

Niechaj kwadratowy wskaznik jakosci dla obiektu (16) jest
N
J =y N\XxT(t+ DQi(i + 1) + rit2(i)], N -i 00 (21)
(=0
gdzie Q jest n x n wymiarowag macierzg symetryczng, pétdodatnio okreslong. Rozwia-
zanie problemu LQ (16), (21), w postaci prawa sterowania ze sprzezeniem od stanu, jest
okreslone przez:
u——-+ki — k\X\ —Kiii —.. - knxn (22)
gdzie i = [ii,x2,...xmT a k- [kuk2, ...,kn\

Uktad zamkniety ztozony z obiektu (16) i sprzezenia od stanu (22) jest optymalny
w stanie ustalonym i ma réwnanie charakterystyczne n-tego rzedu. Ale sprzezenie (22)
moze byéwykorzystane tylko wtedy, gdy wszystkie wspdtrzedne stanu i=1,2,...,ns3
mierzone, co zazwyczaj nie jest mozliwe. Dlatego powstaje pytanie:jaka jest wzajemna
relacja pomiedzy uktadami zamknietymi (11), (19) i (16), (22) w przypadku gdy wskazniki
(18) i (21) sa identyczne? Albo, czy z (22) mozna otrzymac transmitancje regulatora-

obserwatora podobng do (20)?

6. Omoéwienie wynikdw

Niechaj k = [¢i, &> ~an-i] i £ —[¢i, k%..., 4] sa wektorami wzmocnieri wystepuja-
cymi odpowiednio w (19) i (22). Niechaj S i S1sg rozwigzaniem algebraicznego réwnania
Riccatiego dla probleméw LQ odpowiednio (11), (18) i (16), (21). Macierz S n X n

wymiarowa spetnia zatem nastepujgce algebraiczne réwnanie Riccatiego
$=Q+ AtSA - ATSB{r + Bt $B)-1Bt $A, (23)
natomiast k jest okreslone przez

k= —r+BTSB)~IBTSA (24)
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Macierz S i wzmocnienie k, odpowiednio (2n—1) x (2n—1) i (2n—)-wymiarowe spetniaja
podobne réwnanie wynikajace z (23) i (24) przez zastgpienie znaku "*”przez

Rownanie charakterystyczne uktadu zamknietego (11), (19) ma postaé¢
det [z/- A+ Bk] =0 (25)

gdzie po lewej stronie réwnania (25) wystepuje tzw. wielomian charakterystyczny. Row-

nanie charakterystyczne uktadu zamknietego (16), (22) wynika z (25) przez zastgpienie

znaku przez

Twierdzenie 2. Zaldzmy, ze H jest takie, jak w twierdzeniu 1, a macierze Q i Q
wystepujace we wskaznikach jakosci (18) i (21) spetniaja zaleznosé

Q ='HtQH (26)

wtedy
1. Rozwiazania $ i $ algebraicznego réwnania Riccatiego odpowiednio dla probleméw
LQ (11), (18) i (16), (21) spetniajg rownanie

§ = HTSH 27

2. Odpowiadajgce tym rozwigzaniom wzmocnienia k i k spetniajg zaleznos¢

k = kH (28)

3. Wielomiany charakterystyczne uktadéw zamknietych (11), (19) i (16), (22) spet-
niajg zwigzek

det[z7 - A + Bk] = zmdet[z7 - A + BKk] (29)

Dowd6d. Mnozac obie strony réwnania (23) lewostronnie przez HT i prawostronnie
przez H oraz wykorzystujac (15) i (17) otrzymujemy (27). Zalezno$¢ (28)wynika z prze-

mnozenia obu stronréwnania (24) przez 77 prawostronnie i uwzglednienia (15)oraz (17).

Aby udowodni¢ (29), napiszmy najpierw réwnanie stanu ukifadu zamknietego (11),
(19)
x = (A —Bk)x (30)
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Mnozac obie strony (30) przez H lewostronnie i uwzgledniajgc (15), (17), (28) i (6) otrzy-

mujemy
Hi={HA- HBk)x = (AH - BkH)x = {A - Bk)x

i w koncu

x —[A —Bk)x (31)

Zatem transformacja (6) przeksztatca (30) do (31), zatem z lematu 1 wynika, ze wek-
tory wierszowe macierzy H sg ortogonalne do podprzestrzeni Sn_1 pomijanych modéw
ukfadu (30). Poniewaz z (28) wynika, ze k jest ortogonalne do 5n_1, wiec podprzestrzen
5°1'1, (n —I)-krotnego zerowego modu, nie jest zmieniana przez sterowanie w uktadzie
zamknietym ze sprzezeniem (19). Dlatego podprzestrzen Sn~I pozostaje podprzestrzenig
(n —1I)-krotnego zerowego modu réwniez dla uktadu zamknietego (11), (19). Zatem z
lematu 1 wynika, ze (n —I)-krotny mod zerowy ukladu (30) jest pomijany w (31), a
pozostate mody uktadu (30) sg zachowane w (31), z czego wynika (29).

O

Aby otrzymac z (22) transmitancje regulatora-obserwatora, podstawiamy (6) i (9) do
(22) i przenosimy wyrazenie zawierajace u na lewg strone rownania. Po przeksztatceniach,
w ktorych stosujemy transformacje Z, otrzymujemy

R(2) = - + (32)

ZM+ Pntl* 4+ -+ Pn+m
gdzie pi = kh{, n, sg kolumnami macierzy H czyli H = {hi,h2,..../i2n_i]. Z (28) wynika,
zepi = ki, i= 1,2,...,2n —1. Zatem transmitancja R{z) (32) jest identyczna z R(z) (20).

Uwaga 2. Przy zalozeniu (26) transmitancje regulatoréw obserwatorow (20) i (32)
sg identyczne. Uktad zamkniety (8), (32) z dynamicznym sprzezeniem od wyijscia (32)
realizuje bezinercyjne prawo sterowania (19) wynikajace z rozwigzania problemu LQ (11),

(18). Oznacza to, ze mody obu uktadéw zamknietych (11), (19) i (8), (32) sg takie same.

Zauwazmy, ze uklad zamkniety ztozony z obiektu (8) i regulatora (32) jest (2n —1)-
rzedu, tak jak uktad (11), (19). Tak wiec w poréwnaniu do uktadu zamknietego (16), (22)
ze sprzezeniem od stanu (22), dynamiczne sprzezenie od wyjscia (32) powoduje wzrost

rzedu uktadu o (n —1).
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Zauwazmy, ze zalozenie (26) oznacza, ze stany x nalezace do Sn~I nic nie kosztuja.
Natomiast z (27) i uwagi 1 wynika, ze warunki poczgtkowe obserwatora nalezace do Sn~I
nie zwigkszajg optymalnej wartosci wskaZnika jakosci (21) ukfadu zamknietego (16), (22)
ze sprzezeniem od stanu. Uwzgledniajgc dodatkowo (29) widzimy, ze wystepujacy w (32)

obserwator jest optymalny ze skonczonym czasem zanikania (ang. dead-beat) [1].

Poniewaz réwnania (16) okreslaja realizacje minimalng w przestrzeni stanu, wiec uktad

(16) jest sterowalny i obserwowalny. Wynika stad [2] i z (29) nastepujaca wiasnosc.

Uwaga 3. Niezerowe stabilne pierwiastki réwnania charakterystycznego uktadu za-
mknietego (16), (22) n-tego rzedu z bezinercyjnym sprzezeniem od stanu sg takie same,
jak uktadu zamknietego (8), (32), (2n - 1)-ego rzedu z dynamicznym sprzezeniem od wyj-

Scia. Obserwator wystepujacy w (32) jest optymalny ze skofczonym czasem zanikania.

7. Whnioski

Zaproponowane podejscie umozliwia wyprowadzenie transmitancji regulatora-
obserwatora okreslajgcej dynamiczne sprzezenie od wyjscia obiektu i umozliwiajgcej re-
alizacje sterowania, gdy tylko wyjscie obiektu jest mierzone. Za pomocg wprowadzonej
transformacji modalnej pokazano, ze otrzymany obserwator jest optymalny ze skorficzonym
czasem zanikania (ang. dead-beat). Pokazano takze, ze uklad zamkniety z dynamicznym
sprzezeniem od wyjscia zachowuje stabilne niezerowe pierwiastki réwnania charaktery-

stycznego uktadu zamknietego z regulatorem LQ i sprzezeniem od stanu.
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Abstract

An augmented and minimal realization state space models are proposed for direct im-
plementation of the discrete-time linear-quadratic regulator (DLQR) with measured not
all the state variables but only the output of the plant. Both the models are related by
means of original transformation with a rectangular matrix. Using this transformation it
is shown that the resulting closet-loop (CL) system with dynamic output feedback regu-
lator (DOFR) has the same stable roots of its characteristic equation as the CL system
with state feedback and DLQR; the additional zero roots of the first CL system generated
by DOFR do not decrease its very strong robustness properties. It is also shown that the
CL system with DOFR realizes the optimal control with feedback from the augmented

state, resulting from solving an appropriate DLQR problem.



