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O PROBLEMIE PRZYDZIALU CZESTOTLIWOSCI, ZWARTYCH
T-POKOLOROWANIACH | GRAFACH DWUDZIELNYCH

Streszczenie. Tytulowy problem przydziatu czestotliwosci to  nastepujgco
sformutowane zagadnienie: na pewnym obszarze znajduje sie grupa nadajnikéw
radiowych, ktérym trzeba przydzieli¢ czestotliwosci w taki spos6b, aby nie zaktocaty
sie podczas nadawania. Tak postawiony problem staje sie trudny dopiero w momencie,
gdy interesuje nas nie tyle jego rozwigzanie, co znalezienie rozwigzania spetniajgcego
pewne dodatkowe warunki, np. minimalizujgcego szeroko$¢ wykorzystanego pasma
czestotliwosci. W niniejszej pracy zajmujemy sie sytuacjami, w ktérych tytutowy
problem ma rozwigzanie korzystajace z pasma czestotliwosci 0 minimalnej szerokosci i
rownoczesnie wykorzystuje wszystkie czestotliwosci posrednie (znajdujace sie
pomiedzy najmniejszg a najwieksza z wykorzystanych czestotliwosci). Przypominamy
teoriografowy model Hale’a dla rozwazanego zagadnienia zwigzany z grafami
interferencji oraz T-pokolorowaniami, i formutujemy w jezyku teorii graféw szereg
warunkow réwnowaznych z istnieniem rozwiazania 0 opisanych wczesniej
wiasnosciach.

ON THE FREQUENCY ASSIGNMENT PROBLEM, NO-HOLE T-COLORINGS
AND BIPARTITE GRAPHS

Summary. The frequency assignment problem can be defined as follows: there are
several transmitters situated in a certain region of a plane; assign channels to them (one
transmitter receives one channel) in such a way that interference during transmitting is
avoided. It is easy to find a solution to this problem. The problem becomes hard only
when we are interested in finding solutions that satisfy some additional requirements,
e.g. minimize the span of frequency band. In the paper we investigate these cases in
which the problem has a solution that uses a frequency band of minimal span and uses
all intermediate channels, i.e. these channels which lie between the smallest and the
largest channel used. We recall graph-theoretic model of the problem due to Hale and
state in graph-theoretic terms several conditions that are equivalent to the existence of
solutions satisfying requirements described earlier.

1 Wprowadzenie

Jednym z wielu trudnych zagadnien, na ktére natrafiamy w telekomunikacji, jest

problem przydziatu czestotliwosci (PPCz), tj. zagadnienie postawione nastepujaco: na
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pewnym obszarze znajduje sie grupa nadajnikéw radiowych, z ktorych czes¢ moze ze sobg
interferowac; trzeba dokonac takiego przydziatu czestotliwosci do nadajnikéw, aby nie
zaktocaty sie podczas nadawania i aby pewne dodatkowe kryteria optymalizacyjne byly
spetnione. W literaturze poswieconej temu zagadnieniu mozna znalez¢ co najmniej trzy takie
kryteria, ale w praktyce najczesciej korzystamy tylko z jednego z nich, zwigzanego z
szerokoscig wykorzystanego pasma czestotliwoscil

Wedtug tego kryterium, przydziat czestotliwosci jest tym lepszy, im mniejsza jest
szeroko$¢ pasma czestotliwosci, z ktorego korzysta. Dostepne w praktyce zakresy
czestotliwosci sa zawsze ograniczone, wiec jasne jest, ze przydziat czestotliwosci
korzystajacy z pasma o minimalnej mozliwej szerokoSci bedzie lepszy niz kazdy inny.
Okazuje sie przy tym, ze minimalizacja szerokosci pasma nie musi wigza¢ sie z jego
efektywnym wykorzystaniem — przydziat czestotliwosci korzystajgcy z pasma, ktérego
szeroko$¢ jest minimalna, moze pozostawi¢ wiele czestotliwosci posrednich2 nie
wykorzystanych. Powstaje naturalne w takiej sytuacji pytanie: Kiedy mozna tak przydzieli¢
czestotliwosci nadajnikom, aby wykorzystane pasmo miato réwnocze$nie minimalng
szeroko$¢ i wszystkie czestotliwosci posSrednie bylty wykorzystane? W niniejszej pracy
postaramy sie na nie odpowiedzie¢, a zaczniemy od przypomnienia, jak sie¢ modeluje problem

przydziatu czestotliwo$ci na gruncie teorii grafow.

2. Modelowanie PPCz

Teoriografowy model dla tytutowego problemu zostat wprowadzony przez Hale'a [3]
juz na poczatku lat osiemdziesiatych i byt od tego czasu intensywnie badany przez wielu
autorow (czytelnika zainteresowanego uzyskanymi przez nich wynikami odsytamy do
literatury, a w szczegdlnosci do przegladowego artykutu Robertsa [4]). Model Hale'a opiera
sie na trzech pojeciach — grafach interferencji, zbiorach odlegtosci zakazanych i 7-
pokolorowaniach. Graf interferencji G to graf, ktorego wierzchotkami sg nadajniki i w
ktérym krawed? tgczy pare wierzchotkdw-nadajnikdw, wtedy i tylko wtedy, gdy moga one z
sobg interferowac. Zbior wierzchotkdéw grafu interferencji G oznacza¢ bedziemy literg V, a
zbior krawedzi literg E. Zbiér odlegtosci zakazanych, to kazdy taki skornczony podzbior

zbioru liczb catkowitych nieujemnych, ze zero jest jego elementem. Jezeli T jest zbiorem

1Przez szeroko$¢ pasma rozumiemy tutaj roznice pomiedzy najwieksza a najmniejsza z wchodzacych w jego
sktad czestotliwosci.

2 Piszac o czestotliwosciach posrednich mamy na mysli te, ktére znajdujg sie pomiedzy najmniejsza a
najwiekszg z czestotliwosci wehodzacych w sktad wykorzystanego pasma.
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odlegtosci zakazanych, to T-pokolorowaniem grafu G nazywamy kazdag funkcje c, ktora
przyporzadkowuje wierzchotkom grafu G liczby catkowite (zwane dalej kolorami) w taki
sposob, ze jezeli wierzchotki u,ve V sasiadujgw grafie G, to [c(u) - c(v)|g T .

Po ponumerowaniu dostepnych czestotliwosci liczbami catkowitymi wystarczy tak
dobraé zbiér odlegtosci zakazanych T, zeby warunek |/-j\gT gwarantowat brak
interferencji pomiedzy dowolng parg nadajnikéw, ktérym przydzielimy czestotliwosci o
numerach i orazj, aby zobaczyé, ze mozna rozwigza¢ problem przydziatu czestotliwosci
poprzez znalezienie odpowiedniego ~-pokolorowania grafu interferencji. Oczywiste przy tym
jest, ze odpowiednikiem szeroko$ci pasma wykorzystanego przez przydziat czestotliwosci jest
rozpietos¢ ~-pokolorowania, tj. roznica pomiedzy najwiekszym a najmniejszym kolorem
uzytym w trakcie kolorowania. Rozpieto$¢ T-pokolorowania ¢ oznacza¢ bedziemy symbolem
sp(c), a najmniejsza mozliwg z rozpietosci 7-pokolorowan grafu interferencji G nazywaé
bedziemy T-rozpieloscia grafu G i oznacza¢ bedziemy symbolem spfG).

Pytanie, ktére postawiliSmy na korcu poprzedniego punktu — kiedy mozna tak
przydzieli¢ czestotliwosci nadajnikom, aby wykorzystane pasmo miato réwnoczesnie
minimalng szeroko$¢ i wszystkie czestotliwosci posrednie byty wykorzystane? — mozemy
teraz sformutowa¢ w jezyku teorii graféw. Bedzie ono brzmiato nastepujaco: dla jakich
zbiorow odlegtosci zakazanych T istnieje zwarte3 i optymalne4 ‘/*-pokolorowanie grafu

interferencji G? Pokazemy na przyktadach, ze te dwa warunki sg od siebie niezalezne.

3. Przykfady

Na pierwszym rysunku znajduje sie graf, ktory nie tylko nie posiada zadnych zwartych
i optymalnych {0, 1, 2, 3}-pokolorowa¢, ale w ogéle nie posiada zwartych {0, 1, 2, 3}-
pokolorowan. Rzeczywiscie, przypusémy, ze posiada on zwarte {0, 1, 2, 3}-pokolorowanie c.
Poniewaz wierzchotki sasiadujace muszg otrzymaé kolory odlegte co najmniej o 4, to zbior
koloréw wykorzystanych przez ¢ musi by¢ przedziatem zawierajgcym co najmniej 5 liczb. Z
drugiej strony, rozpatrywany graf ma tylko 4 wierzchotki, wiec ten przedziat nie moze

zawieraé wiecej niz 4 liczby — sprzecznosé.

37-pokolorowanie cjest zwarte, wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér O(V) koloréw uzytych w trakcie kolorowania jest
przedzialem, tj. gdy istniejg takie liczby catkowite i orazj, ze/ 2 /i c(i®) = {/, I+1,
'-pokolorowanie ¢ jest optymalne, wtedy i tylko wtedy, gdy SP(C) =SpgG).



88 R.Janczewski

Rys.l. Grafnie posiadajacy zwartych {0, 1, 2, 3}-pokolorowan
Fig. L Agraph without no-hole {0, 1, 2, 3}-colorings

Na drugim rysunku mamy do czynienia z grafem, ktéry posiada zaréwno zwarte i
optymalne {0, 1, 2}-pokolorowanie (patrz rys. 3), jak i optymalne {0, 1, 2}-pokolorowanie,
ktdre nie jest zwarte (patrz rys. 4). Te pokolorowania sg optymalne, bo ich rozpietosci sa
rowne {0, 1, 2}-rozpietosci rozwazanego grafu, ktéra wynosi 3, co jest bezposrednig
konsekwencjg nastepujgcego twierdzenia:

Twierdzenie 1 (Cozzens, Robcrts [1]). Dla dowolnej liczby catkowitej k > 0 wystepuje

réwnos¢ spfl2 K(G) =(k + - 1), gdzie yjG)jest liczbg chromatyczng grafu G. O

Rys.2. Graf, ktdrego optymalne {0,1,2}-pokolorowania moga, ale nie musza by¢ zwarte
Fig.2. A graph having optimal (0, 1, 2}-coloring with and without holes

Wreszcie rysunek pigty przedstawia graf, ktdrego wszystkie optymalne {0, 4}-
pokolorowania sg zwarte. Jest tak, gdyz jego {0, 4}-rozpietos¢ jest rowna 3 i kazde {0, 4}-
pokolorowanie tego grafu musi by¢é rdznowartosciowe. Aby to uzasadni¢, wystarczy
zauwazyé, ze w rozwazanym grafie wszystkie wierzchotki z sobg sasiadujg, co powoduje, ze

zadne dwa rdzne wierzchotki nie mogg otrzymac tego samego koloru.
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Rys.3. Optymalne i zwarte {0, 1, 2}-pokolorowanie
Fig.3. A no-hole optimal {0, 1, 2}-coloring

0» .3

Rys.4. Optymalne, ale nie zwarte {0, 1, 2}-pokolorowanie
Fig.4. An optimal {0, 1, 2}-coloring with holes

Rys.5. Graf, ktdrego kazde optymalne {0, 4}-pokoiorowanie jest zwarte
Fig.5. A graph whose optimal {0, 4}-colorings have no holes

4. Giowne twierdzenie

Teraz, kiedy wiemy juz, ze optymalnos¢ i zwartos¢ T-pokolorowania nie majg ze sobg
wiele wspélnego, mozemy przystapi¢ do sformutowania twierdzenia méwigcego o tym, kiedy
te dwa warunki mozna potgczy¢. W tym celu musimy wprowadzi¢ dwa nowe pojecia: dolng i
gorna liczbe T-chromatyczna.

Niech T bedzie zbiorem odlegtosci zakazanych, a G dowolnym grafem. Najmniejszg
liczbe naturalng k, dla ktdrej istnieje optymalne /*pokolorowanie grafu G korzystajace

z k koloréw, nazywamy dolna liczba T-chromatyczng i oznaczamy symbolem j r(G).
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Najwieksza liczbe naturalng k, dla ktdrej istnieje optymalne T-pokolorowanie grafu G

korzystajace z k koloréw, nazywamy gérng liczbg T-chrornatyczng i oznaczamy symbolem
Xr (G) « Nietrudno jest zauwazy¢, ze j(G) <Xt(G) i Xt(G) Sn(G), gdzie n(G) jest liczbg
wierzchotkéw grafu G. Co wiecej, roznica pomiedzy kazda z liczb ~NG), Xr(<) « Xr (G) i
n(G) moze by¢ dowolnie duza. Odnotujmy jeszcze, ze zwarte T-pokolorowania byly badane

przez innych autoréw (zobacz [2, 6, 7]), ale nie korzystali oni z liczb T-chromatycznych.

Twierdzenie 2. spT(G) > Xt (G) - 1
Dowdd. Niech ¢ bedzie takim optymalnym T-pokolorowaniem grafu G, ze [c(F)| = k, gdzie

k = 2Ir (G ). Przyjmijmy dodatkowo, ze ci < c2 < .. <c* sg takimi liczbami catkowitymi, ze

c(V) = {c\, ci, .., ct} Wobwczas mamy spT(G) =sp(c) =ck-c, = Xli'(cfu~c,) oraz

Lemat 3. T-pokolorowanie cjest zwarte, wtedy i tylko wtedy, gdy sp(c) =|c(V) |- 1.
Dowdd. (p>) Poniewaz c(F) jest przedziatem, wiec istniejg takie liczby catkowite i orazj, ze
i <j\c(V)={//+], ...,j). Stadsp(c) = j-i= |c(F)|-1.

(<=) Niech c\ <cj < ... < G beda takimi liczbami catkowitymi, ze k = |c(F)| i c(V) =
{ci, c2, .., Ci}. Gdyby cj-c(>1 dla pewnego /s{l,2,...,A-1}, to spr(G) =sp(cj =
=ck-c, = ~cy>M~1=lc(™)l — sprzeczno$¢. Stad c2=c,+ I, c3=c2+l, ..., ct=

c'i.i+1, co dowodzi, ze c(V) jest przedziatem. O

Twierdzenie 4. Graf G posiada optymalne i zwarte T-pokolorowanie, wtedy i tylko wtedy,
gdy spT{G) =x *€G)~ L
Dowod. (=>) Niech c bedzie optymalnym i zwartym T-pokolorowaniem grafu G. Na mocy
lematu 3 zachodzi réwno$¢ sp(c) = |c(F)|-l. Poniewaz |c(F)|<”™ (G), wiec
X;(G)- 1<spT(G) =sp(c) =lc(V) 1-1$ Xt (G)-1.

(c=) Niech c bedzie takim optymalnym T-pokolorowaniem grafu G, ze
[c(F) |= Xt(G) *Wobwczas sp(c) =Xt(G) -1 =|c(F) |-1, co na mocy lematu 3 dowodzi, ze ¢

jest zwarte. O
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Twierdzenie 5. Kazde optymalne T-pokolorowanie grafu Gjest zwarte wtedy i tylko wtedy,
gdy spT(G) =Zr (G)- 1/ Zr (G) =Xr (G) *
Dowdd. (=>) Wystarczy wykazaé, ze Zr(G) =Zr(G), bo réownos¢ spr(G) =Zr(G)~ 1
wynika natychmiast z poprzedniego twierdzenia. Niech c bedzie takim optymalnym T-
pokolorowaniem grafu G, ze \c(V)\= ¢y(G). Poniewaz c jest zwarte, wiec
sp(c) =|c(F) |-1 = Xr(G) - 1 Stad Zr (G) = P (O +\ =spr(G)+\ =Zr (G) *

(<=) Niech c¢ bedzie optymalnym 7-pokolorowaniem grafu G. Poniewaz
xr(G) =zr(G)> woc XAVNExr(G)- strd #(c) =~i(G)-1=[c(/)|-1, co na mocy

lematu 3 dowodzi, ze c jest zwarte. O

Niestety, zaréwno T-rozpietos¢,jak i liczby ~-chromatyczne sg parametrami grafu
trudnymi do wyznaczenia, wiec powyzszych wynikow nie da sie zastosowaé bezposrednio do
efektywnego badania, czy istnieje zwarte i optymalne T-pokolorowanie dowolnego grafu
interferencji G. Tym niemniej, dla pewnych klas graféw, takich jak grafy dwudzielne, podane
powyzej twierdzenie mozna zastosowaé bezposrednio, gdyz znamy zaréwno wzér na T-

rozpietosé, jak i wzory opisujace gorne i dolne liczby 7-chromatyczne.

5. Grafy dwudzielne

Przypomnijmy, ze graf G jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy mozna podzieli¢
zbior jego wierzchotkow na takie dwa roztaczne podzbiory kj, Fj, ze kazda krawedz grafu G

taczy wierzchotek ze zbioru kj z wierzchotkiem ze zbioru \4

Twierdzenie 6. Jezeli Gjest grafem dwudzielnym, to

(0)J gd>"£ =0
IminT edyf£*0

gdzie T- {0,1,...,. max T+\T.0O

Jezeli G jest grafem pustym, to nietrudno sprawdzi¢, ze dla kazdego zbioru odlegtosci
zakazanych T wszystkie optymalne T-pokolorowania grafu G sg zwarte. Dla niepustych
graféw dwudzielnych kwestie istnienia zwartych i optymalnych 7-pokolorowan mozna

rozstrzygna¢ za pomocg ponizszego twierdzenia.
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Twierdzenie 7, Jezeli Gjesl niepustym grafem dwudzielnym posiadajgcym k wierzchotkéw
izolowanych, to %j(G) =2 oraz Xt(G) = min{min T +\,k +2).

Dowod. Poniewaz wierzchotki sgsiadujgce muszg otrzyma¢ kolory odlegte o co najmniej
min T , wiec wszystkie wierzchotki poza izolowanymi otrzymajg w kazdym optymalnym T-

pokolorowaniu jeden z koloréw i, /+min T, gdzie i jest pewng liczbg catkowitg. Kolorujac

wierzchotki izolowane kolorem i otrzymamy T-pokolorowanie korzystajace z 2 koloréw, skad
XT(G) = 2. Kolorujagc kazdy z nich jednym kolorem z przedziatu {/+1, i+2, FMIin T }i
starajac sie wykorzystac jak najwiecej koloréw otrzymamy T-pokolorowanie korzystajace z
min{min T +1,k +2} koloréw, co dowodzi, ze ~(G) - minfmin T +\,k + 2}. O

Whystarczy teraz skorzysta¢ z twierdzenia 4, aby stwierdzi¢, ze niepusty graf

dwudzielny G posiada zwarte i optymalne T-pokolorowanie wtedy i tylko wtedy, gdy posiada

co najmniej min T - 1 wierzchotki izolowane. Nietrudno jest takze wykazaé korzystajac z

twierdzenia 5, ze wszystkie optymalne 7-pokolorowania tego grafu sa zwarte wtedy i tylko

wtedy, gdy min T = 1.
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Abstract

The frequency assignment problem can be defined as follows: there are several
transmitters situated in a certain region of a plane; assign channels to them (one transmitter
receives one channel) in such a way that interference during transmitting is avoided. It is easy
to find a solution of the problem. The problem becomes hard only when we are interested in
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finding solutions that satisfy some additional requirements, e.g. minimize the span of
frequency band. In the paper we investigate these cases in which the problem has a solution
that uses a frequency band of minimal span and uses all intermediate channels, i.e. these
channels which lie between the smallest and the largest channel used. We recall graph-
theoretic model of the problem due to Hale which is based on two notions: sets of disallowed
separations and interference graphs. We state in graph-theoretic terms several conditions that
are equivalent to the existence of solutions satisfying requirements described earlier and prove
each of them. Next, we apply these theorems to show that if G is a bipartite interference graph
and T is a set of disallowed separations then G has a no-hole and optimal T-coloring if and

only ifit has at least min T - 1 vertices of degree 0.



