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PROBLEM HARMONICZNEGO KOLOROWANIA WIERZCHOLKOW GRAFU

Streszczenie. Kolorowanie harmoniczne wierzchotkdw grafu jest takg odmiang
kolorowania klasycznego, ktéra ma oryginalne zastosowania praktyczne. W niniejszej
pracy pokazujemy, ze problem kolorowania harmonicznego jest NP-trudny, podajemy
najwazniejsze wyniki teoretyczne dotyczace harmonicznej liczby chromatycznej
i proponujemy algorytm heurystyczny dla takiego kolorowania. Algorytm ten jest
2-przybiizony, ma ztozono$¢ O(n4) i dziata skutecznie na grafach losowych.

PROBLEM OF HARMONIOUS COLORING OF GRAPH VERTICES

Summary. Harmonious coloring the vertices of a graph is such a variation of classical
model of coloring which has extraordinary applications. In the paper we show that the
problem of harmonious coloring is NP-hard, give the main theoretical results for
harmonious chromatic number and propose a heuristic algorithm for such
a coloring. This algorithm is 2-approximate, runs in 0(»4) time and behaves effectively
on random graphs.

I. Wprowadzenie

Istnieje kilkanascie modeli kolorowania grafdéw. Niektore z nich dotycza kolorowania
wierzchotkéw, inne - kolorowania krawedzi, a jeszcze inne - kolorowania Scian grafu
ptaskiego. Sposrod tych pierwszych do najciekawszych pod wzgledem praktycznych
zastosowan nalezy kolorowanie harmoniczne. Jest ono zdefiniowane nastepujaco. Niech dany
jest graf G i zbiér k koloréw. Legalne (-pokolorowanie grafu G jest takim
przyporzadkowaniem kolordw jego wierzchotkom, ze kazdy wierzchotek otrzymuje jeden z k
dostepnych koloréw przy ograniczeniu, ze wierzchotki sgsiednie nie mogg mie¢ tych samych
barw. Pokolorowanie harmoniczne k barwami polega na takim pokolorowaniu legalnym, ze
zadne dwie krawedzie nie majg tych samych koloréw, gdzie przez kolor krawedzi rozumiemy
pare liczb {ij}, ije{l,...,k) uzytych do pokolorowania wierzchotkdw tej krawedzi.
Najmniejsza liczbe k, dla ktorej istnieje pokolorowanie harmoniczne, nazywamy liczbg

harmoniczng grafu G i oznaczamy przez Xh(G). Potencjalnie, problem kolorowania
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harmonicznego moze by¢ wykorzystany w tak odlegtych dziedzinach, jak: radiokomunikacja
lotnicza [8], kompresja obrazow [1] i bazy danych [2], Ponizej, tytulem przykiadu,
zilustrujemy to pierwsze zastosowanie.

Jednym z tradycyjnych systemow nawigacji stosowanych w warunkach ograniczonej
widocznos$ci obiektéw naziemnych jest nawigacja radiowa. Do radiotechnicznych $rodkéw
nawigacyjnych nalezg m.in. radiolatamie lotnicze, wsréd ktérych na szczeg6lng uwage
zastugujg latarnie ogélnokierunkowe systemu VOR. Pojedyncza radiolatamia VOR pracuje na
falach ultrakrétkich wyznaczajac nieskoriczong liczbe drég wychodzacych z niej promieniscie.
Wyznaczenie pozycji samolotu nastepuje w wyniku namiaru wzgledem dwaoch radiolatarni.
Aby jednoznacznie wyznaczy¢ potozenie samolotu, dwie sasiednie latarnie nie moga wysytaé
tego samego sygnatu oraz nie mogg wystepowaé dwa korytarze powietrzne, ktorych wezly
wysytajg takie same sygnaty.

Jezeli zatozymy hipotetycznie, ze wihadze pewnego panstwa zdecydowaly sie
zmodernizowac istniejgcy system latarni VOR i aby obnizy¢ koszt tej operacji postanowity
zainstalowa¢ mozliwie najmniejszg liczbe réznych typéw radiolatarni (i tym samym rdznych
sygnatdw rozpoznawczych), to nasuwa sie pytanie: Jak znalez¢ liczbe potrzebnych typéw
radiolatarni i jak je rozmiesci¢ w weztach sieci korytarzy powietrznych, aby nie przekroczy¢
przewidzianego budzetu? Kazde panstwo o rozwinietej komunikacji lotniczej posiada sie¢
korytarzy lotniczych. Dwa wezly tej sieci wyznaczajg dokfadnie jeden korytarz.
Przyporzadkowujgc kazdemu weztowi wierzchotek grafu, za$ korytarzowi - krawed?,
otrzymujemy graf G modelujacy te sieC. Jesli teraz znajdziemy liczbe harmoniczng oraz
harmoniczne pokolorowanie grafil G, to liczba ta bedzie liczbg réznych typéw radiolatarni,
natomiast pokolorowanie okresli, jakiego typu radiolatamia ma by¢ umieszczona w
odpowiednim wezle (patrz rys. 1).

W nastepnym punkcie pokazemy, ze problem kolorowania harmonicznego jest NP-
trudny. W kolejnym podamy najwazniejsze wyniki teoretyczne dotyczace liczby %(G) oraz
klasy graféw, dla ktérych ta wartoé¢ jest znana z géry lub moze byé obliczona w czasie
wielomianowym. Dla pozostatych graféw podamy w punkcie 4 wielomianowy algorytm
przyblizony o gwarantowanej doktadnosci wzglednej, mianowicie liczba uzytych przez niego
koloréw nie przekracza nigdy 2xn¢e). Rozwazania ogdlne zamykamy raportem z

przeprowadzonych eksperymentéw komputerowych na grafach losowych.
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Rys. 1L Graf dolnych korytarzy obszaru Polski wraz z pokolorowaniem harmonicznym
Fig. 1 Graph of lower corridors of Poland and its harmonious coloring

2. Dowdd NP-trudnosei

Po raz pierwszy dowdd NP-trudnosci kolorowania harmonicznego zostat podany
w [6], Polegat on na wykazaniu, ze problem 3-SAT jest wielomianowo sprowadzalny do
problemu harmonicznego kolorowania dowolnego grafu G. Ponizej podamy prostszy dowdd

tego faktu, dopuszczajacy grafy niespdjne.

Twierdzenie. Problem harmonicznego kolorowania dowolnego grafujest NP-trudny.

Dowod. Przypusémy, ze chcemy wiedzie¢, czy graf G ma niezalezny zbidr o rozmiarze r lub
wiekszym. W tym celu na podstawie grafu G konstruujemy grafy G' i G". Graf G'jest grafem
G powigkszonym o dodatkowy wierzchotek ze wszystkimi wierzchotkami grafu G. Grafem G"
jest graf pelny Kr. Zauwazmy, ze zbiory niezalezne grafu G odpowiadajg zbiorom niezaleznym
grafu G', dla ktérego xn (G) = n+1. Jesli G ma zbidr niezalezny rozmiaru r, to wierzchotki tego
zbioru mogg by¢ pokolorowane kolorami |,,..,r, pozostale kolorami r+1,.., n+1, za$
wierzchotki grafu Kr ponownie mogg otrzymac r pierwszych koloréw i pokolorowanie to jest
harmoniczne. Jezeli 6vjc" daje sie pomalowa¢ harmonicznie n+l kolorami, to w G' musi
istnie¢ zbidr niezalezny rozmiaru przynajmniej r i tym samym graf G posiada taki sam zbi6r

niezaleznych wierzchotkéw. O
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G=s G G'=K}

Rys.2. Przyktady grafow G'i G" dlaPs

Fig.2. Examples of graphs G'i G" for P5
W istocie problem okreslenia wartosci Xh(G) jest NP-trudny nawet wowczas, gdy G jest
drzewem [5], Jest to jeden z nielicznych przyktadéw probleméw grafowych, ktdre pozostaja

NP-trudne na drzewach.

3. Szacowanie wartosci liczby harmonicznej

Poniewaz problem jest NP-trudny nawet dla drzew, w praktyce zmuszeni jesteSmy do
korzystania z oszacowan i algorytméw heurystycznych. Ponizej podajemy najwazniejsze
oszacowania liczby harmonicznej w przypadku ogolnym. W dalszym ciggu zaktadamy, ze G
ma n wierzchotkéw i m krawedzi. Nasz przeglad zaczynamy od oczywistego oszacowania
dolnego

I(G) < Xh(G), o
gdzie x(G) jest liczbg chromatyczng grafu G. Niestety, oszacowanie to jest kiepskie dla
gwiazd, gdyz roznica XH(Ku-i)-x(Ki,n-i) = «-2 i moze by¢ dowolnie duza, gdy n—co. Istniejg
dwa prostsze oszacowania, mianowicie

A+l < Xh(@), (&)
gdzie A jest maksymalnym stopniem grafu G. Oszacowanie to jest wrecz doktadne dla gwiazd.
Ogolnie, gdy dana para wierzchotkow jest sasiednia lub ma wspdlnego sasiada, to musi dostac
rozne kolory. Dlatego kazdy graf o Srednicy 2 ma liczbe harmoniczng réwna n.

Drugie oszacowanie

mlim < Xh(G) @)
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wynika z faktu, ze musi by¢é przynajmniej tyle par koloréw, ile jest krawedzi, czyli
m 4Xh(G)( x,,(G)-1)/2.
Pierwsze oszacowanie gorne podali Lee i Mitchem [10] w postaci
Xn(G) < (A2+1)T-v/«] (4)
Zostato ono poprawione przez McDiarmida i Xinhua [12], ktérzy udowodnili nieréwnos¢
Xn(G) < 2AVA, (5)
za$ dla drzew T Xn(7) ~ 2f-JnA 1 Jeszcze inne oszacowanie zostato podane w [7] w formie
Xh(G) < \n1t\ ®
gdzie + = max{ 1,1"(A+1 +yj(A+ 1)2 + 8«)/4A~I-1}.

Istniejgjeszcze inne gdrne oszacowania liczby harmonicznej graféw ogélnych (np. [4]),
lecz prowadzg one do skomplikowanych formut matematycznych. Tak czy inaczej, wydaje sie,
ze oszacowania gorne sg blizsze prawdziwych wartosci. Ponizej rozwazymy przypadki
szczegllne grafow, dla ktérych znane oszacowania dolne i gorne sg sobie réwne. Innymi
stowy, podamy klasy graféw, dla ktdrych znamy wartosci xnh(G) lub potrafimy je obliczy¢ w

czasie wielomianowym.

Istnieje kilka klas graféw, ktore moga by¢ pomalowane w czasie wielomianowym.
Przede wszystkim grafy o $rednicy 2 majg Xh(G) = n, czyli musimy kazdemu wierzchotkowi
nada¢ inny kolor. Ta klasa graféw zawiera rodzine graféw z gwiazdg spinajaca, np. Kn, kota
W,,, gwiazdy Ki,,, oraz petne grafy dwudzielne Krj. Inng takg rodzing sa $ciezki P,,, Wiadomo,
ze yjM{Pn =2k dla wszystkich (22 *)<n-1<(2*)- (¢-1) i Xn(P,)=2A+l, gdy
{")-(k-\) </l4 < (2*2+1). Nastepng rodzing sg cykle. Niech k bedzie najmniejszg liczbg
naturalng taka, ze (ij)>H. Jedli ¢jest nieparzyste i /= 1,2 lub ¢jest parzyste oraz

i*(™)- 14, /=01,..,«k12-1, to Xh(C,) =«. W przeciwnym przypadku Xh(C,,) = ¢+1. Kolejng

klasg grafow sg petne drzewa k-arne o wysokosci i. Ostatnio Edwards [3] podata wzoér dla
t > 4 dowodzac, ze dla dowolnego ¢ Xn(fy) = f(1+VSw+I )2+, z wyjatkiem Xu( =7 dla
drzew binarnych. Doktadna warto$¢ Xh(G) zostata rowniez ustalona dla komet, czyli
zespolenia Sciezek i gwiazd [11], Podobnie znamy wartos¢ liczby harmonicznej dla niektérych

krat kwadratowych (por. [9]).
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4. Algorytm degresywny

Jak wspomnieliSmy, istnieje kilka algorytméw specjalnych dla optymalnego
kolorowania grafow silnie ustrukturalizowanych - bardzo gestych lub bardzo rzadkich.
Jednakze w zastosowaniach praktycznych pojawiajg sie najczesciej rozrzedzone grafy ogélne.
Dlatego potrzebny jest nam uniwersalny algorytm heurystyczny o ztozonosci wielomianowej i

gwarantowanej dokfadnosci wzglednej. Takim algorytmem jest tzw. algorytm degresywny.

Algorytm degresywny

1. Pokoloruj wierzchotki grafu nadajac kazdemu wierzchotkowi kolor odpowiadajacy jego
liczbie porzgdkowej.

2. Znajdz najwiekszy kolor maxc wystepujacy w grafie (poczatkowo maxc =n).

3. Jesli maxc * O, to znajdz zbiér wierzchotkéw Vmac o kolorze maxc\ w przeciwnym
wypadku STOP.

4. Zaczynajac od wierzchotka ze zbioru Vmac o najwiekszej liczbie porzadkowej sprobuj
zmniejszy¢ jego kolor badajac kolejno kolory maxc-I,...,I, dopoki nie nastapi konflikt
legalnosci lub harmonicznoéci pokolorowania. Wykonuj pkt. 4 az do wyczerpania
wszystkich wierzchotkéw ze zbioru Ve Jedli dla wszystkich wierzchotkéw ze zbioru
VeXc uda sie zmniejszy¢ kolor, to idZ do pkt. 2.

5. Zmniejsz maxc 0 1iwr6¢ do pkt 3.

Szacujac liczbe préb zmniejszenia koloru pojedynczego wierzchotka otrzymujemy, ze
catkowita liczba krokow algorytmu nie przekracza O(nA. Najgorszym przypadkiem danych dla
algorytmu degresywnego jest ponizszy dwudzielny graf planarny o parzystej liczbie
wierzchotkéw. Liczby przy najwyzszym wierzchotku na rys. 3 to poczatkowy numer koloru i

koricowy numer koloru.

Rys.3. Pokolorowania harmoniczne: (a) metoda degresywna; (b) optymalne
Fig.3. Harmonious colorings: (a) by degresive method; (b) optimal
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Jak widzimy, liczba harmoniczna tych graféw wynosi %ii(G) = n/2+1, podczas gdy za
pomoca algorytmu degresywnego otrzymujemy pokolorowanie n -1 kolorami, gdyz mozemy
przekolorowac tylko ostatni wierzchotek.

Niech R.a(G) oznacza stosunek A(G)/%n(G), gdzie A(G) jest liczbg koloréw uzytych
przez algorytm A do harmonicznego pokolorowania grafu G. Blagd wzgledny algorytmu A jest
zdefiniowany jako

Ra = infjr > 1:Ra{G) <r dla wszystkich G}.
Poniewaz dla algorytmu degresywnego igrafu G z rys. 3

rorrr\ _ O W-1 2U -2
Ra(G) “"~TT - ~n+2°

wiec Ra = 2.

Zauwazmy, ze metoda degresywna jest bardzo czuta na poczatkowg numeracje
wierzchotkéw. Stad pewna modyfikacja algorytmu (na przyklad kilkukrotne losowe
przydzielanie koloréw, a nastepnie wybranie najlepszego pokolorowania) moze spowodowaé

poprawe wynikow.

5. Doswiadczenia komputerowe z algorytmem degresywnym

Dla oceny zachowania si¢ algorytmu degresywnego w przypadku $rednim
przeprowadzona zostala seria testow komputerowych, polegajgca na kolorowaniu grafow o
znanych wartosciach liczby harmonicznej (cykle C,,) i graféw losowych o gestosciach d = 10%
id- 30%, gdzie d =2m/(n(n-\)). Wyniki tych eksperymentdw przedstawiamy na ponizszych
wykresach.

Rys.4. Degresywne kolorowanie grafow: (a) cyklicznych; (b) losowych
Fig.4. Degresive coloring of graphs: (a) cycles; (b) random graphs
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Abstract

There are dozens of graph coloring models. Some of them deal with vertex coloring, the
others deal with edge coloring or face coloring. Among the first group is the harmonious
coloring of vertices, i.e. such a vertex coloring that no two edges have the same color, where
the color of an edge is a pair of integers used to color the endpoints of that edge. This variation
of the classical model has extraordinary applications, e.g. in aviation, data bases, and image
compression.

In the paper we show that the problem of harmonious coloring is NP-hard. Next, because
of the hardness of determining the value of Xh(G), the harmonious chromatic number, we give
lower and upper bounds on Xn(”) and classes of graphs that can be optimally colored in
polynomial time. Finally, we propose a heuristic algorithm for such a coloring. This algorithm
is 2-approximate, runs in 0 (n4) time and behaves effectively on random graphs.



