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ROZWIAZYWANIE PROBLEMOW UPAKOWANIA KATOWNIKOW
NA PLASZCZYZNIE IW PRZESTRZENI

Streszczenie. W artykule przedstawiono rozwigzywanie zagadnieri upakowania figur
ptaskich i przestrzennych. Rozwazane zagadnienia obejmuja zaréwno figury proste,
jak i ztozone. Omoéwiona zostata réwniez ztozono$¢ obliczeniowa przytoczonych
przyktadéw. Rozwigzanie wszystkich omawianych przyktadéw przedstawione jest za
pomocg programowania w logice z ograniczeniami - w CHIP-ie.

SOLVING A TWO-DIMENSIONAL AND THREE-DIMENSIONAL ANGLE
PACKING PROBLEM

Summary. The paper is about solving two-dimensional and three-dimensional packing
problems for simple and complex figures. For all presented problems the computational
complexity has been analyzed. This is followed by their solutions presented in the
constraint logic programming language- CHIP.

Wstep

Z problemami upakowania figur na plaszczyznie i w przestrzeni spotykamy sie na
co dzien, od stosunkowo banalnego pakowania najpotrzebniejszych rzeczy do walizki przed
podroza, poprzez transport ciezarwkami réznego rodzaju paczek, do zatadunku sprzetu
i wyposazenia kosmonautéw na prom kosmiczny w czasie wyprawy orbitalnej.

We weczesniejszych artykutach konferencyjnych [Constraint Programming for
Decision and Control CPDC’99 oraz CPDC’2000] prezentowane byly szczegdty sposobow
rozwigzywania probleméw upakowania figur prostych i ztozonych, na plaszczyznie i w
przestrzeni za pomocg programowania w logice z ograniczeniami (Constraint Logic
Programming) w CHIP’ie. Wspomniane wyzej artykuty [11 i 12] odnoszg sie do probleméw
zatadunku i transportu szynoprzewoddw oraz przewoddw okapturzonych stosowanych
gtéwnie w energetyce do wyprowadzenia mocy z generatoréw w elektrowniach. Proste
odcinki  szynoprzewoddw mozna zamodelowa¢ prostokgtami na plaszczyznie i
prostopadtoscianami w przestrzeni, natomiast krzywe elementy szynoprzewoddw mozna
modelowa¢ katownikami na ptaszczyznie i w przestrzeni. W przypadku zatadunku i

transportu tych elementéw dtuzycg problem sprowadza sie do upakowania kagtownikéw i
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prostokatéw na ptaszczyZznie, natomiast zatadunek i transport kontenerami jest przypadkiem
upakowania katownikoéw i prostopadtoscianbw w przestrzeni. W tym artykule zostata
dokonana Klasyfikacja probleméw upakowania wg réznych Kkryteriow, nastepnie
przedstawiono wyniki rozwigzania problemu upakowania pieciu figur prostych i ztozonych
zar6éwno na ptaszczyznie, jak i w przestrzeni. W dalszej czeSci omoéwiona jest ztozonosc¢
obliczeniowa prezentowanych przyktadéw. W artykule przedstawiono réwniez trzy podklasy

optymalnego rozmieszczenia figur roznigce sie sformutowaniem problemu upakowania.

1. Klasyfikacja probleméw upakowania

Problemy upakowania figur (lub inaczej optymalnego rozmieszczenia figur) mozna
podzieli¢ wg roznych kryteriéw. Jednym z nich jest podziat wg rodzaju upakowywanych
figur, co przedstawia rys.l.

Rys.l. Klasyfikacja probleméw upakowania figur wg ich rodzaju
Fig.l. Taxonomy of basic packing problems
Modwigc o upakowywaniu figur prostych lub ztozonych, nalezy rozrézniaé upakowanie
figur plaskich i przestrzennych. Na ostatnim dolnym poziomie rys.l. wymienione sg figury,
ktére wystepujg w przykladach omawianych w nastepnych punktach artykutu. Innym
podziatem problemdw upakowania jest podziat w zaleznosci od sposobu umieszczenia danej

figury na ptaszczyZnie czy w przestrzeni. Taka klasyfikacje przedstawia rys.2.

Rys.2. Klasyfikacja probleméw upakowania figur wg sposobu upakowania
Fig.2. Taxonomy of models of packing problems
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Problemy upakowania figur mozna formutowac¢ na trzy rézne sposoby, jako:
minimalizacje powierzchni lub przestrzeni upakowania przy danej liczbie figur,
maksymalizacje liczby upakowywanych elementdw przy danych wymiarach
powierzchni lub przestrzeni upakowania,

- rozmieszczenie danej liczby figur na danej powierzchni lub w przestrzeni upakowania,
przy zatozeniu ze dane figury mieszczg sie na danej powierzchni lub w danej

przestrzeni.

2. Problemy upakowania figur na ptaszczyznie

Omowienie problemu upakowania figur na ptaszczyznie rozpoczniemy od figur
prostych bez mozliwosci obrotu.
Przyktad 1. Danych jest pie¢ prostokgtow o wymiarach podanych w tabeli 1 Nalezy tak
upakowa¢ dane figury, aby zajmowaly najmniejszg powierzchnie, jednoczesnie

nie zachodzily na siebie.

Tabela 1
Dane do przyktadu 1
i | 2 3 4 5
Dxi 4 2 10 4 4
Dyj 6 6 4 2 4

Wykorzystujgc standardowo wbudowane w Chip-a predykaty cumulative i diffn oraz

min max i append mozliwe jest uzyskanie zwieztego kodu Zzrédiowego rozwigzujacego

przyktad 1:
data(Data),
EndX i 1..XO0,
EndY o 1..10,

min_max((gen_Jlists(Data,LX,LY,DX,DY,DF),
diffn (OF) ,
cumulative (LX, DX, DY, unused, unused, EndY, EndX, unused)
/
cumulative(LY,DY,DX,unused, unused,EndX,EndY,unused)
/
append(LX,LY,XY),
labeling(XY)),EndX+EndY).

gen_lists(Q.[1.[1.0).[1.thH-
gen_lists([DXH,DYHIDT], [LXH]LXT], (LYHILYT), [DXH|DXT], [DYHIDYT),

[DFHIDFT]) :-
LXH :: 0..9,
LYH :: 0..9,

append ((LXH,LYH], [DXH,DYH] ,DFH),
genJlists@T,LXT,LYT,DXT,DYT,DFT).
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labeling([D)-

labeling([HIT])
delete(A, [HIT],B,0,Ffirst_fail),
indomain(A),
labeling(B) .-

Sposéb reprezentacji figury prostej poprzez poszczeg6lne zmienne w predykatach zawarty
jest w [11], Powyzej przedstawiony program napisany w CHIP-ie w pelni rozwigzuje problem
postawiony w przyktadzie 1 Waznym elementem, na ktdry warto zwr6ci¢ uwage jest
predykat labeling, ktory dokonuje ukonkretnienia wartosci poszczegélnych zmiennych. Od
budowy tego predykatu w znacznej mierze zalezy szybko$¢ znajdywania rozwigzania. Innym
waznym elementem jest zamkniecie w standardowym predykacie min max predykatow
odpowiedzialnych za: generacje zmiennych (genjists), standardowych ograniczen (diffn
i cumulative) oraz wspomnianego juz predykatu (labeling). Dzigki takiej konstrukcji
programu wynik, ktéry otrzymujemy, jest optimum globalnym,a nie lokalnym.

Dla przedstawionego przyktadu program uruchomiony na komputerze Pentium Il
300 MHz, 96 MB RAM rozwigzanie znalazt zaledwie po 80*10~3 [s], co przedstawia rys.3.

Nastepny przyktad wprowadza ,,stopienn swobody” w postaci mozliwosci obrotu
upakowywanej figury o kat bedacy wielokrotnoscig kata 90°.
Przyktad 2: Danych jest pie¢ prostokatow o wymiarach podanych w Tabeli 2. Nalezy tak

upakowa¢ dane figury z mozliwoscig obrotu, aby zajmowaly najmniejsza

powierzchnig, jednoczesnie nie zachodzity na siebie.

Tabela 2
Dane do przyktadu 2
i D1 2 3 4 5
Dtugosci bokow 4*6 2*6 10*4 4*2 4*4

Program rozwigzujacy tego typu problemy jak w przykladzie 2, znajduje sie w [11],
Warto tutaj jednak dodac, ze wprowadzajac stopienn swobody w postaci mozliwosci obrotu o
kat bedacy wielokrotnoscig kata 90° kod zrodtowy powiekszyt sie jedynie o dwie linijki. Dla
omawianego przykfadu program uruchomiony na tym samym komputerze co poprzednio
rozwigzanie znalazt po 110*10°3 [sj, rozwiazanie graficzne przedstawia rys.4.

Poréwnujac rys.3 i rys.4. widzimy, ze wymiary powierzchni, na ktdrej zostaty
upakowane proste figury plaskie, sg identyczne, natomiast rdznig sie utozeniem figur

wewnatrz powierzchni upakowania.
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Rys.4. Rozwiagzanie przykfadu 2
Fig.4. Solution for Example 2

Kolejny przykiad przedstawia figury ztozone bez mozliwosci obrotu.

Przyktad 3. Danych jest pie¢ kagtownikow o wymiarach podanych w tabeli 3. Nalezy tak
upakowac¢ dane figury, aby zajmowaty najmniejszg powierzchnig, jednoczesnie
nie zachodzity nasiebie.

Tabela 3
Dane do przyktadu 3

Nr katownika 1 X 3 4 5
Lista dlugosci katownikow  [3,8,4,21 [4,1,2,3] [2,54,3] A.254] [3,105,2]

Szczegoty dotyczace sposobu opisu katownika przez liste diugosci bokdw, idee
rozwigzywania tego typu probleméw i kod Zrodlowy programu znajdujg sie
w [11], Problem upakowania figur ztozonych reprezentowanych tutaj przez katowniki nie jest
rozwazaniem czysto teoretycznym, bo w rzeczywistosci opisuje on transport dtuzycg
(utozenie elementéw na plaszczyznie) szynoprzewoddw stosowanych w elektrowniach.
Program rozwigzujacy ten problem znajduje rozwigzanie optymalne po 130*10'3 [s]
przedstawione na rys.5.

Nastepny przyktad zamyka omoéwienie probleméw upakowania figur na ptaszczyznie,
a przedstawia on problem upakowania figur ztozonych z mozliwoscig obrotu o kat n*90°.
Przyktad 4. Danych jest pie¢ katownikdw o wymiarach podanych w tabeli 4. Nalezy tak

upakowaé dane katowniki z mozliwoscig obrotu o kat bedacy wielokrotnoscia
kata 90°, aby zajmowaly najmniejszg powierzchnig, jednoczesnie nie zachodzity

na siebie.
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Tabela 4
Dane do przyktadu 4

Nr katownika - 6 7 'L a 9 10
Lista diugosci katownikow  {3,8,4,2] [2,3,4,1] [2,5.4,3] [3.4,5,2] [3,10,5,2]

Szczeg6towy opis metody rozwigzania tego typu problemu oraz petny kod zrodiowy
znajduje sie w [11], Rys.6 przedstawia rozwigzanie problemu z przykladu 6. Program
napisany w CHEP-ie i uruchomiony na komputerze Pentium Il 300 MHz, 96 MB RAM
znajduje rozwigzanie po 11,130 [s].

Poréwnujac rys.5 i rys.6 widzimy, ze wymiary powierzchni upakowania sg w obydwu
przypadkach identyczne. Jest to prawidtowe zjawisko, poniewaz obydwa przyktady bazujg na
tym samym zestawie danych, tzn. ta sama liczba katownikéw o tych samych wymiarach.
Identyczne dane sg zabiegiem majgcym na celu sprawdzenie poprawnosci otrzymanego
rozwigzania, ktérym jest minimum globalne powierzchni upakowania. Utozenie kgtownikow
wewnatrz powierzchni upakowania jest rozne, co $wiadczy o kilku rozwigzaniach bedacych

optymalnym upakowaniem katownikéw na ptaszczyznie.

Rys.5. Rozwiazanie przyktadu 3 Rys.6. Rozwigzanie przyktadu 4
Fig.5. Solution for Example 3 Fig.6. Solution for Example 4

3. Problemy upakowania figur w przestrzeni

Problemy upakowania figur w przestrzeni, podobnie jak w przypadku ptaszczyzny
rozpoczniemy od najprostszego przypadku, tzn. od upakowania figur prostych bez

mozliwosci obrotu.
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Przyktad 5. Danych jest pie¢ prostopadtoscianéw o wymiarach podanych w tabeli 5. Nalezy
tak upakowaé¢ dane figury, aby zajmowaty najmniejszg przestrzen, jednoczesnie

nie przenikaty sie.

Tabela 5
Dane do przyktadu 5
i il 3: 4 “r5
DX 1 3 2 3 3
Dy, 2 2 2 1 1
Dii 2 1 2 1 2

Adekwatny program napisany w CHIP-ie rozwigzujacy problem zawarty w

przyktadzie 5 przedstawiony jest ponizej:

run -
data(Data),
EndX =:: 1..10,
EndY - 1. .10,
Endz :: 1..10,
HighX:: 1..10,
HighY:: 1. .10,
Highz:: 1..10,

EndX #<=3,

EndY #<=3,

Endz #<=3,

min_max((gen_lists(Data,DX,DY,DZ,LX,LY, LZ,DF) ,
diffn OF) ,
append(LX,LY,XY) ,
append(XY,LZ,XYZ),
cumulative(LX,DX,DY,unused,unused,HighX,EndX,unused),
cumulative(LY,DY,DZ,unused,unused, HighY, EndY,unused),
cumulative(LZ,DZ,DX,unused,unused,HighZ,EndZ,unused),
labeling(XYZ)),EndX+EndY+EndZ) .

Whyttuszczone linijki programu sg ograniczeniami wymiaréw przestrzeni, w ktorej
upakowujemy prostopadtosciany. Ograniczenia wymiardéw przestrzeni znajdujg sie przed
predykatem min mcac. Taka konstrukcja programu zwieksza szybko$¢ dziatania, szczegdlnie
gdy mamy do czynienia z duzg liczbg upakowywanych element6w.

Poréwnujac kody zrédlowe programéw z przykladow 1 i 5 widzimy, ze
programowanie w logice z ograniczeniami jest wydajnym narzedziem umozliwiajgcym
szybkie rozwigzanie tego typu zagadnien. Komputer z procesorem Pentium Il 300 MHz,
96 MB RAM znajduje rozwigzanie przykladu 5 po 180*10°3 [s], interpretacje graficzng
przedstawia rys.7.

Kolejny przyktad omawia problem figur prostych w przestrzeni z mozliwoscig obrotu

0 katy bedace wielokrotnoscig kata 90° we wszystkich trzech osiach.
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Przyktad 6. Danych jest pie¢ prostopadtoscianéw o wymiarach podanych w tabeii 6. Nalezy
upakowac¢ dane figury z mozliwoscig obrotu o wielokrotnos¢ kata 90° we
wszystkich trzech osiach, tak aby zajmowaty najmniejsza przestrzen, jednoczesnie

nie przenikajac sie.

Tabela 6
Dane do przyktadu 6
Thr prostopadtoscianu 1 2 ;3 4 5
Dtugosci bokdéw 1*2*2 3*2*1 2%2*2 3*1*1 3*1*2

Problem reprezentowany przez przyktad 6 moze wydawa¢ sie jedynie rozszerzeniem
problemu z przykltadu 2 o trzeci wymiar przestrzeni. W rzeczywistosci jest on bardziej
skomplikowany, poniewaz dowolna figura moze znajdowac¢ sie¢ w jednej z czterech pozycji
przy obrocie wokdt jednej osi. Uwzgledniajgc kolejne osie otrzymujemy w rezultacie 64
kombinacje pozycji dla jednej figury. Oczywiscie, w przypadku prostopadtoscianéw niektore
kombinacje pozycji pokrywajg sie i mozemy je zredukowa¢. Rys. 8 przedstawia rozwigzanie

przyktadu 6 znalezione po 731*10'3[s].

Rys. 7. Rozwigzanie przyktadu 5 Rys. 8. Rozwigzanie przykiadu 6
Fig.7. Solution for Example 5 Fig.8. Solution for Example 6

Nastepny przyktad wprowadza kolejny stopien trudnosci w postaci upakowania figur

ztozonych bez mozliwosci obrotu.
Przyktad 7. Danych jest pie¢ katownikow przestrzennych o wymiarach podanych w tabeli 7.
Nalezy tak upakowa¢ dane figury, aby zajmowaly najmniejsza przestrzen,

jednoczesnie nie przenikaty sie.
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Tabela 7
Dane do przyktadu 7
lii: Nl 2. 3 4 5
L [311213211 [33.22133,11 [3,131131,31 [112,2,1,2,211 [2,31,1,1,2,3,11

Szczegoty dotyczace sposobu opisu katownikdw przestrzennych przez liste diugosci
bokdw, idee rozwigzywania tego typu problemdw oraz kod zrédtowy programu znajdujg sie
w [12]. W przypadku upakowania figur ztozonych w przestrzeni bardzo waznym elementem
programu rozwigzujgcego tego typu problemy jest symetryczno$¢ ograniczeri upakowania
w poszczegolnych plaszczyznach. Nie zachowujgc tego warunku, otrzymujemy bledne
rozwigzanie. Program uwzgledniajacy symetryczno$¢ ograniczenn znajduje rozwigzanie po
461*10°3 [s]. Rozwiazanie to przedstawia rys.9.

Ostatni przykfad - najbardziej skomplikowany - przedstawia problem upakowania
figur ztozonych z mozliwoscig obrotu o katy bedace wielokrotnoscig kata 90° we wszystkich
trzech osiach.

Przyktad 8. Danych jest pie¢ katownikéw przestrzennych o wymiarach podanych w tabeli 8.
Nalezy upakowac dane figury z mozliwoscig obrotu o wielokrotnosci kata 90°
we wszystkich trzech osiach, tak aby zajmowaty najmniejsza przestrzen
jednoczesnie nie przenikajgc sie.

Tabela 8
Dane do przyktadu 8

i w1 L2 3 4 5
L [2:1,311;11 [3.2,3,2,1,11 [3.1,3,1,1,11 [2,12,1,1,11 [31,2,1,1,11

Szczego6towy opis listy danych oraz metody rozwigzywania tego typu problemoéw i
petny kod Zrédtowy znajduja sie w [12]. Poréwnujac rys.9 i rys 10 zauwazymy dwa rozne
rozwigzania pomimo tej samej liczbie katownikéw przestrzennych o tych samych wymiarach,
z ktorych drugie zajmuje mniejsza przestrzenn upakowania. Jednak rys.9 przedstawia
rozwigzanie problemu upakowania katownikow przestrzennych z ustalong pozycja, co
determinuje wymiary w poszczegélnych osiach. Rys. 10 natomiast przedstawia rozwigzanie
problemu otrzymane po 10,035 [s], gdzie katowniki przestrzenne moga by¢ obracane przed

upakowaniem.
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Rys.9. Rozwigzanie przykfadu 7 Rys. 10. Rozwigzanie przyktadu 8
Fig.9. Solution for Example 7 Fig. 10. Solution for Example 8

4. Ztozono$¢ obliczeniowa problemoéw upakowania

Prezentowane w poprzednich punktach problemy zaliczamy do zagadnieh
kombinatorycznych [4, 5, 10]. Jednak wsréd zagadniern kombinatorycznych istnieje pewna
grupa zagadnien zwanych typu NP (non-determimstic polynomial). Zagadnienia typu NP sg
bardziej ,,skomplikowane obliczeniowo” od pozostatych zagadnien kombinatorycznych.
Problemy upakowania figur na ptaszczyZnie i w przestrzeni nalezg wiasnie do zagadnien
kombinatorycznych typu NP [8]. Zagadnienia te nie sg trudne w opisie, lecz w rozwigzaniu.
Rozwigzanie zadahh kombinatorycznych w wigkszosci przypadkéw polega na obliczeniu
wszystkich  mozliwych kombinacji, a nastepnie wybraniu najlepszego rozwigzania
spetniajgcego wszystkie ograniczenia, jednak dla zadan typu NP liczba wszystkich
kombinacji moze by¢ bardzo duza nawet dla niewielkich wymiaréw zadan. Rozwigzanie
zadan kombinatorycznych typu NP metodg obliczenia wszystkich mozliwych kombinacji i
wybrania najlepszej jest - poza najprostszymi przypadkami - nierealne, nawet wykorzystujac
najszybsze na Swiecie komputery. Aby zobrazowac to obliczmy liczbe mozliwych kombinacji

dla probleméw upakowania figur omawianych w tym artykule:

K- Ndm™ ]

gdzie:
K - liczba kombinacji,
Nd - liczba elementdéw w domenie zmiennych,
Nv - liczba zmiennych opisujacych jedng figure,
Np - liczba figur.
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Tabela 9
Liczby zmiennych opisujace jedng figure Nv
Figura 2D (na ptaszczyznie) 3D (w przestrzeni)
g Bez obrotu z obrotem bez obrotu z obrotem
PROSTA 2 4 3 6
ZLLOZONA 4 8 6 12

W przedstawionych przykiladach liczba elementéw w domenie zmiennych Nd = 10,
za$ kazdy przyklad bazowat na pieciu figurach Nf = 5. Podstawiajagc dane do wzoru
otrzymujemy wyniki prezentowane w tabeli 10.

Tabela 10
Liczby wszystkich kombinacji K rozwigzan probleméw upakowania
. 2D (na ptaszczyznie) 3D (w przestrzeni)
Figura
bez obrotu z obrotem bez obrotu z obrotem
PROSTA 1(9#()’) 10H 101? 1030
ZLOZONA 1040 10U 108U

Poréwnujac liczby wszystkich kombinacji K rozwiazan probleméw upakowania figur
omawianych w tym artykule z czasami rozwigzan odpowiednich przyktadéw widzimy, ze
préba rozwigzywania upakowywania figur prostych i ztozonych, na plaszczyznie
i w przestrzeni za pomocg programowania w logice z ograniczeniami (w szczegélnosci za
pomocgjezyka CHIP V.5.2) jest zdumiewajgco efektywna.
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Abstract

The paper is about solving two-dimensional and three-dimensional packing problems
for. simple and complex figures. It is well known that figure packing problems belong to NP-
hard problems.

The problem discussed has its roots in solving the transportation of high-current
enclosed conductors (or high-current enclosed bus bars) in the most economical way. The
producer of those bars is interested in packing the largest number of bars to be delivered to the
customer in the vehicle space available. The paper aims at presenting CHIP solutions for a
number of bar-transportation-related packing problems. For all presented examples the
computational complexity has been analyzed.

The paper starts with a discussion and CHIP program for square and rectangle packing
problems with no rotation. Next programs solving angle packing problems with rotation are
presented. These programs have been generalized for the solution of three-dimensional angle
packing problems with rotation.

The effectiveness of the three-dimensional simple figure packing program depends
very much upon the symmetry of constraints. The symmetrical constraints are cumulative
constraints.

The programs are almost declarative and result in short computation times.



