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TRANSFORMACJA KARHUNENA-LOEVEGO DLA OBRAZOW BARWNYCH

Streszczenie. Transformacja K-L wymaga obliczania macierzy transformujacej dla
kazdego obrazu oddzielnie. W pracy opisano szczegoty efektywnej implementacji takiej
transformacji dla obrazéw barwnych. Przedstawiono przeglad wazniejszych
dotychczasowych zastosowan transformacji w dziedzinie przetwarzania obrazéw
barwnych. Stosujac standardowe obrazy barwne pokazano zasadnicze wiasciwosci
transformacji K-L: dekorelacje sktadowych barwnych i skupienie energii obrazu w
pierwszych skfadowych. Wykazano doswiadczalnie mniejsza wrazliwos¢ sktadowej Ki

w stosunku do skladowej intensywnosciowej | ze wzgledu na zmiany luminancji
obrazu.

KARHUNEN-LOEVE TRANSFORM OF COLOUR IMAGES

Summary. The K-L transform needs calculating of transform matrix for each image
separately. In the paper details of effective implementation such transform of colour
images are described. The short review of KLT applications in the field of colour image
processing is presented. Using the standard colour images, principal properties of
KLT are shown, i.e. a complete decorrelation of colour components and energy
compaction in first components. The lesser luminance sensitivity of Ki component
compared to | component is experimentally proved.

1. Wprowadzenie

Analizujgc informacje zawartg w obrazach barwnych mozna zauwazy¢ jej redundancje
przestrzenng (ang. spatial redundancy) i redundancje widmowa (ang. spectral redundancy).
Rezultatem redundancji widmowej jest znaczny stopieri skorelowania sktadowych RGB.
Badania doswiadczalne pokazaty [1], zc dla obrazéw uzyskanych za pomocg
jednoprzetwornikowej kamery CCD wartosci wspdtczynnikéw korelacji skfadowych RGB
wynosza 0,7-0,9. Stwierdzono roéwniez, ze transformacje przestrzeni barw RGB na
przestrzenie typu ,jedna sktadowa luminancyjna, dwie sktadowe chrominancyjne” (np. YUV,
YIQ, IHS itp.) czesciowo dekorelujg sktadowe barw. Podobne wyniki doswiadczalne dla
przestrzeni IHS przedstawiono w pracy [2], Metoda dokonujgcg catkowitej dekorelacji

sktadowych RGB jest tzw. transformacja Karhunena-Loevego (KLT) [3], znana réwniez w
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literaturze jako transformacja Hottelinga [4] czy analiza gtownych sktadowych (ang. principal
componenis ancilysis, PCA) [5], Transformacja ta, opierajgca si¢ na statystycznych
wiasciwosciach obrazu barwnego, zapewnia otrzymanie 3 obrazéw skladowych o
nieskorelowanych wartosciach i malejagcym znaczeniu statystycznym (coraz mniejsze
wartosci wihasne). Z energetycznego punktu widzenia mozna stwierdzi¢, ze na ogot
zdecydowana wiekszo$¢ energii sygnatu jest skupiona w pierwszej sktadowej. Tak wiec KLT
minimalizujgc korelacje pomiedzy skladowymi jednoczesnie maksymalizuje zawartos$¢
informacji w pierwszej sktadowej. Mozna postrzega¢ KLT jako obr6t uktadu wspotrzednych
w przestrzeni barw, pozwalajacy osi Ki ustawi¢ sie w kierunku najwiekszej zmiennosci barwy
w obrazie. Wzrost mocy obliczeniowej komputeréw, ktéry nastapit w ostatnich latach,
umozliwit nowe zastosowania tej klasycznej metody przetwarzania sygnatow o stosunkowo

duzej ztozonosci obliczeniowej.

2. Transformacja Karhunena-Loevego

Transformacja Karhunena-Loevego dla obrazu barwnego RGB zdefiniowana jest

nastepujaco [3]:

K1 mtl 1,112 nl 13 R
K2 = m21 m22 m23 © (1)
K3  “31 m32 m33 B

Powyzsza macierz transformacji sprowadza macierz kowariancji obrazu RGB do postaci

diagonalnej:
- - -
nij, mP2 ®3 un w12 Y3 m,, m2a m3l o °
m21 m2 ni2zz3 VU2 y2 U3 ni2 ni2 M2 = 0 Ay 0
m3l m32 niss. uld U2 =33 113 iz m3s. 0 0 .3
gdzie: Xi, , X3- wartosci wlasne macierzy kowariancji z elementami uij. a [mu, mu, mul],

[m2i, m22, 0123], [nvn, nix2, m33] - wektory wiasne tej macierzy.

KLT ustanawia przestrzer opartg na osiach skierowanych w kierunkach, w ktérych
dane obrazowe wykazujg najwiekszg wariancje. Podobne réwnania transformacji mozna
zapisa¢ réwniez dla innych od RGB przestrzeni barw. Wyznaczenie obrazu po transformacji
K-L wymaga nastepujacych dziatan:

obliczenia macierzy kowariancji dla obrazu w przestrzeni wyjsciowej,
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- obliczenia wartosci wkasnych i wektoréw wiasnych tej macierzy sktadajgcych sie na
macierz transformacji,
pomnozenia macierzy transformacji przez macierz obrazu wyjsciowego,
przeskalowania otrzymanych wartosci do zakresu 0-255.

3. Dotychczasowe zastosowania KLT w przetwarzaniu obrazéw barwnych

3.1. Kodowanie obrazéw barwnych

Gtoéwng tendencja w dziedzinie kompresji obrazéw barwnych pozostaje, od czasu
klasycznej publikacji Pratta [6], dekorelacja (przynajmniej czesciowa) sktadowych obrazu
barwnego i dalsza kompresja pojedynczych sktadowych metodami opracowanymi wczesniej
dla obrazéw monochromatycznych (np. kwantyzacja wektorowa, metoda transformacyjna
itd.). W pracy [2] twierdzi sie, ze sama tylko transformacja z RGB na KLT pozwala
zmniejszyC liczbe bitow na piksel w opisie barwy z 24 do 19 bez specjalnego obnizenia
jakosci obrazu. Ztozono$¢ obliczeniowa KLT spowodowata poszukiwanie nowych przestrzeni
barw powstatych w wyniku liniowych i mozliwie prostych obliczeniowo transformacji
skfadowych RGB, a jednoczes$nie dekorelujacych skiadowe. W pracy [7] zaproponowano 3
takie przestrzenie: KLA (jusredniona KLT), SIM oraz 111213. KLT znajduje zastosowanie
zar6wno w algorytmach kompresji bezstratnej, jak i stratnej. Mozna pokazaé, ze chociaz
usuniecie redundancji przestrzennej w wielu obrazach ma wiekszy wptyw na zwiekszenie
wspotczynnika kompresji niz usuniecie redundancji spektralnej [8], to jednak w wielu
zastosowaniach poprawa kompresji o 0,5-2 bitow/piksel uzyskana w wyniku redukcji
redundancji spektralnej ma swoje znaczenie. Nowoczesne metody kompresji stratnej [9]
najpierw dokonuja segmentacji obrazu, a dopiero potem wykorzystujg KLT do kompresji.
Ztozonos¢ obliczeniowa KLT spowodowata prawdopodobnie zainteresowanie separowalng
transformacjg Karhunena-Loevego (SKLT) [10], ktora jest szybsza i wymagajaca mniej

pamieci niz KLT.
3.2. Segmentacja obrazéw barwnych
W literaturze mozna spotka¢ w ostatnich latach préby wykorzystania transformacji K-

L w procesie segmentacji obrazu barwnego. W szczegélnosci dotyczy to barwnych obrazéw

biomedycznych. W pracy [11] do segmentacji obrazu skory na obszar podejrzany o zmiany
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nowotworowe i jego otoczenie zastosowano z pozytywnym skutkiem metode ztozong z
transformacji K-L obrazu RGB i progowania histogramu najwazniejszego obrazu skfadowego
powstatego w wyniku transformacji. Do podobnych celéw w pracy [12] uzywano KLT w
potaczeniu z algorytmem tréjwymiarowego podziatu medianowego (ang. median 3-D split).
Jest to klasyczna metoda kompresji kwantyzacyjnej umozliwiajaca np. przejscie z obrazu z
24-bitami/piksel na obraz z 2 bitami/piksel. Badania wstepne pokazaty, ze nie poprzedzajac
metody podziatlu medianowego transformacjg K-L otrzymujemy wyniki o 5-15% gorsze.
Transformacje K-L stosowano nie tylko dla obrazéw RGB, ale i dla 5 innych przestrzeni barw
(IHS, rgb, XYZ, LUV, sferycznej przestrzeni barw). W artykule [13] pokazano, ze
segmentacja barwnego obrazu skory zastosowana do 2 pierwszych skladowych KLT daje
lepsze wyniki niz ta sama metoda zastosowana na obrazie w innej przestrzeni barw, np. IHS,
LUV, LAB. Szczegoly tej metody segmentacji zostaty przedstawione w [14], Dla 2
sktadowych KLT zbudowano dwuwymiarowy histogram i znaleziono jego wierzchotki
(Srodki klasteréw), a nastepnie zastosowano klasyczng metode klasteryzacyjng fuzzy c-means
(FCM).

W artykule [15] segmentacje wododziatlowg (ang. watershed segmentation) obrazu
barwnego poprzedzono dekorelacjg sktadowych RGB za pomocg transformacji K-L.
Wykorzystywany w tej metodzie segmentacji tzw. obraz aktywnosci (ang. activity image)
obliczono jako sume wazong obrazéw aktywnosci obliczonych dla obrazéw sktadowych
powstatych po transformacji K-L. Wspdtczynniki wagi przy pierwszym i drugim obrazie
sktadowym byty na ogdt wyzsze niz przy trzecim. Wynik uzyskany za pomocg tej metody
segmentacji obrazu barwnego poréwnano z odpowiednim wynikiem dla obrazu
intensywnosciowego  wskazujagc na znacznie  mniejszg = nadsegmentacje  (ang.
oversegmentation) w przypadku obrazu barwnego.

Réwniez wsrdd technik segmentacji krawedziowej probuje sie wykorzysta¢ KLT [16].
Dla pewnej klasy filtrow krawedziowych trdjke (R, G , B) w biezagcym oknie, np. 3x3,
zastepuje sie jej odlegtoscig od trojki ztozonej z wartosci Srednich (R, G, B). Nastepnie
odlegtosci te dla pikseli danego okna sortuje sie od najmniejszej do najwigkszej. Obraz
krawedziowy zostaje wygenerowany na podstawie np. zakresu, tzn. réznicy maksymalnej i
minimalnej odlegtosci w oknie. Odlegtosci mogg byé wyznaczane na podstawie roznych
metryk, np. metryki Mahalanobisa, ktdra korzysta z macierzy kowariancji. W [16] stosuje sie
nowg definicje odlegtosci, ktora wykorzystuje wektor wiasny macierzy kowariancji o

najwiekszej wartosci wiasnej. Na tej definicji opiera sie proponowany zakresowy filtr
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krawedziowy. W cytowanej pracy stwierdzono efektywno$¢ obliczeniowg metody i
otrzymano wyniki poréwnywalne z innymi metodami tej klasy.

Powyzsze przyktady pokazuja, ze transformacja K-L na obrazach barwnych, mimo iz
odmienna od innych transformacji na przestrzeni RGB, jest coraz czesciej stosowana w

przetwarzaniu obrazéw barwnych.

4. Efektywna implementacja KLT

Z punktu widzenia efektywnosci algorytmu KLT mozna wyrézni¢ w nim dwie czesci
wymagajgce ztozonych obliczen numerycznych - wyznaczanie macierzy kowariancji
(algorytm liczenia kowariancji stosowany w $rodowisku Matlab: plik cov.m) oraz trudniejsze
w realizacji: obliczanie wartosci i wektoréw wiasnych tej macierzy. Poniewaz macierz
kowariancji dla obrazéw barwnych ma wymiar 3x3, to nalezy wyznaczy¢ 3 wartosci wiasne i
nastepnie odpowiadajace im 3 wektory wiasne. W powstatym programie zostaty zastosowane
dwa algorytmy obliczania wartosci wlasnych - algorytm oparty na metodzie iteracyjnej
Krylowa [17] oraz algorytm oparty na rozwigzywaniu réwnan 3 stopnia metodg Cardana [18],
Metoda Krytowa umozliwia poprawne wyznaczenie maksymalnej wartosci wkasnej macierzy
w sposOb iteracyjny, natomiast pozostate 2 wartosci wiasne mozna obliczy¢ analitycznie
rozwigzujgc réwnanie 2 stopnia, co jest juz proste w realizacji numerycznej. Iteracyjnosc¢
metody powoduje, ze nie zawsze prowadzi ona do rozwigzania, poniewaz jej zbieznos¢ silnie
zalezy od punktu poczgtkowego. W czeSci programu wykorzystujacej metode Krylowa
zastosowano dwa punkty startowe, tzn. jezeli metoda nie daje wynikéw z zatozong
doktadnoscig po okreslonej liczbie iteracji, to obliczenia sg rozpoczynane ponownie dla
drugiego punktu startowego. Mimo tego zabezpieczenia, ktdre ma znaczacy wplyw na czas
obliczen, istniejg obrazy, dla ktorych metoda Krytlowa nie jest w stanie wyznaczy¢ wartosci
wiasnych macierzy kowariancji. Metoda Cardana pozwala bezposrednio rozwigza¢ réwnanie
3 stopnia w spos6b analityczny, a zatem dokfadny, jednak jest bardziej ztozona obliczeniowo
(obliczanie wartosci funkcji arc cos).

Po wyznaczeniu wartosci whasnych macierzy kowariancji nalezy wyznaczy¢
odpowiadajgce im wektory wiasne. Obliczenie 3 wektoréw whasnych wymaga rozwigzania 3
uktadéw 3 réwnah z 3 niewiadomymi. Réwnania te sg jednak réwnaniami, w ktdrych wyraz
wolny jest réwny 0, dlatego metody numeryczne rozwigzywania takich uktadoéw réwnan dajg

rozwigzanie trywialne: zerowe. W celu poprawnego rozwigzania tych ukladéw réwnan
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zostata wykorzystana whasnos¢ wektoréw wiasnych polegajaca na tym, iz wektory wiasne
moga by¢ skalowane, a zatem wektor, ktory nie jest wektorem zerowym, po przeskalowaniu
moze zawiera¢ sktadowg rowng 1 Wstawiajac zatem wartos¢ 1 w miejsce kolejno pierwszej,
drugiej i trzeciej niewiadomej mozemy redukujac rozmiar takiego ukfadu réwnan znalezé
poprawne rozwigzanie. Gdy uktad réwnan pomimo zastosowania takiej metody nie ma
rozwigzania oznacza to, ze wektor wlasny jest wektorem zerowym. Jezeli rozwigzan jest
wiecej niz jedno, to sg one liniowo zalezne i do obliczeh mozna przyja¢ dowolne z nich. W
celu przyspieszenia algorytmu KLT po znalezieniu pierwszego rozwigzania obliczenia sa
przerywane i pozostate rozwigzania nie sgjuz szukane.

Po wyznaczeniu wszystkich wektoréw wiasnych sg one normalizowane tak, aby ich
dtugosci byty réwne 1 Ze znormalizowanych wektoréw whasnych zostaje zestawiona macierz
transformacji K-L. Program realizujgcy opisany algorytm wyswietla: wczytany obraz barwny,
macierz kowariancji, jej wartosci i wektory wiasne, wspotczynniki korelacji oraz powstate w
wyniku transformacji K-L obrazy skladowe K|, K2 i K3. Numeryczng poprawnos¢
implementacji sprawdzono poprzez wprowadzenie do programu obrazu KIK2K3, zamiast
obrazu RGB. Program w takim przypadku, zgodnie z oczekiwaniami, informowat o braku
korelacji pomiedzy sktadowymi oraz nie zmieniat orientacji uktadu wsp6trzednych. Na rys. t.
przedstawiono przyktadowy obraz w rozbiciu na sktadowe K1K2K3.

Dla obrazu barwnego o rozmiarach 512x512 (czas KLT zalezy od rozmiaréw obrazu)
transformacja zajmuje komputerowi klasy PC z mikroprocesorem Pentium Il (333 MHz)
mniej niz 3,5 sekundy niezaleznie od sposobu wyznaczania wartosci wiasnych macierzy
kowariancji. Metoda Krylowa jest z natury bardziej czasochtonna, ze wzgledu na swoj
iteracyjny charakter, od metody Cardana. Jednak przy mocach obliczeniowych dzisiejszych
komputerdw sg to roznice utamkow sekund, a czas obliczania wartosci i wektoréw wiasnych
ma znikomy wplyw na szybko$¢ transformacji. Najbardziej czasochionne sg operacje
wykonywane na petnych obrazach, a nie na ich charakterystykach. W tym przypadku
najwiecej czasu pochlania wyznaczanie macierzy kowariancji. Dalsze przyspieszenie
transformacji Karhunena-Loevego jest mozliwe poprzez zastosowanie do obliczen szybszych

procesorow.
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Rys. 1 a) Przyktadowy obraz poddany KLT, b) rozktad pikseli obrazu w szescianie RGB z
naniesionym ukfadem wspotrzednych K1K2K3, powstate po KLT skladowe: ¢) Ki
(wartos$¢ wkasna: 4434,08), d) K2 (wartos¢ wkasna: 605,08), e) K3 (wartos¢ wtasna:
126,55)

Fig. L a) Example of original image, b) scatter plot in the RGB cube with K1K2K3 coordinate
system, c) Ki component (eigenvalue: 4434,08), d) K2 component (eigenvalue:
605,08), e) K3 component (eigenvalue: 126,55)

5. Podstawowe wtasciwosci KLT

Dysponujac programem dokonujacym transformacji RGB/KLT mozna przekona¢ sie
doswiadczalnie o dwoéch podstawowych wihasciwosciach transformacji: braku korelacji
pomiedzy sktadowymi K1K2K3 oraz o skupieniu energii sygnatu (energy compaclion) gtéwnie
w pierwszej skladowej. Niezaleznie od obrazu transformacja KLT dokonuje petnej
dekorelacji sktadowych. Do oceny skupienia energii w poszczego6lnych sktadowych sygnatu
zastosowano wariancje tych sktadowych. Wybrano 8 szeroko znanych i rozpowszechnionych
w Internecie obrazéw barwnych, kwantowanych z uzyciem 24 bitéw/piksel tzn., 8
bitow/piksel dla kazdej sktadowej R, G, B.
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Tabela 1
L.p. Nazwa Rozmiary R (%) G (%) B (%)
1 Airplane 512x512 34,68 47,10 18,21
2. Baboon 512x512 33,59 24,90 41,51
3. Gir! 256x256 36,52 34,60 28,88
4, Lena 512x512 37,82 43,95 18,23
5. Parrots 384x256 38,70 29,83 31,48
6. Peppers 512x512 22,41 56,34 21,25
7. Toys 576x384 68,76 24,94 6,30
8. Tulip 640x480 57,85 32,85 9,30
Wartosci $rednie 41,96 36,81 21,90
Tabela 2
Skupienie i
L.p. Nazwa Rozmiary KI1(%) K2(%) K3(%)
1 Airplane 512x512 88,05 10,17 1,78
2. Baboon 512x512 44,99 39,00 16,01
3. Girl 256x256 57,36 31,90 10,74
4, Lena 512x512 70,61 25,63 3,76
5. Parrots 384x256 26,70 30,65 42,65
6. Peppers 512x512 43,27 40,50 16,23
7. Toys 576x384 83,81 13,30 2,90
8. Tulip 640x480 61,56 29,06 9,37
Wartosci Srednic 59,54 27,53 12,93

Wyznaczono skupienie energii jako udziat wariancji pojedynczej sktadowej w sumie
wariancji sktadowych obrazu. Wyniki dla sktadowych RGB zebrano w tabeli 1, a dla
skfadowych K1K2K3 w tabeli 2. Wyniki w tabelach zasadniczo potwierdzajg zjawisko
skupienia energii sygnatu gtownie w pierwszej skladowej KLT. Istniejg jednak obrazy (np.
obraz Parrots), dla ktérych transformacja nie zapewnia skupienia energii w pierwszej
sktadowej.
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W przypadku wielu obrazéw barwnych poddanych transformacji KLT obraz Ki
zwraca uwage swym bardzo dobrym kontrastem Ponizej poréwnano obraz Ki z obrazem
intensywnosciowym |, uzyskanym jako $rednia arytmetyczna 3 obrazéw sktadowych R, G, B
Miargjakosci dla obrazéw K| i | byta miara kontrastu w postaci odchylenia standardowego 5
poziomow szarosci w obrazie. Przy uzyciu systemu wizyjnego pozyskano cigg obrazéw
barwnych (rozdzielczo$¢ przestrzenna: 320x200, rozdzielczos¢ barwna: 24 bity) przy
spadajacym natezeniu o$wietlenia sceny symulowanym przymykaniem przystony obiektywu.
W czasie pozyskiwania obrazdw zwracano uwage na to, aby system wizyjny pracowat

w swoim zakresie pracy dynamicznej [19],

Rys.2. Wykresy zmian kontrastu wywotanych zmiang luminancji: a) poprzez ingerencje w
system wizyjny, b) poprzez cyfrowe przetwarzanie pozyskanego obrazu

Fig.2. Contrast sensitivity to luminance changes a) case of modifications of vision system, b)
case of digital image processing
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6.

Podsumowanie

W kontekscie coraz liczniejszych zastosowan KLT w przetwarzaniu obrazow

barwnych (kompresja, segmentacja) duzego znaczenia nabiera efektywnos¢ implementacji tej

transformacji. Przeprowadzone doswiadczenia na standardowych obrazach barwnych

potwierdzajg zasadnicze whasciwosci transformacji K-L: dekorelacje sktadowych barwnych i

skupienie energii obrazu w pierwszych skladowych. Zwrécono uwage na mniejsza

wrazliwo$¢ sktadowej Ki w stosunku do skladowej intensywnosciowej | ze wzgledu na

zmiany luminancji obrazu.
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Abstract

The growing interest in colour image processing and poor knowledge of colour
science achievements imply the need of research on colour spaces and their transformations
used in image processing systems. It is possible to find a linear transform removes correlation
between RGB components. This transform is known as the Karhunen-Loeve transform
(KLT). The KLT needs however calculating of transform matrix for each image separately. In
the paper details of effective implementation such transform of colour images are described.
Proposed algorithm is based on Cardano equations or iterative Krylov method. The short
review of KLT applications in the field of image compression and image segmentation is
presented. Using the standard colour images (e.g. Lena, Girl, Baboon etc.), principal
properties of KLT are shown, i.e. a complete decorrelation of colour components and energy
compaction in first components. The last property can be useful in image segmentation
process. In the experiment the luminance of colour images are changed and contrast of
principal component K| and intensity component | are compared. This experiment shown that
Ki component is less sensitive to luminance changes than 1 component.



