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0 ZLOZONOSCI PROBLEMU PRZYDZIALU CZESTOTLIWOSCI
1KONTRASTOWEGO KOLOROWANIA GRAFOW

Streszczenie. Tytutowy problem przydziatu czestotliwosci mozna opisa¢ nastepujgco:
na pewnym obszarze znajduje sie grupa nadajnikéw radiowych, ktorym trzeba
przydzieli¢ czestotliwosci w taki sposéb, zeby nie zakiocaty sie podczas nadawania.
Zagadnienie to mozna sprowadzi¢ do wyszukiwania tzw. kontrastowych pokolorowan
grafu interferencji. Celem niniejszej pracy jest przedstawienie biezgcego stanu wiedzy
na temat ztozonosci zagadnienia polegajgcego na wyszukiwaniu kontrastowych
pokolorowan optymalizujgcych pewne kryteria jakosci, takie jak rozpietosé czy
rozpietos¢ krawedziowa. Wyodrebnione zostang znane przypadki wielomianowe (grafy
dwudzielne, kaktusy, grafy zewnetrznie planarne) i NP-zupelne (grafy petne, r-
regularne dla r>4 i podkubiczne).

ON THE COMPLEXITY OF FREQUENCY ASSIGNMENT PROBLEM
AND T-COLORING OF GRAPHS

Summai”®. The frequency assignment problem can be defined as follows: there are
several transmitters situated in a certain region of a plane; a channel is to be assigned to
each of them in such a way that there is no interference during transmitting. The
problem can be represented as one of graph coloring problems. More precisely, it has
been proved that to solve the problem it suffices to build the so-called interference
graph and find one of its T-colorings. The aim of the paper is to present state-of-the-art
on the complexity of the problem of finding T-colorings optimizing some criterions
such as the span or edge span. We discuss known polynomial (bipartite graphs, cacti,
outerplanar) and NP-complete (complete graphs, subcubic and r-regular for r>4) cases.

1. Wprowadzenie

Teoria grafow jest jednym z tych dziatdw matematyki, ktére znajduja zastosowanie w
modelowaniu zagadnien z zakresu informatyki, telekomunikacji i automatyki. Jednym z
zagadnien modelowanych na gruncie teorii graféw jest niewatpliwie problem przydziatu
czestotliwosci {PPCz), tj. zagadnienie, w ktdorym dla danej grupy nadajnikéw radiowych
poszukujemy przydziatu czestotliwosci (kazdy nadajnik ma otrzymac jedng czestotliwosc),

ktéry zagwarantuje brak interferencji w trakcie nadawania. Teoriografowy model dla PPCz
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zostat wprowadzony przez Hale’a [5] juz na poczatku lat osiemdziesigtych; opiera sie on na
trzech pojeciach: grafach interferencji, zbiorach odlegtosci zakazanych i 7-pokolorowaniach.
Graf interferencji to graf, ktérego wierzchotkami sg rozwazane nadajniki; w grafie
interferencji krawedz tgczy pare wierzchotkéw-nadajnikéw wtedy i tylko wtedy, gdy moga ze
sobg interferowaC. Zbior odlegtosci zakazanych to kazdy taki skoriczony podzbi6r zbioru
liczb catkowitych nieujemnych, ze zero jest jego elementem. Jezeli '/ jest zbiorem odlegtosci
zakazanych, a G grafem, to T-pokolorowaniem grafu G nazywamy kazda funkcje c, ktora
przyporzadkowuje wierzchotkom grafu G liczby catkowite (zwane dalej kolorami) w taki

sposdb, ze jezeli wierzchotki u, v sgsiadujgw grafie G, to p(¢)- c(V)jg T .

Nietrudno jest zauwazy¢, ze kazdy graf posiada nieskonczenie wiele réznych T-
pokolorowan. Poniewaz /*'-pokolorowanie jest w modelu Hale’a odpowiednikiem rozwigzania
problemu przydziatu czestotliwosci, wiec oczywiste jest, ze nie wszystkie 7-pokolorowania
grafu interferencji bedg réwnie dobre z punktu widzenia zastosowan. To wszystko powoduje,
ze badania nad T-pokolorowaniami nie koncentrujg sie na wyszukiwaniu dowolnych T-
pokolorowan, ale na wyszukiwaniu tych, ktére minimalizujg pewne kryteria jakosci, takie jak
rozpietos¢ (roéznica pomiedzy najwiekszym a najmniejszym kolorem wykorzystanym przez
pokolorowanie), rozpietos¢ krawedziowa (najwieksza z odlegtosci pomiedzy kolorami
przydzielonymi przez pokolorowanie wierzchotkom sgsiadujacym), czy tez liczba uzytych
koloréw.

W niniejszym artykule postaramy sie zawrze¢ jak najwiecej informacji o ztozonosci
zagadnienia polegajgcego na wyznaczaniu wartosci '/-rozpietosci i T-rozpietosci
krawedziowej, gdzie T-rozpietoscig (krawedziowg) grafu G nazywa sie najmniejszg z
rozpietosci (krawedziowych) jego 7-pokolorowan.  Rozpoczniemy od przedstawienia

zwigzkow taczacych /*'-kolorowanie z //-kolorowaniem.

2. /l-kolorowanie

Niech G oraz H beda dowolnymi grafami. Kazdg funkcje, ktéra odwzorowuje zbi6r
wierzchotkdw grafu G w zbior wierzchotkdw grafu H w taki sposob, ze obrazy wierzchotkéw
sgsiadujacych w grafie G sasiadujg w grafie //, jest nazywana H-pokolorowaniem lub
homomorfizmem graféw. Liu [12] wykazata, ze ‘/-pokolorowanie, ktére nie wykorzystuje
liczb ujemnych jako koloréw i posiada rozpietos¢ mniejszg lub réwng d, jest G -
pokolorowaniem, gdzie Grf' jest grafem, ktérego wierzchotkami sa liczby 0, 1, ..., d, a zbior

{i,j} jest krawedzigw G/H wtedy i tylko wtedy, gdy \i-j\eT.
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Twierdzenie 1 (Liu [12]). spT(G)<d wtedy i tylko wtedy, gdy graf G jest Gf'-
kolorowalny. O

Podstawowy, ale bardzo uzyteczny wynik moéwigcy o ztozonosci //-kolorowania
pochodzi od Helia i Nesetfila. Przytaczamy go ponizej.
Twierdzenie 2 (Heli, Nesetril [6]). Niech H bedzie ustalonym grafem prostym. Nastepujgce
zagadnienie: ,,dany jest graf G: czy G posiada chociaz jedno H-pokolorowanie?" jest
wielomianowe, gdy H jest grafem dwudzielnym i NP-zupelne, gdy H nie jest grafem

dwudzielnym. O

3. Notacja

Aby moéc w krétki i wygodny sposéb opisywaé rozwazane dalej zagadnienia,
wprowadzamy specjalng notacje, posiadajgca trzy pola: a, P iy. Pola a i P okreslaé bedg
dozwolone zestawy danych dla analizowanego problemu, a pole y albo warunek, o ktérego
prawdziwos¢ pytamy, albo funkcje zalezng od danych wejsciowych, ktérej warto$¢ nas
interesuje. Jezeli pole y zawiera¢ bedzie warunek, to zagadnienie opisane jako a | P |y
bedziemy rozumieli nastepujgco: dany jest graf nalezacy do klasy a i zbior odlegtosci
zakazanych, nalezacy do rodziny P; czy spetniony jest dla nich warunek y? Jezeli pole y
zawiera¢ bedzie nazwe funkcji, to zagadnienie opisane jako a j P | y bedziemy rozumieli
nastepujaco: dany jest graf G nalezacy do klasy ot i zbidr odlegtosci zakazanych T, nalezacy
do rodziny P; oblicz y(G, 7).

W polu a moze pojawi€ sie jeden z nastepujacych napiséw: « — dowolne grafy; %<2
— grafy dwudzielne; A < k — grafy o stopniu nie przekraczajacym liczby k (gdy k = 3, to sg
to grafy podkubiczne); K,, — grafy petne; gc — grafy kolczaste (zobacz [10]) i r-reg — grafy
r-regularne. Pole p bedzie zawierato albo napis T = S, co nalezy interpretowac jako ustalony
zbiér odlegtosci zakazanych réwny S, albo bedzie puste, co nalezy interpretowaé jako
dowolny zbidr odlegtosci zakazanych. W polu y moze pojawié sie jeden z nastepujagcych
napiséw: sp < d — T-rozpietos¢ jest mniejsza lub réwna d\ esp < d — T-rozpietos¢
krawedziowa jest mniejsza lub réwna d\ sp — 7-rozpieto$¢; esp — /'-rozpietos$¢
krawedziowa. Dla przyktadu napis x - 2 | T = {0} | esp < 2 oznacza nastepujgcy problem:
»dany jest graf dwudzielny G oraz zbiér odlegtosci zakazanych T= {0}; czy espj(G) <27’, a
napis A < 3 || Sp oznacza: ,,dany jest graf podkubiczny G oraz zbiér odlegtosci zakazanych T,

oblicz spi{G)"\
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4. Przypadki NP-zupetne

Liste znanych trudnych zagadnieri otwierajg, rzecz jasna, problemy « || sp i« | esp, o
ktérych wiemy, ze sg silnie NP-trudne, a ich wersje decyzyjne » || sp <d, « || esp <d sg NP-
zupetne dla kazdego d > 3. Korzystajac z twierdzeni 1 i 2 nietrudno jest wykazaé, ze dla
kazdego zbioru odlegtosci zakazanych S i kazdej liczby naturalnej d zagadnienie » | T= S \sp
< d jest NP-zupetne, wtedy i tylko wtedy, gdy graf G'p' nie jest dwudzielny. Poniewaz
niemal wszystkie z grafow G**' majg liczbe chromatyczng wiekszg niz 2, wiec zagadnienie ¢
| r=-S'| sp jest silnie NP-trudne. Okazuje sie przy tym, ze aby uzyskac silng NP-trudno$¢ lub
silng NP-zupetno$é nie trzeba rozwazac az tak ogélnych przypadkéw. Giaro [3] wykazal, ze
problemy A< £ | T=S \sp <dooraz k-reg \ T =S \sp <d0, gdzie k jest dowolng liczbg
naturalng wieksza niz 3, a do jest najmniejszg liczbg naturalng, dla ktérej graf G™OH nie jest
dwudzielny, sg NP-zupetne, skad od razu wynika, ze zagadnienia A<k | T—S |sp, k-reg | T
- S | sp sa silnie NP-trudne. Co wiecej, ten sam autor wykazat, ze problem A<3 | T= S \sp <
do jest NP-zupetny wtedy i tylko wtedy, gdy Gp*' jest grafem bez trojkatéw. Inny
zaskakujacy wynik zostat uzyskany przez Jansena [11], Wykazat on, ze wersje decyzyjne
réwnowaznych probleméw K,, || sp, K,, || esp sa NP-zupetne, po czym Graf [4] poprawit jego
wynik, dowodzac, ze te zagadnienia sg silnie NP-zupetne!

Warto na koniec odnotowac, ze zagadnienia » | T= {0} |sp i | T = {0} |esp sa
réwnowazne z nastepujgcym problemem: ,.dany jest graf G; oblicz ~(G)”; stad od razu
wynika, ze jezeli wyznaczanie liczby chromatycznej dla graféw nalezacych do klasy F jest

NP-trudne, to i zagadnieniar | T= {0} |sp i G| T= {0} | esp sg NP-trudne.

5. Przypadki wielomianowe

Lista znanych przypadkéw wielomianowych nie jest dtuga, bo nawet dla graféw o tak
prostej strukturze jak grafy petne wyznaczanie 7-rozpietosci i ~-rozpietosci krawedziowej jest
silnie NP-trudne, co odnotowali$my juz w punkcie poprzednim. Omawianie przypadkow
wielomianowych rozpoczniemy od graféw dwudzielnych, tj. od problemdéw %<2 \sp i %<2
| esp. Oba rozwazane zagadnienia sg wielomianowe, bo dla graféw dwudzielnych znamy
proste i efektywne wzory zar6wno na 7-rozpietos¢, jak i 7-rozpietos¢ krawedziowa. Warto
odnotowaé, ze jest to bodajze jedyna klasa graféw, dla ktdrej znamy proste wzory na T-

rozpietos¢ i T-rozpieto$¢ krawedziowg dla kazdego zbioru odlegtosci zakazanych T.
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Zagadnieniem wielomianowym jest takze Ai 2 || sp (zobacz [3,10]), cho¢ tutaj sprawa
nie jest juz taka prosta, jak w przypadku graféw dwudzielnych. Moze sie to wydawac¢ dziwne,
bo jedyne grafy spéjne spetniajace warunek A < 2 to cykle i $ciezki, ale 7-kolorowanie cykli
nieparzystych jest znacznie trudniejsze niz ich wierzchotkowe kolorowanie. Problem A~ 2 |
esp jest w chwili obecnej otwarty, cho¢ wiemy, ze jego podproblem A< 2 | T =S | esp jest
wielomianowy dla kazdego zbioru odlegtosci zakazanych S.

Zagadnieniem wielomianowym jest takze gc || sp, co czeSciowo wykazano juz w [10].
Jest to wynik uzyskany niedawno, ale bardzo interesujacy, bo do klasy gc naleza min.
wszystkie kaktusy, drzewa wielokgtowe i spéjne grafy zewnetrznie planarne. Na samym
koncu odnotujmy, ze zagadnieniem wielomianowym jest takze ¢« | T- To\sp <d, o ile tylko

graf Gj" jest dwudzielny, co natychmiast wynika z twierdzenia 2.

Tabela 1
Problemy NP-trudne i NP-zupetne
Zagadnienie Ztozonosé
* llesp, « || sp silnie NP-trudne
K., [ esp, K, [l sp silnie NP-trudne
* 1T=S\sp silnie NP-trudne
A<k |T=S|sp, k-reg| T= S \sp silnie NP-trudne
e |lesp <d(d>3),»\\sp<d(dz 3) NP-zupetne
*\T=S\sp<d(X(Gn>2) NP-zupetne
A <k \T=S\sp <d0 k-reg \T=S \sp <do(k >4) NP-zupetne
A<3|T=S\sp <do (Gj°H jest grafem bez trojkatow) NP-zupetne
e 1T={0}|sp, » 11= {0} |esp NP-trudne
Tabela 2
Problemy wielomianowe
Zagadnienie Ztozono$¢
X<2\\sp,x<2\\esp 0(|71109|71)
A<2|sp 0(]71Jlog|71)
A<2|T-S |esp 0(1)
gc |Isp 0 («4+[7]30g|7])

“\T=S\sp<d(Z(Gd")<2) 0 (1)
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Abstract

The frequency assignment problem can be defined as follows: there are several
transmitters situated in a certain region of a plane; a channel is to be assigned to each of them
in such a way that there is no interference during transmitting. The problem can be
represented as one of graph coloring problems. More precisely, it has been proved that to
solve the problem it suffices to build the so-called interference graph, i.e. the graph whose
vertices are the transmitters and whose edges connect only these transmitters that interfere,
and find one of its T-colorings, where a T-coloring of G is any function ¢ that assigns an
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integer c(v) to each vertex v of G in such a way that |c(m) - c(v)| g T whenever vertices u, v
are adjacent. The aim of the paper is to present state-of-the-art on the complexity of the
problem of finding T-colorings optimizing some criterions such as the span or edge span. We
discuss known polynomial (bipartite graphs, cacti, outerplanar) and NP-complete (general
graphs, complete graphs, subcubic and r-regular for /m£4) cases.



