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Streszczenie. Modelujec liniowe dyskretne uktady mechaniczne,
skrepowane liniowymi wiezami holonomicznymi, podano w pracy sposoéb
konstruowania oraz opisu grafu biegunowego jako modelu struktury
dynamicznej ukdadu. Uogélniajec nastepnie algebraiczne metody opisu
uktadéw mechanicznych, przedstawione w pracach [4, 5, 7], podano
twierdzenia dotyczace analizy widmowej i modalnej uktadéw skrepowa-
nych wiezami. Stosujac liczby strukturalne sktadowych spéjnosci gra-
fu uktadu oraz okreslone w zbiorze liczb strukturalnych funkcje wy-
znacznikowa oraz jednoozesno$ci, wyprowadzono formuty bedace pod-
stawg analizy.

1. Wstep

Przedstawione w pracy metody analizy ukdfadéw mechanicznych skrepowa-
nych wiezami holonomicznymi stanowie z jednej strony rozwiniecie opraco-
wanej przez Bellerta i1 Wozniackiego® [i] metody graféw i liczb struktural-
nych w kierunku zastosowan do modelowania uktadéw nieelektrycznych,?2 dru-
giej zas strony stanowie uogdlnienie prezentowanych w pracach jj3, 4, 5, 7j
metod analizy na modele topologiczne o liczbie sktadowych spéjnosci =@fl,
uwzgledniajece natozone na uktad dyskretny wiezy holonomlczne. Uwzgled-
niaje one roéwniez mozliwo$¢ binarnej reprezentacji liczb strukturalnych

[2, 5j.-
Do opisu dyskretnego, liniowego ukdadu mechanicznego przyjmijmy zbiodr
JjS wspoé4rzednych G s, i1 =1,2,....card*S potozenia uktadu w prze-

strzeni konfiguracji oraz zbiér 2S wspétrzednych 2Isk ~ 2S*~

cardgS, natomiast 1 przyjmuje wartos¢ 1 dla oddziatywan biernych, 2 dla
oddziatywan z wymuszeniem dynamicznym, 3 - kinematycznym oraz 4 dla reak-
cji wiezow sit uogblnionych, stanowiecych wzajemne oddziatywania elemen-
tow uktadu. Trojke uporzadkowane:

S - [1s°2s 39 - )

gdzie

3SCl is * i6 * 2S )
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jest trgj argumentowg relacja konstytutywng, nazywamy struktura dynamiczng
uktadu mechanicznego.

Elementy 6 ,S relacji wyznaczone sg przez liniowe zwigzki kon-
stytutywne ukdadu:

21Sk “ <ISi - 1V"Zk - (©)

albo
21sk = Isij zk* Uy
gdzie 21sk 6 ?S, 3sij = . JSi 6 3S, w przypadku oddziatywan

biernych. Parametr 2z~ przyjmuje znaczenie: m”~p2 dla oddziatywania iner-
cyjnego, b”p dla oddziatywania thumika wiskotycznego za$ c° dla od-
dziatywania sprezystego w ruchu postepowym lub obrotowym. Symbol p ozna-
cza operator roézniczkowy Jezeli oddziatywanie odpowiadajace przemie-
szczeniu }sxj ma charakter czynny, to opisujacy je zwigzek przyjmie po-
stac:

22sk " Qk ®)

- dla wymuszenia dynamicznego badz

1Sij " qij ®)

- dla wymuszenia k przy czym wspétrzedng sity uogélnionej
przyporzadkowanej wymuszonej wspédrzednej przemieszczenia oznaczac be-
dziemy przez 2tsk®™ Za” zmy ponadto, ze wspOdrzedne potozenia uktadu sped-
niaja oproécz zwigzkéw konstytutywnych liniowe réwnania wiezéw holonomicz-
nych skleronomicznych w postaci:

hiri) «2 »~ ai3 =0, 1 =1,2..... w, (7)

gdzie: sg liczbami rzeczywistymi, w jest liczba réwnan wiezéw.
Przyjmujac postulat idealnosci wiezéw, mozliwe jest zastgpienie w opi-
sie uktadu réwnan wiezéw przez odpowiednie reakcje wiezéw, ktére przyjmag

postac:

w

Ri =21 \ aii- ®
1=1

gdzie 1 ~ sg mnoznikami Lagrange®a.
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Definicyjne roéwnania elementéw relacji , odpowiadajacych oddziaty-
waniom dynamicznym wiezow G ,5, sa nastepujace:
oSk = Ry ©

Kazdemu z réwnan (4), G, (6), (8) odpowiada zatem element {Isi’ 1Sj’

J ze zbioru ,S.

Strukture dynamiczne S ukdadu odwzorujemy wzajemnie jednoznacznie w
graf X uktadu £Y] :

fsx : X = [Jx-2X"3X> il0-”

gdzie jX to zbidér wierzchotkéw, ?X zbidér krawedzi, tréjargumentowa
relacja incyden:ji w nastepujacy sposob:

Vi,j.k{(ISi e iS)<=A [ W i 815 = IXi el1X] 1 (2Ske 25)" E s x{2Sk)=fiXk i, 2*];
0
A1SITISj*25) 6 3S)<==" <f(1Sj) *Fi26k0 ™ [IXi*1V2*k] S 3X}

Oezeli krawedziom otrzymanego w ten sposo6b grafu przyporzagdkowaé¢ odpo-
wiadajece im wspdtrzedne wielkosci fizycznych - sil uogélnionych 28
oraz uog6lnionych przemieszczen 1isjj’” odpowiadajacych przylegtej do kra-
wedzi parze wierzchotkéw - to graf w ten spos6b opisany nazywamy urafem
biegunowym ukdadu mechanicznego.

W celu zastosowania algebraicznych metod do opisu i badan charaktery-
styk dynamicznych uk#adu wprowadzimy jeszcze inny spos6b opisu grafu u-
k+adu, mianowicie za pomoca funkcji

XN 2 2X-N. 12)

ktora krawedziom grafu przyporzadkowuje w sposéb wzajemnie jednoznaczny
liczby naturalne. Elementy zbioru N. bedace oznaczeniami krawedzi grafu,
mozna interpretowa¢ roéwniez jako kody parametréw odpowiadajacych im zwigz-
kéw konstytutywnych, to znaczy dla oddziatywan biernych oraz Q~,
qij, dla oddziatywan czynnych oraz reakcji wiezow.

2. Zastosowanie grafow i liczb strukturalnych ukdfadu w analizie dynamicz-

Na wstepie podamy twierdzenia, na ktdérych oparte zostaty zastosowania
liczb strukturalnych w analizie uktadéw - dowody mozna znalez¢ w pracach

1>, 6].
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Twierdzenie 1. Wyznacznik |D] uk#adu réwnan algebraicz-
nych swobodnego uktadu mechanicznego o n-elementowej relacji konstytutyw-
nej

cardjS = n {13)
jest sume jednakowego znaku iloczynéw sztywnosci dynamicznych tego ukta-

du, ktérej wartos¢ bezwzgledna JD| jest réwna funkcji wyznacznikowej
liczby strukturalnej grafu uk#adun

°lt An = |Dj- (¢T))
Twierdzenie 2. 3ezeli do swobodnego uk#adu mechanicznego
o liczbie parametrow m > 0 wprowadzimy wymuszeniedynamiczne 22sk w

kierunkuwspo64rzednej As”N , to wartos$¢ wyznacznika Dab pytworzonego z
wyznacznika rq uktadu réwnan opisujecych uktad mechaniczny przez podsta-
wienie w miejsce kolumny odpowiadaj ecej przemieszczeniu ispi- 1sn zb =

= 21Sb*" VvV

22 a

gdzie A jest liczbe strukturalne uktadu z wymuszeniem dynamicznym, na-
tomiast Z jest zbiorem parametréw dynamicznych uk#adu.

Twierdzenie 3. 3ezeli do swobodnego uktadu mechanicznego

o liczbie parametréw n >2 wheczymy wymuszenie dynamiczne 22sk 2 za~
chodzi *

218at " 1 =132 e (16)

co rownowazne jest wheczeniu wymuszenia, ktéremu odpowiadajeca w grafie
krawedz tworzy cykl z *ancuchem o oznaczeniach a”,a2,... ,8" , to wartosc¢
bezwzgledna wyznacznika 0Ogb utworzonego z wyznacznika g#6éwnego D ukta-

du roéwnan opisujecych ukdad mechaniczny przez podstawienie w miejsce ko-
lumny odpowiadajecej wspédrzednej j8j, 1s® N 1sg , 3si0 z™ * 21sb" “olu-

mny wyrazéw wolnych jest réwna wyrazeniu:

|;-b] m « v ?2 < £ %h-ml>e <7>
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2.1, Analiza widmowa

Graf bedacy modelem analizowanego uktadu sktada sie, ogélnie rzecz bio-
rac, z pewnej liczby sktadowych spéjnosSci zawierajacych krawedzie bierne
oraz krawedzie odpowiadajace reakcjom wiezéw, opisane odpowiednio réwna-
niami (4) i (9). Wobec twierdzenia 3 lub w szczegdélnym przypadku twierdze-
nia 2 oraz twierdzenia 1 mozna wsp6drzedne potozenia uktadu wyznaczyé z

zaleznosci:

ZrJ2skSxm(r_J g-p-}
Z t 1

[ i = 1,2,...,n (€)
Oet AJ
z

Podstawiajgc te wyrazenia do roéwnan wiezéw otrzymujemy:

hi(isk) = hx(/\) - 0, i, - 1,2,...,w, 19)
gdzie sg mnoznikami Lagrange®a, h, - funkcjami liniowymi.
Wyznacznik gdtowny uktadu rownan (19) wzgledem mnoznikoéw przyréw-

nany do zera, stanowi réwnanie charakterystyczne uk#adu mechanicznego, skre-
powanego wiezami o postaci (7).

Na podstawie twierdzenia 1 dla uktadu swobodnego réwnanie charaktery-
styczne sprowadza sie do postaci:

Det A = 0. (20)
z

2.2. Analiza modalna

Aby okresli¢ gtoéwne postacie drgan wkasnych, zachodzi koniecznos$¢ wy-
znaczenia element6éw macierzy modalnej uk#adu mechanicznego.

Oznaczaj ac przez r8(i) |e wspo6tczynnik bedacy ilorazem amplitud wspé+-
rzednych jSg iist, odpowiadajacym czestosci drgan wkasnych o”, korzys-
tajac z twierdzenia 3 mozna dla uktadu z wiezami wyrazi¢ wzorem:

n ~. F£S-13Am @*~
k 2sk 2™ ~-nNag ™ Si7)
Pk=11 Pk “ @1
rs(i)],

aad
<Ss 3a_ *3a

Pk=11

w ktérym 2sk-” il,2,...,n] sa oznaczenianmi wartosci wspo6drzednych

reakcji wiezow
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H @Y 1,2, W, (22)

natomiast -ja, ,a®* ,.».,a" } jest zbiorem oznaczen krawedzi grafu two-

rzacych cykl z krawedzig odpowiadatace wspétrzednej -S, reakcji wiezow.
AJ jest liczbe strukturalng sktadowej spéjnosci xJ grafu X zawieraja-
cej krawedzie odpowiadajace wspétrzednym 1sg, 1sf. Q3%k: Réwnania (22)
dla przypadku uk¥adu swobodnego redukuja sie po wykonaniu przejscia gra-
nicznogo dla ?sk-s- o do postaci [/] t

23)

aa, Z 3a

3. Zakonczenie

Graf biegunowy uktadu mechanicznego moze by¢, jak to wykazano, podsta-
we analizy dynamicznej uktadu. Wyznaczona na podstawie grafu liczba struk-
turalna wraz 2 okreslonymi dla niej funkcjami stanowi przy tyra pedng in-
formacje o strukturze dynamicznej uk#adu, pozwalajac na wyznaczenie cha-
rakterystyk uktadu, co na przyktadzie czestosci whasnych oraz wspétczyn-
nikéw g#éwnych postaci drgan pokazano w tej pracy. Metoda obejmuje swoja
og6lnoscig zaréwno uktady swobodna jak i skrepowane wiezami w postaci (7).

Ze wzgledu na charakter dziatan okreslonych na liczbach strukturalnych
prezentowana metoda jest szczeg6lnie dogodna do algorytmizacji i automa-
tyzacji. Majac to na wzgledzie w procesie numerycznym, stosuje sie row-
niez binarng posta¢ liczb strukturalnych [2], co sprowadzg znaczng ilos¢
dziatan do operacji logicznych, a przez to jest czynnikiem optymalizacji
proceséw numerycznych.

Ponizej przedstawiono schemat blokowy algorytmu analizy widmowej i mo-
dalnej uktadu mechanicznego z wiezami.
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Dodatek 1

Elementy algebry liczb strukturalnych Bellerta

Liczbe strukturalng statowierszowg nazywamy rodzine A zbioréw roéwno-

licznych ktorych elementy a” sg liczbami z okreslonego podzbioru
liczb naturalnych, przy czym zbiory a&» nie zawieraja powtarzajacych sie
elementéw, zas$ rodzina A nie zawiera identycznych zbioréw. Zbiory ai
nazywa sie kolumnami liczby strukturalnej A. Ze wzgledu na okreslone
dziatania er liczb strukturalnych A i1 B jako roéznicy symetrycznej
zbioréw

A+ B =2¢C, C =a\B0B\a (O]

oraz iloczynu

A.B =c¢c, (2)

(a.bj 6 ©) 6 a)/A\(b"G B/~ (@ Fl b. = (J)Ar(arb”r) = 2(k+1)J ,

gdzie ria”j) oznacza liczbe réwnych zbioréw {sibj} w iloczynie A . B,
k jest liczbg catkowity, liczby strukturalne tworza pierscien, ktérego
elementami neutralnymi dodawania O i mnozenia i sa odpowiednio liczba
strukturalna pusta oraz liczba strukturalna o jednej kolumnie, bedacej zbio-
rem pustym.

Z okreslonych dziatan wynika mozliwo$¢ przedstawienia liczby struktu-
ralnej A w postaci:

A > ozLj f~! a . (©)
i J J

Liczbg strukturalng Bellerta uktadu mechanicznego bedziemy nazywac
liczbe strukturalng zwigzang z grafem uktadu. Mozna wyznaczy¢ jg w posta-
ci iloczynu liczbstrukturalnych jednowierszowych ztozonych zoznaczen
krawedziincydentnych z(n-1) wierzchotkami grafu uktadu, gdzie n jest
liczbg wierzchotkéw grafu

A = AlA2 " V I *

Dla liczb strukturalnych okreslone s? ponadto: funkcja wyznacznikowa
DetA oraz funkcja jednoczesnosci Sim(A,8),
z z

Funkcja Det A liczby strukturalnej A nad zbiorem parametréw Z okre-

Slona jest nastepujaco:

DetA * DetS fi fax~ * SNz, .,, )
2 7 0 j J ij

]
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gdzie N jest parametrem odpowiadajacym elementowi a“j liczby struk-

turalnej.
Funkcja Sim(A,B) okreslona jest nastepujaco:
z

Sim(A, B) » " Deta. - b5_jDeta , )
z- i(f) z 1 k(f) z k

gdzie :

{ai} n {~J = 0. {~i} u{®k} =a uwb,

zakresy wskaznikéw i oraz Kk zaleze od warunku f.

Dodatek 2

Przyktad analizy uktadu mechanicznego z wiezami

Na rys. 1 pokazany jest przyktad ukdadu liniowego z wiezami. Przyjmu-
jec oznaczenia krawedzi grafu uktadu jak na rys. 2a graf niesp6jny uktadu
mechanicznego przedstawiony jest na rys. 2b.

Rys. 1

-Réwnania wiezoéow ukdadu:

1S10 "™ 112 1s20 = °*

1S30 "™ *34 1840 = °*
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Reakcje wiezow:

\%

2451 = V 24S3

2482 = _il2 1* 24S4 = 134
Liczby strukturalne sktadowych spéjnosci grafu uktadu maje postac:
A* - [12 3].

44455567
A2 = j4 5 8] (6 7 8]
6786788 8

»

9 9 10 10 11

A3 = [9 10 12~ [li 12] =
11 12 11 12 12

125

(8)

(©)
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Wsp64rzedne wystepujgce w rownaniach wiezéw;

Isi = 1810
Oet
z

-i12\Sira(M zj-, ~ A=) +ASimA Jr , N M)

is =is20 " —— -———- -—— r~2—  —— e
Oet (J&-)
2 *1?

-112\~76 * 78" * n278
7576 + 72578 + 7678

dizkising 4, 3o 55 » A& B & Yy

1s6
0o ¢ (# i
-i112M7Z8 + ;R21iz5 + 78>
- W VvV 211 + 712)
1S10 "™ 1S40 = * a3 " zlo2ll * ziaz1l2 + z10zI12-

i 35« -

Po podstawieniu tych wyrazen do réwnan wiezéw oraz po rozwinigciu wy-
znacznika tego uktadu wzgledem mnoznikéw Lagrange®s otrzymamy:

*z5 + z8 "~ z10zI1l + zI11z12 + z10z12"™ +

+ 112(z1 + 227210212 + 211712 + z10zlI™ +

+ 1347zI11 + 712775726 + 7578 + Z6Z8" +

+ 11234721 + Z27~Z6 + z8~ zIl + zI2n = °*

ktoére to réwnanie stanowi roéwnanie charakterystyczne uktadu mechanicznego.
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AJIrEBPAHFFiICKH2 METOJU HCCJIEJ1,0BAHHM KOJIEEAHHFt
MEXAHHHECKKX CHCTEM C 10ilOHOMH"ffiCKHMH CBH3HMH

? e3i0me

MoflejiHpyK jiHHeOHHe szcKpeTHbie MexaHHBecKze chctomh, cieoHéHHHe jiHHefIHUMH
roaoHOMH'iecoKHMH CBH3H-M.H, b paSoie npoH3BO”o0iBa cnoooS eTpoeKM n onacanza
no.iBCHoro rpa$a KaK MO”ejiH "HHaMH”"ecKOft cTpyKTypH ohoiémh. 3areM, oSo6maH
aareOpaHTOCKHe msto”h onacaHHH MexaHimecKHX chctcm, npe”oiaBlieHHiie b paSoie
&! 5, 7j, dhi.iH npe”jiOKeHhi 3aKOHBi, Kacammaeca oneKipazBHoro h MOsaa&Koro
aHajiHsa okotém, cfecHéHHHx cbh3hmk, npHMeHaa dpyKTypHKe BHCaa oooTaBjiH»m,Hx
cnao>TéEHHOOIH rpa$a cHCTeMH h onpeflejiéeHHHe bo MHOzeoise CTpyKTypHux BHceji
fyHKiiKH - onpeneanTejifcHyio h Ofl[HOBpeMeKBOcTH, dbwn BbiaereHH (JopMyjiH, KOiopbie
/iBJiaioTca ocHOBaBHSM naa aHajiH3a.

ALGEBRAIC INVESTIGATION METHODS OF MECHANICAL SYSTEMS
VIBRATIONS WITH HOLONOMIC CONSTRAINTS

Summary

A construction method end description of a pole graph as a model of
the system®s dynamical structure has been presented for discrete linear
mechanical systems restricted by linear holonomie constraints. The paper
also presents some theorems on spectral and modal analysis of such sy-
stems as a generalization of algebraic descriptive methods stated in [A,
5, tJ. By using structural numbers of graph®s coherence components and
the functions determined in the structural numbers set 1i.e. the determi-
nant and the simultaneity functions, the authors showed soma formulas
that serve as a basis for the analysis.



