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MODELOWANIE NIELINIOWYCH UKLADOW MECHANICZNYCH
ZA POMOCA GRAFOW PRZEPLYWU SYGNALOW

Streszczenie. W pracy sformutowano zagadnienie modelowania drgan
nieliniowych ukdadéw mechanicznych za pomocg graféw przeptywu syg-
natéw. Wykazano, ze dokonujac transformacji grafu biegunowego nie-
liniowego uktadu mechanicznego w graf przeptywu sygnatéw mozna za-
wsze doprowadzi¢ go do postaci macierzowej, w ktorej tylko jedna z
gatezi petli obcigzona jest nieliniowg transmitancjg T. Opracowang
metode najwygodniej stosowa¢ w programowaniu elektronicznych maszyn
analogowych i badaniu parametrycznej wrazliwosci nieliniowych ukta-
déw mechanicznych.

1. Wstep

Grafy przeptywu sygnatéw, uzywane powszechnie w dyskretyzacji nume-
rycznej uktadow elektrycznych i automatycznej regulacji [I, 2, 3, 4, 5],
uzyskuja coraz wieksze zainteresowanie specjalistow z dziedziny mechaniki
L5, 7, 8, 9, 10, 11, 12], Oest to konsekwencja formutowania probleméw wspét-
czesnej techniki, ktérych rozwigzanie coraz bardziej uzaleznione jest od
modelowania ztozonych ukt#adéw fizycznych. Sposréd metod modelowania nie-
liniowych, dyskretnych uktadéw mechanicznych godng zainteresowania jest
metoda grafow przeptywu sygnatow, poniewaz moze by¢ stosowana z bezposre-
dnim wykorzystaniem maszyn analogowych i cyfrowych. Efektywnos¢ metody
graféw przeptywu sygnatéw polega miedzy innymi na tym, ze omijajac etap
uktadania réwnan roézniczkowych ruchu, umozliwia wprost z grafu przejsé¢ do
programu maszyny analogowej [5, 13] lub algorytmu obliczen maszyny cyfro-
wej [6]-

W przypadku stosowania grafow przeptywu sygnatéw do sporzadzenia pro-
gramu dla elektrycznej maszyny analogowej (EMA), zwiekszanie liczby ele-
mentédw nieliniowych uk#adu mechanicznego praktycznie nieznacznie tylko
komplikuje procedure modelowania: ma jednak decydujacy wpdyw na z4#ozonos$é
grafu przeptywu sygnatéw. Liczba nieliniowych gatezi grafu determinuje
liczbe wez#6w gtoéwnych Fl4] . a w konsekwencji okresla minimalny zbior
transmitancji zredukowanego, nieliniowego grafu przeptywu sygnatéw. Decy-
duje to istotnie o ztozono$Sci analizy wrazliwos$ci parametrycznej.
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2. Istota metody graféw przeptywu sygnatédw w modelowaniu nieliniowych ukta-
déw mechanicznych

W konstruowaniu grafu przeptywu sygnatéw nieliniowego uktadu mecha-
nicznego mozna postuzyé sie: /-

1) metode czwérnikowych graféw przeptywu sygnatow,
2) metode transformacji grafu biegunowego z nieliniowymi wagami krawe-
dzi w nieliniowy graf przeptywu sygnatow.

Spos6b konstruowania czwérnikowych graféw przeptywu sygnatéw liniowych
elt isntéw uktadu mechanicznego przedstawiono w pracy W - Metode te mozna
rozs erzy¢ o klase elementéw nieliniowych, jesli w miejsce sztywnosci lub
podatnosci dynamicznych elementéw liniowych wstawi¢ odpowiednie funkcje
nieliniowe. Metoda czwérnikowych graféw przeptywu sygnatéw, w przypadku
modelowania z4ozonych uktadédw mechanicznych o mieszanej strukturze [Sjsta-
je sie uciezliwa, z uwagi na zdozono$¢ koniecznych poteczen miedzy zacis-
kami czwérnikéw. Nalezy zwrécié¢ jednak uwage, ze w modelowaniu ukdadéw
mechanicznych ze sprzezeniami dynamicznymi, tj. takich, dla ktérych nie
istnieje grafy biegunowe pierwszej kategorii. Metoda ta jest praktycznie
jedynym mozliwym sposobem uzyskania grafu przeptywu sygnatéw uktadu.

W przypadku, gdy modelowany nieliniowy uk#ad mechaniczny mozna przed-
stawi¢ w postaci grafu biegunowego pierwszej kategorii [6] najwygodniej
jest postuzy¢ sie metode transformacji grafu biegunowego.

2,1. Metoda transformacji grafu biegunowego z nieliniowymi wagami krawe-
dzi w nieliniowy graf przeptywu sygnatéw

Metoda transformacji grafu biegunowego z nieliniowymi wagami krawedzi
w nieliniowy graf przeptywu sygnatéw nie rézni sie zasadniczo od trans-
formacji dla graféw liniowych, prezentowanej w pracach jjL, 7, 9, Nalezy
jedynie zwro6ci¢ uwage, ze gateziom drzewa grafu biegunowego przyporzedko-
wane musze by¢ Huki o transmitancjach typu podatnosci dynamicznych, acie-
ciwom - 4uki o transmitancjach typu sztywnos$ci dynamicznych*® . Z tego po-
wodu, jesli konstruowany graf ma by¢ podstawe sporzedzenia modelu analo-
gowego uktadu mechanicznego, nalezy tak wybrac¢ drzewo tworzece. aby skta-
dato sie z gatezi reprezentujecych masy uogdlnione i nie zawierato krawe-
dzi o nieliniowych wagach.

Dla przedstawienie tej metody rozwazmy nieliniowy uk#ad mechaniczny o
mieszanej strukturze, posiadajecy n stopni swobody. Graf biegunowy pier-
wszej kategorii przedstawiono na rys. 1. W celu uzyskania grafu prze-
ptywu sygnatow modelowanego uktadu w grafie X wybieramy drzewc two-
rzece Lagrange®a X o gateziach reprezentujecych masy uog6lnione uktadu
(pogrubione krawedzie na rys. I).

Wynika to z praw rozpt iennych w wierzchotkach i konturach grafu
biegunowego (por. np.
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Rys. 1
Oznaczajac przez:

11 - zmienng biegunowg ukd#adu mechanicznego (typu uog6lnionej predko-
sci) ,

Is - zmienng biegunowg uk#adu mechanicznego (typu uogélnionego przemie-
szczenia),

2S - zmienng przeptywowa uktadu mechanicznego (typu uogélnionej sity),

w - Indeks zmiennej wzbudzenia uk#adu,

m, o - odpowiednio uog6lniong mase i sztywno$¢ elementéw uktadu,

p - argument przeksztatcenia Lapiace®a

ustawiamy w kolejnosci wystepowania krawedzi w grafie biegunowym
konstruowanego grafu przeptywu sygnatoéw,

2).
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turach grafu biegunowego X (rys, 1), uzyskano ostateczng

posta¢ grafu

przeptywu sygnatéw ~ modelowanego, nieliniowego uktadu mechanicznego o

mieszanej strukturze (rys. 3),

3, Nieliniowy graf przeptywu sygnatéw uktadu mechanicznego
sporzadzenia programu do uniwersalnej EMA

Nieliniowy graf przeptywu sygnatéw modelowanego uktadu
mozna bez trudu przetransformowa¢ w program do EMA.
Oznaczajec przez:

- wspotczynnik skali zmiennej »»S,

,lako podstawa

mechanicznego

11 i
- wspotczynnik skali zmiennej S .
2] 23
a - wspétczynnik skali funkcji nieliniowej,
13
13 nieliniowy czton operacyjny maszyny analogowej.

Xj, oi2 i ofj, G - nastawy potencjometrow,

a a
"13
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przedstawiono na rys. 4 jedne nieliniowg gataz uzyskanego grafu i odpo-
wiadajacy jej ciag elementéw operacyjnych maszyny analogowej.

[A»*®

Rys. 4

Zastepujac wszystkie H*uki grafu przeptywu sygnatéw ciegami whasciwych
cztonkéw operacyjnych maszyny analogowej, uzyska¢ mozna program bez ko-
niecznosci konstruowania i skalowania modelu matematycznego.

4. Redukcja nieliniowego grafu przeptywu sygnatoéw

W przypadku wystepowania nieliniowych transmitancj i w dukach grafu
przeptywu sygnatéw nie mozna stosowaé¢ ogélnej reguty redukcji Masona. Po-
stugujac sie jednak metode wez#o6w g#éwnych QI4] nieliniowy graf przeptywu
sygnatéw zredukowa¢ mozna do grafu zawierajecego zré6dto, upust oraz dwa
razy tyle wez46w posrednich (tzw. wez4éw gtéwnych), ile graf posiada +u-
kéw o nieliniowych wagach*”.

Dla ilustracji metody przedstawimy spos6b redukcji nieliniowego grafu
przeptywu sygnatéw na przyktadzie grafu pokazanego na rys. 3. W tym celu,
w redukowanym grafie ponumerowano: wezet zrédto (1), wezet upust 2k + 2)
oraz wezty g#oéwne od (2) do (2k + 1), gdzie k jest liczbe elementéw nie-
liniowych uktadu mechanicznego. Nastepnie odteczono w weztach g4ownych
nieliniowe #4uki i dokonano redukcji uzyskanego w ten spos6b podgrafu li-
niowego (rys. 5).

xV
"Liczoa ta zmniejsza sie, gdy ktéras z gatezi nieliniowych potaczona jest
ze zroddem lub upustem.
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Rys. 5

Konieczne do wyznaczenia, liniowe transmitacje zredukowanego grafu
przeptywu sygnatéw ujmuje macierz transmitancji

0 vip 0 71.4 0 116 0 T1.2k 0 11 ,2ks2

0 o 0 0 0 0 0 0 0 o

0 132 0 134 0 1356 0 P3, 2k 0 13 ,2k+2

0 o 0 0 0 o 0 0 0 0

0 152 0 154 0 1556 0 5,2k 0 15 2Kke2

0 o 0 o 0 o 0 0 0 0

0 17,2 0 17,4 0 176 0 17,2k 0 17,2i-2

0 o 0 o 0 0 0 0 0 o

0 1oke1,2 9 Toke1,4 O Tmoker e O Tok+1 .2k O T2k+1,2k+2
0 o 0 0 0 0 0 0 n oo

-Zredukowany graf przeptywu sygnatéw X pokazano na rys. 6, a w posta-
ci macierzowej«.| % na rys. 7,

gdzie:

2Sw -zmienna przeptywowa wzbudzenia ukdadu,

1.s1 -zmienna biegunowa odpowiedzi uktadu,

on - macierz wierszowa zmiennych, odpowiadajacych potwezdom, upustom wez-

+6w gtoéwnych podgrafu liniowego

°1 = [1801- 1S12" 1s13....... Ism3*
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Rys. 7

Gp - macierz wierszowa zmiennych, odpowiadajacych pétwezdtom zréddom wez-
+6w g#oéwnych podgrafu liniowego,

@ " [2% 1- 2532 2513 ...... 2slnj -

- macierz wierszowa transmitancji miedzy weztem wzbudzenia a potwezta-
mi upustami wezdoéw gtoéwnych podgrafu liniowego,

T1 = [71,2" T1,4° T1,6...... T1,2kJ *

Tr, - diagonalna macierz nieliniowych transmitancji gatezi grafu przeptywu
sygnatow X,
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Tg - DIAG 3" F4,5°T6,7" T2k, 2k+1 *

Tj - macierz kwadratowa o wymiarze k x k, transmitancj i pomiedzy wezta-
mi g#oéwnymi grafu przeptywu sygnatow

3,2 " T3 ,4" T36 * T3 ,2k
15 ,2° 15.,4" T56 7 15,2k

T7,2° T7 ,4° T76 " T7,2k

r2k+1,2 T2k+1,4 T2k+1,6 < T2k+1, 2k K XK

Tj 2k+2 " lini°wa transmitancja miedzy zrédtem, a upustem analizowanego
grafu przeptywu sygnatéw X.

Ztozono$¢ ostatecznie zredukowanego, nieliniowego grafu przeptywu syg-
natéw X uzalezniona jest, jak wczes$niej wspomniano, od liczby nielinio-
wych elgmentéw uktadu mechanicznego.

Przy niewielkiej liczbie nieliniowosci uzyskany graf przeptywu sygna-
46w moze by¢ podstawe przeprowadzenia analizy wrazliwosci ukfadu mecha-
nicznego (np. na zmiany parametréw elementéw nieliniowych [I14, 15j),

5. Uwagi koncowe

Znajomos$s¢ przedstawionych w pracy metod modelowania rozszerza zakres,
mozliwosci wykorzystania grafow przeptywu sygnatéw na klase uktadéw nie-
liniowych. Nabiera to szczeg6lnego znaczenia w systemowej analizie ztozo-
nych uktadéw mechanicznych.
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MOAEJIHPOBAHKE HEJIHHEaHHX EEXAHHHECKHX CHCTEM
iiph notéOEH rPA®OB chthajiob

P es3k Me

B paBoie (JopMHpyeiOH sonpoc Moj,ejinpoBaHus KOlJiedaHuu HeimiteSiHbix vexaH z-
gecKHx cucTeM npa noMomu rpaéboB cnrHa”oB. yxasuBaeTCH, gio npoH3BO”s tpaHC—
$opMamtK> nojiwoHoro rpa$a HejiKHedHofi MexaKHqgecKo8 cucieMH b rpa$ citrHajioO B,
MBKH) Boerra ero npnBecin K MaTpaie, @ itOTopoi lojibKO o7Ha U3 BeTBeM neTjiK
KarpyxeHa HeliHHeiiHoii TpaHCM niannHeit 3),

Pa3pa8oTaHHufi neTo# jiygne Bcero npKMeHHT& npx nporpaMMHpoBaHHH ajieKTpoH-
hkx analioroBHx ua.axn u npn HocaeflOBaHHH napaMeipHgecKoit qybctbhtejiBHOCTu He-
JiHHe&Hbtx MexaituigecKHX CHCieH,
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MODELLING OF NON-LINEAR MECHANICAL, SYSTEMS
BY MEANS OF SIGNAL-FLOW GRAPHS

Summary

The paper deals with the problem of modelling of vibrations in non-
linear mechanical systems by means of signal-flow graphs.

It has been shown that due to the transformation of a polar graph of a
non-linear mechanical system into a signal-flow graph it always becomes
possible to reduce it to its matrix shape in which only one branch of the
loop is charged (loaded) with a non-linear transmitance T.

The developed method may be applied most conveniently while programm-
ing electronic analog computers and for investigating the parametric sen-
sitivity of non-linear mechanical systems.



