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HIPERGRAFY I LICZBY STRUKTURALNE WYZSZEJ KATEGORII
JAKO MODELE ZEOZONYCH UKLADOW ELIMINACJI DRGAN

Streszczenle. W pracy przedstawiono sposéb modelowania uktadéw
eliminacji drgan, stosujgc metode grafow i liczb strukturalnych
wyzszej kategorii. Korzystajac z whasnosci grafow i liczb struktu-
ralnych kategorii drugiej oraz metod agregacji grafu pokazano wptyw
zmian struktury uktadu na jego odpowiedz. Uzyskane wyniki potwier-
dzity efektywnos$¢ tej metody dla uktadéw o wiekszaj liczbie stopni
swobody .

1. Wyznaczanie funkcji przejscia ztozonych uktadéw metode hipergraféw i
liczb strukturalnych kategorii drugiej

W pracy [ej sformutowano warunki nastrojenia uktadéw eliminacji drgan
za pomocg graféw i liczb strukturalnych kategorii pierwszej. Analize bar-
dziej ztozonych struktur , mozna znacznie

uproscié¢, stosujec do ich opisu hipergrafy

&] oraz liczby strukturalne wyzszej kate-

gorii fl, 3, 4, 5j. W takim przypadku moz-

liwa jest dekompozycja struktury ukdadu

przedstawionej grafem kategorii 1 na ciag

sktadowych hipergraféow (podgraféw - blokéw)

o znanych i prostych strukturach. Dokonujac

agregacji podgrafow uzyskuje sie graf kate-

gorii drugiej o jednym bloku, ktérego wkas-

Rys. 1.1 noscl sg znane.

Ola ilustracji tej metody (graf rys. 1.1)
uktadu o n-stopniach swobody zastgpiono grafem kategorii drugiej o k-skia-
dowych blokach (rys. 1.2).

W celu wyznaczenia liczby strukturalnej grafu 2X wybiera sie jeden ze
szkieletow tego grafu (rys, 1.3). Woéwczas liczba strukturalna Kkategorii

drugiej ma postac¢ [4] ;

(€D)
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Rys, 1.2
X d
Rys. 1.3
gdzie i
oA a fbl a2j * Lb2 [bk-1 8kJ

jest liczbe strukturalna dopedniajaca grafu szkieletowego
A G =1,2,....,8

Jest liczbg strukturalng kategorii pierwszej i-tego bloku, symbol Y ozna-
cza operacje przeniesienia wskaznikéw dolnych, co odpowiada obliczaniu po-
chodnej algebraicznej liczby strukturalnej.

W zastosowaniach najczes$ciej rozwaza sie przypadki, gdyt

- liczba sktadowych blokéw k*“2 , wtedy

1Ay A7
oAd - [bl a2] oraz 2 (2)
2Aa
- liczba sktadowych blokéw k«3, wtedy
bl bl @2 62

o~ - i €7 - w2 €Y )

b2 a3 b2 @3
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IAb  1Ab 1A

2Ab 2A 2Aab 2Aa ®

3fa 3P 3a

Nalezy podkresli¢, ze grafy blokowe kategorii drugiej stosuje sie g46-
wnie do opisu struktury uktadéw o parametrach roztozonych w sposéb ciagty,
przy czym analize przeprowadza sie na obcigzonym grafie zastepczym znro#-
nym, ktérego krawedziom przyporzadkowano podano$ci lub sztywnosci yna-
miczne poduktadow Jj3, 5.

Oezell ztozony ukdtad mechaniczny jest potaczeniem elementéw o parame-
trach skupionych i ciggtych, to roéwniez opisujemy go grafem kategorii dru-
giej, tak ze metode te mozna uwaza¢ za o0g6lng.

Funkcje charakterystyczne uktadu w reprezentacji liczb strukturalnych
i graféw wyzszej kategorii daje sie *atwo wyznaczy¢ z pominieciem zmudne-
go na ogé+ etapu wyszukiwania wszystkich drzew grafu kategorii pierwszej.
Funkcja przejscia przyjmuje tutaj postac-

SimQA , 2A. )
z ai k

Hik(s -2, . )
® det ~ANK b, -
gdzie:
2 ,°k 8 da 2 .8 3A
" 3EK" ai n
2
symbol » oznacza réwnos¢ strukturalng liczby kategorii drugiej A z

liczbg strukturalng kategorii pierwszej.

Wyznaczymy funkcje przejscia dla uktadu dyskretnego modelowanego gra-
fem o trzech blokach (rys. 2) przy zatozeniu, ze wymuszenie dziata w Kkie-
runku zmiennej Jr«

Rys. 2
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Obliczajac pochodne algebraiczne liczby strukturalnej (4)
IAba 1Aba  fa 1Al
92A
3 oAb 2a 2%b 24a ®)-
3A 3Aa 3A 3Aa
IAb iAb
32A
ria. 2Aab 2Aa (),
TN PN
IAb 1A
92A
©o, 2Ab  2Aab (OB
3Aa UAa
> b 1Ab 1A 1A
92A
ns 2Ab 2A  2Aab 2Aa ®).
3Ab 3Aab 3Ab 3Aab

i stosujac wzor (5) otrzymujemy nastepujace wyrazenia
Scia uktadu:

na funkcje przej-

32,
dr ~»
det A
2
TAC 1Ac
H2ligs) = 11 21 9% 2pap 24a @,
3A  3Aa
IAc
31 .
H31(s) 3. 4 det ,, (7):
3Aa
1Ac
41 _
41 = det A (7).

3 c
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gdzie j

ASANK, 1 <123

jest przekrojem liczb strukturalnych kategorii pierwszej poduk#adéw pros-
tych, a D jest funkcje wyznacznikowa liczby strukturalnej “A.

2. Grafy 1 liczby strukturalne kategorii drugiej jako modele z4ozonych
uktadéw eliminacji drgan

Przedstawimy modele najczes$ciej wystepujacych typéw uktadoéw eliminacji
drgan w ujeciu grafow blokowych kategorii drugiej.

Modyfikacji whasnosci uktadu gtébwnego przez dotaczenie do niego uktadu
eliminatora dokonuje sie nastepujacymi sposobami!

- przez przytaczenie eliminatora E bezpoSrednio do jednej z mas g4ow-
nych , zachowujac spéjnos¢ struktury uktadu g#éwnego U (rys. 3). Dokonu
jac agregacji blokow 2'X, 5X, opisujacych uk#tad gtéwny, otrzymano graf ka-
tegorii trzeciej o dwéch sktadowych blokach ~X, ktéry jest wygodniejszy
przy analizie dynamicznej ;

1*0

Rys. 3

- przez wstawienie eliminatora pomiedzy dwie kolejne masy g#éwne, co po-
woduje naruszenie spéjnosci ukdadu U, ktdéry jest rozdzielony na dwa roz-
+aczne poduktady Uj oraz Ug. Uktad eliminacji drgan modeluje sie gra-
fem o trzech sktadowych blokach (rys. 2), przy czym ukdadowi eliminatora
- p

odpowiada podgraf X2.

Ola dyskretnych modeli ukdad eliminatora E moze posiada¢ ro6zne struk-
tury, wsréd ktérych wyréznimy:

1. Elementarny eliminator Jednomasowy, z4ozony 2z pojedynczej masy
do ktoérej dotgczono amortyzatory sprezynowe oraz tdumiki drgan (rys. A.l,
rys. 4.2).

m,
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mOs
Xc:
i
1*o
Rys* 4.1 Rys, 4.2
2. Wielomasowy eliminator o strukturze rownolegtej sktadajacy sie z n-

elementarnych eliminatoréw po#aczonych réwnolegle (rys. 5).

Rys, 5.1

3. Wielomasowy eliminator o struktu-

rze szeregowej (rys. 6). Tego rodzaju
eliminator nosi nazwe filtru niskich cze-
stosci ze wzgledu na przenoszenie przez
niego drgan w ograniczonym zakresie cze-
stosci wzbudzenia.

3. Przyktad zastosowania metody gra-

fow i liczb strukturalnych kategorii dru-
giej w analizie z#ozonego uktadu elimi-
Rys. 6 nacji drgan.

Rozpatruje sie uktad gtdéwny o szesSciu
stopniach swobody, majacy strukture szeregowg (rys. 7), przy wymuszeniu
harmonicznym F(t) dziatajacym na jedna z mas. Dis uproszczenia rozwazen
zatozono przypadek ukdadu jednorodnego o identycznych wartosciach pars-
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k4 Ks Kv*é
- VWI- “WyV- -
U 5 6
\ ~ihH o
ct u. ¢c5 U ¢s F <v
4 *s *6
Rys. 7
metréw dynamicznych, czyli gu/: mA=m dla i ¥F- 1%2,.., .56, ct = c, =

=k dla 1-1,2..... 7.

Graf biegunowy uktadu przedstawiony na rys, 8,1 zastgpiono grafemblo-
kowym kategorii drugiej (rys. 8.2), ktoéoregostruktury sktadowychblokéw
se znane 1 pokazane na rys. 8.3.

Rys. 8.1 Rys. 8.2

Rys. 8.3

2
Liczba strukturalna kategorii drugiej grafu blokowego X uktadu wy-
raza sie podanym wczes$niej wzorem (4). Poszczegdélne elementy tej liczby
se liczbami strukturalnymi odpowiadaj ecymi blokom grafu X 1 wynosze:
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1 1 1 2 12

IAb=cC1 121 R 12 23] . (8),
2 12 23 12 23

3 3 4
2a = [3 34][4 34] @),

4 34 34
2Aa 2w 2ab m D3 341 opap - (8),

“c 5 6 6 45
. [5 45 56] i6 56] a mo 6 45 45 _ (8),
3Aa 6 56 45 56 56 L4 ®)

- 45 56 56
gdzie £ja] jost modutem mnozenia liczb strukturalnych.
Przyjmujac oznaczenia:
jr, r =co/<o co, « fk/in, h *
1 1 - ks
kody krawedzi wyrazono w wielkosciach bezwymiarowych
2 2

S1“a6 "8 + hs + 1, a2 Bs3 “ @4 " a5 8 ,
812 “ ®23 “ 834 " s45 356 a * L. ®

Wyznacznik liczby strukturalnej (4), przyréwnany do zera, okresla roéw-
nanie charakterystyczne uktadu:

IAb 2Ab 3A + IAb 2A 3Aa + 1A 2Aab 3A + 1A 2Aa 3Aa O 10)

Dla uktadu bez thumienie réwnanie (10) przy uwzglednieniu zaleznosci
(8, 9) prowadzi do nastepujacego roéwnania charakterystycznego:

rl2 - 12r10 + 55r8 - 120r6 .+ 126r4 - 56r2 + 7 = 0. a1

Zatozono, ze czestos$¢ sity wymuszajecej je3t rowna jednej z czestosci
rezonansowych ukdadu, ktéra wyznaczona z réwnania (11) ma warto$¢ r=1,21
(to= 1,21c0j). Przyjeto do dalszych obliczen réwniez wartos¢ wspotczynni-
ka tdumienia h = 0,01.

wov>rzas :

al “ S6 “ -0%5 + 1*21 = 10“2j , (12)
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s5 » -1,45,
(12)

-.-2.
al2 ” a23 “ ®34 ” s45 * a56 " 1 + 1,21 * 10 -

Bezwymiarowe amplitudy rezonansowa ukdtadu wyrazaje eie nastepujacymi
zaleznosSciami:

« i= H,i(r), aj . H21(r), ofd -H 31(r). «6 - Ha1(r) .
ktére sg opisane odpowiednio wzorami (7)1> (7)3, (?)4 oraz:
Sim(2A  , "A, )

z

|
° i 3
_z 1 _a_l_:g_ _1 L o (13)
|

gdzie |-l jest znakiem wartos$ci bezwzglednej, d» « [2], d3 = [5],
Funkcja wyznacznikowe wystepujace w wyrazeniach (7), (13) dla rozwaza-
nego przyktadu maje postac:

D21 ~ clst P EI (I4)l
2Aa O
3Aa 3A
[3
°31 = dot as.
[34]
3Aa
03 = det [34] 14,
Sim(2A , 2A, ) = det [341 w),
z ®1 3
16 561
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2] 12
2] 21 u1! 23
s det 14,
2Ab  2A Vo oopa
3A 3Aa 3A 2R,

Do dalszych obliczeh wyznaczono nastepujace funkcje wyznacznikowe:

det -A = det ,A =-1,25 - 4,5 . 10-2J,
det "Ag = det jA~ = -0,45 + 0,66 . 10_2j

det ~AM = det ~Aa = -0,70 + 0,77 . 107%f,

(15)
det xAba « 0,55 + 2,42 . 107¢j,

det 2A = -0,81 - 3,5 . ICf2j

det ,A = det ,A, « -0,45 + 1,21 . 10-2j,

Po uwzglednieniu (12) oraz (15) we wzorach (7), (13), (14) otrzymano
wartosci bezwymiarowych amplitud rezonansowych ukdadu:

oy = 9,75, 0C2 =2,46, CC3 = 8,93, OCA =6,96, of = 5,47, O = 9,95.

Modyfikacja uktadu przez dotaczenie do jednej z Jego mas dynamicznego
eliminatora drgan o parametrach (mO, cQ, k ) prowadzi do uzyskania gra-
fu o strukturze pokazanej na rys. 3. Graf eliminatora Xg (rys. 4.1) po-
siada nastepujace wartosci kodow krawedzi:

a0 =~s2, ai0 «/i (g2 + hQgs) (16)

gdzie :
ix=mQ/m, hQ . - lf? s = jr.

0
Liczba strukturalna grafu X (rys. 3) uktadu zmodyfikowanego wynosi:
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gdzie :

S [d°) =ab = [ocioy

Pokazemy, ze tak okreslona liczba strukturalna (17) pozwala w prosty
spos6b wyznaczy¢ amplitudy drgan uktadu zmodyfikowanego z wykorzystaniem
wyprowadzonych wczesniej zaleznosci (13) , (14), (15).

Obliczajec pochodne algebraiczne liczby strukturalnej (17)

9V
(18),
9Pil
oAb
27-\ 27-\
3 ZA" aioel c1
3[aij 18)...
ob
oraz wyznaczajac przekroj liczb (18)~, (18)?
92/ 32* »
19)
W n “ (Aai®° ” ai)oAb
uzyskuje sie nastepujaca zaleznos¢ dla funkcji Jednoczesnosci liczby
strukturalnej uktadu zmodyfikowanego:
SimMisj, a/ « Sim(air aA) . Dob> (20)
gdzie :
Dob " det oAb = ao + Eio + + h0le)° (1)

Amplituda i-tej masy uktadu z eliminatorem drgan wyraza sie zatem wzo-
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Amplitude przemieszczenia eliminatora mozna wyznaczy¢ ze zwigzku:

a
Simta”~ aD) det
Kol 23)
dat 2A* det 2A*

Rozwazmy przypadek, gdy eliminator dotgczono do pierwszej masy ukdadu
(@i “ ai™ Liczba strukturalna jest okreslona wzorem (17) , przy czym jej
sktadowe majag postac;

32,

« @Z-— wyrazona zaleznos$ciag (6)1,

oAb " [° W]- @4
Do szczeg6towych obliczen przyjeto nastepujace wartosci parametréow eli-

fu X, sa réwne:

a0 * alo = 0.146 + 1,46 . 10~2j

Wyznaczone na podstawie zaleznosci (17), (22), (23) amplitudy uktadu
zmodyfikowanego wynoszg:

oc*= 0,45, CX* = 0,125, O0C*= 0,43, Of* = 0,325, <X* = 0,26, CK* = 0,54,

<X*= 5,68,
[0}

4. Wnioski

Zaproponowana w pracy analiza uktadéw mechanicznych za pomoca graféw i
liczb strukturalnych wykazata duzg efektywno$¢ i uzytecznos$¢ tych metod w
modelowaniu z4ozonych uk#adoéw. Dzieki metodom agregacji grafu i operowa-
niu liczbami strukturalnymi kategorii drugiej mozna znacznie upros$cié¢ spo-
s6b wyznaczania funkcji charakterystycznych dowolnego liniowego uktadu
mechanicznego. Ma to szczegblnie duze znaczenie w modelowaniu ztozonych
uktadéw, co zilustrowano na wybranym przyktadzie ukdadu eliminacji drgan.
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XHHEPrPASH H CTPyKTyPHRE tffIQUIA BHCuUlEM KATErOPHK
KAK MOJIEJIH CJIOSHHX CHCTEM 3JIHMHHAUHH KOJIEBAHHTi

Pe 3KmMe

B paboTe, npn Hcnojib30BaHHH MeTo"a rpa$0B h cTpyKiypHbix 'jaoea Bucmea ica-
TeropHH, flaeTca cnocod MOsejmpoBauHji OHCTeM sJiHMHHaitHH KOJieCaHHS. HcnojiB3ya
Meio# arperaiiaH rpa$0B h npmiHMaH cipyKTypHHe qncjia Biopoil KaTeropM 6hie
onpenelJiSHHue xapaKTepucTHKH cjioatHoft chctomh sliHMHHauHH Kojiebamift. nolJiygeH-
Hfcte pe3yjn>TaTu noKa3alin a<xi>eKTHBHOCTB stoSI mbtohu ajih OHCTeM c SoliftmuM gxc-
jzom cTeneHHH cboOaojjh. »

GRAPHS AND STRUCTURAL NUMBERS HIGHER CATEGORY AS MODELLS
OF COMPLEX SISTEMS FOR THE ELIMINATION OF VIBRATIONS

Summary

Applying the method of graphs and structural numbers, the paper pre-
sents. a new way modelling systems of the elimination of vibrations. Ba-
sing on the properties of the graphs and structural numbers of the second
category, as well as on the methods of graphs aggregations, it has been
shown to what extent changes in the structure of the systems affect its
response. The obtained results confirm the effectivity of this method in
the case of systems with a multiple degree of freedom.



