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ZWARTE KOLOROWANIE MALYCH GRAFOW DWUDZIELNYCH.
EKSPERYMENTY KOMPUTEROWE

Streszczenie. Rozwazamy pewien stosunkowo nowy model kolorowania
krawedziowego graféw zwany zwartym kolorowaniem. Polega on na przypisaniu
krawedziom grafu liczb naturalnych w taki sposob, by kolorowanie to byto legalne oraz
kolory krawedzi incydentnych do dowolnego wierzchotka tworzyty zwarte przedziaty.
Okazuje sie, ze nie wszystkie grafy mozna kolorowaé w sposéb zwarty. Praca
prezentuje w skrocie podstawowe wiasnosci zwartego kolorowania. Dalsza czesé
opisuje przebieg Kilku doswiadczen komputerowych majacych na celu weryfikacje
pewnych hipotez dotyczacych zwartego kolorowania na matych grafach dwudzielnych.

COMPACT COLORING OF SMALL BIPARTITE GRAPHS.
COMPUTER EXPERIMENTS

Summary. In this paper we consider some relatively new model of edge coloring called
compact. It consists in ascribing natural numbers to the edges of a graph in such a way
that obtained coloring is legal and colors of edges incident to any vertex constitute
compact intervals. It occurs that not all graphs can by colored in this way. This article
shortly describes basic properties of compact coloring and presents a few computer
experiments performed to verify on small bipartite graphs some hypotheses concerning
compact coloring.

1. Wprowadzenie

Kolorowanie zwarte graféw stanowi stosunkowo nowy, cho¢ nie pozbawiony
znaczenia praktycznego, model kolorowania krawedziowego. Problem postawiony jest
nastepujaco: dla danego grafit nalezy znalez¢ takie przyporzadkowanie jego krawedziom liczb
naturalnych (zwanych ich kolorami), by krawedzie incydentne uzyskiwaly rozne barwy
(legalno$¢ kolorowania) oraz kolory krawedzi spotykajacych sie w jednym wierzchotku
tworzyty ,,zwarty przedziat” ztozony z kolejnych liczb naturalnych. Podstawowa cechg tego
modelu jest fakt, iz nie wszystkie grafy dajg sie pokolorowa¢ w sposob zwarty. Co wiecej,
zagadnienie istnienia zwartego kolorowania okazuje sie NP-zupetne nawet wséréd graféw
dwudzielnych. Jest to o tyle istotnie, ze wtasnie zwarte kolorowanie grafow dwudzielnych ma

istotne zastosowania praktyczne w szeregowaniu zadan. Bowiem dla systemu otwartego o
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zero-jedynkowych czasach wykonywania operacji istnienie harmonogramu bez przestojow
zaréwno po stronie maszyn, jak i zadan odpowiada konstrukcji zwartego pokolorowania dla
pewnego grafu dwudzielnego. Takiego mianowicie, ktérego wierzchotki jednej partycji
stanowig maszyny, a drugiej - zadania, za$ krawedzie miedzy nimi symbolizujg istnienie
pewnej operacji w danym zadaniu wykonujacej sie na konkretnej maszynie. Opisana analogia
stanowi motywacje do wnikliwszego rozwazenia przypadku graféw dwudzielnych w
kontekscie kolorowania zwartego. Interesujace jest okreslenie, jakie struktury grafow
dopuszczajg istnienie zwartego kolorowania - co implikuje istnienie harmonogramoéw bez
przestojow dla pewnych szczegblnych sytuacji.

Pomimo wzmiankowanego wyniku negatywnego wiele klasycznych rodzin graféw
dwudzielnych daje sie kolorowa¢ w sposob zwarty i to w wielomianowym czasie. Nie jest
znany najmniejszy graf dwudzielny nie posiadajacy zwartego pokolorowania, a najmniejsza
opisana konstrukcja takiego grafu, zwana rozetg Matafiejskiego, zawiera az 19
wierzchotkow i 45 krawedzi. Te i inne wyniki sugerujg iz istnienie zwartego kolorowania
stanowi ceche powszechng wsréd graféw matych i rzadkich - brakuje jednak istotnych
wynikéw teoretycznych potwierdzajgcych tg hipoteze. W tej sytuacji autor zdecydowat si¢ na
przeprowadzenie serii do$wiadczern komputerowych majacych na celu weryfikacje na matych
grafach kilku hipotez dotyczacych tej tematyki. Artykut niniejszy stanowi podsumowanie ich

wynikow.

2. Podstawowe wtasnos$ci kolorowania zwartego

W pracy bedziemy stosowa¢ standardowg w teorii graféw notacje. Symbol G(V,E)
opisuje graf o zbiorze wierzchotkéw V i zbiorze krawedzi E, N - jest zbiorem liczb
naturalnych, deg(v) to stopien wierzchotka v, a A to maksymalny stopien w calym grafie,
wreszcie n,m stanowig odpowiednio liczby wszystkich wierzchotkéw i krawedzi w G. Dla
graféw dwudzielnych bedziemy niekiedy stosowac zapis G(V\,V2,E), gdzie V\uV2=V(G) sa

obydwiema partycjami wierzchotkéw o rozmiarach /i] i n2. Rozwazane beda grafy proste.

Definicja 1. Niech G(V,E) bedzie dowolnym grafem. Funkcje c: E—N nazywamy
pokolorowaniem krawedziowym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wierzchotka v grafu
krawedzie incydentne do v uzyskuja parami rézne kolory. Pokolorowanie to jest zwarte, gdy
dla kazdego wierzchotka v zbior (c(e) : eeE - vee} stanowi zwarty przedziat ztozony z

kolejnych liczb naturalnych.
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Jak sie okazuje, nie wszystkie grafy mozna pokolorowa¢ w sposéb zwarty. Rozwazmy
wiec graf G, dla ktérego jest to mozliwe, ijego zwarte pokolorowanie c. Definiujemy funkcje
g: E—»{0,...,zI-1} dang wzorem g(e) = c(e) mod A. Zbiér kolorow uzyskanych w
pokolorowaniu ¢ przy dowolnym wierzchotku v jest zwartym przedziatem ztozonym z deg(v)
liczb, czyli wartosci funkcji g na tych krawedziach sg r6zne. Mamy zatem:

Twierdzenie 1. [1] Kazdy grafdajacy sie pokolorowac w sposéb zwartyjest klasy 1 O

Fakt ten daje podstawe do okre$lania graféw posiadajagcych zwarte pokolorowanie
mianem graféw klasy 0. W ten sposéb klasa 0 staje sie podzbiorem klasy 1, czyli klasy
wszystkich graféw A-kolorowalnych. Jest to podzbior wiasciwy, grafy spoza klasy 0 znajdujg
sie nawet wéréd dwudzielnych. Najmniejszy obecnie znany graftej postaci, zwany rozetg Mj,

ma 19 wierzchotkow ijest pokazany ponizej:

Rys. 1. ATias - najmniejszy grafklasy 1 nie dajacy sie kolorowac¢ w sposéb zwarty
i najmniejszy znany grafdwudzielny o tej wtasnosci

Fig.l. ATiia—the smallest Class 1 graph which is not compactly colorable and the
smallest known bipartite graph with this property

Wazne z punktu widzenia szeregowania zadan jest nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 2. [16] Problem polegajacy na sprawdzeniu, czy dany graf dwudzielny mozna

zwarcie pokolorowacjest NP-zupelny. 0

Przejdzmy teraz do przypadkéw grafow dwudzielnych, dla ktérych zwarte
kolorowanie zawsze istnieje. Odnotujmy najpierw oczywisty fakt:

Twierdzenie 3. [1,8,9] Kazdy grafregularny z klasy 1 moznapokolorowac¢ w spos6b zwarty.O

W szczegdlnosci stosujac najszybszy znany algorytm (patrz [2]) zi-kolorowania
krawedziowego grafu dwudzielnego o ztozonos$ci 0(m log n) uzyskujemy:
Twierdzenie 4. [1,8,9] Istnieje algorytm kolorujgcy zwarcie dwudzielne grafy regularne o

ztozonosci O(m log n). O
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Twierdzenie 5. [1,8,9] Istnieje liniowy algorytm kolorujacy w sposéb zwarty dowolne drzewo
lub grafdwudzielnyjednocykliczny G kolorami 1
Dowdéd. Odpowiednie kolorowanie dla drzewa zapewnia prosty algorytm:

1. Kolorujemy wybrang krawedz kolorem k.

2. Czy zostaty jeszcze jakie$ niepokolorowane krawedzie? Jesli nie - koniec.

3. Znajdujemy niepokolorowang jeszcze krawedz e, ktdrej wierzchotek kornicowy v tgczy sie
juz z pewna pokolorowang krawedzia.

4. Niech {a b} oznacza przedziat koloréw uzytych dotad przy v. Wtedy e nadajemy kolor

a-1 lub 6+1, tak by nalezat on do {1....... A).
5. Skok do 2.

Poprawnos$é algorytmu wynika z faktu, ze przy kazdym wejsciu do kroku 2 krawedzie
juz pomalowane stanowig zwarcie pokolorowane i spdjne poddrzewo w G. W przypadku
grafu jednocyklicznego najpierw kolorujemy cykl na przemian barwami 1 i 2, nastepnie
postepujemy zgodnie z algorytmem. O

Pozostate twierdzenia przytoczymy bez dowodéw odsytajagc zainteresowanego
czytelnika do stosownej literatury.

Twierdzenie 6. [12] Wszystkie grafy dwudzielne o liczbie cyklomatycznej nie przekraczajacej
8 mozna pokolorowac w spos6b zwarty. O
Twierdzenie 7. [8,9] Istnieje algorytm o ztozono$ci 0{m) kolorujacy petne grafy dwudzielne

przy uzyciu «i+«2-nwd(«i,«2) koloréw. O

Graf dwudzielny G(Vi.Pj) nazywamy biregularnym typu (Ai.Aj), gdy kazdy
wierzchotek z V\ ma stopien Ait a kazdy wierzchotek z V2 stopien A2. Oczywiscie, petne grafy
dwudzielne sg biregularne. Jak dotad nie wiadomo, czy wszystkie grafy biregularne sa klasy
0, istniejg jednak pewne wyniki czesciowe. Dla wszystkich graféow typu (3,4) do 21
wierzchotkéw wigcznie przynaleznos¢ do klasy zero pozytywnie zweryfikowano

komputerowo w [6],

Wyniki zawarte w [13,14] dowodza, ze:
Twierdzenie 8. Grafy biregularne typu (2,A) mozna kolorowaé w sposob zwarty w czasie 0(n
A log m) przy uzyciu A+\ lub A koloréw odpowiednio dla nieparzystej lub parzystej
wartosci A. O

Ponadto dla graféw o co najwyzej trzech wierzchotkach w jednej z partycji mamy:
Twierdzenie 9. [6,8,9] Istnieje liniowy algorytm kolorujgcy zwarcie grafy dwudzielne o

min{«i,«2} ¢3 uzywajgcy co najwyzej A+2 kolory.

Grafem podkubicznym nazywamy grafo maksymalnym stopniu A<3.
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Twierdzenie 10. [6,8,9] Kazdy graf dwudzielny podkubiczny mozna kolorowaé zwarcie
uzywajac nie wiecej niz czterech koloréw. Istnieje algorytm o ztozonosci 0(n32) kolorujacy

takie grafy przy uzyciu minimalnej liczby koloréw.

Przystapimy teraz do opisu doswiadczerh komputerowych zwigzanych z kolorowaniem
zwartym. Eksperymenty dzielg sie na dwie fazy - w pierwszej przygotowywany jest katalog
wszystkich nieizomorficznych graféw z pewnego interesujgcego nas zbioru, w drugiej kolejno
prébujemy zwarcie pokolorowaé kolejne grafy z katalogu. Do generacji wykorzystywano
zaréwno witasne programy, jak réwniez korzystano z pakietu NAUTY (autorstwa Brendana
McKay) dostepnego na stronie http://cs.anu.edu.au/people/bdm (patrz [15]). Procedura
kolorujaca graf w sposéb zwarty opiera si¢ na technice rekurencyjnego przeszukiwania
wszystkich mozliwosci, przy tym w kolejnym kroku rekursji przydzielamy barwy wszystkim
krawedziom sasiednim do pewnego wierzchotka, ktérego jedna z krawedzi juz wcze$niej
uzyskata kolor. Eksperymentalnie stwierdzono, ze czas pracy takiego algorytmu bardzo silnie
zalezy od kolejnosci wyboru wierzchotkdw do kolorowania - z reguty stosowano wiec

strategie ich losowego doboru.

3. Grafy o czterech wierzchotkach w jednej partycji

Zgodnie z twierdzeniem 9, kazdy graf dwudzielny o co najwyzej trzech wierzchotkach
w jednej z partycji mozna pokolorowaé¢ w sposéb zwarty. Wiedzielimy tez, ze trdjka jest
najmniejsza liczbg o tej wiasnosci. Opiszemy eksperyment majacy na celu znalezienie
najmniejszego takiego grafu dwudzielnego. Zadanie to sprowadza sie do wygenerowania i
préby zwartego pokolorowania kolejno coraz to wiekszych graféw dwudzielnych, majacych
w jednej z partycji doktadnie cztery wierzchotki. Grafy takie na uzytek tego paragrafu
nazwiemy 4-procesorowymi przez analogie do systemu otwartego przez nie opisywanego,
owe cztery wierzchotki tworzace jedng partycje - nazwiemy procesorami, a wierzchotki
drugiej partycji - zadaniami.

Zagadnienie podzielono na dwie czesci: najpierw napisany zostat generator
wszystkich nieizomorficznych graféw 4-procesorowych o podanej liczbie zadan - uzyskane
grafy gromadzone byly w plikach dyskowych. Drugi program stuzyt do sekwencyjnego
przegladania otrzymanych plikéw i sprawdzania istnienia zwartego kolorowania dla
zgromadzonych grafow.

Najmniejszy graf dwudzielny 4-procesorowy, nie nalezacy do Kklasy 0, oczywiscie,

musi by¢ spéjny, zawiera co najmniej 5 zadan (przypadki graféw o 4 wierzchotkach w obu
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partycjach sprawdzono oddzielnie), nie moze tez mieé¢ wierzchotkéw stopnia 1. Dlatego
dopuszczalne stopnie dla zadan wynoszg 2,3,4. Tak wiec mamy co najwyzej 11 grup zadan o
tych samych sasiadach i do opisu graféw uzywamy formatu 11-elementowej tablicy liczb
okreslajacych liczebnosci poszczeg6lnych grup. Teraz wygenerowanie tablic opisujgcych
wszystkie grafy o podanej liczbie zadan (czyli sumie elementéw) jest proste, jednak przed
zapisaniem uzyskanej tabeli sprawdzamy, czy graf nasz spetnia opisane wyzej warunki.
Ponadto celem usunigcia izomorficznych kopii dokonujemy zapisu, kiedy nasza tabela jest
leksykograficznie najmniejsza spo$réd wszystkich 4!=24 tabel powstatych z tego samego
grafu przez zmiane numeracji procesoréw. Ostatecznie uzyskano nastepujgce liczby
nieizomorficznych graféw 4-procesorowych:

Liczba 5 6 7 8 9 10 n 12 13 14 15
zadan

Liczba 139 389 948 2115 4401 8670 16308 29515 51616 87609 13587
grafow

W ostatnim wierszu ograniczono sie do graféw mniej niz 45-krawedziowych, tyle bowiem
krawedzi posiada rozeta Mi. Ostatecznie wszystkie uzyskane wyzej grafy okazaly sie

zwarcie kolorowalne.

Wniosek 1. [6] Rozeta Mi jest najmniejszym grafem 4-procesorowym nie nalezgcym do
klasy 0. O
Wynik ten pozwala na sformutowanie nastepujacej hipotezy.

Hipoteza 1. Rozeta Mijest najmniejszym grafem dwudzielnym nie nalezgcym do klasy 0,

4. Mate grafy dwudzielne

Przeprowadzone w paragrafie 3 badania mozna potraktowaé jako prdbe
wyrywkowego zweryfikowania hipotezy 1. Oméwimy teraz eksperyment majacy na celu
bardziej systematyczne podejécie do tego zagadnienia. Bedziemy sprawdza¢ przynaleznosé
do klasy 0 wszystkich graféw dwudzielnych o coraz wigkszej liczbie wierzchotkéw, do 14
wiacznie. Doswiadczenie skiladato sie z dwoch faz: przygotowanie katalogéw
nieizomorficznych spéjnych graféw dwudzielnych okre$lonego rzedu za pomocg programu
geng pochodzacego z pakietu NAUTY, i préby ich zwartego pokolorowania. Przed
przystapieniem do kolorowania nalezato usung¢ grafy, o ktérych wiemy, iz zaden nie moze
by¢ najmniejszym dwudzielnym nie dajgcym sie pokolorowaé¢ zwarcie. Skorzystano tu z

twierdzen 2.5, 2.8, 2.9, 211, oraz z oczywistych powodoéw odrzucono grafy wierzchotkowo 1-
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spojne lub zawierajace pare sgsiednich wierzchotkéw stopnia 2. Bodaj najefektywniejszy filtr
powstat z potaczenia twierdzen 2.10 i 3.1, co pozwolito na usuniecie wszystkich graféw
posiadajacych mniej niz pie¢ wierzchotkow w ktorejkolwiek partycji. W szczegolnosci
mozemy rozpoczaé dopiero od grafow rzedu 10. Uzyskane ilosci wszystkich spojnych graféw

dwudzielnych i pozostatych z nich po zastosowaniu powyzszych filtréw przedstawia tabela 1

Tabela 1
Grafy dwudzielne spdjne i po odfiltrowaniu
Liczba Grafy dwudzielne Grafy po
wierzchotkow spéjne odfiltrowaniu

10 4032 368
n 25598 4236
12 212780 50295
13 2241730 677398
14 31193324 11684681

Jak wspomniano, bardzo istotne znaczenie dla szybkosci procedury kolorujacej ma
porzadek, w jakim wybierane sg kolejne wierzchotki. Zastosowano technike stopniowego
odfiltrowywania grafow klasy 0 - wejsciowy plik jest przepisywany do wyjsciowego, przy
czym odrzucamy wiersze z grafami, ktére udato sie zwarcie pokolorowaé w czasie nie
przekraczajagcym pewnego limitu (poczatkowo byto to 0.5 sekundy). Przy tym kolejnosc
wyboru wierzchotkéw wewnatrz procedury kolorujacej byta losowa. Dlatego grafy, ktére nie
zostaty pokolorowane przy pewnym porzadku wierzchotkéw, czesto byty odfiltrowywane w
ktoryms$ z kolejnych podejsé. Przez Kkilka pierwszych obiegéw liczba graféw w pliku
zazwyczaj zmniejszata sie ponad dziesieciokrotnie, pozniej efektywnos$¢ filtracji malata i

wtedy zwigkszano limit czasu dostepnego najeden graf. Wynikiem doswiadczenia jest:

Wniosek 2. Wszystkie grafy dwudzielne o liczbie wierzchotkdw nie przekraczajgcej 14 sg
klasy 0. O

Ze wzgledu na bardzo szybki wzrost liczby graféow dwudzielnych w funkcji ich rzedu
autor sceptycznie odnosi sie do pomystu komputerowego zweryfikowania hipotezy 1 poprzez
systematyczne kolorowanie graféw dwudzielnych do 18 wierzchotkéw wigcznie. Takie
podejscie wydaje sie byé niewykonalne, chyba ze hipoteza nie jest prawdziwa, a

kontrprzyktad ma rozmiar niewiele przekraczajacy wielkosci grafow juz przebadanych.

5. Klasa zerowa i pierwsza - statystyka dla matych graféw

Wiadomo, ze klasa 0 stanowi podzbidr klasy 1, interesujgca moze wiec by¢ informacja

o tym, jak powszechnym zjawiskiem ws$rod graféw typu pierwszego jest posiadanie zwartego
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pokolorowania. Badania takie przeprowadzono dla matych graféw spdjnych - do 9
wierzchotkdéw. Za pomocg generatora geng utworzono katalogi takich graféw o odpowiednich
rzedach. Nastepnie odsiano Kklase 2, a pozostate grafy prébowano kolorowac¢ zwarcie
Otrzymano w ten spos6b zbiory wszystkich nieizomorficznych graféw klasy 0 do 9

wierzchotkow wiacznie. Wyniki liczbowe przedstawia tabela 2.

Tabela 2
Wyniki liczbowe
Liczba Grafy W tym grafy W tym grafy Grafy klasy 1
wierzchotkow spdjne klasy 1 klasy 2 spoza klasy 0
%
3 2 1 1 0 0
4 6 6 0 0 0
5 21 17 4 2 11.8
6 112 109 3 5 4.6
7 853 821 32 49 6.0
8 11117 11050 67 190 1.0
9 261080 260150 930 3185 1.2

Podobnie, jak klasa 2 stanowi znikomag cze$¢ grafow o danym rzedzie (patrz [3]), tak i
wiekszo$¢ matych graféw klasy 1 posiada zwarte pokolorowanie. Jest to o tyle zaskakujace,
ze oba problemy decyzyjne sg NP-zupetne.

Przedstawimy teraz mate grafy klasy 1 nie dajgce sie kolorowaé w spos6b zwarty.
Najmniejszy zostat juz zaprezentowany na rysunku 1, drugi 5-wierzchotkowy to koto Ws, a

oto wszystkie takie grafy oparte na szesciu wierzchotkach:

Rys.2. Wszystkie grafy klasy 1 nie nalezace do klasy 0 oparte na sze$ciu wierzchotkach
Fig.2. All the Class 1 graphs not belonging to Class 0 with six vertices
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Abstract

In this paper we consider some properties of compact coloring of bipartite graphs. This
model has practical applications in the theory of scheduling in open shop.

Firstly, we remind some basic properties of compact coloring. Graphs which can be
colored in this way form a subset of Class 1 graphs and so we call them Class 0 graphs. But
the recognition of these graphs is NP-complete even for bipartite graphs. On the other hand, a
lot of classic families of bipartite graphs can be compactly colored in polynomial time. Some
results suggest that small and sparse bipartite graphs are very often compactly colorable

This article describes three computer experiments made to verify some theoretical
conjectures concerning compact coloring. The first and the second experiment deal with
finding the smallest bipartite graph not belonging to Class 0. We show that all bipartite graphs
with at most 14 vertices are of Class 0, the same as all bipartite graphs up to 18 vertices with
one partition of size at most 4. The third experiment concerns not only bipartite graphs. It
suggests that Class 0 graphs are very widespread among small graphs of Class 1.



