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OCENA DOKŁADNOŚCI METODY PUNKTÓW OSOBLIWYCH 
W ZASTOSOWANIU DO OBLICZANIA OPŁYWU PŁATÓW NOŚNYCH

Streszczenie. W referacie podano podstawowe zależności z zakresu 
odwzorowania konforemnego opływu okręgu na opływ profili teoretycz
nych Żukowskiego, Karmana-Trefftza oraz Carafolego. Dokonano po
równania wyników obliczeń opływu płatów nośnych metodami: odwzoro
wania konforemnego oraz punktów osobliwych, na przykładzie współczyn
nika siły nośnej i rozkładu ciśnienia na konturze wybranych profili.

Zestawienie oznaczeń 

a - promień okręgu,
c - liczba rzeczywista (odcięta bieguna odwzorowania w płaszczyź

nie pomocniczej), 
e - podstawa logarytmu naturalnego,
g - przyspieszenie ziemskie,
i - jednostka urojona,
lc - długość cięciwy profilu,
n - wykładnik potęgowy rzeczywisty,
p - ciśnienie statyczne,
v - prędkość zespolona,
w - potencjał zespolony,
xc, yc - współrzędne średniej linii profilu,
y^ - współrzędna grubości profilu,
z = x+iy - współrzędne punktu na płaszczyźnie zespolonej,
0^ - współczynnik ciśnienia,
Cz - współczynnik siły nośnej,
R - reakcja wypadkowa,
5 - powierzchnia odniesienia,
V - moduł prędkości,
X, Y - składowe reakcji wypadkowej,
CC - kąt natarcia,
6 - kąt ostrza profilu, kąt napływu cieczy,
^ - współrzędne punktów okręgu w płaszczyźnie pomocniczej,

- wektor przesunięcia środka odwzorowywanego okręgu względem po
czątku układu współrzędnych,
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- gęstość płynu,
q - stała rzeczywista,

- stała zespolona, 
p - cyrkulacja,

0  - kąt bieżący (0 = 0 - 27t),
_A_ - stała zespolona.

Indeksy
00 - przepływ niezakłócony,
p - na powierzchni profilu,
- — wartość sprzężona.

1• Ws tęp

Metoda punktów osobliwych znajduje coraz szersze zastosowanie w obli
czeniach elementów przepływowych pomp wirowych. V zastosowaniu do pomp 
śmigłowych rozwijany jest , 6 ĵ ten wariant metody, którego podstawy te
oretyczne opracował E. Martensen [2]. Dokładność wyników obliczeń opływu 
profili tą metodą zależy od liczby punktów obliczeniowych oraz zastosowa
nej metody numerycznego obliczania całki osobliwej, występującej w równa
niu przepływu. Dla potrzeb praktycznego wykorzystania metody punktów oso
bliwy oh w prójektowaniu pomp śmigłowych został opracowany program kompu
terowy opisany w £6 ], który realizuje obliczenia opływu profili i palisad 
profili płatów nośnych.

Celem niniejszego opracowania jest dokonanie oceny dokładności wyników 
uzyskiwanych za pomocą tego programu, a szczególnie rozkładów prędkości i 
ciśnienia na konturze profilu oraz współczynnika siły nośnej.

Dane do oceny uzyskano za pomocą metody odwzorowania konforemnego, któ
ra umożliwia wyznaczenie dokładnych (analitycznych) wyników obliczeń opły
wu tzw. profili teoretycznych. Na podstawie wzorów podanyoh w [J*, wy
prowadzono zależności na: współrzędne, prędkość i ciśnienie na konturze 
oraz współczynnik siły nośnej dla charakterystycznych typów profili teo
retycznych (Żukowskiego, Karmana-Trefftza oraz Carafolego). Następnie 
wykonano odpowiedni program na m.c. i zrealizowano obliczenia opływu wy
mienionych profili, uwzględniając szeroki zakres parametrów geometrycz
nych profilu oraz kąta natarcia. Odwzorowane profile obliczono powtórnie 
metodą punktów osobliwych, a wyniki obliczeń opływu wybranych profili u- 
zyskane obu metodami zestawiono na wykresach.
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2. Odwzorowanie opływu okręgu na opływ profilu 
za pomocą funkcji Karmana-Trefftza

Funkcja odwzorowująca (1 ) lub po przekształceniu (2 ), nazywana jest w 
aerodynamice funkcją Żukowskiego

.--3° - (-Łz_+ 2c ¡5 +

( 1 )

( 2 )

Funkcja ta odwzorowuje opływ okręgu w płaszczyźnie pomocniczej ^ na 
opływ profilu lotniczego w płaszczyźnie przepływu z, a linię prądu będą
cą okręgiem odwzorowuje na sam profil. ¥ wyniku odwzorowania okręgu prze
chodzącego przez punkt F*(c,0) (biegun odwzorowania) i zawierającego we 
wnętrzu początek układu za pomocą funkcji (1 ) otrzymuje się profil Żukow
skiego charakteryzujący się zerowym kątem ostrza opływu.

Karman i Trefftz podali funkcję odwzorowującą podobną do funkcji Żuko’.*- 
skiego* ale transformującą okrąg przechodzący przez punkt F*(c, o) płasz
czyzny pomocniczej na profil z ostrzem o dwu stycznych.

gdzie:

m =

v- Ul
( f e )  (3)

W

¥ przypadku zerowego kąta ostrza profilu (5= 0 ), wzór (3 ) przyjmuje 
postać wzoru Żukowskiego (2). ¥yprowadzone w dalszej części niniejszego 
rozdziału zależności dla profilu Karmana-Trefftza będą zatem słuszne rów
nież dla profilu Żukowskiego.

2.1. ¥yznaczenie współrzędnych profilu
¥ zależności od położenia okręgu w płaszczyźnie pomocniczej otrzymuje 

się różne kształty odwzorowywanego profilu w płaszczyźnie przepływu (rys. li 
Równanie odwzorowywanego okręgu ma następującą postać

przy czym
ę = $0 + ę'

2̂ = = a(cos0 + i sin©)

(5)

(6 )
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Rys. 1. Odwzorowanie okręgu na profil z ostrą krawędzią spływową

Przesunięcie dobiera się tak, aby okrąg po przesunięciu przecho
dził przez punkt F*(c, 0) płaszczyzny ^ .

= -(a cos£ - c) + i a sin£

Ostatecznie równanie odwzorowywanego okręgu przyjmie postać 

= a(cos® - cosfc) + c + i a(sin©+ sinfc)

(7)

( 8 )

Podstawiając współrzędne okręgu do wzoru (3), otrzymuje się współrzęd
ne profilu w postaci zespolonej

(ę+ c)m + (K - c)m 
(ę + o)ra - (ę - o)M

(9)

Współrzędne profilu wyznacza się odpowiednio jako część rzeczywistą i 
część urojoną liczby z.

x = Re z 
y = Im z

(10)

2.2. Wyznaczenie prędkości i ciśnienia na konturze profilu
Prędkość zespolona na profilu jest pochodną potencjału zespolonego w(z) 

w płaszczyźnie przepływu z

dw( z ) 
p dz (11)
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Aby ją obliczyć należy odwzorować prędkość zespoloną dW(^)/dq' na płasz
czyznę opływu okręgu, którego środek nie jest w początku układu współrzęd
nych dW(Jj')/d«ja następnie na profil dw(z)/dz

dw(z) dW(Q dędę _ dWfc') dq',dzv~1 . j
dz “ dej' dtj dz d£j' dq ''AK,' K '

Prędkość zespoloną dW(ĵ )/dcj' wyznacza się na podstawie potencjału ze
spolonego na okręgu, którego środek znajduje się w początku układu współ
rzędnych, natomiast pochodne dz/dej i d̂ /dę- na podstawie zależności (3) 
i (5).

^  * i r i ?  - <«)

gf . 2 m2 ę<«i * « H  S - P)"“1 - iX ■ (1*)
dci Bs + o)- - (s - c)“]2

| £ =  1 (15)

Cyrkulację P wyznacza się z warunku spływu w ostrzu profilu, zakła
dając zerową prędkość na krawędzi spływu

Ps -Itfr a sin(cc + € ) (1 6)

Prędkość na profilu podaje się najczęściej w postaci względnej jako
stosunek modułów prędkości na profilu i prędkości przepływu w nieskończo
ności.

Ostatecznie wzór na prędkość można przedstawić następująco

Bi(® " - e1^  ~®  ̂  + i 2 sin(oc + £ )
dz 
dij

(17)

Ciśnienie statyczne na profilu w danym punkcie oblicza się z równania 
Bemoulliego i przedstawia się zazwyczaj w postaci bezwymiarowego współ
czynnika ciśnienia
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2.3. Wyznaczenie współczynnika siły nośnej
Współczynnik siły nośnej profilu wyznacza się, porównując wyrażenia na 

moduły reakcji wypadkowej R i siły nośnej Z.
Reakcja wywierana przez ciecz doskonałą na profil izolowany w ruchu u- 

stalonym, zgodnie z tzw. prawem Kutty-Żukowskiego jest proporcjonalna do 
sumy cyrkulacji wszystkich wirów, objętych konturem profilu, do gęstości 
cieczy i do modułu prędkości przepływu w nieskończoności, co można zapi
sać następująco:

R = X - i Y = i<j> (19)

Podstawiając do tego wyrażenia wartość cyrkulacji zgodną z warunkiem spły
wu w ostrzu profilu, a następnie obliczając raodul reakcji, otrzymuje się:

|r | = )r | = We,a sin(o: + £) (20)

Moduł siły nośnej w aerodynamice wyraża się wżerem

( 21 ) 

gdzie:
S = lc*1 - powierzchnia odniesienia.

Współczynnik siły nośnej profilu wynosi zatem

Z = C

C = z
8JT a sin(QC + 6 ) ( 22 )

3. Odwzorowanie opływu okręgu na opływ profilu 
za pomocą funkcji Carafolego

Carafoli £1 ] podał funkcję odwzorowującą o kształcie

(2”
Funkcja ta odwzorowuje opływ okręgu w płaszozyinie pomocniczej na o-
pływ profilu lotniczego w płaszczyźnie przepływu z, a linię prądu będącą 
okręgiem na profil charakteryzujący się zaokrągloną krawędzią spływu.

Stałe q, i n w równaniu (2 3) wiążą się z geometrycznymi parame
trami profilu, co sprawia, że kształt oraz geometryczne parametry profilu
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Carafolego mogą być bardzo różnorodne, w zależności od wartości tych 
stałych oraz współrzędnych odwzorowywanego okręgu. Z uwagi na postać da
nych geometrycznych profilu w metodzie punktów osobliwych najkorzystniej
szy okazał się taki przypadek odwzorowania, kiedy punkty konturu o naj
większej krzywiźnie odwzorowanego profilu znajdują się na osi odciętych w 
płaszczyźnie przepływu z.

Profile Carafolego o takim kształcie uzyskano dla identycznego, jak 
w przypadku profilu Karmana-Trefftza usytuowania okręgu w płaszczyźnie po
mocniczej i następujących założeń: A  = 0 +  i0; = q t i O, gdzie
0 <' q <  c (rys. 2) i

Rys. 2. Odwzorowanie okręgu na profil z zaokręgloną krawędzią spływową

Przy takich ustaleniach rozważania oraz zależności dotyczące profilu 
Karmana-Trefftza są słuszne również dla profilu Carafolego, z tym że 
zmienne zespolone z i dz/d<̂  są wówczas określone odpowiednio przez
funkcję Carafolego i jej pochodną.

U. Program badań

Program obejmował badanie opływu profili Żukowskiego, Karmana-Trefftza 
oraz Carafolego ila następujących danych:
- Profil Żukowskiego

a [mm] o [mm] *C°:) ¿COD

26,55 25 0 0 0
28,32 5 5

- Profil Karmana-Treff tza - dane jak wyżej, lecz c> = 5° •
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- Profil Carafolego

a [mm] c [mm] q e w 0CM

26,55 25 23 0 0
28,32 5 5

Ponadto program przewidywał badanie wpływu liczby punktów obliczenio
wych na dokładność wyników obliczeń profili metodą punktów osobliwych.

Ze względu na ograniczoną objętość referatu przedstawiono tylko nie
które wyniki.

Rys. 5 . Zestawienie wyników obliczeń profilu Carafolego
a) kształt odwzorowanych profili, b) porównanie wyników obliczeń profilu 

symetrycznego, c' porównanie wyników obliczeń profilu wygiętego
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5• Omówienie wyników i wnioski

Wyniki obliczeń zestawiono na rys. 3» b i 5* Na rys. 3 przedstawiono 
wyniki obliczeń profilu Żukowskiego, na rys.  ̂- profilu Karraana-Trefftza, 
na rys, 5 - profilu Carafolego. Każdy rysunek składa się z trzech cha
rakterystycznych części a, b i c, przedstawiających odpowiednio:
a) odwzorowane profile: symetryozny (£ = 0°) i wygięty (6 = 5°)»
b) porównanie rozkładów ciśnienia na konturze profilu symetrycznego oraz 

współczynników siły nośnej otrzymanych obu metodami, przy kątach natap- 
cia 0C= 0° i ac= 5°,

c) jak b - dla profilu wygiętego.
Na podstawie wyników przeprowadzonych obliczeń opływu profili teore

tycznych Żukowskiego, Karraana-Trefftza oraz Carafolego metodą odwzorowa
nia konforemnego a następnie metodą punktów osobliwych stwierdzono:
- dużą zgodność wyników obu metod w zastosowaniu do obliczenia opływu pro

fili symetrycznych bez względu na kształt krawędzi spływowej (wykresy 
rozkładu współczynnika ciśnienia pokrywają się, a względna różnica współ
czynników siły nośnej nie przekracza 1$),

- nieco mniejszą zgodność wyników obliczeń opływu profili wygiętych (nie
które wartości współczynnika ciśnienia obliczone metodą dokładnych pun
któw osobliwych nie leżą na krzywej rozkładu dokładnych wartości tego 
współczynnika, a względna różnica współczynników siły nośnej przekracza 
na ogół 1$),

- niewielki wpływ ilości punktów obliczeniowych na dokładność wyników ob
liczeń profili metodą punktów osobliwych.
Mniejszą dokładność wyników obliczeń opływu profili wygiętych tłumaczy 

fakt, że współrzędne tych profili xc> y^, y^ wyznaczano graficznie (rys. 
3a).
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EXACTNESS ASSERTION OF THE SINGULAR POINT METHOD IN APPLICATION 
TO CALCULATIONS OF FLOW ABOUT AEROFOILS

S u m m a r y
The paper presents essential relations of conformai transformations of 

flow about a circle into the flow about of ¿ukowsky’s, Karman-Trefftz and 
Carafoli’s aerofoils. Results of conformai transformations have been 
compared with those obtained by the singularity method.

The comparison has been given between lift, coefficients and pressure 
distributions on surfaces of several chosen aerofoil types.


