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PODSTAWOWE ROWNANIA MINDZYLOPATKOWEGO PRZEPLYWU CIECZY DOSKONALEJ
W WIRNIKACH DIAGONALNYCH I ODSRODKOWYCH

Streszczenie. Wykazano istotne réznice miedzy potencjalnym prze-
ptywem w palisadzie ptaskiej lub cylindrycznej 1 przeptywem wzgled-
nym w wirniku diagonalnym lub od$rodkowym. Uogdélniono réwnania pa-
lisady ptaskiej na wszystkie typy palisad osiowo-symetrycznych. Wy-
prowadzono podstawowe rownania catkowe wigzace pole predkosci cie-
czy z geometriag palisady dopatek. Oméwiono zastosowanie tych réwnan
w projektowaniu wirnikéw.

Zestawienie oznaczen

- stata odwzorowania konforemnego,
- predkos¢ absolutna,
- przyspieszenie ziemskie,

- 0O o

- jednos$¢ urojona,

-wspodrzedne dtugosci liniipradu wprzekrojumerydionalnym,

- promien,

-wspotrzedna diugosci konturutopatki wptaszozyznie odwzorowa-

w SR

nia (zespolonej),
- podziatka palisady w plaszczyznie odwzorowania,
— predkos¢ obwodowa,
- predkos¢ wzgledna,
y - wspodrzedne kartezjanskie,

x+iy - wspédrzedna zespolona,
- wysokos$¢ podnoszenia,
- wirowosc,
- wsp64rzedna katowa,
- predkos¢ katowa,
~ kat elementu dopatki z osig V.

x e g&o TN X =T c o~

Indeksy

1 - u wlotu do palisady,

2 - u wylotu z palisady,

b - wpdyw zmiany grubosci warstwy pradu,
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o] - punkt obliczeniowy (ustalony),
s - na konturze #opatki,

u - skfadowa obwodowa,

w - wewnatrz konturu dopatki,

X,y - skkadowa w kierunku x lub vy,

X - spowodowany wirowoscia,

@ - spowodowany predkoscig katowag wirnika,
co - przeptyw niezakkdcony.

1. Wstep

Analiza przeptywu przez wirniki maszyn przeptywowych opiera sie na za-
stapieniu przepdywu rzeczywistego przez dwa przeptywy dwuwymiarowe: mie-
dzytopatkowy i merydionalny 00, 50. Przeptywy te sg wzajemnie zwigzane,
totez obliczenie pola pradu jest procesem iteracyjnym.

Niniejsza praca poswiecona jest hydrodynamicznym roéwnaniom przepdywu
cieczy doskonatej na osiowo-symetrycznych powierzchniach pradu w wirniku.

Zagadnienie analizy przeptywu miedzytopatkowego przez plaskie palisady
topatek zostato rozwigzane przez E. Martensena i D.H, Wilkinsona @), 90.
Rozwigzanie to daje sie bezposrednio zastosowa¢ do maszyn o przepdywie po-
osiowym, gdyz podstawowe réwnania przepitywu potencjalnego opisujace prze-
ptyw wzgledny przez maszyne osiowg i przez palisade pltaska sg takie same.
V wirnikach diagonalnych i odsrodkowych problem jest bardziej ztozony. Wy-
nika to z innego sposobu przekazywania energii miedzy ciecza 1 wirnikiem.
Réwnanie Eulera dla pompy mozna napisa¢ za pomocag predkosci wzglednych:

gH = c2u.u2 - olu.Ul =w(r2wu2 - rlwul) + -r*) =

SURAR MWL+ Uf[1~ (r)) ] 0)

Pierwszy wyraz ostatniej prawej strony réownania (1) wyraza przyrost e-
nergii jednostki masy cieczy spowodowany zmiang kierunku przeptywu, a dru-
gi wyraz przedstawia przyrost energii cieczy wywotany praca sit Coriolisa.
Dla pompy o przeptywie poosiowym (r™ = r2) sidty Coriolisa znikajg, a row-
nania przyrostu energii wyrazone za pomoog predkosci wzglednych i absolut-
nyoh maja identyozng posta¢ matematyczng.

Druga prawa strona réwnania (1) wyjasnia, dlaczego badania nierucho-
myoh,palisad diagonalnych i ods$rodkowych nie daja wystarczajacych infor-
macji o charakterystykach tych palisad w ruchu. Moment palisady nierucho-
mej na jednostke masy cieczy wynosi (r2Wu2 ” rIwul”™ * n”~° ujmuje wpdywu
momentu sit Coriolisa Cr)(2 - r"). Wobec ogromnej réznorodnosci ksztaktow
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palisad diagonalnych i trudnosci doswiadczalnego badania Htopatek wiruja-
cych metodom obliczeniowym przypada szczeg6lnie duze znaczenie.
2. Charakterystyka pola predkosci wzglednej w wirniku

Przeptyw cieczy doskonatej w palisadzie ptaskiej lub przeptyw wzgledny

na cylindrycznej powierzchni pradu w wirniku pompy $migdowej sa potencjal-
ne, natomiast przeptyw wzgledny w wirniku diagonalnym lub od$rodkowym jest

Rys. 1

Rys, 2
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przeptywem wirowym. Jezeli przeptyw bezwzgledny przed wirnikiem obracaja-
cym sie z predkoscig (j jest potencjalny, to posiada on wzgledem wirnika
wirowos¢ -aj. Sktadowa wirowosci normalna do powierzchni pradu w obszarze
palisady wirnika wynosi (rys, 1)

_ 2ajif

Osiowo-symetryczng palisade mozna odwzorowa¢ na palisade ptaska (rys.2)
za pomocg znanych wzoréw odwzorowania konforemnego 0, 5]:

(©)

gdzie:

dl

Miedzy predkosciami w wirniku i w pkaszczyznie odwzorowania istnieje
prosty zwigzek (kreskg oznaczono predkos¢ w plaszczyznie zespolonej):

Cc = aro G)

Pole przeptywu potencjalnego przez palisade ptaska moze by¢ utworzone
przez superpozycje przeptywu jednorodnego i przepdywu indukowanego cig-
gtym rozkkadem wirdéw na konturze #dopatki jj, 9, 7-]. Martensen wykazak, ze
predkosé cieczy po wewnetrznej stronie konturu profilu jest réwna =zeru,
0o prowadzi do catkowego réwnania Fredholma drugiego rodzaju. Numeryczne
rozwigzanie tego réwnania jest znane i umozliwia obliczanie pola predko-
Sci 1 olsnien dla profili o dowolnych ksztattach, z duza dokdadnosoia Q9,
6j - Metoda ta nie moze by¢ jednak bezposrednio zastosowana do palisad wirv-
uifcow odsSrodkowych i diagonalnych, poniewaz tam przepdyw jest wirowy i po
odwzorowaniu konforemnym ta wirowo$¢ pozostaje. Ponadto w tego typu wir-
nikach osiowo-symetryczne powierzchnie pradu nie przebiegaja réownolegte i
wystepuje przyspieszenie raerydionalne. ¥ plaszczyznie odwzorowania konfo-
jeeameght to przyspieszenie moze by¢ odtworzone przez ciagty rozktad zrodido—
woscH -

Uwzglednienie wymienionych oddziakywan prowadzi do utworzenia pola pra-
du w ptaszczyznie odwzorowania przez superpozycje przepdywu niezakddcone-
go w nieskonczonosci, przepdywu indukowanego przez liniowy rozkdad wiréw
na konturaoh dopatek oraz przeptywéw indukowanych przez odpowiednio dobra-
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ny powierzchniowy rozkdad wirowosci i zréddowosol ,uwzgledniajacy predkosé
katowg wirnika i nieréwnolegtos¢ sasiadujgcych ze soba powierzchni pradu
[2]- Mozna wykaza¢, ze osobliwosci znajdujace sie wewnatrz konturéw dopa-
tek nie oddziatujg na przeptyw w palisadzie [5\. Wobec tego przy oblicza-
niu predkosci indukowanych przez powierzchniowy rozkfad punktéw osobli-
wych nie nalezy uwzglednia¢ wyptywu wirdéw i zrédet zawartych wewngtrz kon-
turéw dopatek.

Ogélne réwnanie predkosci wzglednych na ptaszczyznie odwzorowania moz-
na zatem przedstawi¢ w postaci:

V(«0) = wx(zo) + iwy(z0) ="iTeo + wM(zo) + *Ix0) - M (=Q) +
+ " b(zo) - ~(zo) )
W przypadku palisady nieruchomej predkosci i w” sa réwne zeru,
a uktad odniesienia staje sie ukdtadem inercyjnym. Przy bardzo cienkich #o-

patkach predkosci i mozna poming¢. Jesli w wirniku nie wyste-
puje przyspieszenie merydionalne, to predkosci w" i sa rowne zeru.

3. Zaleznosci miedzy polem predkosci 1 ksztakttem dopatki

Warunek, zeby predkos¢ styczna do konturu dopatki, po jego stronie we-
wnetrznej byda réwna zeru, ma postacé

Wy (Zos Xls )0 + Wy (Zos )(iﬁa')o =0 >

Predkos¢ Wy(uos) oblicza sie znanym z teorii przepdywu potencjalnego
wzorem

N "osb=~"xKs> + ~ty”nos) ++y~o0o5- iX <8)
gdzie:

1 ( A »in -P" (y. - y)
V. sos>=w 2t(S“B @ coolz_ - rl(’_*<_,__—_;<)\_— 30« -Eyo - y; ®

r alch pit X -vVy)
vitee«) = Gy m))‘f"‘(xe"'"")() - ‘oos §- (yo="y) e
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Z réwnan (6) - (10) wynika zaleznos¢

(12) sinh |2T (xo - x) - (§f) sin~ (Q - Vy)

i t(i}'lﬁ-(i)Y(S) t L@t/ 7 TH B/ ds a

cosh — (xo ” x) - 008 ~ (yo

~NEox + wbi ” wbwx “ ViawxNds™o + Ay + wy “ wowy ~ wbwy”~ds”o OI)

Réwnanie (tl) jest catkowym réwnaniem Fredholma drugiego rodzaju, kto-
re moze rozwigzane by¢ przez zwykda kwadrature calki, poniewaz jadro roéow-
nania jest nieosobiiwe. Skkadowe predkosci , Wj™ 1 v@V indukowane przez
powierzchniowe rozkdady zrédtowosci i wirowosoi muszg by¢ obliczane za po-
moca specjalnych wyrazen catkowych. Ze wzgledu na rozmaity ksztakt profi-
li topatek obliczenie predkosci i "niw radfe>sprawiac¢ trudnosci. Po-
woduje to koniecznos¢ zastosowania przyblizonych procedur obliczeniowych.

¥ przypadku dopatek cienkich warunek (?) i réwnanie (11) nie moga byo6
wykorzystane. Alternatywg warunku (?) jest warunek, ze normalna do kontu-
ru skfadowa predkosci wzglednej musi byé réwna zeru, to jest

Wy(zos)gé/s\)O - WylZosngst o =0 a2
Stad otrzymuje sie réwnanie catkowe

AP sinh S£ Xa _x) + (g) sin |S (yo - y)

bfr (S)f cosh )7]~'| Q- x - oos.~W~’(yQ " %) d8 =

= (wox + - <w«y + wcoy)(if)o

Réwnanie (13) jest réwnaniem catkowym Fredholma pierwszego rodzaju, o
jadrze osobliwym. Rozwigzanie numeryczna tego réwnania wymaga zastosowa-
nia specjalnych metod aproksymacji QF, 8j. Dlatego wygodniej jest. korzy-
sta¢ 3 réwnania (11), jesli to tylko jest mozliwe.

T~ Zastosowanie réwnan catkowych w projektowaniu wirnikéw
Réwnania (11) i (13) wiaza pole predkosci z geometrig palisady. Moga

one by¢ wykorzystane do wyznaczenia pola predkosci w wirniku o danej pa-
lisadzie (zadanie analizy), por. np. jj¥J lub do okreslenia geometrii pa-



Podstawowe réwnania miedzytopatkowego przeptywu cieczy.. 111

lisady, jesli zadane jest pole predkosci cieczy (zadanie syntezy). Zada-
nie analizy rozwigzuje sie przez dyakretyzae je wyrazenia podcatkowego, co
prowadzi do ukdadu réwnan z niewiadomymi wartosciami X w punktach obli-
ozeniowych. Zagadnienie syntezy moze by¢ rozwigzywane w podobny sposdb,
lecz ze wzgledu na uwiktang zaleznos$¢ pola predkosci od geometrii 4opatek
konieczne jest postepowanie iteraoyjne. Przy syntezie Hopatek cienkich na
zadany rozkdtad wirowosoi X wymyka sie spod kontroli przebieg predkosci
i cisnien na topatce, natomiast przy syntezie na zadany rozkkad predkosci
cyrkulaoja Htopatki, ktora okresla teoretyczng wysoko$¢ podnoszenia wirni-
ka, nie moze by¢ wielkosciag zadang.

Obliczenie wirowo$oi na konturze +dopatki umozliwia, jak to wynika z
réwnania (6), wyznaczenie predkosci cieczy nie tylko na #topatce ale w do-
wolnym punkoie analizowanej osiowo-symetrycznej powierzchni pradu. Znajo-
mosS¢ teoretycznej cyrkulacji dopatek oraz pél predkosci i cisnien w obsza-
rze wirnika jest cennag informacja dla projektanta pompy. Dalszy postep
metod obliczeniowych wymaga opracowania analizy warstwy przysciennej. U~
mozliwi to oszacowanie rzeczywistych charakterystyk wirnika 1 jego opty-
malizacje w procesie projektowania.

5. Wnioski

Postepy teorii maszyn przepdywowych, rozwéj metod numerycznych i ekek~
tronicznej techniki obliczeniowej umozliwiaja praktyczng realizacje poda-
nej przez Wu koncepcji przedstawienia tréjwymiarowego pola predkosci w
wirniku przez dwa quasi-ortogonalne przeptywy dwuwymiarowo. Zastosowanie
dobrze opracowanej teorii przeptywu przez palisady plaskie do analizy prze-
ptywu miedzytopatkowego w wirnikach pomp diagonalnych i odsrodkowych wy-
maga uwzglednienia wpdywu powierzchniowego rozkdadu wirowosoi i zrodiowo-
$oi w obszarze miedzydopatkowym. Prowadzi to to do uogélnienia réwnan cak-
kowych wigzacych pole predkosci z ksztaktem dtopatki w palisadzie plaskiej.
Do obliozen numerycznych wygodnie jest wykorzysta¢ warunek zerowej pred-
kosci po wewnetrznej stronie konturu profilu, gdy* wtedy otrzymuje sie
réwnanie catkowe Fredhodma o jadrze nieosobliwym, ale dla topatek cienkich
trzeba skorzysta¢ z warunku zerowej predkosci normalnej do #dopatki, co
daje réwnanie catkowe Fredhotma o jadrze singulamym. Réwnania catkowe
(11) i (13) uzalezniaja poto predkosci od geometrii #dopatek i moga byd
wykorzystane do analizy i syntezy palisady wirnika. Znajomos¢ pél predko-
Sci i cisnien oraz cyrkulacji #topatek w przeptywie cieczy doskonatej daje
projektantowi pompy cenne informacje o procesie roboczym wirnika. Moze
by6é takze podstawg do uwzglednienia wpiywu lepkosci cieczy, gdyz umozli-
wia obliczenie warstwy przysciennej i oporéw przeptywu.
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OCHOBHHE yPABHEHHFI. nOTOKA HFIEAJILHOM S5tHKOOTH
<IEPE3 PEMIETKH SHArOHAJIbHOrO H HEHSPOBEBHIOTO IMIA

P e a® me

B

CTaTbe yK.a3HBaBTca cymecrBefiHue -pazAKnua Mewy nor SHitsanbHiflf notokom b

npaMoit hah RHJHHApHiacKofl pemeiKe a o'fiHOCHsenbrtkM notokom b paSoT« Konece
iaaroHaabHoro hjih paanajibHoro Tana, CAenaHo oOoiiaere ypaBneraa npsMofl pe <
neiKH Ha see bhah ocecHMMeipHHHHXx pesetok, BuBeAeHH ooHOBHwe HHferpanbHHS
ypaBHeHHH, CBH3HBajo!Hze none CKopooTH noioica o reoMeipneit peneiK*. C6cyw«HO

npnMeneHHe sthx ypaBHeHHii Ann npoeKTHpoBaaaa paCowax Koneo.
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FUNDAMENTAL EQUATIONS OF BLADE-TO-BLADE IDEAL FLOW
IN IMPELLERS OF RADIAL AND MIXED-FLOW TYPES

Summary

In this paper are shown some essential differences between potential
flow in a flat or cylindrical cascade and relative flow in a mixed-flow
or radial impeller. The equations for the flow past the flat cascade have
been generalized for the axi-symmetrio cascade of all +types. Fundamental
integral equations relating the fluid veoooity field with the cascade
geometry have been derived. A way of application of these equations in
impeller design is discussed.



