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OPTYMALNE KSZTAŁTOWANIE TARCZ WIRNIKOWYCH TURBIN AKCYJNYCH 
Z UWAGI NA GRANICZNĄ LICZBĄ OBROTO»

Streszczenie. Rozpatrzono zagadnienie doboru najkorzystniejszych 
z punktu widzenia wytrzymałości cech konstrukcyjnych tarcz wirniko
wych. Opracowano ogólne zależności oraz nomogramy dla określenia op
tymalnej grubości tarcz o różnych profilach. Podano przykłady obli
czeniowe doboru cech konstrukoyjnyoh tarcz wirnikowych w oparciu o 
uzyskane formuły.

1. Zakres optymalizacji

W pracy przeprowadzono analiz? optymalnych stosunków wielkości związa
nych tarczy wirnikowej stopnia osiowego turbiny i na tej podstawie dobra
no optymalne cechy konstrukcyjne tarczy. Wyznaczono optymalne wymiany geo
metryczne tarczy przy założeniu jej postaci konstrukcyjnej. Wymiarowanie 
tarczy oparto o warunek nośności granicznej (granicznej liczby obrotów). 
Optymalizację przeprowadzono dla trzech postaci konstrukcyjnych tarczy 
(rys. 1). Rozpatrzono tarczę o profilu trapezowym

h(r) = h1 - (i - © )-—

i hiperbolicznym

h(r) = h. (fr-)”^ (2)
1

gdzie:
h(r) - grubość tarozy na promieniu r,
® = h2/h1 ,

k - wykładnik hiperboli,
h 1 i hg - grubość tarczy na promieniach r-j i rg.
Jako przypadek graniczny wymienionych tarcz otrzymujemy tarczę o sta

łej grubości (h = const.).
Zagadnienie optymalizacji rozwiązano dla tarczy z piastą i wieńcem (ry

sunek i). W rozważaniach szczegółowych przyjęto, że cechy geometryczne pia
sty i wieńca są znane.
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2. Sfpremiowanie funkcji oelu i warunków pobocznych

Rozpatrzmy tarczę wirnikową o zmiennej grubości (rys. i), symetryczną
względem płaszczyzny środkowej, wirującą z prędkością kątową o;. Tempera
tura tarczy zmienia się wzdłuż promienia. Na powierzchni zewnętrznej tar
czy znajduje się "z" łopatek o masie m^ każda.

Najprostszym sposobem oceny wytrzymałości jest porównanie naprężeń w 
określonych, najbardziej obciążonych przekrojach elementu z naprężeniami 
dopuszczalnymi.

Bardziej racjonalną metodą jest metoda stanów granicznych. W metodzie 
tej porównuje się obciążenie robocze Pro^ elementu z obciążeniem granicz
nym Pgr przy uwzględnieniu współczynnika bezpieczeństwa x

Idealizując warunki pracy tarczy wirnikowej, zagadnienie wyznaczenia ob
ciążenia granicznej (nośności granicznej) można sprowadzić do określenia 
granicznej liczby obrotów, przy której następuje rozerwanie tarczy'' [1].

Na podstawie podanych informacji model matematyczny optymalizacji moż
na przedtawić następująco:

Zgodnie z podanymi wcześniej założeniar-
mi cechy geometryczne piasty i wieńca są 
dane. W szczególności znamy promienie rQ, 
r1, r^, r^, powierzchnię przekroju pia
sty Ap i wieńca oraz momenty bez
władności przekroju piasty 1^ i wień
ca I liczone względem osi obrotu.

Przedmiotem optymalizacji pozostaje za
sadnicza część tarczy. Zadanie sprowadza 
się do wyznaczenia wymiarów geometrycznych 
tarczy przy założonej postaci.

Rys. 1. Tarcza wirnikowa

Jako kryterium optymalizacji wymiarów 
geometrycznych przyjmujemy minimum cię
żaru przy uwzględnieniu warunku wytrzy
małości tarczy. Jeżeli gęstość materiału 
tarczy jest stała, w miejsce ciężaru tar
czy można minimalizować jej objętość.

V --► minimum M

przy ograniczeniu

(5)
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Uwzględniając, że

V = V + V. + V =; V. + Vw t p t pw ( 6 )

gdzie:
- sumaryczna objętość tarczy i wieńca, mamy

(7)

( 8 )

Graniczną prędkość obrotową, powodującą rozerwanie tarczy, można wyzna
czyć z zależności [2]

R A, + A
J* = _E =  EL
er f xt + Tpw + B

(9)

gdzie:
ApW , - sumaryczne pole przekroju i moment bezwładności piasty i

wieńca,

Aj. x / h(r)dr 
1

Ij. = | r^ h(r)dr

(10a)

(lOb)

3. Tarcza o profilu trapezowym

3.1. Graniczna liczba obrotów tarczy

Dla tarczy o profilu trapezowym opisanym zależnością (i) otrzymujemy

( 1 1 :A. = h 1 + * (r, - r,)

V h. 3 _ 3
( r 2 “ r! © ) 2 3--  “ (1 -©) 2 (12)

Stąd zależność (9) przyjmuje postać
1 + 0  (



202 O. Kosman

V przypadkach granicznych mamy:
dla h, = 0

c3er,o _E2_I + B pw
( 1*0

dla h 1 — ► oo

(1 + 0 )(r2 - r1)

er’°° 2 _ flw.3 _ O O  (rj* _ r*)§ r̂2-r1 ®^r3 - “
Ze względu na h funkcja (1 3 ) jest funkcją homograficzną typu

(15)

y  =
a^x +
a2X + b2

której przebieg zależy od wyróżnika

D =
o  bi

Rys. 2. Zależność granicznej liczby obrotów od grubości tarczy

W naszym przypadku mamy
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Jeżeli ^gro’ D >  ® 1 sranioraa prędkość obrotowa opisana
formułą (13) rośnie ze wzrostem grubości tarczy ĥ  .
Jeżeli U} <  to D-gr“  gro
zwiększeniu (rys. 2).
Jeżeli ^gro * to * graniczna prędkość obrotowa maleje przy

3.3. Optymalna grubość tarczy
Objętość tarczy o profilu trapezowym jest równa

Vt = 3Th1 [̂ ©r̂  - r^ + ^ (i - ® ) (rj + + r^ )J (17)

Nanosząc zależności (7 ), (8), (13) i (17) na wspólny wykres, można w pro
sty sposób wyznaczyć optymalną grubość tarczy. Rozpatrzmy wyróżnione wcześ
niej dwa podstawowe przypadki?

a) co cogr<» gro
Przypadek ten przedstawiono na rys. 3. Analiza podanych zależności pro

wadzi do następujących wniosków;
- minimalny oiężar (objętość ) tarczy przy jednoczesnym spełnieniu wa
runku wytrzymałościowego (8) otrzymujemy dla optymalnej grubości tarczy 
hopt, której wartości można wyznaczyć z (8) i (1 3)

TT- <V * B> - V
iopt

(l+®.l(r2-r1 ) j
^  [ ( r 2~r 1 & )

3 3r  •• _  r

2 1 (5-8)
ił ił r,-r,] 2 2 2 1 jo.' x ©
■TT“ !“

-  (18)

t.min

warunek wytrzynus.łośeio- 
wy (8) będzie równie* 
spełniony, gdy

h , (1 9)opi

Rys.

Rozwiązanie dla h. na 
ry». 3). ¥ tym przyynd- 
ku objętość tarczy 
Jest większa od wartości 
minimalnej. Przyjęcie 
większej grubości tar
czy , przy danych ̂  > Rm i 
^ , prowadzi do zwięk
szenia współczynnika bez
pieczeństwa x,

3. Wyznaczenie optymalnej grubości tar- 
o asy (cju7 gT**» ■
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- przy zwiększaniu prędkości obrotowej 00 i współczynnika bezpieczeństwa 
x optymalna grubość tarczy rośnie (punkt 0 przesuwa się w prawo),

- podobny efekt uzyskuje się przy stosowaniu ooraz gorszych pod względem
wytrzymałościowym materiałów. Zmniejszając Km , obniżamy krzywą <-o 
punkt 0^^ przesuwa się w prawo,

.2 .2istnieje pewna granica zmian iloczynu co x

2  2  2  2 co co x <l Cd
grO er

lub po uwzględnieniu C1 i*) i (1 5)

Gr

( 20)

I +B pw
(1 +«) (r,

1 { T  -l'r2 <•?) - ^
(2 1 )

tzn, istnieje pewna granica wzrostu prędkości obrotowej i współczynnika 
bezpieczeństwa craz zmniejszenia wytrzymałości materiału. Warunek (21) o- 
kreśła zatem warunek istnienia rozwiązania optymalnego (istnienia optymal
nej grubości tarczy).

b, co <  grogry 6
Przypadek ten przedstawiono na rys. 4. Graniczna prędkość obrotowa ma

leje w a z  ze wzrostem grubości tarczy. Analiza przedstawionych krzywych 
prowadzi do następujących wniosków:

- minimalny ciężar (objętość V̂ ) 
tarczy przy jednoznacznym speł
nieniu przyjętego warunku wy
trzymałościowego otrzymujemy 
dla ĥ  - 0. Rozwiązania prak
tyczne będą zatem zawsze od
biegać od rozwiązania optymal
nego,

- warunek wytrzymałościowy' (8 ) 
będzie spełniony tylko wtedy, 
gdy

r 1 max (22)

Rys. 4, Wyznaczenie optymalnej grubości
tarczy (co >00 }gro® gro

gdzie:
wartość h określa formaje
mula ( 1S ) ,

- przy zwiększeniu prędkości obrotowej u»i współczynnika bezpieczeństwa
x maksymalnie dopuszczalna grubość tarczy maleje (punkt 0 
się w lewo),

pt przesuwa
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- zwieszenie grubości tarczy (przy stałej Kartości Rjn i (0 ) prowadzi
do zmniejszenia współczynnika bezpieczeństwa x,
Z matematycznego punktvi widzenia rozpatrywany przypadek jest zupełnie 

popraimy, W praktyce jednak może okazać się bardzo nieprzyjenmy. Po pier
wsze, że rozwiązanie optymalne (^i0pC = 0) nie znajduje praktycznego za
stosowania. Po drugie, że każde inne rozwiązanie (h^>  o) zmniejsza wy
trzymałość tarczy na rozerwanie. Po trzecie zaś. że przez nieś%;iadome 
zwiększenie grubości tarczy w celu zwiększenia współczynnika bezpieczeń
stwa w rzeczywistośćj żniniejszyray jego wartość.

4. Tarcza o profilu hiperbol icznysn

**• 1 * śnieżna liczba obrotów tarczy
Dla tarczy o profilu hiperbolicznyra opisanym zależnością (2; otrzymuj«-

my

Graniczna pr ędkość obrotowa (zależność ( 9),' je-'*1 równa

khtr,
r \-k 1 - k.- r, ; +.i, n 1 -k 2 12 ni

UJ SJ- " Q v Ł ; h. r1 1  ' 3~k 3-k', T n
5 ^ r -  ■ 2  -  ’  i  1 P  + D

Stąd mamy:
di a h.j = 0

P  A
£  _ J K _  fpO,-s X  . W  n ,t  /gr,o " <d I -s- B ° f S pw

(u6)
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Wyznacznik funkoji homograficznej (24) jest równy

D = J  (Xpo ♦ »> Ł  ^ 23‘ k  -  - I 3" " )  p « r - -  “ gP(o ]  ( * 7 )

Jeżeli Cu>̂ rJ> a)grQf *o D > 0  i graniczna prędkość obrotowa opisana for
mułą (24) rośnie wraz Z6 wzrostem grubości tarozy hj (rys. 2a). Jeżeli
oj to D < 0  i graniczna prędkość obrotowa maleje przy zwiększa

niu h, (rys. 2b).

4.2. Optymalna grubość tarozy
Dla tarozy o profilu hiperbolicznym (z) mamy

", * ^ ^ 4  '"a3-" - (»>

Postępująo dalej analogicznie jak w przypadku tarozy o profilu trapezowym, 
należy rozpatrzeć dwa podstawowe warianty:

a. u} >  oigrO «r~
Nanosząc w tym przypadku zależności (7 ), (8), (24) i (2 8) na wspólny 

wykres, otrzymujemy sytuaojf podobną do przedstawionej na rys. 3 , Słuszne 
pozostają również wszystkie podane w punkcie 3.2 wnioski. Optymalna gru
bość tarozy jest równa

(V  + B) " V
hiopt = _  2 _  7 7 ~  (29)

r k  ^r2 1 ~k - -,1"k ) - 3^  ^ 23“k - -i3"k ) n r 1m

Warunek istnienia rozwiązania optymalnego (20) po uwzględnieniu (2 5 ) i (26) 
przyjmuje postać

A 0 0  1-k 1-kr™ ^ 3-k fa__ ~ ri  (30)V  + B m ,_k r23-k-r,3-k (3°;
b. <jjgr<~ gro

Przypadek ten przedstawiono na rys. h. Słuszne pozostają wszystkie po
dane w punkcie 3*2 wnioski.
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5. Przykłady doboru cech konstrukcyjnych tarcz wirnikowych

Rozpatrzmy bliżej zagadnienie doboru ceoh konstrukcyjnych tarczy wir
nikowej bez piasty i wieńca (ś. = 0, I = o) o promieniach r ̂ = 0,258 m
i fj = 0,535 m. Na obwodzie zewnętrznym zamocowanych jest z = 250 łopa
tek o masie 0 ,2 6 kg Środek ciężkości łopatki znajduje się na promieniu
Rs = 0,574 m.

Przedmiotem optymalizacji pozostaje grubość hj tarczy na promieniu rj.

5.1. Optymalna grubość tarczy
Optymalną grubość tarczy można wyznaczyć z (18) dla tarczy :> pro

filu trapezowym oraz a (29) dla tarczy o profilu hiperbolicznym.
Dla znanyoh wartości r^, r ̂, B, ApW i 1 ^  na podstawie (18) i ^29) 

mamy

h. . = tc££s..e) (3 1 )1opt «n

przy ozym dla tarczy o profilu hiperbolicznym uwzględniono związek

* - - 1 ^ 7  <»>

Zależność (31) dla tarczy o profilu trapezowym przedstawiono graficznie 
no. rys. 5. Wykorzystując optymalną grubość tarczy h | , wyznaczono odpo
wiadającą jej minimalną masę tarczy (rys. 6),

¥ oparciu o uzyskany noraogram można łatwo wyznaczyć optymalną grubość 
tarczy dla konkretnej prędkości obrotowej i materiału tarczy. Można rów
nież przeanalizować wpływ tyóh wielkości na *l|0pf

Dla cc = 31 4 s”1, @=0,4, Rm = 530 MN/m2 x = 2.
otrzymujemy
- dla tarczy o profilu trapezowym

h1opt = ° ’160 m “tmin = 582 k«

- d.la tarczy o profilu hiperbolicznym

mtmin = 539 k«
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5 • 2. Wpływ oech materiałowych na optymalną g v}jhoś6 tarczy

Jako drugi przykład obliczeniowy' rozpatrzmy możliwość wykonania tarczy 
o profilu trapezowym ( Q = 0,6) z różnych Materiałów, diarakt©ryzujących 
się różnymi własnościami wytrzymałościowymi.

Wyniki obliczeń dla eux = J14 oraz 628 s~̂  przedstawiono w tabl.1.

Tablica 1

Optymalna (minimalna) grubość tarczy

eux [s“1] 628 500 314
I K = 400 MN/¡a2 m - 0,072 0,0094

II Rra = 500 MN'/m2 0,42 0,035 0,0069
n i R = 600 m / m 2 m 0,084 0,023

. .
0,0054

IV R = 700 MN/m2 m 0,046 0,018 0,0045
V R = 800 m / m 2 m 0,032 0,013 0,0039
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Podane przykłady obliczeniowe oraz przeprowadzone wcześniej rozważania 
teoretyczne dotyczą optymalizacji wybranych cech konstrukcyjnych (geome
trycznych i materiałowych) tarcz wirnikowych z uwzględnieniem granicznej 
liczby obrotów. Przyjęcie innych kryteriów wytrzymałości owych oraz uwagi ęd- 
nienie względów technologicznych może prowadzió do zmiany rozwiązania op
tymalnego.

Optymalizację wymiarów przeprowadzono dla założonej postaci konstruk
cyjnej tarczy. Bardziej ogólne ujęcie zagadnienia obejmowałoby również op
tymalizację postaci.
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AN OPTIMUM DESIGN FOR ROTATING DISCS OF STEAM TURBINES 
IN RESPECT TO BURSTING SPEEDS

S u m m a r y
The paper presents a selection method for most profitable steam turbi

ne rotating discs construction features in tho aspect of strength. Gene
ral nomograms have been worked out on the background of earlier research 
results to desorite the disc optimum features.
A numerical example illustrates the procedure.


