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ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTU SKONCZONEGO
DO SYMULACDI PROCESU KRZEPNIECIA ODLEWU

Streszczenie. W pracy przedstawiono opis matematyczny procesu
krzepniecia oraz metode numerycznego rozwigzania zadania przy wyko-
rzystaniu metody elementu skornczonego.

1. Wstep

Metoda elementu skoniczonego zaliczana do grupy metod wariacyjnych przy-
blizonego rozwigzywania zagadnien brzegowych stanowi jeden z najbardziej
efektywnych algorytméw wyznaczania reakcji uktadoéw ciggtych w zadaniach z
dziedziny mechaniki. W ostatnim okresie pojawity sie proby zastosowania
ww. metody dla wyznaczania stacjonarnych i niestacjonarnych p6l tempera-
tury w ciatach statych.

Niniejsze opracowanie proponuje pewien spos6b wykorzystania metody do
obliczen krzepniecia i stygniecia odlewu. Prace wykonano w ramach reali-
zacji zadania 20.04.04 Miedzyresortowego Problemu Badan Podstawowych Nr
20.

2. Sformutowanie zadania

Niech fi = fil(t)v 42 (t)v £23(t) bedzie niejednorodnym obszarenm, w
ktérym zachodzi proces krzepniecia i stygniecia stopu Fe-C (rys. 1).

W dowolnej chwili t w rozpatrywanym uktadzie mozna wyrézni¢ podob-
szar fazy ciektej 1il(t), faze przejsciowg 1ii2(t) oraz podobszar zakrzep-
tego metalu Si3(t). Niestacjonarne pole temperatury w ww. elementach ukta-
du ii opisuje uktad réwnan rézniczkowych typux”

ct() 9+(u) ut(x,t) = Vv <50V U(x,t) + qvl, i=1,2,3, m
X proponowanym opisie matematycznym pominieto konwekcyjny przeptyw ciep-

+a w ciektej czesSci uktadu, co odpowiada niewielkim przegrzaniom w pro-
cesie zalewania.
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gdzie:
CiCu) - pojemnos$é cieplna podobszaru S21(t),
9t (u) - gestos¢ masy,
\(U) - wspo6tczynnik przewodzenia ciepta,
- objetosciowa wydajnos¢ wewnetrznych zrédet ciepta w i+1(t),
U,X,t - temperatura, wspétrzedna, czas.

Rys, 1, Geometria niejednorodnego obszaru odlewu

Niech

Vi * 9i qi (@)

gdzie:
S(X,t) - Jest funkcje zwiezane z materiatem podobszaru,
- ciepto przemiany fazowej w S2i(t).

Funkcje S(X,t) definiujemy Jako [3, 4:

0 ; U> U
S(X.1) fcU) ! U6 [u", UWJ ®)
1 j U< U

gdzie:

U® , U* - temperatura poczetku 1 konca krzepniecia stopu Fe-C.

Zaktadamy dodatkowo, ze funkcja S(X,t) Jest ciegta w ii, czyli Huo[i),l]
f(TD) » 0, F(T+) » 1. Tak okreslone funkcje S mozna interpretowa¢ Jako
udziat objetosciowy ciata statego w otoczeniu punktu P(x)gili

Poniewaz

(O]
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wiec roéwnania (1) mozna zapisa¢ w postaci

ei(Wci() - gi s"Ju™ = V. Kt V U(X,t) o)
czyli

9%(u) Ci(u) ut = V. ~ VU(X,t), ®)

gdzie C, (u) Jest zastepczg pojemnosciag cieplng podobszaru Q i(t). Oczy-
wisdcie

cl(u) = cnU); C3() = Cju) ; Cgéu) = c2 ) - gq2f () (@)
Przyjmujac

f(u) °[Uu"-Ujpl-'-7~» P>0 (8)

mozna dla zatozonej wartosci wyktadnika (S wyznaczy¢ zastepcza pojemnosé
cieplng fazy przejsciowej. Proponowane w pracach , [6] teorie dotycza-
ce fazy przejsciowej sprowadzajag sie do przyjecia w (8) wyk#tadnika (5=1
(liniowy rozktad wewnetrznych ZzZrédet) lub G >5>1 (krzepniecie warstwowe).
Oak +*atwo sprawdzi¢, catkowanie iloczynu C2 Q2 w interwale {jJJ*, uJ -
bez wzgledu na przyjeta hipoteze odno$nie 5, prowadzi do poprawnych fi-
zykalnie wynikéw - otrzymuje sie bowiem zmiane entalpii roztworu w czasie
krzepniecia wynoszacg Cg 82 (u'- U") + 82 g2, gdzie Cg, 8§82 sg wartoScia-
mi usrednionymi w VE:3
Wprowadzajac funkcje

H(li) :j C..(1) ~(85 dj, (9)
U*
gdzie
Cc1 u> u
Ci ei C2 g2 U6 Eu*" U] (10)

c3 g3 Uu< U

T =i /(4D d5
U*

przy czym U* jest umownie przyjetym poziomem odniesienia, dochodzi 9ie
do réwnania przewodnictwa obejmujacego caty obszar odlewu w postaci

h" =v2 T (12)
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Wobec silnej monotonicznos$ci i ciegtosci H(I) oraz T(u) nozna utwo-
rzy¢ funkcje H = 0(T) - rys. 2.

Rys. 2.

Poniewaz

Ht = H1T", 13)

wiec ostatecznie

0j T" = V2T (14

Réwnanie (14) uzupednione warunkami jed-
noznacznos$ci byto podstawe do stworzenia mo-
delu numerycznego obliczen krzepniecia odle-
woéw na bazie metody elementu skoriczonego. Sfor-
mudowanie warunkéw brzegowych i poczetkowych
przy wykorzystaniu funkcji T(u) przedstawio-
no m.in. w [3].

Przebieg funkcji

H = H(T) dla stali 0,35%C 3. Minimalizacja funkcjonatu

gdzie:

P3o

/L

W szczeg6lnosci dla

Ola przedstawionego wyzej zadania brze-
gowego, réwnowazne mu zadanie wariacyj ne (bez
wariacji czasu) polega na poszukiwaniu mini-
mum funkcjonatu

! + 0(T) di2 +
y 2

£2 15)

¢ | /77 T( -2T )f ds.
r30 u

powierzchnia graniczna miedzy odlewem a forme,

zastepczy wspétczynnik wnikania ciepta od powierzchni odlewu do
formy i otoczenia,

usredniona wartos¢ wspodczynnika przewodzenia w zakresie tempe-
ratur

U (un)3o uot H .

u

ot Mamy TQt = 0. Obszar £2 odlewu dzielimy

na przestrzenne elementy objetosci, przy czym do powierzchni brzegowych
kazdego z nich nalezy s punktéw weztowych. Funkcjonat 1(T) bedziemy
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przybliza¢ wykorzystujac zbidér wartosci funkcji T w weztach podziatu na
elementy skonczone.
Mozemy zapisac

I 111 ai 7z aikTj as
o]

- 3T
fjj M.ﬁvz;lbik TT H(Tk) (17)
i,k=

podobnie

¥sT /7 T2dS~| jr cikTiTk (18)

m FfI) i.k=1

W réwnaniu (18) zatozono dla prostoty state warto$¢ * w obszarze ii, row-
*
- - 2 m
noczesnie przyjeto U = UQt.

Nalezy wiec wyznaczy¢ minimum dla:
A =1 2 (aik + cik)TiTk + z bi k TF H(V (19)
i,k=I i,k=1

Warunki konieczne istnienia ekstremum implikuje minimalizujecy uktad roéw-
nan w postaci

1 1 3T
X (aik + Cik)Ti +z bik Tt + z QRik+cik)Ti= °>
1=1 1=1 1=1+1 (20)
k =1,2..... 1
gdzie :
1 - liczba wez#o6w, w ktérych wartosci nie sa znane,
n - *aczna liczba punktéw weztowych (n ~1). Oczywiscie n - 1 jest

iloscig weztdéw z warunkiem 1 rodzaju.
W ostatnim réwnaniu FfI°(T.) oznacza Wartoécum_Oi odpowiadajace warto-
<«
Sci , natomiast formalnie zapisana pochodna jest wielkos$cig T{ w

i-tym wezle. Macierze sztywnos$ci zagadnienia [»ik]. [bikl " t°iJ P°wstal?
przez sumowanie macierzy sztywnos$ci poszczeg6lnych elementoéw.
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4. Macierze sztywnosci

Rozpatrujemy dowolny © weztowy element przestrzenny. Funkcje T w ele-

mencie skonczonym A £2 0 wyrazamy przez kombinacje wartosci w weztach
elementu
T(x) =~ N/ x)Tj = (@A)
J-1

gdzie X = IX1, x2. x3].

Z rownania (21) wynika, ze

0O+ V- I3N
V m2 v Tj 22)
i1

Uwzgledniajgc ostatnie réwnanie otrzymujemy dla elementéw skonczonych
wewngtrz obszaru

iy Oxldx2dx3 | aikT.Tk . (23)
A Qe i k=l
gdzie
i/>p /I3Ni 8NKk 8Ni 3Nk 8Ni 3Nk\ 1 2 3
8ik = +AT A+ dx ox @)
AQe
Przyjmujac hipoteze o aproksymaciji funkciji J3(T) w kazdym punkcie ele-
mentu poprzez jej wartodci w weztach mamy:
0(T) = ~ N j(x1,x2,x3) 0(1~). (25)

J-1

Wobec (21) otrzymuje sie (zapisujac formalnie):

(26)
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Catkujac (17) w obszarze elementu

3T .
///p(T) 2 dxldx2dx3~ ]>] bik HCTk) ~t, (26)
AQ' i,k»l
gdzie
bik = U f Hi Nk dx*dx2dx3 @n
AQe

Macierz sztywnosci elementu brzegowego wyznacza sie zapisujac nieznang
funkcje T w dowolnym punkcie ptata poprzez kombinacje wartosci tej funk-
cji w punktach wezdowych.

Niech do powierzchni ptata nalezy r punktéw weztowych:

T(x1 x2 x3) = (X1 ,x2 ,x3) T.. (28)
1=1

Dla catki (18) w obszarze danego elementu otrzymamy

1§87/ Z “.Av (29
i k=l
AR3p
gdzie
cik =jr /7/-w 8- GO
Ar 3

Warunek brzegowy |1 rodzaju realizuje sie poprzez wstawienie do uk#adu
(19) zadanych wartosci T.

5. Rozwigzanie problemu krzepniecia

Minimalizujacy uktad réwnan (19) mozna zapisa¢ w postaci

[21Jt + Cb] ja'() &1 - [c] = o. (31)
gdzie

T = "(32)
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jest obszarem poszukiwanych wartosci w weztach. Réwnanie (31) okresla
szukang funkcje w zadanym interwale cza9u.

Rozwigzanie zadania otrzymuje sie przy pomocy zwiazkéw rekurencyjnych
uzyskiwanych réznymi metodami, m. in. metodg réznic skohAczonych lub metoda
GALERKINA, Dla pierwszej z nich,jesli aproksymowa¢ pochodng t " iloczynem
réznicowym rzedu | otrzymuje sie rownanie

T1 =m[a] At + [b] p"(T°) [b] + i3'(T°)TO - [c]At @33)

pozwalajgce wyznaczy¢ wartosci T w chwili t +At, jesli tylko znane
sa wartosci T° w chwili t. Réwnanie (33) oznacza, ze w punktach wezto-
wych przyjmuje sie w kazdym kroku czasowym wartosci wspodczynnikéw termo-
fizycznych odpowiadajacych wartosci T°, dzieki czemu uktad pozostaje u-
ktadem liniowym. Podobne postepowanie dla metody GALERKINA zaktada apro-
ksymacj e
N0T° + N1T1 (34)

poprzez zalezne tylko od czasu i ciggte funkcje ksztattu.

Pochodna wzgledem czasu jest wtedy takze aproksymowana przez iloraz
roznicowy rzedu I. Wykorzystujac metode GALERKINA i catkujgc w przedziale
[p, AtJ otrzymujemy:

At
{[al At - 2[b] 0°(T°) 1 [a] At - 2[B] ja"(T°) T° - f [cldt.

(35

5. Podsumowanie

Przedstawiony sposéb modelowania niestacjonarnego pola temperatur w
krzepngcym wlewku byt podstawg do opracowania programu obliczen dla syme-
trycznego wycinka wlewka kwadratowego z wycieciem kotowym wykonanego ze
stali 0,35% C.

Uzyskane wyniki przedstawiono w £t] . Problem rozwigzano przy podziale
obszaru na 24 elementy. Poréwnanie wynikéw z rozwigzaniem réznicowym w po-
staci jawnej (115 wez4éw) wskazuje na duzg efektywnoscé metody elementu
skonczonego do modelowania procesu krzepniecia, w szczeg6lnosci nawet dla
kroku czasowego 60 s (przy interwale krytycznym dla schematu jawnego At =
= 5 s) uzyskano praktycznie takie same wyniki jak w metodzie roéznic.
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HCnOJI1b30BAHHE ,METODA KOHEHHOTO 3JIEMEHTA
K tffICJIEHHQMy MOJXEJIHPOBAHHIO UPOIJECCA 3ATBEPHEBAHHH OTJIHBOK

Pe 3ame

IlpeflOTaBJieHO MaieMaTmiecKoe onHcaHze npopecca 3aTBepaeBaHHa CTajibHOM o t-

jihbkh h HOKa3aH Meiofl pemeHHH 3a,agati npa noMogH KOHe”Horo slieMema.

THE APPLIFICATION OF FINITE ELEMENT METHOD IN MODELLING
OF HEAT TRANSFER IN A STEEL CAST

Summary

The mathematical description and the numerical model (in the finite
element base) of heat transfer in a steel cast are presented.



