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OPIS | PROJEKTOWANIE ZAMKNIETYCH UKLADOW
DYNAMICZNYCH Z REGULATORAMI DYSKRETNYMI

Streszczenie. Na poczatku pracy zwraca sie uwage na trudnosci w stosowaniu me-
tod bazujacych na transformacji Z do opisu uktadéw dyskretnych przy duzych czes-
totliwosciach prébkowania. Proponuje sie metode projektowania regulatorow dyskret-
nych przy wykorzystaniu metod czasu ciggtego. Stosuje sie w niej proste modele ciggte
uktadu dyskretnego. Zaprojektowany przy uzyciu tych modeli regulator ciagty jest na-
stepnie przyblizany regulatorem dyskretnym. Pokazano mozliwo$¢ zastosowania metody
do projektowania wielowymiarowych uktadéw dyskretnych z oddzielnymi regulatorami
poszczeg6lnych petli regulacji i z réznymi czestotliwo$ciami prébkowania. Zauwazono, ze
dla tych ostatnich uktad6éw nie istnieje opis za pomocg transmitancji dyskretnej, co utru-
dnia ich projektowanie przy wykorzystaniu modeli dyskretnych. Zaproponowano takze
oryginalng metode projektowania ciggtych uktadéow wielowymiarowych. Metody zilust-
rowano przyktadami. 1

DESCRIPTION AND DESIGN OF CLOSE-LOOP DYNAMIC SYSTEM
WITH DISCRETE-TIME REGULATORS

Summary. At the begining, it is noticed that for high sampling frequencies there
arise difficulties in description of discrete-time systems by means of the models ba-
sed on Z transform. Next, the method of design of discrete-time regulator based on
continuous-time methods is proposed. The simple continuous-time models are used in it.
The continiuous - time regulator designed with using these models is then approximated
by means of a discrete- time regulator. It is shown that it is possible to apply the method
for designing multivariable discrete-time systems with separate regulators of particular

IArtykul zawiera podsumowanie wynikéw otrzymanych w pracach finansowanych cze$ciowo przez
Komitet Badan Naukowych.
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loops having different sampling frequencies. It is noticed, that for the latter systems does
not exist the transfer function description which creates a difficulty in their design. An
original method of design of continuous-time multivariable systems is also proposed. The
methods are illustrated with examples.

1. Wprowadzenie

Ostatnio coraz czesciej w uktadach automatyki wykorzystuje sie regulatory zrealizowane
na mikroprocesorach, przy czym zazwyczaj stosuje sie duze czestotliwosci prébkowania.
Wiadomo, ze wtedy uktady takie zblizajg sie swoimi wiasnosciami do uktadow ciagtych.
Tym niemniej regulator zrealizowany na mikroprocesorze pozostaje jednak regulatorem
dyskretnym i musi to by¢ brane pod uwage przy projektowaniu algorytmu sterowania.
Aktualne wiec pozostaje pytanie, jakie metody stosowa¢ do opisu i projektowania takich
uktadow?

W literaturze zwraca sie uwage na trudnosci zwiazane z zastosowaniem opisu bazu-
jacego na transformacji Z do takich uktadéw. Przyczyna tych trudnosci jest wyekspo-
nowana rowniez na poczatku niniejszej pracy. W zwigzku z tym zostaly rozwiniete inne
transformacje, takie jak np. transformacja 6 [7], Wzrasta rowniez zainteresowanie stoso-
waniem metod czasu ciggtego do opisu uktadow dyskretnych. Ale propozycje takie jak
w pracach [8, 5] nie wydaja sie by¢ trafione ze wzgledu na stopien ich skomplikowania.

W niniejszej pracy proponuje sie oryginalng i prostg metode projektowania regula-
torow dyskretnych za pomocg metod czasu cigglego. Istotg metody jest zastosowanie
modelu ciggtego uwzgledniajgcego prébkowanie i podtrzymywanie realizowane przez ek-
strapolator zerowego rzedu. Regulator dyskretny otrzymuje sie z odpowiedniego przy-
blizenia regulatora ciggtego zaprojektowanego za pomocg jednej z metod czasu ciggtego.

Zauwaza sie takze, ze uktady wielowymiarowe dyskretne z réznymi czestotliwo$ciami
prébkowania w réznych petlach nie daja sie opisa¢ za pomoca macierzowej transmitancji
dyskretnej, co stwarza istotne trudnosci w ich projektowaniu. W zwigzku z tym wskazuje
sie na mozliwo$¢ odpowiedniego stosowania proponowanej metody do ich projektowania.
Uzupetnieniem tych rozwazan jest zaproponowana réwniez oryginalna metoda projekto-
wania uktadéw wielowymiarowych ciggtych.

Niniejsza praca wynikta z mojego "powrotu” do problematyki uktadéow dyskretnych
i ponownego zajecia sie nig kilka lat temu. Byto to spowodowane powszechnym ostatnio
stosowaniem regulatoréw zrealizowanych na mikroprocesorach. Nalezy jednak zauwazy¢,
ze na otrzymane tutaj wyniki i poglady bardzo duzy wptyw miato doswiadczenie zdobyte
podczas wykonywania przeze mnie pracy doktorskiej w pierwszej potowie lat sze$édzie-
sigtych. Burzliwe dyskusje na seminariach, prowadzonych przez Prof. S. Wegrzyna w
6wczesnej Katedrze Teorii Regulacji, na Wydziale Elektrycznym Politechniki Slaskiej,
miaty olbrzymi wplyw na ksztattowanie sie miodych pracownikéw nauki. Dzisiaj z
perspektywy czasu potrafie to chyba wiasciwie oceni¢.
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2. Przypadek matych okreséw préobkowania

Rozwazmy uktad dyskretny zitozony z szeregowo potgczonych elementéw: prébku-
jacego, ekstrapolatora zerowego rzedu EO i obiektu ciggtego G. (rys. Ib). Zatézmy, ze
obiekt posiada transmitancje wymierng o postaci

= @

Rys. 1. a) Uktad ciggty; b) uktad dyskretny
Fig.l. a) Continuous-time system; b) discrete-time system

gdzie C(s) i D(s) sa wielomianami odpowiednio stopnia m in, przy czym m < n. Rozpa-
trywany uktad dyskretny mozna opisa¢ za pomocg transmitancji dyskretnej okreslonej
przez wzor

G(2) = (I-z-") Z hiy(kh)l @

gdzie k = 0,1,2,... jest czasem dyskretnym, Zh oznacza transformacje Z o okresie
prébkowania h, yi[t) oznacza odpowiedZ skokowg obiektu ciagtego G, h jest okresem
prébkowania oraz(l1—z~1) jest odwrotnoscig transformaty Z dyskretnego skoku jedno-
stkowego. Niechaj sji zj, j-1,2,...,n sg biegunami odpowiednio transmitancji G(s) i
G(z). Mamy wtedy

Zj=e3\j =12,..,n (3)

Warto zauwazyé¢, ze za pomocg podstawienia t = kh zmieniamy skale czasu od czasu
rzeczywistego t z jednostkg ”1” do czasu dyskretnego k z jednostkg ”h”. W zwigzku z tym
potozenie biegunéw z- transmitancji G{z) nie odpowiada przebiegom czasu rzeczywistego.

Mozna zauwazyé¢, ze te ostanie przebiegi sq zwigzane z pierwiastkami

7] = 2)'h= j=1.2,..n 4)

w przypadku czasu dyskretnego oraz z pierwiastkami sj, j — 1,2,...,n, w przypadku
czasu ciggtego.
Przypadek graniczny, gdy h dazy do zera, nalezy traktowac ostroznie. Wtedy, po pier-

wsze, wszystkie bieguny zj dazg do granicy rownej 1, co oznacza, ze ta granica nie zawiera
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zadnej informacji o przebiegach sygnatu wyjsciowego. Po drugie, jezeli traktujemy zjako
zmienng zespolong niezalezng od h i r6zng od 1, wtedy
lim G(z) = 0. (5)
a- o w v
Przypadek z 1 odpowiada stanom nieustalonym dla skonczonych wartosci czasu
dyskretnego k.Granica (5) wynikastad, ze w rozwazanym przypadku yi(kh)—0 dla
h —*0,poniewaz yi(0)= 0. Granica (5) nie ma zadnegoznaczenia praktycznego iwynika
stad, ze uzyty zostat czas dyskretny k z jednostkg ”h” zdazajaca do zera. Z drugiej strony
praktycy wiedza, ze gdy h —0,/wtedy omawiany uktad dyskretny zachowuje sie tak jak
uktad ciagty opisany transmitancjg G(s). Teoretycznie mozna to pokaza¢ powracajgc do
czasu rzeczywistego ciggtego poprzez podstawienie z = exp(sh). Otrzymujemy wtedy

G(s) = lim G (e?). (6)

Witasnos$¢ (6) wynika takze z nieco zapomnianej obecnie wiasnosci transmitancji dysk-
retnej dla uktadu z impulsatorem idealnym, wyprowadzonej w [4].

Z wiasnosci (5) wynika, ze stosowanie transmitancji dyskretnej G{z) do opisu uktadow
przy matym h moze prowadzi¢ do znacznych trudnosci. Rzeczywiscie z pracy [2] wynika,
ze do zapisu wspotczynnikow wielomianéw transmitancji G(z) potrzebne sg wtedy stowa
cyfrowe o bardzo duzej dtugosci. Na przykitad, do zapisu tych wspotczynnikéw dla uktadu,
w ktdrym G(s) = 40.48/(s + I)(s + 2s + 40.48) i h = 0.01, zapewniajgcego doktadnos¢
parametru wzmocnienia na poziomie 1% potrzeba 8 pozycji liczby dziesietnej, a przy
stosowaniu 5 pozycji model jest catkowicie nieadekwatny. Przy h = 0.001 potrzeba juz
11 pozycji,a przy 8 model catkowicie upada. Z [2] wynika, ze na potrzebng ilo$¢ pozycji
liczby dziesietnej istotny wptyw ma wielko$¢ n(-logh). Stawia to pod znakiem zapytania
mozliwo$¢ stosowania transmitancji G(z) do opisu i projektowania uktadéw dyskretnych
przy matych h, szczegélnie dla obiektow wyzszego rzedu.

3. Modele przyblizone

Jednym ze sposobéw ominiecia opisanych w poprzednim rozdziale trudnosci jest
stosowanie opisu i projektowania metodami czasu ciggtego. W tym celu bedziemy stoso-
waé dwa typy modeli przyblizonych: model ciagly uktadu dyskretnego i model dyskre-
tny uktadu ciaggtego. Pierwszy model pozwala wykorzystywaé metody projektowania czasu
cigglego™ a drugi pozwala przejs¢ z otrzymanej tymi metodami wersji ciaglej regulatora
na wersje dyskretng realizowang za pomocg mikroprocesora.

3.1. Model ciagty uktadu dyskretnego

Rozwazmy dwa uktady, pierwszy'jest obiektem ciggtym opisanym za pomocg trans-
mitancji G(s) (Rys. la) i drugi ztozony z elementu probkujgcego o okresie h, ekstra-
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polatora zerowego rzedu EO i obiektu ciggtego G(s) (rys. Ib). O transmitancji G(s)
zaktadamy tylko to, ze G(ju>) -+ 0 gdy u»—>00. Drugi uktad mozna opisa¢ za pomocg
transmitancji dyskretnej G{z).

Poréwnajmy odpowiedzi obu uktadéw na sygnat wejsciowy u(t) = ct,c = const. Niech
u’{t) oznacza wyjscie ekstrapolatora EO i niech Au(t) = u(t) —u’(t). Wykresy sygnatéw
u(f), u’(i) i Au(t) sa pokazane na rys. 2 a i b. Réznice Au(t) mozna przedstawi¢ w
postaci nastepujgcego szeregu Fouriera

9 b)

Rys.2. a) Sygnaty wejsciowe; b) réznica sygnatéw
Fig.2. a) Inputs; b) inputs difference

, h h (. 1 .47 \
+ 7ri+ -1 co
Jezeli h jest dostatecznie mate',. wtedy |G(jxOl» *= 1,2,... sg mate i sktadowe harmoni-
czne wystepujace w (7) sg thumione po przejsciu przez G. Oznaczajac przez Ati(i) wartos¢
$rednig za okres h przebiegu Au(i) oraz uwzgledniajac to, ze ¢ = u(t)]Jotrzymujemy z (7)

h

» h.. .
Au(i) = -c = -u'(i). )

Mozna zauwazy¢, ze odpowiedz uktadu G(s) na sygnat (8) dla matego h okresla w przy-
blizeniu sygnat Ay(t) = y(i) —yi(i). Wprowadzajgc oznaczenia AU(s) = £[Au(f)],

U(s) = E[u(D], y(s) = £ly()], r.(s) = £[yi()], Ay(s) = y(s)-1j(s), gdzie £ oznacza
symbol transformacji Laplace’a,otrzymujemy;

AY (s) » AY(s) = G(s)AU(s) = G(sAsU(s) = "sY(s), ©)

Yi(s) w Gd(s)U(s), Gj(s) = (1 - -s)G(s). (10)

Przyblizone zaleznosci (9) i (10) sg tym doktadniejszej bardziej sa ttumione przez
G sktadowe sinusoidalne szeregu (7). Zauwazmy, ze zalezno$ci te obowigzujg nie tylko
dla u(t) = ct, ale takze dla dowolnych u(t), dla ktérych zmiana pochodnej u(f) za okres
(i —h,t)h jest pomijalnie mala.

Zaleznos$¢ (10) okre$la oryginalny przyblizony model ciggty w postaci transmitancji
Gj(s) dla uktadu dyskretnego - rys. Ib.
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Inny model ciagty przyblizony uktadu dyskretnego z rys. Ib mozna wyprowadzic¢
zauwazajac, ze Srednia za okres (i —h,t) warto$¢ sygnatu u"(t) oznaczana przez €’ (t)
spetnia zalezno$¢ u’(t) = u(t —|). Otrzymujemy stad

YAs) * Ge(s)U(s), Gce(s) = G(s)e~*\ (11)

Doktadniejsze uzasadnienie modelu (11) mozna znalez¢ juz w literaturze z lat sze$¢dzie-
sigtych [6], a mozliwo$¢ jego zastosowan zauwazona jest rdwniez w aktualnej literaturze
Ul-

Oba modele przyblizone wynikajg z modyfikacji transmitancji G(s)\ Gd(s) jest zmo-
dyfikowana przez pochodna, a Gc¢(s) - przez opdznienie. Mozna zauwazy¢, ze Gd(s) wy-
nika z ("(s), jezeli w tym ostatnim rozwiniemy funkcje exp(—hs/2) w szereg i uwzgled-
nimy tylko pierwszy wyraz rozwiniecia.

3.2. Model dyskretny uktadu ciggtego

Dany uktad ciggty opisany transmitancjag wymierng R(s) mozna aproksymowac opi-
sem dyskretnym na wiele sposobéw. W dalszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywaé
tzw. aproksymacje Tustina, w ktorej model dyskretny w postaci transmitancji dyskretnej
R{z) uktadu ciggtego R[s) wynika ze wzoru

<i2>

Mozna pokaza¢ [7],ze model (12) wynika z tzw. trapezowej aproksymacji catkowania.

Oczywiscie doktadnos$¢ aproksymacji zalezy od stosunku czestotliwo$ci prébkowania
do maksymalnej czestotliwosci widma sygnatu wejSciowego. Im wiekszy ten stosunek,
tym wieksza doktadnos$é aproksymacji. W proponowanej dalej metodzie projektowania
odpowiednia warto$¢ tego stosunku wynika z poczynionego tam zatozenia dotyczacego
tzw. czestotliwosci okreslajgcej pasmo przenoszenia.

4. Projektowanie regulatora dyskretnego

Rozwazmy uktad dyskretny pokazany na rys. 3a skiadajacy sie z obiektu ciggtego o
transmitancji G(s), ekstrapolatora zerowego rzedu EO, regulatora o transmitancji dysk-
retnej R(z) i dwoch synchronicznych elementéow probkujacych o okresie probkowania h.
W realizacji praktycznej probkowanie elementu 2 odpowiadajgce przetwornikowi cyfrowo-
analogowemu jest nieco opdznione w stosunku do prébkowania elementu 1 odpowiada-
jacego przetwornikowi analogowo-cyfrowemu. OpGznienie to jest przeznaczone na wyzna-
czenie nowej wartosci sterowania u(kh) po otrzymaniu nowej warto$ci pomiaru y(kh) i
w rozwazanym modelu pomijamy je.
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Przedstawiony na rys. 3b model ciggty jest modelem uktadu dyskretnego z rys. 3a;
jezeli transmitancja Gj(s) jest zwigzana z G(s) zgodnie ze wzorem (10), a transmitancja
R(z) wynika z aproksymacji Tustina (12) transmitancji R(s). Zamiast modelu Gd(s)
mozna réwniez uzywa¢ modelu Ge(s), ktéry jest okre$lany za pomocg transmitancji z
op6znieniem (niewymiernej)!co jednak prowadzi do zwiekszenia trudnos$ci projektowania.

Rys.3. a) Zamkniety uktad dyskretny; b)jego model ciagty
Fig.3. a) Discrete-time closed-loop system; b) its continuous-time model

Dodatkowym warunkiem jest odpowiedni stosunek czestotliwosci prébkowania do
czestotliwosci okre$lajgcej pasmo przenoszenia. Niechaj ujg oznacza czestotliwo$¢ okresla-
jacg pasmo przenoszenia modelu uktadu z rys. 3b, mamy zatem \Gi(ju)R(juj)| < 1 (lub
|Ge(jw)/?(ju;)|] < 1) dla 0 < w < 0jg. Omawiane modele obowigzujg dla matych h, dla
ktérych sygnat o czestotliwosci probkowania i wyzszej jest dostatecznie ttumiony przez
G. Orientacyjnie zachodzi to wtedy~/gdy czestotliwo$¢ probkowania w, = 2ir/h jest w
przyblizeniu nie mniej niz dziesie¢ razy wieksza niz v»g. To zalecenie wynika z dotych-
czasowych rozwazan, jak réwniez z przeprowadzonych badan, numerycznych. Jest ono
zgodne z zaleceniem okre$lajacym czestotliwo$¢ probkowania znajdujgcym sie w (7, str.
461], Przy spetnieniu tego warunku bedziemy uwazali,ze uktad z "rys. 3b z obiektem Gj(s)
(lub Ge(s)) jest modelem ciggtym uktadu dyskretnego z rys. 3a. Oznacza to, ze odpo-
wiednie charakterystyki czasowe i czestotliwo$ciowe omawianych uktadéw sg zblizone do
siebie.

Poniewaz model z pochodng jest prostszy, jest on zalecany w przypadku obiektéw bez
opdznienia. Nietrudno zauwazy¢, ze proponowana metoda moze by¢ réwniez stosowana
dla przypadku obiektu z op6znieniem. W tym przypadku stosowanie modelu z opdznie-
niem wydaje sie bardziej wiasciwe.

4.1. Algorytm projektowania

Proponujemy zatem nastepujacy algorytm projektowania regulatora dyskretnego.

1. Dla danej transmitancji obiektu G(s) i przyjetego okresu prébkowania h two-
rzymy model z pochodng Gj(s) —G(s)(I —|s) lub model z op6znieniem Ge(s) =
G{s)exp{-fs);
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2. Stosujac jedng ze znanych metod projektowania uktadéw ciggtych(dobieramy re-
gulator R(s) do stosowanego modelu Gj(s) lub Gc(s);

3. Jezeli 0ij>10u)Sjto regulator dyskretny R(z) wynika z przyblizenia regulatora R(s),
okreslonego wzorem Tustina (12).

Uwaga. W celu przyjecia wiasciwego h zapewniajgcego spetnienie warunku z pun-
ktu 3 mozna najpierw wyznaczy¢ czestotliwo$é pasma przenoszenia dla uktadu ciggtego
z regulatorem R'{s) zaprojektowanym dla obiektu G(s) i przyja¢,ze okres$la ona w przy-
blizeniu interesujaca nas czestotliwo$¢ pasma przenoszenia 0jg.

4.2. Przykiad Rattana

Przyktad wprowadzony przez Rattana [8] byl réwniez rozpatrywany przez Kellera
i Andersona [5]. W przykitadzie tym obiekt i regulator majg transmitancje w postaci

G&E>="TTi' 43>
. 0.4l6s+ 1
= 0l§sTTie (14>

Dla h = 0.15 zaprojektowany przez Rattana regulator dyskretny ma postac

, 3.4362-2191 ,
z+ 0239 ' <'5>
Dla tego samego h model z pochodng przyjmuje posta¢ Gj(s) = Regulator
zaprojektowany dla tego modelu przy wykorzystaniu kryterium MaxuM, (M = li+yfibl)

przyjmuje postac

<16>
Regulator dyskretny wynika z (16) i (12)

Dla rozpatrywanego przyktadu mamy MaxwM = 1.35, vg —5.2, oj, = 41.9, 0j,/ujg =
8.06. Tym niemniej odpowiedzi skokowe, wykresy wskaznika regulacji i wykresy Nicholsa
dla uktadu dyskretnego i odpowiadajgcego mu uktadu ciggtego sg jeszcze wzajemnie
zblizone. Dzieki temu uktad dyskretny z zaprojektowanym regulatorem (17) ma dobre
wiasnosci.

Zaprojektowany regulator (17) i regulator Rattana (15) sg regulatorami 1 rzedu.
Keller i Anderson zaprojektowali dla obiektu (13) regulator 2-rzedu dla A=0.157,
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0.314, 0.42. Jednakze te ostatnie regulatory dajg nieco gorsze przebiegi niz regulator
Rattana (15).

I-Rorwiajuni« Rittini. uklad ciagly,
0 — 2-Rom<gart*« Rerunc, utt. dyjkr., h-0_;
z pochodna i ruiz* rozwiazani*
dyskretne przyktadu Rattan*

1-Rozwiazanie Rattain, uldvd ciagly,

2-Rozwiazanie Rattana, uklad dyskretny, h*0.tJ;
3Nz nodd dgBYyz
4-Nuz uktad dyakretny tia przykfadu Rattana
dlib-0 .li.
a) Odpowiedzi skokowe zamknietego uktadu b) Wykresy Bode'ego wskaznika regulacji
a) Step responses ofthe closcd-loop system b) Bode plots of the control index

1-Ulliad ciagly Rattana,
2__2- Uklad dyikjetny
3-Modcl Zpochodna i run.
tame nrrvVJvdu Rattana

c) Wykresy Nicholsa uktadu otwartego
c¢) Nichols plots of the opcn-loop system.

Rys. 4. Charakterystyki czasowe iczestotliwo$ciowe dla przyktadu Rattana
Fig.4. Time and frequency characteristics for Rattan’s example

Na rys. 4 a, b, c przebiegi charakterystyk dla uktadu z naszym regulatorem (17)
sg porownywane z przebiegami dla regulatora Rattana (15). Wida¢, ze nasz regulator
jest nieco szybszy, daje nieco mniejsze przeregulowanie,a nawet nieco wiekszy zapas fazy

w porownaniu do regulatora Rattana. Tylko zapas amplitudy dla naszego regulatora jest
mniejszy.

5. Uktad wielowymiarowy z réznymi okresami prébkowania

Rozwazmy ukiad wielowymiarowy dyskretny w czasie pokazany na rys. 5 ztozony
z ciggtego wielowejsciowego i wielowyjsciowego obiektu opisanego transmitancjg macie-
rzowa

Gu(s)i mm Gim(s)
G(s) (18)
¢?2ml(s)> fumrTi(Y)
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i z rn sprzezen zwrotnych zawierajagcych elementy prébkujgce z réznymi okresami prob-
kowania A- ekstrapolatory zerowego rzedu BOi oraz regulatory dyskretne opisane trans-
mitancjami Ri(z)1i = 1, 2, m. Ro6zne okresy probkowania zastosowane w réznych
sprzezeniach moga wynikac¢ z r6znych predkosci przebiegéw,'jak réwniez z ograniczen ele-
mentow pomiarowych i przetwornikéw analogowo-cyfrowych.

Rys.5. Uktad wielowymiarowy dyskretny z réznymi okresami prébkowania
Fig.5. Discrete-time, multivariable, multirate system

Rozwazany uktad jest liniowy, ale nie da sie opisaé za pomocg transmitancji macie-
rzowej. Rzeczywiscie®opis w postaci transmitancji macierzowej catego uktadu z rys. 5
bytby mozliwy(gdyby istniata transmitancja dla uktadu pokazanego na rys. . 6 o jednym
wejsciu i jednym wyjsciu, w przypadku gdy A; y$ Aj. Powstaje zatem pytanie: czy i w
jakim przypadku istnieje opis w postaci transmitancji (lub stacjonarnych réwnan stanu)
dla uktadu z rys. 6. Nalezy podkresli¢, ze w dostepnej literaturze brak jest wyraznej
odpowiedzi na to pytanie, chociaz problem zostat zauwazony np, w [13].

6. Istnienie transmitancji
Rozwazmy trzy przypadki:
1 hi= A Aj= NA, N- liczba catkowita;
2. A= MA, Aj= A M- liczba catkowita;

3. A= MA, A = NA, M, N - wzgledne pierwsze liczby catkowite, dodatnie, a
Aoznacza pewien podstawowy okres prébkowania (najwiekszy wspdlny podzielnik

okresow A- oraz Aj).
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% ZOHj
0s@ —/ Vi
Rys. 6. Uktad dyskretny z hj * hj
Fig.6. Discrete-time system with h, * hj
Wprowadzmy nastepujace wyrazenie ¢
Y h(z) = Z h[y(kh)\ = g_% y (kh)z~k> (19)

tzn. symbol Z h oznacza transformate Z przy okresie probkowania h,
W przypadku 1 dla dowolnego ciggu [u(iiV/i)] i odpowiadajgcego mu ciggu [y(Jt/i)],
k=0,1,2,... zachodzi:'

Vi(kh) = £[u (W i) - u((/- )Nh)]yn(kh - INh),

1=0

(20)
gdzie
(21)

a £ 1loznacza symbol odwrotnej transformacji Laplace’a. Po zastosowaniu transformacji
Z do obu stron zaleznosci (20) otrzymujemy:"'

[e]e]

Yk(*) =Y X INh)" " DNh)]Zhpij{kh)]z-N= (1 - V)ii*[yy(AA)I(22)
1=0
lub
Y\z) = Glp{z)U"\zN)i (23)
gdzie
00
Y\z) = Zh[y(kh)}, UNh(zN)=Ju P Ji/)-1 (24)
o
G "il-z-"M kh)). (25)

Tak wiec dla przypadku 1 istnieje opis w postaci transmitancji (25) wigzacej wyjscie
Y h{z) z wejsciem UNh{zN).
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Natomiast dla przypadku 2 mozna zauwazy¢, ze transmitancja wigzaca wyjscie z
wejsciem nie istnieje, gdyz rozpatrywany uktad jest niestacjonarny. Rzeczywiscie, jezeli
dla dowolnego wejscia Uj(kh} otrzymujemy wyjscie y*kMh), k —0,1,2,..., wtedy dla
takiego samego wejscia ale przesunietego w czasie o A,tzn. dla Uj(kh —A), wyjscie t- nie
jest przesuniete o A,'gdy minimalne przesuniecie w czasie wyjscia y, jest rowne A = Mh.

Rowniez dla przypadku 3 transmitancja opisujgca uktad z rys. 4 nie istnieje, gdyz
réwniez wtedy uktad jest niestacjonarny.

Poniewaz w uktadzie wielowymiarowym, nawet jezeli kanatowi skrosnemu od wejscia
u- do wyjscia yy odpowiada przypadek 1,'to kanatowi skro$nemu od Uj do y- odpowiada
przypadek 2. Wynika stad,ze dla catego uktadu dyskretnego wielowymiarowego z réznymi
czestotliwosciami prébkowania nie istnieje opis w postaci transmitancji macierzowej (ani
w postaci stacjonarnych réwnan stanu), co znacznie utrudnia projektowanie takich ukta-
dow metodami czasu dyskretnego. W zwigzku z tym wzrasta znaczenie zaproponowanej
w nastepnym rozdziale metody projektowania bazujgcej na opisie ciggtym.

7. Projektowanie dyskretnych ukiadéw wielowymiarowych

Zaktadamy, ze w uktadzie z rys. 5 wejscie u; obiektu jest odpowiednio dobrane do
wyjscia y;, i = 1,2, tak ze oba wystepujg w i-tym sprzezeniu zwrotnym. Inaczej
mowiac, zaktadamy, ze problem doboru sygnatu regulujgcego uj do sygnatu regulowa-
nego V- zostat juz rozstrzygniety przy wykorzystaniu réznych przestanek (wzmocnienie
i statle czasowe poszczeg6lnych kanatéow, oraz ewentualnie inne przestanki wynikajace
z fazy tworzenia modelu obiektu). Poniewaz caly uktad nie moze by¢ opisany za po-
moca macierzowej transmitancji dyskretnej/uzasadnione jest wykorzystanie omowionego
poprzednio modelu ciggtego do opisu poszczeg6lnych kanatéw obiektu z uwzglednieniem
réznych okreséw prébkowania. Dzieki temu mozna zaproponowa¢ nastepujacy algorytm
projektowania wielowymiarowych uktadéw dyskretnych.

7.1. Algorytm projektowania

1. Dla danej transmitancji Gij(s) ij-tego kanatu obiektu i przyjetego okresu probko-
wania hj nalezy utworzy¢ transmitancje zmodyfikowang przez pochodng Gfj{s) =
(1 —hjs/2)G(s) (lub przez op6znienie G-j(s) = exp(—hjs/2)G(s), i = 1,2, ..m).

2. Wykorzystujac jedng ze znanych metod projektowania wielowymiarowych uktadéw
dyskretnych,znajdujemy transmitancje Rj(s) regulatoréw ciggtych dla obiektu opi-
sanego przez transmitancje Gfj(s) (lub G-7s)).

3. Sprawdzamy, czy okresy probkowania hj sg dostatecznie mate, tzn. czy czestotli-
wos$¢ prébkowania u)j = 2tt/ hj jest okoto dziesie¢ razy wieksza od czestotliwosci
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okres$lajgcej czestotliwo$¢ pasma przenoszenia uij j-tej petli sprzezenia ; jezeli nie
- to zmniejszamy okres hj i powtarzamy kroki 1i 2.

4. Transmitancje regulatoréw dyskretnych poszczeg6lnych petli Rj(z) wynikaja z ap-
roksymacji Tustina transmitancji Rj(s), czyli

(26)

Czestotliwo$¢ pasma przenoszenia j-tej petli cuj obliczamy biorgc pod uwage trans-
mitancje obiektu zastepczego Gj wigzacag wyjscie Yj(s) z wejsciem Uj(s) obiektu i wy-
prowadzong przy uwzglednieniu pozostatych m-1 petli zamknietych. Dalej zostanie to
objasnione doktadniej i stanie sie zrozumiale po przedstawieniu przyktadu.

Uwaga. Azeby wybra¢ odpowiednie okresy probkowania hj zapewniajgce spetnie-
nie warunku ujj > lOwtj/najpierw mozna okresli¢ czestotliwo$¢ uij' pasma przenoszenia
dla uktadu z regulatorami Rj'{s) zaprojektowanymi dla obiektu G{s). Nastepnie mozna
przyjac, ze ujj m u i okres$li¢ hj.

W opisanym algorytmie projektowania wykorzystuje sie dowolng metode projektowa-
nia wielowymiarowych uktadéw ciggtych. W nastepnym rozdziale opiszemy oryginalng
metode projektowania takich uktadow.

8. Projektowanie ciagtych uktadow wielowymiarowych

Rozwazmy teraz wielowymiarowy uktad ciggly powstajacy z uktadu pokazanego na
rys. 5, jezeli w tym ostatnim nie wystepuja elementy prébkujace i ekstrapolatory, a
w miejsce regulatorow dyskretnych Rj(z) wystepuja regulatory ciggte Rj(s). Opiszemy
teraz oryginalng metode projektowania regulatoréw Rj(s) dla tych uktadéw polegajgcg na
sukcesywnym stosowaniu metody projektowania regulatora dla obiektu o jednym wejsciu
i jednym wyjséciu. Proponowane podejscie polega na repetycyjnej procedurze, w ktorej
regulator Rj(s) j-tej petli jest projektowany dla obiektu zastepczego o jednym wejsciu Uj
i jednym wyjsciu j/j,powstajagcego z uwzglednienia pozostatych petli zamknietych (tych,
ktére juz majg zaprojektowane w poprzednich krokach regulatory).

Tak wiec najpierw jest projektowany regulator R\(s) dla obiektu Gu(s), pozostate
petle sa otwarte, gdyz nie majg one jeszcze zaprojektowanych regulatoréw. Drugi re-
gulator Ri(s) projektujemy dla jednowymiarowego obiektu zastepczego powstajagcego z
uwzglednienia pierwszej petli zamknietej i pozostatych otwartych; trzeci i?3(s) - dla za-
stepczego obiektu uwzgledniajgcego dwie pierwsze petle zamkniete, a pozostate otwarte;
ostatni m-ty regulator Rm{s) dla obiektu zastepczego uwzgledniajgcego wszystkie pozo-
state petle zamkniete.
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Nastepnie powtarzamy procedure projektowania rozpoczynajgc od pierwszej petli i
projektujagc regulator Rj(s) j-tej petli, j = 1,2,...,m dla obiektu zastepczego jednowy-
miarowego wynikajgcego z uwzglednienia pozostatych petli zamknietych z regulatorami
zaprojektowanymi w ostatnich m-1 krokach. Jezeli potrzeba, powtarzamy procedure pro-
jektowania, az dalsze kroki nie dadzg poprawy sterowania.

Nalezy podkresli¢, ze proponowana procedura projektowania jest zazwyczaj szybko
zbiezna. Wynika to z faktu, ze zmiana regulatora Rj(s) j-tej petli wptywa gtéwnie na
charakterystyki otwartej j-tej petli wykorzystywane przy projektowaniu. Charakterystyki
pozostatych kolejno otwieranych petli sg znacznie mniej zalezne od tej zmiany, gdyz dla
nich j-ta petla jest zamknieta,a wiec zazwyczaj mato wrazliwa na zmiane parametrow.

Regulator Rj(s) okreslamy stosujgc dowolng metode projektowania uktadéw jedno-
wymiarowych. Jedng z zalecanych jest metoda bazujgca na charakterystykach czestotli-
wosci i kryterium Mmas,ktére jest stosowane w opisanym dalej przyktadzie. Regulator
Rj(s) powinien by¢ zaprojektowany tak, ze Mmax « 1.3,gdzie Mmax jest rdwne maksi-
mum modutu charakterystyki amplitudy zamknietego uktadu.

9. Przykiad

Rozwazmy uktad dyskretny o dwoch zmiennych regulowanych pokazany na rys. 5,
w ktérym transmitancja macierzowa obiektu przyjmuje postaé
10 7

s(s+1)’ (3+2 3
(5) (3+ )7(S+) @7)

<) =
s(s+1)” (s+2)(s+3)
Celem rozwazah jest zaprojektowanie transmitancji R\(z) i R2(z)f ktére okre$laja
algorytmy regulatorow dyskretnych w obu petlach.
Po wstepnych probach,w ktoérych brano pod uwage predkosci przebiegéw obu petli,

przyjeto hi = 0.18 i h2 = 0.24. Zatem dla obiektu otrzymujemy nastepujacy model z

pochodng
" —0.93+10 -0.843+7
, _ 3(3+1) 5 (s+2)(s+3)
C'(8) = 0453+5  -0.843+7 (28)
s(3+1) (s+2)(s+3)

Najpierw projektujemy regulatory ciggte Rj{s), j — 1,2 za pomocg metody opisanej
w poprzednim rozdziale. W pierwszym kroku projektujemy regulator R'i(s) dla obiektu
Gjj(s); druga petla jest otwarta,poniewaz nie ma jeszcze zaprojektowanego regulatora.
W drugim kroku projektujemy regulator R*(s) dla obiektu zastepczego (z wejsciem u2
i wyjSciem y2 oraz zamknietg pierwszg petlg zawierajacg regulator R[{s)) opisanego
transmitancjg

RI
G2{s) = G\2- G (29)
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W trzecim kroku projektujemy regulator R"(s) dla obiektu zastepczego opisanego
transmitancjgC

G\(s) =Gd -Gi norogf2 (30)
’Io . » * * O!_I_ -1
a) Odpowiedzi skokowe yl(t) naw1-1(tX w2“0 b) Odpowiedzi skokowe y2(t) na w2=I(tX wl-0
a) Step responses ofyI(t) forwl-1(tX w2-O b) Step responses ofy2(t) for w2-1(tX wl-0
c¢) Time responses ofy2(t) for wl-I(tX w2-0 d) Time responses of yl(t) for w2-1(tX wl-0

Rys.7. Przebiegi czasowe w obu petlach dla zaprojektowanego uktadu dwuwymiarowego
Fig.7. Time responses of both the loops for the designed twodimensional system

W czwartym kroku projektujemy regulator dla obiektu zastepczego G2 (okreslo-
nego przez (29) z Rt zastgpionym przez R'[). Jednakze dla rozwazanej klasy regulatorow
opisanych transmitancjg wymierng pierwszego rzedu w czwartym kroku nie otrzymujemy
juz istotnej poprawy. Ostatecznie otrzymujemy regulatory Ri(s) = R'{(s) i Rj{s) = R™{s)
w postaci

RI" =°45i5¢tt > r*» =1t '- (31)
Czestotliwosci okreslajgce pasma przenoszenia obu petli z odpowiednimi obiektami
zastepczymi sg tui = 3.57 i wj = 1.27. Poniewaz B = 27r/0.18 = 34.9 i 2 — 2zr/0.24 =

26.1,wiec Wi/u* = 9.78 i = 20.55. Transmitancje regulatoréw dyskretnych otrzy-
mujemy z aproksymacji Tustina transmitancji (31)'(co daje

- 1.873684(z- 0.7977528)
X7’ ~ z - 0.05263158



Na rys. 7 a i b pokazano odpowiedzi na skok jednostkowy warto$ci zadanych po-
szczegOlnych petli,a na rys. 7 cid - przebiegi wynikajace z interakcji dla modelu ciggtego
okres$lonego przez (28) i (31). Przebiegi te poréwnano z uktadem dyskretnym opisanym
przez (27) i (32). Poniewaz dla uktadu dyskretnego nie istnieje opis w postaci transmita-
ncji,omawiane przebiegi wyznaczono przy wykorzystaniu programu SIMULINK. Wida¢,
ze przebiegi modelu ciggtego i uktadu dyskretnego sg bardzo do siebie zblizone.

10. Uwagi o niektdrych programach

W przypadku uktadéow wielowymiarowych o wielu zmiennych regulowanych wy-
znaczenie -transmitancji obiektu zastepczego jednowymiarowego G), j = 1,2,..., m moze
by¢ bardzo pracochtonne. Moznajednak korzysta¢ z niektérych programoéw. Jezeli znamy
wzory okreslajace Gj>typu (29), (30),to mozemy skorzysta¢ z Programu CC, ktéry umozli-
wia wyznaczenie Gj bezposrednio z zapisanych wzoréw.

Jezeli nie chcemy wyprowadza¢ wzoréw (co tez moze by¢ pracochtonne), to mozemy
korzysta¢ z programu MATLAB-SIMULINK. W tym celu, najpierw korzystajac z pro-
gramu SIMULINKjiiktadamy schemat blokowy symulujagcy model ciggty uktadu. Nastep-
nie przerywamy j-ta petle zaznaczajac wejscie uj i wyjscie yj odpowiednio za pomocg
blokéw ,inport” oraz ,,outport” i nazywamy dowolnie schemat, np. "trans-j.m”. Kolejno
stosujemy trzy nastepujgce funkcje MATLAB-a : [A B,C, D] = linmod('trans - jJ),
[num,den] = ss2tf(A,B,C,D), [L, M] = mineral{num, den), ktére wyznaczajg we-
ktory L i M, okre$lajgce wspdtczynniki wielomianéw odpowiednio licznika i mianownika
transmitancji Gj - bez wyprowadzania wzorow.

Ostrzezenie. W przypadku wystepowania w symulujgcym schemacie blokowym ele-
mentu z opdznieniem wymienione funkcje MATLAB-a dajg wynik niepoprawny bez zad-
nego ostrzezenia! Dla tego przypadku autor niniejszej pracy ulozyl program MATLAB-a
wyznaczajacy odpowiednie przydatne do projektowania charakterystyki czestotliwosciowe
reprezentujace Gj.

Przy okazji warto jeszcze omoéwi¢ niektére potkniecia wystepujagce w programach.
Przy projektowaniu uktadéw dyskretnych czesto wyznacza sie transmitancje dyskretne
dla czesci uktadu ztozonej z elementu prébkujacego, ekstrapolatora i obiektu ciggtego.
Program CC zawiera rozkaz "convert” pozwalajacy obliczaé¢ transmitancje dyskretng dla
danej transmitancji ciaggtej w dziesieciu réznych wersjach. Dla nas interesujgce sg wersje
nr 7, 8 i 9 odnoszace sie do uktadow odpowiednio z impulsatorem idealnym, ekstrapola-
torem zerowego rzedu i ekstrapolatorem pierwszego rzedu. Ot6z w pewnych przypadkach
omawiany rozkaz wyznacza transmitancje dyskretne, ktére zastosowane do opisu ukta-
déw zamknietych prowadza do niepoprawnego opisu uktadu. Dla przypadkéw odpowiada-

jacych wersjom 8 i 9 wystepuje to wtedy, gdy transmitancja ciggta obiektu jest wymierna
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i ma stopien licznika réwny stopniowi mianownika. Skokowa zmiana wejscia dla takiego
obiektu wywotuje skokowa zmiane (nieciagto$¢) wyjscia i przy obliczaniu transmitancji
dyskretnej powstaje problem, ktdérg granice lewo-czy prawostronng uwzglednia w chwili
nieciggtosci element probkujacy. Prowadzi to do rozréznienia dwdch réznych transmi-
tancji dyskretnych, odpowiednio przyczynowej i nieprzyczynowej [4]. Ot6z program CC
wyznacza transmitancje nieprzyczynowe(a do opisu uktadu zamknietego potrzebne sg
zazwyczaj transmitancje przyczynowe nie wyznaczane w programie CC.

Dla wersji 7 rozkazu ”convert” poczynione tutaj uwagi odnoszg sie do przypadku,gdy
transmitancja ciggta ma stopien licznika o jedno$¢ mniejszg od stopnia mianownika. Na-
lezy podkresli¢,ze dla tego przypadku poprawne podejscie prowadzace do transmitancji
przyczynowej przedstawit Prof. S. Wegrzyn juz w 1960 r. w pracy [9], a takze w ksigzce
[10],ktérej pierwsze wydanie ukazato sie w 1963 r.

Nalezy podkresli¢, ze rowniez w MATLAB-ie problem transmitancji przyczynowych
nie zostat zauwazony.

| jeszcze warto zauwazyé, ze Program CC, a w szczeg6lnosci podrecznik uzytkow-
nika [13]"Mposwieca stosunkowo duzo miejsca opisowi i analizie uktadow dyskretnych z
réznymi czestotliwo$ciami prébkowania. Do przedstawionych tam przyktaddw opisu i
analizy uktadow zamknietych nalezy jednak podchodzi¢ ostroznie, gdyz bazujg one na
istnieniu transmitancji, co nie we wszystkich rozwazanych tam przypadkach zachodzi.

IX. Uwagi koricowe

W przypadku stosunkowo duzych czestotliwos$ci prébkowania transmitancje dyskre-
tne bazujace na transformacji Z majg niekorzystne wiasnosci, np. wymagaja dlugiego
stowa cyfrowego do zapisu wystepujacych w nich wspétczynnikéw. Jednym ze sposobéw
unikniecia wystepujacych trudno$ci zaproponowanym w niniejszej pracy jest stosowanie
oryginalnego, przyblizonego modelu ciggtego i dowolnej metody projektowania uktadéw
ciggtych.

Zaproponowana metoda ma te zalete, ze jest prosta i mozna jg zastosowac¢ do zapro-
jektowania regulatora dyskretnego nawet bez blizszej znajomosci zasad opisu ukiadow
dyskretnych. Prostota metody umozliwia powt6rzenie projektowania dla réznych okreséw
prébkowania i wybdr najbardziej odpowiedniego okresu. Korzys$ci sg wyraznie widoczne
dla uktadéw z wieloma regulatorami dyskretnymi pracujgcymi z réznymi czestotliwos-
ciami prébkowania, niekoniecznie synchronicznie. W tym przypadku zastosowanie metod
opisu uktadéw dyskretnych napotyka na. duze trudnosci. Metoda moze by¢ réwniez sto-
sowana do uktadow z opdznieniem.

Chociaz metoda szczeg6lnie nadaje sie dla duzych czestotliwosci prébkowania, to daje
ona réwniez dobre rezultaty dla zalecanych w literaturze [7] czestotliwosci prébkowania
wynikajacych z pasma przenoszenia uktadu. Po uwzglednieniu powyzszych rozwazan wydaje

sie, ze z punktu widzenia inzynierskiego metoda moze mie¢ istotne znaczenie.
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Uzupetnieniem do tych rozwazan jest opracowana takze oryginalna metoda projektowania

wielowymiarowych uktadow ciggtych, z oddzielnymi regulatorami w poszczegdlnych petlach

regulacji. Metoda polega na kolejnym projektowaniu regulatorow w poszczeg6lnych petlach

dla obiektu zastepczego z jednym wejsciem ijednym wyjsciem, wynikajacego z uwzglednie-

nia pozostatej czesci uktadu z zamknietymi petlami regulacji. W ten sposéb uktad wielowy-

miarowy jest projektowany przez wielokrotne stosowanie dowolnej metody projektowania

uktadu jednowy miarowego.
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Abstract

In the beginning of the paper the attention is focussed on the difficulties appearing
in description and design of discrete-time (DT) systems by means of the method basing
on Z transform. Namely, for small sampling periods some very long digital words are
needed for recording the coefficients of the DT transfer function (TF) parameters. Next,
the method of approximate description and design is proposed basing on continuous-time
(CT) model of the DT system composed of sampler, zero order hold and CT plant. For
the CT plants with rational, proper TF-s a model with derivative is proposed and for
the CT plants containing additionally, a delay a model with delay is recomended. In the
proposed method, first a CT controller with a TF R(s) is designed for the CT modified
plant described by one from the mentioned models. For designing any from the well
know CT methods of design can be applied. The DT controller TF R(z) results from
the Tustin approximation of the CT controller R(s) in accordance with the formula
R(z) = R($*=9).

The proposed method has one important advantage, the DT controller can be de-
signed, practically without knowledge concerning description of DT systems. The used
models are very simple and the design can be easily repeated for different sampling pe-
riods. The advantage is exactly seen in the case of multivariable systems with many DT
controllers having different sampling periods with asynchronous sampling instants. In
this case it is very difficult to describe the system and to design the controllers using
usual DT methods.

Additionally an original method of design of continuous-time multivariable systems
with separate regulators of particular loops is proposed. The method makes it possible to
design the multivarible system, by means of successive determination of the regulators,
with using repeatedly any method of design of one variable system.

The proposed methods are very simple, then from engineering point of view they
have an essential meaning.



