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Ewa LOBOS

ZMIANY W ROZMIARZE POPULACJI A ROZKLAD ROZNICY
LICZBY MUTACIJI W «-ELEMENTOWYCH GRUPACH Z TEJ
POPULACIJI

Streszczenie. W artykule tym zostaty wyprowadzone wzory rekurencyjne na funkcje
tworzace liczby mutacji w prébce «-elementowej («=2,3,...), przy zalozeniu ze rozmiar
populacji jest funkcjg czasu. Doktadne obliczenia przeprowadzono dla «=3 i poréwnano je
z danymi doswiadczalnymi dla czterech modeli rozwoju populacji.

CHANGES IN POPULATION SIZE AND NUMBER OF SEGREGATING
SITES IN «-INDIVIDUAL SAMPLE

Summary. This paper presents recurrent formulae for probability generating function of
number of mutations in «-individuals sample («=2,3,...) with assumption that population size is
changing in time. Exact calculations are for «=3 and we compare them with experimental
results for four models of population evolution.

l.Wstep

Na podstawie badan nad sekwencjami zasad w tancuchach DNA w réznych populacjach
stwierdzono wystepowanie réznic pomiedzy osobnikami. Roznice te sg spowodowane
dziataniem przypadkowych mutacji. Od lat sze$¢dziesigtych tworzono modele matematyczne
rozwoju populacji (np. [1], [2]), ktére wykorzystywano m.in. do oszacowania intensywnosci
procesu mutacji w réznych regionach ludzkiego genomu.

A.R.Rogers i H.C.Harpending w pracy [6] postawili hipoteze, ze w rozktadzie liczby réznic
miedzy pewnymi homologicznymi sekwencjami DNA dla par elementéw danej populacji jest

zawarta informacja o historii zmian rozmiaru tej populacji. Jezeli rozktad ten otrzymujemy na
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podstawie takiej sekwencji mtDNAL w ktdrej zachodza tylko mutacje selektywnie neutralne2
to im wiekszy jest rozmiar danej generacji, tym wiekszej liczby nowych mutacji mozemy
oczekiwaé w nastepnym pokoleniu. W pracach [6] i [7] r6znymi metodami oszacowano zmiany
w rozmiarze populacji ludzi na podstawie danych dotyczacych rozktadu réznic miedzy parami
mtDNA (opublikowanych w [4]). Otrzymano rézne wyniki. Biorgc pod uwage niestabilnosé
rozwigzan tego problemu (zob. [7]), réznice te sg niewielkie.

Celem tej pracy jest wyprowadzenie wzordw na funkcje tworzace liczby mutacji miedzy n
elementami probki, przy zatozonym zmiennym rozmiarze populacji. Wzory te majg wygodng
rekurencyjng posta¢ i sprowadzajg sie do znanych wzoréw Wattersona ([1]) w przypadku
populacji o statym rozmiarze. Dla n=3 przeprowadzono dokfadne obliczenia, ktore
zastosowano do czterech modeli rozwoju populacji: dwoch teoretycznych (skokowego
i wyktadniczego) oraz dwdch dotyczacych ludzkiej populacji (podanych w pracach [6] i [7]).
Wyniki tych obliczen poréwnano z danymi uzyskanymi drogg symulacji i z danymi
doswiadczalnymi.

Opis modelu

Rozwazamy populacje, ktéra w chwili obecnej sktada sie z 2NO osobnikéw, jedno
pokolenie wczesniej liczyto 2/, osobnikéw i, ogdlnie, r pokolen wczesniej rozmiar tej

populacji wynosit 2Nt . Zaktadamy, ze populacja w kazdej chwili r jest na tyle duza, ze
7 rr » 0, a na polimorfizm ustalonego odcinka DNA wplywajg tylko zdarzenia neutralnych

mutacji (w kazdej generacji niezalezne od siebie, o rozktadzie Poissona z parametrem v, model
infinite sites’) oraz dryft genetyczny (model Worighta-Fishera ze zmiennym rozmiarem
populacji). W wyniku dryftu genetycznego nastepuje utrata réznorodnosci alleli w genomie
osobnikow danej populacji, natomiast mutacje, jako losowe zmiany w kolejnosci nukleotyddw,

te r6znorodnos¢ zapewniaja.

Imitochondrialne DNA jest przekazywane w zasadzie tylko przez matke i rzadko podlega rekombinacji
2tzn. mutacje, ktére nie maja wptywu na wielko$¢ populacji



Zmiany w rozmiarze populacji a rozktad r6znicy liczby. 65

2. Rozkiad liczby mutacji w probce «-elementowej

2.1. Prawdopodobienstwa koalcscencji

Oznaczmy przez p,,(r,,r2) prawdopodobienstwo zajscia sytuacji takiej, ze wchwili r,
probka liczy n osobnikéw, natomiast w chwili r2 dwéch z nich ma wspélnego przodka

(zachodzi koalescencja) i probka sktada siejuz z «-1 osobnikéw. Wdéwczas

*

i
- - 1
P M i>r2) 2N, anl N, 0)
Wzor (1) jest tatwym uogélnieniem wzoru (5) z [3],

Dla ufatwienia opisu matematycznego uwazamy dyskretng zmienng r za zmienng ciggly
(wowczas rozmiar populacji jest funkcja 2N{r))\ po zastosowaniu przyblizenia

1. .
IN(1) me A\&) otrzymujemy

Kz
aN(e2) P T r¥2N(cr) der @

Funkcje pn(Ti,T1) nazywamy funkcjg intensywnos$ci koalescencji dla prébki «-elementowej.

@

Oznaczmy p,.{r) = p,,(0,r) i P,(t) = jpn(cr)dcr . Wéwczas

r

) pM
Pnih>h) = p

M ©)

oraz

Phi ” 2) LU(r,)U(r,)Jd

Z ostatniego wzoru wynika, ze do obliczenia prawdopodobieristwa koalescencji probki

«-elementowej wystarczy znajomo$é prawdopodobienstw koalescencji dla par.
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2.2. Funkcja tworzgaca liczby mutacji w prdbce «-elementowej

Oznaczmy przez a,,(s,r0) funkcje tworzacg liczby mutacji, ktére pojawiajg sie w prébce
liczacej w chwili r0 « osobnikéw (tzn. od chwili pojawienia sie ich najblizszego wspdélnego
przodka do tb). Liczba mutacji w drzewie o « gateziach na odcinku miedzy r0 i r ma rozkiad
Poissona z parametrem nv(t- t0) i ma funkcje tworzaca _ Poniewaz zdarzenia

mutacji sg niezalezne, a funkcja tworzgca sumy niezaleznych zmiennych losowych jest

iloczynem funkcji tworzacych tych zmiennych, otrzymujemy

®
= jenir-rx-"a,,_i(s,z)p,,(1T0,T)dT.
fo
Korzystajgc ze wzoru (3) mamy:
e -niTO(.<-1) *
G (*Fe,) = P > (s,T)pa(T)dT. (4)
rn\To) T,

Funkcje tworzaca liczby mutacji w drzewie genealogicznym probki «-elementowej
otrzymamy podstawiajac r0= O:

«»(*)= {s,r)pn(T)dr, ®)

co w poréwnaniu ze wzorem (4) z [6]:

[ee]

a20,0)= \e rc'-Dhp2(r)dr (6)
o]

ijego konsekwencjag

«2(+>%0) = P;\’TO? feyTis~)p 2(T)dT,

daje rekurencyjng zalezno$¢ na funkcje tworzace a,, (s, r0), «=2,3,....

2.3. Populacja o statym rozmiarze

Zalozmy, ze rozmiar populacji nie zmienia sie w czasie, tzn. 2N(r) = 2N dla kazdego
r > 0. Wowczas rozktad liczby mutacji nie zalezy od chwili poczatkowej r0, a zalezy jedynie
od liczebnosci probki i dtugosci gatezi. Mamy wiec an(s,r) =a,(s) i we wzorze (5)
otrzymujemy:

co

«, (3) = «,-i @) jeniTs HPn(T)dr. @)

.3.0
W przypadku populacji o statym rozmiarze p (r) = -Zrﬁlze 2N , wiec we wzorze (7) mamy
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(i) = «,-i(") ' — ¢ (V-i'D m8dzie 9 = 4jVVm (8)
* n-1
1
tatwo sprawdzi¢, ze a2(i) = 3 , €0 w poréwnaniu z (8) daje:
1- €%(s-1)
i 0L-i)"
«n(i)=11[1+ 9)

Wzor (9) jest wzorem (1.3a) podanym przez G.A.Wattersona ([1]).

3. Rozkiad liczby mutacji dla tréjek

Dla n=3 wzor (5) przyjmuje postac:
«(*)=3j Ve » '~ p 2{r)P2{r)p2{rx)drx dr.
O'r
Rozwijajac e "|X+2ri> w szereg wzgledem zmiennej s, otrzymamy

@(s) = X P *

gdzie

* =irJ| I W +2ri)FFOA(Of(ri)<*i ¢

jest prawdopodobiefAstwem wystgpienia mutacji w probce 3-elementowej.

Poniewaz w praktyce rzadko znamy warto$¢ parametru v, wprowadzamy zamiane zmiennych:

f=2vr,/, =2vr,, przy czym oznaczamy =*j(0 1 =" (0 >natomiast

rozmiar populacji charakteryzowany jest przez funkcje 0(r) =4v . Zmieniajac

kolejnos¢ catkowania, otrzymujemy



68 E. tobos

4. Wyniki obliczen

Rozwazmy cztery populacje:
1) populacje A, ktérej rozmiar zmienia sie skokowo
Oo,dla t<t,

m = 9Xdla t>t, (V)
gdzie 9a= 100#, = 1,/j = 10,
2) populacje B, ktdrej rozmiar zmienia sie wyktadniczo

9(t) = 90e~'1,
gdzie 90 = 650,y = 0,5,
3) populacje C, ktdrej rozmiar zmienia sie jak narys.2aw [7],
4) populacje D, ktorej rozmiar zmienia si¢ skokowo, zgodnie ze wzorem (11) przy

90= 410,69, 9, = 2,44, ts=7,18 (por.[6], 5.555).

Rys.l. Prawdopodobiefstwa gk wystapienia ¢=0,1, Rys.2. Prawdopodobienstwa gfc wystapienia ¢=0,1,
.40 réznych mutacji miedzy tréjkami, przy .40 réznych mutacji miedzy tréjkami dla
zatlozeniach Zze rozmiar populacji ludzkiej populacji A (linia ciggta) i populacji B (linia
zmienia sie jak w [6] (linia ciaggta) ijak w [7] przerywana) oraz wyniki symulacji (odpo-
(linia przerywana) oraz rzeczywiste czestosci wiednio kotka i gwiazdki)
wystepowania tych réznic uzyskane na Fig.2. The probabilities gk of (=0,1,...40 segregating
podstawie danych z [4] (gwiazdki) Sites in triplet calculated for population A

Figi. The probabilities gk of ;=0,1,...40 segregating (solid line) and B (dotted line), and the
sites in triplet calculated for human popula- results of simulations (open circles and
tion, if its size is taken from [6] (solid line) stars)

and from [7] (dotted line). The experimental
data (stars) are based on [4]
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Na rys.l i 2 przedstawiono prawdopodobienstwa gk (£=0,1,...40) wystapienia k roznic
miedzy tréjkami dla kazdej z tych populacji wyliczone ze wzoru (10). Wystepujgce w tym

1 'L der'
wzorze funkcje tt2(/) i FI2(/) oblicza sie nastepujgco: n2(i) = expﬁ\-j
n 2(0 =~2(0 <0 -
Dodatkowo dla populacji A i B przeprowadzono eksperymenty symulacyjne -
wygenerowano po sto drzew piecdziesiecioelementowych i obliczono czestosci pk

wystepowania k mutacji miedzy tréjkami. Te czestosci sg zaznaczone na rys.2 kotkami
i gwiazdkami.

Poniewaz funkcje 0(1) dla populacji C i D sg oszacowaniami rozmiaru populacji ludzi
ipowstaty na podstawie rozktadu roznic miedzy parami mtDNA, warto je poréwnac
z czestoSciami pk wystepowania k réznic miedzy tréjkami mtDNA, ktére mozna uzyska¢ na
podstawie danych z [4], Te czestoSci sa zaznaczone na rys.l gwiazdkami.

Jak wida¢, jedynie w przypadku C (rys.l) dane doswiadczalne wyraznie odbiegajg od

vy}
obliczen doktadnych. Jezeli za miare ,,dopasowania” przyja¢ sume gk - pk|, to suma ta dla

populacji A, B, C i D wynosi odpowiednio 0,0194, 0,0266, 0,0863 i 0,0433.

5. Podsumowanie

Chociaz wydaje sie, ze oszacowanie rozmiaru populacji ludzi jest lepsze w pracy [6] niz
[7], to warto jednak zwréci¢ uwage na fakt, ze wykorzystane tu dane doswiadczalne dotyczg
tylko jednego drzewa (147-elementowego). Poniewaz funkcje d(t) dla populacji C i D
prowadza do zblizonych rozktadéw roznic dla par (por. rys.3 w [6] i rys.2b w [7]), wiec
parametry dla populacji A i B zostaty tak dobrane, aby rozktady roznic dla par w ich przypadku

rowniez byly do siebie zblizone. Dla tych populacji rozktady réznic dla par przedstawia rys.3.
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Rys.3. Prawdopodobieristwa gfc wystepowania (=0,1,...30 r6znic miedzy parami dla populacji A (linia ciaggta) i B
(linia przerywana)
Fig.3. The probabilities gfcof (=0,1,...30 pairwise differences in population A (solid line) and B (dotted line)

Jezeli przez qf\X) i q~\X) oznaczymy odpowiednio prawdopodobieAstwo wystapienia
30

k réznic w parach i w tréjkach dla populacji X, to

40
Zkr(A) -~ 3)(B)| = 0,3550.

Mozna stad wyciggna¢ wniosek, ze znajomos¢ rozktadu réznic dla tréjek niesie dodatkowe
informacje, ktére pozwolg na doktadniejsze oszacowanie zmian rozmiaru populacji. Wydaje
sie, ze zastosowanie rozktadu réznic dla tréjek, czwérek, pigtek itd. moze da¢ lepsze metody
rozrozniania populacji, ktére trudno odréznié¢ na podstawie rozktadu liczby réznych mutacji

miedzy parami.
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Abstract

In this article we consider the number of mutations (segregating sites) which occur in
genealogy of «-individual sample taken from population with changing size. For any n=2,3,..
we derive formulae (5)-(6) for probability generating function of number of mutations in such
sample. If population size is constant from (5)-(6) we have known Watterson formulae ([1]).
From these formulae we obtain probability for number of triple differences (10) and we use it to
calculations. We do it for four population models - two theoretical and two based on research
concerning human population (from [6] and [7]). Next, we compare our computations with the

experimental data - it is shown on Fig.l and Fig.2.



