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EwatOBOS

O ZADANIU OPTYMALIZACJI DLA SYSTEMOW SZEREGOWO-
ROWNOLEGLYCH

Streszczenie. Tematem pracy jest zadanie minimalizacji wariancji czasu pracy ukfadu
szeregowo-rownolegtego przy ograniczeniach na $redni czas jego pracy i funkcje kosztu.
Rozwazone zostaty dwa przypadki, gdy intensywno$¢ awarii elementéw jest stata oraz gdy
jest ona losowa. W obu przypadkach do obliczen numerycznych zastosowano doktadne wzory
na momenty czasu pracy uktadu. Wyniki poréwnano z rozwiazaniami przyblizonymi (metoda
opisana w [3], [4]), ktére okazujg sie rozwigzaniami suboptymalnymi.

ON THE OPTIMIZATION PROBLEM FOR SERIES-PARALLEL SYSTEMS

Summary. This paper presents the solution of minimizing the variance on series-parallel
system lifetime within expected life and economic constraints. Two cases are considered -
where constituent units have constant failure rates and where failure rates are random
variables. In numerical examples exact expressions for the first and second moment of system
lifetime are employed. The solutions are compared with solutions given in [3], which were
obtained using simplifying method and they appear suboptimal ones.

1. Wprowadzenie

W praktyce czesto spotykanym problemem jest takie dobranie pewnych parametrow
uktadu, aby wuzyska¢ wustalony $redni czas jego pracy. Wazne jest jednoczesne
zminimalizowanie wariancji - im mniejsza wariancja, tym lepszym oszacowaniem
rzeczywistego czasu pracy jest pierwszy moment. Zadanie to jest trudne ze wzgledu na
skomplikowang posta¢ wzoréw na momenty czasu pracy, dlatego (np. w [3], [4]) stosuje sie
metody przyblizone. Celem tej pracy jest rozwigzanie doktadne zadania optymalizacji dla

najprostszych systemow - takich, ktére sktadajg sie z szeregowo potaczonych blokéw. Wazna
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informacje niesie poréwnanie tego rozwiazania z rozwigzaniami otrzymanymi przy
zastosowaniu metod przyblizonych. Jezeli rozwigzanie optymalne bedzie poréwnywalne
z rozwigzaniem suboptymalnym, to w praktyce warto stosowa¢ metody przyblizone, ktore
z reguty charakteryzujg sie¢ mniejsza ztozonoscig obliczeniows.

Wyprowadzone zostang doktadne wzory na pierwsze dwa momenty czasu pracy takich
uktadow w dwdch przypadkach, a mianowicie: gdy elementy, z ktérych zbudowane sg bloki,
majg stalg intensywno$¢ awarii oraz gdy jest ona losowa. Nastepnie poréwnane zostang
rozwigzania oparte na tych wzorach ze znanymi rozwigzaniami, w ktoérych aproksymuje sie
momenty czasu pracy catego ukiadu przez odpowiednie momenty czasu pracy

poszczeg6lnych blokdéw.

Rys.l. Uktad szeregowo-réwnolegly
Fig.l. A series-parallel system

1.1. Opis systemu

Rozwazmy uktad U ztozony z blokéw t/,, U2,..., UN potaczonych szeregowo, przy czym
kazdy blok U, jest zbudowany z n, elementéw potgczonych réwnolegle (i =1,2,..., N).
Uk#ad ten jest przedstawiony na rys.l. Dodatkowo zat6zmy, ze wszystkie elementy pracuja
niezaleznie od siebie i majg wyktadniczy rozkiad czasu pracy. Niech zmienne losowe T,
oznaczajg czas pracy bloku U,, a zmienna T - czas pracy uktadu U . Wdéwczas T = min, T i

niezawodno$¢ uktadu U wyraza sie wzorem

*(O:Pr{r>i}:r1_511 (0, (1)
gdzie R,(r) jest niezawodnoscig bloku U,. Jezeli przez T oznaczymy czas pracy j-tego

elementu z bloku Ul, to Tt = maxyTj i niezawodnos¢ bloku U, wynosi
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R(0=1-Pr{r</}=1- 0 (- R,(/)) - @)

Poniewaz zmienna losowa T jest nieujemna, jej momenty mozna liczy¢ ze wzordw:

00

E{T} = iR(1)dt,

(3)
E{T2}= \2tR{t)dt.
0

Wprowadzmy teraz funkcje kosztu elementu jako CI(61) = _q , gdzie 6t oznacza

, -

$redni czas pracy pojedynczych elementéw z bloku U,. Catkowity koszt uktadu jest sumg

N
kosztdw wszystkich elementow, czyli Calk ~ ZnICi(Oj) . Widac¢, ze koszt jest tym wiekszy,
/mi

im wiecej jest elementow i im wiekszy jest Sredni czas ich pracy.

1.2. Sformutowanie problemu

Podstawowe zadanie optymalizacji jest sformutowane nastepujgco:

Zadanie A

1A) Zminimalizowa¢ wariancje czasu pracy uktadu U : V = Var{T}—min

przy ograniczeniach,

2A) na warto$¢ oczekiwang czasu pracy uktadu : E{T}> EO

oraz

3A) nakoszt: < CO.

Jest to zadanie mieszanego programowania nieliniowego, w ktérym mamy dwa rodzaje
zmiennych decyzyjnych: nfi 6i (i=1,2,... M), przy czym zmienne ni sg catkowite, a zmienne
9 sg rzeczywiste. Dodatkowa trudno$¢ powoduje fakt, ze (jak sie dalej okaze) zmienne nt sg
gérnymi granicami sumowania wystepujagcymi zaréwno w funkcji celu Var{T} , jak
iw ograniczeniu E{T}. Dlatego autorzy pracy [3] proponujg zamiast zadania A jego
uproszczong wersje.

Zadanie B

IB) Zamiast minimalizowa¢ wariancje catego ukfadu, zminimalizowa¢ sume wariancji

blokow:
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WV
—min,
-l
2B) zamiast realizowaé ograniczenie na $redni czas pracy catego uktadu, ograniczy¢ Sredni
czas pracy kazdego z blokéw: E {Tt}> £,,
3B) ograniczenia na koszt pozostajg bez zmian: Cmik -i CO.

Zadanie B jest znacznie tatwiejsze i mozna je szybko rozwigzaé¢ przy wykorzystaniu

standardowych procedur, np. programu Matlab. Sposoby rozwigzania zadan A i B zostang

przedstawione na przyktadach numerycznych.

2. Przypadek I: elementy majg statg intensywnos$¢ awarii

Zaktadamy, ze wszystkie elementy majg wyktadniczy rozkiad czasu pracy ze statymi

parametrami A wewnatrz bloku Ut. Parametr 9t wystepujacy w funkcji kosztu jest réwny

.Na podstawie (2) niezawodno$¢ pojedynczego bloku wynosi

\kt
t-i
co w poréwnaniu ze wzorami (3) daje (zob. [1], [2])

(4)
M rI-’Ag_lg] (5)

Natomiast dla catego ukfadu, z (1) i (3), otrzymujemy:

IS N K. HANHN Uj U J

By =2 B )AL+, . +XskN ©®

n, i n

*%1_ *é(_l) (Aiki+...+XNkN) @

Jak widaé, wzory opisujace momenty rozkitadu czasu pracy systemoéw szeregowo-
réwnolegtych maja ztozona posta¢. Wzory te nie wystepujg w [3], gdyz autorzy tej pracy

analizowali tylko zadanie uproszczone (B).
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2.1. Przykiad numeryczny

Niech uktad U skiada sie z N=3 blokdw. Przyjmujemy nastepujgce parametry funkcji

kosztu:
A =A2=10, A}=15
5, =30, By =B} =25
oraz CO0=6, £, = 20.
Najpierw rozwigzujemy zadanie B. W tym celu zauwazmy, ze jezeli ustalimy zmienne
n],n7,n3, to wartosci optymalnych funkcji J nalezy szuka¢ na brzegu (ze wzoru (5) funkcja J

jest suma trzech funkcji malejgcych). Zadanie B mozna wiec rozwigza¢ wedtug nastepujacej

procedury przeszukiwania:

1) z ograniczenia na koszt wyznaczamy wszystkie dopuszczalne tréjki parametrow
(n,,n,,Mj), tzn.: Sl D U <o

2) dla kazdej tréjki (nlfn2,n2) dobieramy takie parametry (A, A2,A3), aby £{TI}=El,
czyli

£A*im

3) dla tak dobranych parametrow obliczamy wartosci funkcji J i funkcji kosztu; wybieramy te
rozwiazania, dla ktérych warto$¢ funkcji J jest najmniejsza i spetnione jest ograniczenie
na koszt.
Okazuje sie, ze najlepsze rozwigzania podanego przyktadu, uzyskane w tej procedurze,

charakteryzuja sie rowniez najmniejszg wariancjg czasu pracy catego uktadu. Wyniki obliczen

przedstawia tabl.l - takie same uzyskano réwniez w [3].

Tablica 1
Rozwigzanie zadania B dla przypadku |
Tt ot i, 9 £(D vanT\
2 2 3 0,0750 0,0750 0,0917 6,12 9,75 36,22
2 3 2 0,075 00917 0,0750 590 9,75 36,22
3 2 2 00917 0,0750 0,0750 5,86 9,75 36,22

Przechodzimy do analizy zadania A. Poniewaz w pracy [3] nie rozwigzywano zadania A i
w zwigzku z tym nie podano wartosci EO, przyjeto E0=9,75. Zadanie A rozwigzano

nastepujgco:
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1) podobnie jak poprzednio wyznaczono dopuszczalne wartosci (n,,n 2,«3) ;

2) przy ustalonych (M,//i2,rt,) wybrano parametry (A(Q,A01, A*D), takie ze

Aj°= 5 + /AA, AD) = E2+y'AA, natomiast AJ,;) zostato tak dobrane, aby Cal =CO0;

dtugos¢ kroku AA = 0,0001;
3) dopoki E{T) >EO, od wektora (A)<)A2t/),A3w>) nalezy odjg¢ gradient wariancji
wyliczony z (7) - powoduje to zmniejszenie wariancji, wartosci oczekiwanej i kosztu.
Wyniki przedstawia tabl.2.
Tablica 2

Rozwigzanie zadania A dla przypadku |

4 4, L C,.. E(T)  VanT\
3 2 0,068 0,1066 0,0779 545 9,82 35,79
0,0963 0,0706 0,0752 5,94 09,77 35,98

w w N
N
N

3 2 10,0846 0,0938 0,0868 597 9,83 32,84

Rozwigzania przedstawione w tabl.2 sg lepsze niz rozwigzania z tabl.l - charakteryzujg sie

mniejszg wariancjg i wiekszg wartoscig oczekiwana.

3. Przypadek Il: elementy maja losowa intensywnos$¢ awarii

Rozwazmy uktad jak w poprzedniej sekcji, ale zatozmy, ze parametry A rozktadu

wykladniczego majg rozktad gamma z parametrami ai,Pi (tzw. podwdjna losowosc).

Woéwczas $redni czas pracy pojedynczego elementu wynosi 0, = —t —---r , natomiast jego
«M -1

niezawodnos$¢ jest rowna (a,t +1) P.Niezawodnos¢ bloku U, wyraza sie wzorem
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skad na podstawie wzoréw (3) mamy, ze

1 (-0*
(8)

2 (-ir |’

Dla uproszczenia zatézmy, ze a, = a, /?,=/?, ({=1,2, ... 77). Wbwczas wzory na momenty

zmiennej T wyrazajg sie nastepujgco:

(-9 \VARV
e {t} =" *Zl «(2(*:,+. +E,,)-1) -

2(-1)

N2y (11)

=z -Z
"ESTATSa W mm+* ) -\) (Akt+. +kN)-2)
W przypadku gdy wartosci parametrow a,,/?, sg zwigzane z numerem bloku  wzory na

momenty zmiennej T maja posta¢ catkows.

3.1. Przykiad numeryczny

W przyktadzie numerycznym przyjmujemy te same wartosci statych jak poprzednio. Dla
utatwienia ustalamy parametry pt =p (podobnie jak w [3] przyjeto>9=11).

Zadanie uproszczone (B) rozwigzujemy analogicznie do przypadku I. Wyniki obliczen
przedstawia tabl.3. Najlepsze rozwigzanie jest przedstawione w ostatnim wierszu - takie samo
podano w pracy [3].

Tablica 3
Rozwigzanie zadania B dla przypadku Il
o 9 r, G E{T)  KarlD
3 0,0076 0,0076 0,0094 6,00 09,14 35,09
0,0076 0,0094 0,0076 580 9,14 35,09

w NN
N W DN
N

2 0,0094 0,0076 0,0076 5,76 9,14 35,09

Poniewaz w rozwigzaniu zadania uproszczonego (B) najmniejszg wariancje uzyskano, gdy

warto$¢ oczekiwana wynosita 9,14, takg warto$¢ przyjeto jako EO w zadaniu A. Korzystajac
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bezposrednio ze wzoréw (10) i (11), otrzymujemy lepsze rozwigzanie (pierwszy wiersz
tabl.4), natomiast zastosowanie procedury wykorzystujgcej gradienty wariancji prowadzi do
wynikéw podanych w dwdch ostatnich wierszach tabl.4.

Tablica 4

Rozwigzanie zadania A dla przypadku Il

-
-

K 9 t<n (D)
2 00091 0,0091 0,0091 586 914 31,66
0,0061 0,0075 0,0113 597 916 34,33

w N W
w N w
w

20,0097 0,0097 0,0083 590 9,15 3091

4. Podsumowanie wynikow

Przedstawione w pracy dwa podejscia do problemu optymalizacji wariancji czasu pracy na
przyktadzie uktadu szeregowo-réwnolegtego prowadzg do ré6znych wynikéw. Lepsze wyniki
(mniejszg wariancje przy nie mniejszej wartosci oczekiwanej) uzyskuje sie, korzystajagc z
doktadnych wzoréw na momenty czasu pracy uktadu. Wariancje udato sie zmniejszy¢ o okoto
10%.

Ro6znice w rozwigzaniach sg spowodowane tym, ze ograniczenie na warto$¢ oczekiwang
czasu pracy catego uktadu jest zastepowane ograniczeniami na warto$ci oczekiwane czasu
pracy poszczegOlnych blokdéw. Dla podanego w rozdziale 3 przyktadu systemu elementéw o
losowej intensywnosci awarii $redni czas pracy uktadu zalezy od liczby elementow wewnatrz

bloku - jezeli tak dobierzemy parametry an by £{7’}= 20, to warto$¢ oczekiwana czasu

pracy uktadu miesci sie w przedziale (6,25; 10,99). Prawdopodobnie wptyw na wyniki ma

réwniez zmiana funkcji celu; wymaga to jednak dalszych badan.
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Abstract

In the paper a moment approach to optimization of series-parallel system reliability is
presented. This approach seeks to minimize the variance on system lifetime, if constraints of
expected lifetime and cost function are given. This leads us to a nonlinear mixed integer
programming problem in that integer variables appear as limits of sums (see formulae (6),(7)).
In [3] the simplification of the optimization problem is described - the variance of the system
lifetime is approximated by the sum of the variances of the lifetimes of the individual
subsystems, and constraints of expected lifetime of each subsystems in place of a constraint of
expected lifetime of whole system are taken. Here we try to solve the optimization problem
using exact expressions for the first and second moment of the system lifetime. We consider
the case where failure rates of units in system are constant and where they are random
variables. Both procedures are illustrated by numerical examples, which show that solution

are better if we use exact expressions.



