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EKSTREMALNE PARAMETRY NIEODWRACALNEGO PRZEPŁYWU GAZU 
W DYSZY BENDEMANNA

Streszczenie. Wyznaczono funkcje przepływu (strumieni-masy, pędu, 
energii kinetycznej) gazu doskonałego, poddanego adiabatycznej nie­
odwracalnej ekspansji w dyszy zbieżnej Bendemanna. Ustalono ekstre­
malne parametry przepływu, dotyczęce poszczególnych strumieni, z 
uwzględnieniem odpowiednich ograniczeń.

WAŻNIE3SZE OZNACZENIA

A - przekrój minimalny dyszy.
a - prędkość dźwięku ,

?p - izobaryczna, właściwa pojemność cieplna
E - energia kinetyczna strugi,

f ,F
g,G - funkcje przepływu,
h,H^
i - entalpia czynnika,
b - pęd strugi,
m - strumień masy.
m - parametr funkcji przepływu.
(Ma ) liczba Macha ,
P - ciśnienie bezwzględne,
S - stała przepływu.
T - temperatura bezwzględna.
w - prędkość przepływu,
W - parametr zredukowany.
V - objętość właściwa.
X - funkcja przepływu (uogólniona).

f> - stosunek ciśnień.

V - sprawność przemiany.
e - stosunek temperatur,

SC stosunek ciepeł właściwych.
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INDEKSY DOTYCZĄ

/ - przepływu krytycznego f
>
'e - punktu eks tremalneao,
) - przekroju minimalnego,
)
' 0 - stanu spoć zynkowego,
%
S - przemiany izent ropowej.

1. WPROWADZENIE

Dysza zbieżna Bendemanna jest typowym elementem, w którym realizuje 
się proces rozprężania czynnika. Rozwiązanie to można zazwyczaj traktować 
jako adiatermiczne [lj, z uwzględnieniem jednak nieodwracalności samej 
przemiany. Istotnymi wielkościami, jakie determinują działanie takiego u- 
kładu są wartości parametrów, osiągane w przekroju minimalnym dyszy:

- prędkość wypływu w,
- strumień substancji m,
- pęd wypływającej strugi 3,
- energia kinetyczna strugi E.

Każda z tych funkcji posiada swoje teoretyczne maksimum. Ponieważ w 
obrębie tego typu dyszy realizowane mogą być przepływy poddźwiękowe [ij 
^prędkość dźwięku może wystąpić co najwyżej w przekroju minimalnym), więc 
osiągnięcie tego teoretycznego ekstremum nie zawsze jest możliwe. W pracy 
chodzi więc o wyznaczenie zredukowanych form i dokonanie analizy wspom­
nianych funkcji przepływu, określenie ich teoretycznych enstremów i moż­
liwości osiągnięcia tych parametrów ekstremalnych.

2. PODSTAWOWE ZWIĄZKI TERMODYNAMICZNE

Parametry czynnika podlegającego nieodwracalnej ekspansji adiater- 
micznej (w dyszy zbieżnej Bendemanna) określa się za pomocą sprawności 
przemiany y , [1] zdefiniowanej jako - rys. 1

i - i -n T - T
? ffii Ł _ T _ G O T 0 _ r T _ (!)

o s  o s

5C-1
So (V o } = s(Ts ,p)=^GD Ts = T0 (£-f*". (2 )

O

Prędkość, jaką osiąga czynnik w przekroju minimalnym, wynosi 

w = V2(i0 - i)' £5 2 yCp(To - T) (3)
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Oak wiadomo [3] prędkość ta podlega ograniczeniu, tak by

,, d f w  „
.Ma ; == - <  a

gdzie

R T

Wprowadzając dodatkowo zmienne 
parametry względne

df T , df p
e = - —  • f5“" pn ~ r

df T3
0 , = ~ ”  N 6

ustala się Z fi), (2 ), 3), :A ,

f5/ zwięzki

1 - 0  
7 = — H~ (la,

ae-a

7 ;

Przy warunku '.Ma / -• 1 uzyskuje się 
z i7 ) i (la), (2a)

9C+1'

Rys. 1. Rozprężanie w dyszy Bende- 
manne 1 itll ii8'“ 3 

p " L1 m +t 1 9 ,

Równanie (9 > pozwala podać warunek na minimainę wartości?* sprawności dy­
szy, przy której możliwe jeszcze jest osięgnięcje prędkości. dźwięku w 
przekroju minimalnym

„* k » t l  
7 A 8t + l"

Ten skrajny przypadek nie jest jednak możliwy cso zrealizowania ze względu 
na faks. Ze:

- ' dyszę musiałaby panować idealna próżnia (z *9) wynika bowiem j>>* = O, 

6 S ,A = 0 ; •
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- strumień czynnika przepływającego maleje wówczas do zera (gdyż v?
a więc m. ; =^0),

v A
czyli ostatecznie

1 ^  >>?*.

Sprawności rzeczywistych dysz zbieżnych bywają jednak znacznie większe od 
wartości î * W .

3. FUNKCDE PRZEPŁYWU CZYNNIKA

Zasadnicze funkcje przepływu, dotyczące przekroju minimalnego dyszy 
zbieżnej określa się z zależności

w
m = A (~~) dla strumienia masy, (ll)

3 ■ i Sp dla pędu strugi, (12)

. **E = m —^ dla energii kinetycznej strugi. (13)

Przyjmując założenie, że średnie prędkości przepływu (prędkość: objętoś­
ciowa Sv , pędowa W p , masowa w^) są równe [lj (wv = wp = wffl = w ) , wystar­
czy analizować dalej następujące zależności funkcyjne:

f ”  C~) dla strumienia substancji, (14)

9 *" (““ ) dla pędu, (15)

df w3
h == dla energii kinetycznej strugi. (16)

Po wprowadzeniu wielkości odniesienia

= V 2 k TT R to d*a P r?dkości oraz (17)
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uzyskuje się z (14), (15), (16) orsz (l), (2), (3), (6">

F = S i»Vi -e
f e (19)

gdzie

(2 0 )

G . SR (b1 - 8 (2 1 )

gdzie

g U  sG - (2 2 )

.. „ - (i - e ) Vi - e’
h -------- i-------- (23)

gdzie

df h vo • 3//2 (24)

Powyższe funkcje (19), (2l), (23) dadzę się wyrazić poprzez jeden 
parametrów: 8 , (b , (Ma) oraz ^ , a mianowicie:

„ (1 - 0)m 1 - 9  -*-1X = S  —  (1 -  —— )m m 8 ■? (25)

X « S m m

i - -p’~5 r )

- ^ ) J (26)

X = S (1 + Z)(, ■•.) m m  1 + ¿- i - (1 + Z )r.

J L
«-1

(27)

gdzie
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Rys. 2. Funkcja przepływu strumienia masy

Rys; 3. Funkcja przepływu pędu strugi
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0,5 dla strumienia masy, tzn, ^ =  F, E =  S p ,

i,O dla pędu, tzn, ^ — G , Sj Q = SQ , (28)

1,5 dla energii kinetycznej , tzn. X1 . 5 *  H ‘ S 1.5 =  SH-

Funkcje Xm m = 0.5, 1.0, 1.5 zostały tak zdefiniowane, aby przyjmowały 
wartość rówr.ę jedności przy przepływie maksymalnym w Idealnej dyszy zbież­
nej Bendemcnna , tzn.

X0>gty=l,iMa)«l) = X1 e (i7 = l . (Ma=l ) = x 5 i^=l(Ma)=l) = 1.0. (29)

Rys. 4. Funkcja przepływu energii kinetycznej strugi



Przykładowe zmiany funkcji (26), dla36=l,4 oraz wybranych wartości y ¿41.0 
przedstawiono na rys. 2, 3, 4. Linię przerywanę zaznaczono tam pełny teo­
retyczny z punktu widzenia analizy matematycznej przebieg wybranej funk­
cji, zaś linia cięgła przedstawia rzeczywisty obraz odpowiedniej zależ­
ności.

Z uwagi na ograniczenie (4 ), należy zaznaczyć, że równania (25),(26) 
(27) sę słuszne, gdy odpowiednio

< 1 ,  O (30)

zaś poza tym

* .  ■ * ;  -  [ ¥  <> -  m  ? > ] ' -  < « >

dla m = 0.5, 1.0, 1.5*

0 .< p <  j?>*, 

przy czym, jak wynika z (3l),

1 > X 0.5 = *1.0 = X?.5 = idem- (32>

Powyższa analiza pozwala wycięgnęć wniosek, że nieodwracalność przepływu
(^ ^  1) powoduje zawsze zmniejszenie strumienia masy ( x Q 5 <  l) [2 ], pę­
du (*j l). energii kinetycznej (x^ l), przy czym, przy przepły­
wie krytycznym stopień zmniejszenia jest identyczny dla rozpatrywanych
trzech parametrów przepływu.

4. PARAMETRY EKSTREMALNE FUNKC3I PRZEPŁYWU

Jak widać na rys. 2,3, 4 każda z funkcji Xm , m = 0.5, 1.0, 1.5 posia­
da swoje teoretyczne ekstremum. W zależności od sprawności dyszy ^ ekstre­
mum to może być możliwe do osięgnięcia w rzeczywistości albo nie.Celem wy­
znaczenia współrzędnych teoretycznego ekstremum wybrano funkcję (26)i sko­
rzystano z warunku

dX
= 0, m = 0.5, 1.0, 1.5. (33)

Ze względów obliczeniowych wprowadzono dodatkowę wielkość



Ekstremalne parametry nieodwracalnego. 75

a wtedy z (25) i (34) uzyskano

Biorąc pod uwagę zależność

dX dX m d W
d jł " dW * d " p (36)

a ponadto z (34)

j f  ■ - ir^~ s * °- {37)

w miajsoe (33) uwzględniono, wobec (36), (37), warunek 

d x _
0, m = 0.5, 1.0, 1.5,

wykorzystując także równanie (35).
Po. wykonaniu odpowiednich przekształceń uzyskano równanie

3f 1 m n flftl
■ (i -? wE) - wE °* (39;

Oest to równanie kwadratowe ze względu na WE , które może być zapisane 

w formie

a w| + b W£ + c = 0, (40)

gdzie

a » (1 - - m)

b = g&j - (l - m) + m (41)

Równanie (40) posiada, jak wykazała analiza, zawsze jeden pierwiastek 
WE («?,9£, m) w intere8ujęoym przedziale [o,l]. Wyznaozajęc więc z równa­
nia (40) parametr WB oblicza się z (34) parametr j)>E , z (35) XB , a następ­

nie w oparciu o równania (la), (2a), (7) parametry ® E , (M a)E itd.
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. 5. Liczba Macha ekstremalnego strumienia masy
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Rys. 7. Funkcja przepływu ekstremalnego stjyińienia masy
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Rys. 9. Stosunek ciśnień ekstremalnego pędu strugi

Rys. 10. Funkcja przepływu ekstremalnego pędu strugi
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Rys. 11. Liczba Macha ekstremalnej energii kinetycznej strugi

Rys. 12. Stosunek ciśnień ekstremalnej energii kinetycznej strugi
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Rys. 13. Funkcja przepływu ekstremalnej energii kinetycznej strugi

M - obszar ekstr m a s y  Strumienia



Ekstremalne parametry nieodwracalnego. 81

Ekstremalne wartości wybranych parametrów przedstawiono .

na ry3. 5, 6, 7 dla m = 0.5, l.l<3t <  1.7,
rys. 8, 9, 10 dla m = 1.0, 1 . 1 < #  <  1.7,
rys. 11, 12, 13 dla m = 1.5, 1. 1 <  9Í <  1.7.

Istotnym kryterium możliwości osiągnięcia w rzeczywistości odpowiedniego 
przepływu ekstremalnego jest spełnienie ograniczenia (4). Dlatego też, na 
rys. od 8 do 13 linię przerywaną zaznaczono krzywe mające tylko teoretycz­
ne znaczenie. Uwaga ta dotyczy więc tylko pędu i energii kinetycznej stru­
gi, zaś w przypadku strumienia masy istnieje zawsze możliwość osiągnięcia 
jego maksymalnej wartości, przy danej sprawności dyszy.

Zaobserwować tutaj można pewną prawidłowość, polegającą na tym, że dla 
coraz mniejszych sprawności ę  dyszy, parametr |?>E przyjmuje coraz większe 
wartości (ekstremum przesuwa się w prawo - rys. 2, 3, 4). podczas gdy kry­
tyczna wartość stosunku (i* (równanie (9)) jest coraz mniejsza. Można więc 
skorzystać z warunku granicznego

p>E (?E ,m ,8t) = p>*(X, 12*) (42)

i wyznaczyć takie wartości sprawności ^*E (Jt,n), które wyznaczą granice ob­
szarów, w których realizować można ekstremum funkcji przepływu - rys. 14.
W oparciu o równanie (42), (39), (10) wyznaczono zależność

V*E , * ,— t  - 1 + ---------- 5— -̂-----  (43)
*2 a  (ae - 1 ) ( S |ł  + m)

dla m = 0.5, 1.0, 1.5.

Warto zauważyć, że dla m = 0.5 (strumień masy = 1.
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3 KCTPEMAJIBHHE IiAPAMETPH HEOEPATHMOrO TE^EHHH TA3A 
B COnjIE EEHJIEMAHHA

P e 3 10 m e

3 c i a i t e  onpe,n,ejieHH xapaKTepHbie (jpyHKumi (noTOKa, K O im eoiB a kh-
HeiH'iecKoK 3Heprnn) HfleaJibHoro ra 3 a  bo Bpena aflHafiaiH'ieoKoro HeoCpaTHMoro 
paomapeHHfl b oonae BeHfleMaHna.

nojiyaeHO peiaeHHe sKcipeMajibHbQC napaMeipoB o yaSTOM ycjioBnit a  orpaHHaeHHS.

EXTREME PARAMETERS OF IRREVERSIBLE GAS FLOW IN THE 
BENDEMANN NOZZLE

S u m m a r y

The paper presents characteristic functions for the fluid, momentum ki­
netic energy fluxes of the idal gas flowing through the irreversible Ben- 
demann nozzle. The extreme parameters of the flow have been determined.


