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POROWNANIE METOD ANALIZY OSIOWO-SYMETRYCZNEGO PRZEPLYWU PLYNU
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MODEL PRZEPLYWU W ZAKRESIE PREDKOSCI PODDZWIijKOWYCH

Streszczenie. W pracy dokonano krytycznego przegladu metod sne-
lizy~przepTywtr7 Scharakteryzowano poszczegélne metody, podano za-
kresy stosowalnosci i przedstawiono wnioski odnosnie ich skuteczno-
Sci.

1. Wstep

Opracowanie metod obliczeniowych przeptywu przez uktady +opatkowe ma-
szyn wirnikowych bazujacych na ogélnym modelu zjawiska przeptywu, stano-
wi obecnie temat prac w wielu zagranicznych osrodkach naukowych,przy czym
zdecydowana wiekszos¢ prac wykonywana jest w pracowniach i laboratoriach
wielkich firm przemystowych, wzglednie w instytutach na zlecenie tychze
firm. Mozna stwierdzi¢, 2ze kazdy z tych osrodkéw dazy do opracowania wha-
snej w pedni sprawdzonej kompleksowej metody obliczeniowej, ktéra w grun-
cie rzeczy Jest zbiorem metod regulujacych zagadnienie tworzenie modelu
matematycznego, formutowania zagadnien brzegowych, rozwigzywania réwnan
rézniczkowych, konstruowania algorytmu obliczen, budowy programu na EMC
itp. Korzysci wynikajace z opanowania i wdrozenia metod obliczen opartych
na og6lnych modelach przeptywu sg szczeg6lnie widoczne w takich dziedzi-
nach jak konstrukcja maszyn wirnikowych (optymalizacja konstrukcji, obli-
czenia charakterystyk maszyn) oraz badania mechanizmu przeptywu na drodze
eksperymentu cyfrowego, (np. badania wpitywu cech geometrycznych na pole
parametréw przeptywu).

Jezeli chodzi o literature krajowa, to mimo niematego juz potencjatu w
dziedzinie budowy turbin, pomp i wentylatoréw, mozna stwierdzi¢, 2ze nie
byt on do tej pory poparty odpowiednim poziomem prac podstawowych i opra-
cowan aplikacyjnych z zakresu badania przeptywu w tych maszynach.

W Instytucie Maszyn i Urzadzen Energetycznych dazac do opracowania kom-
pleksowej obliczeniowej metody syntezy zjawiska przeptywu przez uktady
+opatkowe maszyn wirnikowych w pierwszej kolejnosci wiele uwagi poswieco-
no zagadnieniom analizy przeptywu. Niniejszy przeglad oparto na niepubli-
kowanej pracy autora [2I] 1 poszerzono o najriowsze pozycje literaturowe.



2. 0g6lny model przeptywu

Niniejsze praca obejmuje jedynie metody dotyczace =zagadnienie analizy
osiowo-symetrycznego przeptywu pdynu na powierzchniach typu S2  (wedtug
oznaczenia zaproponowanego przez WU [33]). Rozwazania ograniczone sg tu
do obszaru strumienia g#béwnego, przy czym obszar ten rozcigga sie na pod-
obszary zajete wiencami 4opatkowymi Jak i podobszary miedzywiencowe (prze-
strzenie miedzywiencowe). Rozpatruje sie tu zaréwno pojedyncze wience 4o-
patkowe, stopnie jak i uktady wielostopniowe.

Podstawowe zatozenia okreslajece ogélny model przeptywu se nastepujace:

- przeptyw jest usredniony wzgledem czasu i wspodrzednej obwodowej sted
tez nalezy uwaza¢ go Jako ustalony i osiowo-symetryczny na Sredniej po-
wierzchni s2 kanatu miedzytopatkowego. W wyniku operacji usSredniania
w réwnaniach ruchu pojawia sie tzw. masowa sida oddziatywania 4opatek
F2 , natomiast w réwnaniu ciegtosci wspétczynnik zwezenia przekroju T ,

- ptyn uwaza sie Jako rzeczywisty, co wynika z przyblizonego uwzglednie-
nia w postaci energetycznej, usrednionych efektéw lepkosci wyrazonych
przez gradienty entropii wzdduz linii predu,

- przeptyw w ogolnym przypadku jest wirowy charakteryzujacy sie gradisn-
tami rotalpli catkowitej, entropii i cyrkulacji rcu,

- pomiedzy poszczegélnymi strugami pdtynu nie ma wymiany ciepta, czyli za-
ktada sie, ze przeptyw jest adiatermiczny,

- dopuszcza sie dowolnos¢ geometrii H*opatek i dowolnos¢ geometrii linii
ograniczajacych kanat przeptywowy w przekroju merydionalnym.

Przy tych zatozeniach zagadnienie analizy przeptywu opisane Jest ukta-
dem réwnan [21] :

- roéwnanie ruchu
-w X rot # + 2u X ii m Tvs -7h* + F2 + T )
- réwnanie ciagtosci
div(?Tw) * O ®)
- réwnanie stanu gazu
p = ?RT (©)

- réwnanie przeraieny
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Uktad ten uzupedniaja dodatkowe zwiezki pomiedzy Jednostkowym wektorem
normalnym do powierzchni Sg oraz site Fg i wektorem predkosci w:

- warunek ortogonalnosci sity Fg wzgledem powierzchni Sg

nx F2 =0 ®)

- zwiezek okreslajecy powierzchnie Sg Jako powierzchnie predu

w .nh=0 ®

Forma koncowa roéwnan rézniczkowych opisujecych zagadnienie analizy w
pierwszym rzedzie uzalezniona jest od obranych wielkosci niewiadomych w
réwnaniach koncowych. Sako zasadnlcze niewiadome obiera sie najczesciej
albo jedne z predkosci (najczesciej jest to sktadowa merydionalna cm) al-
bo funkcje predu V . Po przeksztatceniach uktadu roéwnan otrzymuje sie wte-
dy naetepujece postacie réwnania konhcowego:

& p
Cn qu + Agz +Bc, + C =0 @
92v o2 v a2v sv av R
A *28 Wal + c 0M2+DUr + Eaz + F =0 ®

3. Podziat metod analizy przeptywu

0g6lnie mozna dokona¢ podziatu na metody, ktérych roéwnania koncowe sta-
nowie przypadek przedstawionych wyzej roéwnan (7) i (8) oraz na metody spe-
cjalne korzystajece Jeszcze z innych zatozen.

Mozna wiec wyréznic:
- metody wykorzystujece pojecie linii predu (réwnanie (7)),
- metody wykorzystujece pojecie funkcji predu (réwnanie (8)),
- metody specjalne.

Metody wykorzystujece pojecie linii predu maje te zalete, ze w réwna-
niach opisujecych przeptyw *atwo mozna wyodrebnié¢ poszczegélne cztony do-
konujec fizycznej ich interpretacji, tak Jak to uczyniono w pracy SMITHA
[271.

Sted tez w tych metodach wskutek przyjmowania odpowiednich zatozen,
przede wszystkim w zakresie wkasnosci geometrycznych [linii predu, otrzy-
mano uproszczone modele przepitywu. Mozna tu wyszczeg6lnic:

- model przeptywu cylindrycznego, gdy zaktada sie, ze linie predu se pro-
stymi roéwnolegtymi do osi obrotu,



22 0. Otta

- model przeptywu stozkowego, gdy linie pradu sg tworzacymi stozkowych
obrotowych powierzchni pradu,

- model przeptywu falistego, gdy przyjmuje sie, ze merydionslne linie
pradu przebiegaja faliscie,

- og6lny model przeptywu, ktérego algorytmy numerycznej realizacji okre-
Slono nazwg metody krzywizny linii pradu (MKLP) [10], [i], [23], [15] .,

W metodach wykorzystujacych pojecie funkcji pradu zwanych dalej meto-
dami funkcji pradu (MFP) . zaleznosci od stosowanych numerycznych proce-
dur rozwigzywania mozna wyréznic:

- metode réznic skonczonych (MRS) ,
- metode elementéw skoriczonych (MES).

Rozwéj techniki obliczeniowej sprawit, ze metody analizy bazujace na
uproszczonych modelach przeptywu stracidty juz racje bytu. Stad tez dalsze
rozwazania poswiecone zostang metodom MKLP, MFP + MRS, MFP + MES.

4. Metody krzywizny linii pradu

Szczeg6lng cechg tych metod jest koniecznosé odpowiednio doktadnego
wyznaczenia charakterystyk geometrycznych linii pradu na podstawie poto-
zenia punktéow wezdowych w kolejnych przekrojach obliczeniowych. Poszukuje
sie tu funkcji aproksymujacych, na ktéorych mozna by wykaza¢ m.in. takie
operacje analityczne jak roézniczkowanie z rozsadng dokdadnosciag.

Pierwotnie zastosowanie MKLP odnosito sie g#déwnie do wiencéw typu osio-
wo-promieniowego o ddugich kanatach prowadzacych czynnik, co przedstawio-
no w pracy [7] jak réwniez w [28] i [29] . Wedtug przedstawionych tu algo-
rytméw w pracy [2] dokonano analizy przeptywu w wirniku promieniowo osio-
wej turbiny wodnej, natomiast w pracy [32] przeprowadzono analize parame-
tréow przeptywu w wienicu sprezajacym z merydionalnym przyspieszeniem stru-
mienia.

W wyzej wymienionych pracach przeptyw traktowany jest przewaznie jako
izentropowy, a takze jako homoenergetyczny. Ogélniejsze ujecie zagadnie-
nia analizy z uwzglednieniem strat przeptywu jest rozpatrywane przez sze-
reg autoréw [Bl, [6], 24, [44] -

Przedstawione prace dotyczyty gtéwnie analizy przeptywu na odcinku wien-
ca +topatkowego, co tez jest Jedng z przyczyn btedéw w okresleniu parame-
trow w strefach brzegowych przy krawedzi wlotowej i wylotowej +opatek.

Oedrtg z pierwszych prac ujmujacych w zadowalajgacy sposéb og6lny model
przeptywu jest praca STIEPANOWA [46], gdzie miedzy innymi rozpatrzono tak-
ze problem doktadnosci opisu osiowo-symetrycznego ruchu pdynu réwnaniami
usrednionymi. Dalsze rozwiniecie teoretycznych podstaw analizy przeptywu
osiowo-symetrycznego zostato dokonano przez SIROTKINA [43], [441,
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Stosunkowo kompletny model przeptywu przedstawiono w pracach[17]i [19]
w odniesieniu do czynnika niescisliwego oraz w pracy [18] w odniesieniu
do ptynu Scisliwego.

Waznym problemem przy tego rodzaju metodach jest konstrukcja efektyw-
nych algorytméw obliczeniowych. Zagadnieniom obliczen numerycznych po-
Swiecono rozdziat w ksietce HORLOCKA (10] . pewne procedury opisano takze
w pracach [18] i [19] , zas w pracy [25] rozpatrzono problem numerycznego
wyznaczania charakterystyk linii predu wraz z analize stosowanych w tym

wzgledzie metod.

5. Metody funkcji predu

W odréznieniu od metod opartych na pojeciu linii predu, ktére rozwija-
4y sie stopniowo, metody funkcji predu. ze wzgledu na bezposredni zwiezek
z postepami elektronicznej techniki obliczeniowej znalazty zastosowanie
od razu w og6lnym modelu przeptywu. Klasyczne juz prace bazujece na poje-
ciu funkcji predu jest praca WU [33], dajeca poczetek wspétczesnym meto-
dom analizy przephtywu przestrzennego. Sciélejsze ujecie tego samego za-
gadnienia zostato rozpatrzone przez SIROTKINA [45] tak w odniesieniu do
modelu przestrzennego jak i quasi-tréjwymiarowego.

Jezeli chodzi o numeryczne realizacje, to stosuje sie gtownie dwie
wspotczesne metody dyskretyzacji zagadnienia; metode roéznic skonczonych i
metode elementédw skonczonych.

5.1. Metody roéznic skonczonych

Pierwsze prace bazujece na uproszczonym modelu WU i wykorzystujece me-
tode roéznic skoniczonych jest praca MARSHA [14] Przedstawiono tu w ogol-
nym zarysie opis programu obliczeniowego. Podstawowe réwnanie opisujece
przeptyw, po aproksymacji wyrazeniami roéznicowymi, sprowadzono do postaci
macierzowej . ktory to zapis wykorzystano nastepnie przy budowie programu
obliczeniowego.

W pracy GOLDINA [35] rozwazono mozliwosci otrzymania rozwiezania na
drodze iteracyjnej, konkretne za$ zagadnienie analizy przeptywu beztar-
ciowego (izentropowego) przez stopnie osiowe rozpatrzono w pracach BINIA-
RISA [3], [4]. przy czym rozwiezania uzyskano na drodze iterecyjnych ob-
liczen relaksacyjnych. Przytoczone tu przyktadowo wyniki obliczen podob-
nie jak w referacie [23] odnosze sie do stopni turbinowych.

W pracy [21] na bazie uogélnionego modelu przeptywu 2z dysypacje ener-
gii sformutowano zagadnienie brzegowe sprowadzajece sie do rozwiezania
nieliniowego eliptycznego réwnania rézniczkowego w postaci (8). W tgj pra-
cy, jak i we wczesniejszej [20j dotyczecej wytecznie przeptywu piynu nie-
Scisliwego. algorytm obliczen oparto na metodzie nadrelaksacyjnej. W pra-
cach tych przedstawiono wyniki analizy przeptywu w osiowym stopniu spre-
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zajecym. W pracach [5] i [22] podano natomiast rozwiezania przepitywu przez
baztopatkowy kanat wirnika promieniowego.

5.2. Metody elementdéw skonczonych

Metoda elementéw skonczonych znajduje sie w okresie burzliwego rozwo-
ju, przede wszystkim na gruncie mechaniki budowli. Moze takze znalez¢ za-
stosowanie przy rozwiezywaniu probleméw przeptywu [34].

Do pierwszych opublikowanych prac wykorzystujgcych MES w odniesieniu
do zagadnienia analizy przeptywu przez wiehnce #dopatkowe naleze prace AD-
LERA i KRIMERMANA [I] oraz HIRSCHA i WARZEE [8] -

W pracy [8] koncowe réwnanie przeptywu sprowadzono do postaci quasi-
harmonicznej

®

Do rozwiezania powyzszego roéwnania zastosowano odmiane metody elementéw
skonnczonych polegajecej na postepowaniu weddug wazonej metody residualnej
Galerkina. gdzie funkcja wagi jest rowna funkcji ksztattu. Dyskretyzacje
oparto na czterobocznych krzywoliniowych izoparametrycznych elementach z
osmioma punktami umieszczonymi na ich brzegach.

6. Poroéwnanie metod analizy

Przedstawiony kroétki przegled poszczegélnych metod wykazat, ze najbar-
dziej bogate literature posiadaje metody krzywizny linii predu, zas$ prak-
tycznie w poczetkowym stadium rozwoju jest metoda elementéw skonczonych w
zastosowaniu do analizy przeptywéw. Sted tez whasciwe poréwnanie mozna
przeprowadzi¢ pomiedzy MKLP oraz MFP + MRS. Do takiego poréwnania upowaz-
nia autora takze zdobyte w tym zakresie doswiadczenie obliczeniowe.

6.1. Ograniczenie ze wzgledu na liczbe Macha

W zaleznosci od predkosci przeptywu w metodzie funkcji predu zmienia
sie typ roéwnania (8). | tak dla liczb Macha M < 1 réwnanie to jest ty-
pu eliptycznego, co fizykalnie sprowadza sie do tego. ze zaktécenia w
przeptywie rozchodze sie we wszystkich kierunkach.

Rozpatrzone wyzej prace dotycze whasnie zagadnienia eliptycznego w
przeptywach za$ naddzwiekowych. gdy mamy do czynienia 2z zagadnieniem hi-
perbolicznym stosuje sie najczesciej metode charakterystyk. Obecnie mimo,
ze stosowanie osiowo-symetrychnego modelu do przeptywéw okoto- i nad-
dzwiekcwych nie jest jeszcze w pedni uzasadnione, rozwijane se prace nad
efektywnymi procedurami numerycznymi z zakresu analizy przeptywédw transo-
nicznych w sprezarkach [6]. [26] jak i ostatnich stopniach turbin [41].
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Sezeli chodzi o MKLP to mimo, ze uzupedniajgce réwnanie ciggtosci w
formie

0

sprawia, ze mamy do czynienia z ukdtadem réwnan rézniczkowo-catkowym, to
jednak fakt zadawania odpowiednich warunkéw brzegowych na wlocie oraz wy-
znaczanie charakterystyk geometrycznych linii pradu na podstawie wszyst-
kich punktéw wezdtowych danej linii powoduje, ze ukktad ten aa takze cha-
rakter "eliptyczny".

Poréwnanie metod dotyczy¢ wiec bedzie zakresu przeptywéw poddzwieko-
wych.

6.2. Metody rozwigzania

W metodach MKLP i MFP algorytm obliczen numerycznych opiera sie na dy-
ekretyzacji zagadnienia. Oezeli jednak w MFP dyskretyzacje przeprowadza
sie bezposrednio wychodzac z réwnania (8) to w MKLP wykorzystuje sie Jesz-
cze koncepcje rozwigzywania roéwnan roézniczkowych wszystkich metod pros-
tych, ktérej idea bazuje na iteracyjnym dochodzeniu do ostatecznego roz-
wigzania. Zatozenia tej metody pozwalajg przejs¢ od roéwnania (7) o pocho-
dnych czastkowych do uk#adu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktére z ko-
lei rozwigzuje sie przy zastosowaniu réznych odmian metod Runge - Kutty.
Out na podstawia powyzszego mozna wnioskowa¢ o znacznej 'subtelnosci™ me-
tody krzywizny linii pradu.

W MFR + MRS uk#ad roéwnan roézniczkowych rozwigzuje sie metodami macie-
rzowymi [14] lub tez metodami iteracyjnymi. W tym drugim przypadku naj-
czeSciej stosuje sie proces nadrelaksacji

(11)

gdzie fit jest czynnikiem relaksacji, zas p jest kolejnym numerem itera-
cji.

6.3. Siatka wez46éw obliczeniowych

Waznym zagadnieniem w istotny sposéb wptywajgcym na skutecznos¢ metody
jest pokrycie obszaru analizy siatkg wez#déw obliczeniowych, ze szczegol-
nym uwzglednieniem geometrii brzegéw.

W metodzie MKLP poczatkowo obliczenia prowadzono w uktadzie wspétrzed-
nych krzywoliniowych ortogonalnych [7],[28], [29] , co Jest niezmiernie utru-
dnione przez zmiany potozenia punktéw wezdowych siatki w trakcie kolej-
nych iteracji. Znaczng poprawe w tym zakresie przyniosto wprowadzenie tzw.
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n-m ukfad
wspotrzednych
ortogonalnych

g-m ukfad
wspotrzednych
guasi-ortogonalnych

Rys. 1

Rys. 2 Rys. 3

qussi-ortogonalnej siatki przeptywu [13, 24] (rys. 1). Mankamentem MKLP
jest to, ze zawodzi ona w przypadku nieregularnych brzegéw obszaru prze-
phywu.

Dyskretyzacje zagadnienia brzegowego w przypadku MFP+MRS najczesciej
przeprowadzano w oparciu o siatke prostoketne [3, 4. 20, 21], co Jednakze
znacznie komplikowato program obliczen, gdy obszar analizy odbiegat od
prostokata. Stad tez opracowano sposoby transformacji analizowanego ob-
szaru przeptywu na obszar prostoketa [30, 36, 40, 4I] . Z powodzeniem za-
czeto stosowa¢ takze siatke krzywoliniowg [22] (rys. 2).
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W MFP + MES uzyskuje sie najlepsze dopasowanie siatki wez46w oblicze-
niowych. Przyktad siatki zastosowanej w pracy [8] przedstawiono na rys. 3.

6.4. Zagadnienie stabilnosci i zbieznosci obliczen

Z go6ry zatozone iteracyjne dochodzenie do ostatecznego rozwigzania wy-
+ania w metodzie krzywizny linii pradu kompleks probleméw zwigzanych ze
stabilnoscia i zbieznoscia procedur obliczeniowych. W trakcie kolejnych
obliczen iteracyjnych obserwuje sie tu bowiem zjawisko "przenoszenia bie-
dow™. Tym zagadnieniom wiele uwagi poswiecono w pracach [2, 3i] . Dla za-
bezpieczenia zbieznosci procesu iteracyjnego wprowadza sie najczesciej
tzw. wspétczynniki (czynniki) relaksacji [10, 18, 37, 38, 42], przy czym
znajduja one zastosowanie przy okresleniu nowych wspétrzednych linii pra-
du i predkosci

S L a2

gdzie ,u)r  sa czynnikami relaksacji, natomiast /x jest numerem przy-
blizenia. Czynniki w wyznaczane sa tu przede wszystkim na drodze ekspe-
rymentu cyfrowego.

Po rozpatrywaniu zagadnien doktadnosci, stabilnosci i zbieznosci obli-
czen, na korzy$¢ metod" funkcji pradu przemawia fakt, ze wykorzystuje sie
tu nagromadzone doswiadczenia z dziedziny rozwigzywania réwnan Ffizyki ma-
tematycznej. Stosowany tutaj najczesciej iteracyjny proces obliczehn nad-
relaksacyjnych jest wynikiem wyboru. Dla wyznaczenia optymalnego czynnika
relaksacji wykorzystuje sie tu nastepujace oszacowanie

as

gdzie J (g) Jjest promieniem spektralnym macierzy iteracyjnej Gaussa-Sei-
dla.

6.5. Realizacja programu na EMC

Oceniajac budowe programu obliczeniowego pod katem jego z4ozonosci i
ilosci rozwigzan logicznych, to program realizujgcy metode funkcji pradu
jest pod tym wzgledem znacznie bardziej przejrzysty. Dezeli chodzi o po-
jemnos¢ pamieci maszyny cyfrowej to w warunkach jednakowej liczby punktow
wezdowych obie metody MKLP i MFP sg mniej wiecej roéwnorzedne. Poréwnujac
natomiast czasy obliczen pierwszenstwo nalezy da¢ metodzie funkcji pradu.
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7. Wnioski

Sposrod przytoczonych wyzej metod, metoda krzywizny linii predu Jest,
Jek juz stwierdzono, najbardziej subtelna i skuteczno$¢ jej stosowania w
duzej mierze zalezy od nabytego doswiadczenia obliczeniowego. Efektywnosé
jej wzrasta w przypadku analizy pola przeptywu w wiencach typu osiowo-
promieniowego, w ktérych linie pradu posiadaja wyraznie okreslona krzy-
wizne.

Ocena metody funkcji predu w swej odmianie wykorzystujacej metode roéz-
nic skonczonych w duzym stopniu uzalezniona Jest od typu zastosowanej ob-
liczeniowej siatki przeptywu. Dysponujac algorytmem bazujgcym na trans-
formacji obszaru analizy w celu zastosowania siatki prostokagtnej lub tez
algorytmem opartym na siatce krzywoliniowej ocena tej metody wzgledem po-
zostatych wypada bardzo korzystnie.

Metoda elementéw skonczonych znajduje sie dopiero w poczatkowym sta-
dium rozwoju, przy czym wykorzystuje sie tu doswiadczenia wyniesione g#6-
wnie z dziedziny mechaniki budowli. Pewng korzyscig tego Jest mozliwosé
wykorzystania niektérych gotowych podprograméw.
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A COMPARISON OF METHODS 0, MALYSING AXIAL SYMMETRIC FLUID
FLOW THROUGH BLADE SYSTEMS OF IMPELLER MACHINES USING THE
GENERAL FLOW MODEL AT SUBSONIC VELOCITIES

Summary

A critical survey of analysing methods has been presented. Particular
methods have been characterised utilisation ranges and reliabilities pre-
sented.



