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ODWRACANIE RÓWNANIA STANU GAZU RZECZYWISTEGO 
Z POSTACI p - p(T,v) DO POSTACI v = r(T,p)

Streszczenie! W pracy podano prostą przybliżoną metodę rozwiązy- 
wania równania stanu ze względu na objętość właściwą. Pokazano spo
sób zastosowania metody do równania wirialnego i równania Redlicha- 
Kwonga. Dla ostatniego, sporządzono wykresy pozwalające na szacowa
nie błędu metody w obliczeniach ręcznych. Przedstawiony sposób może 
służyć do szybkiego znajdowania punktu atartowego w obliczeniach na 
EMC.

Obliczanie gęstości gazu, przy znanych wartościach ciśnienia i tempera
tury, jest jednym z najczęściej rozwiązywalnych w praktyce inżynierskiej 
problemów. Poza jednak niewielką liczbą równań stanu np. Clapeyrona, Wuka- 
łowicza, równania te to wielomiany wyższych stopni ze względu na gęstość. 
Rozwiązanie takiego równainia jest problemem zbyt uciążliwym przy oblicze
niach ręcznych. Przy numerycznym rozwiązywaniu równań stanu na EMC powsta
je natomiaBt problem doboru punktu startowego. Punkt startowy ma zwykle 
duży wpływ na zbieżność procesu iteracyjnego a ponadto decyduje on o cza
sie obliczeń.

Jest to o tyle istotne w przypadku równania stanu, że równanie to sta
nowi zwykle jedną z procedur większego programu i to procedurą wywoływaną 
wielokrotnie. Nieduże nawet skrócenie czasu obliczeń dla pojedynczego kom
pletu danych powoduje znaczne skrócenie czasu obliczeń całego programu.

W pracy podano szybką metodę rozwiązywania równania stanu gazu rzeczy
wistego przydatną w obliczeniach ręcznych. Metoda ta może służyć do okreś
lania punktu startowego przy numerycznym rozwiązywaniu równań stanu na 
EMO.

2. Wirialne równania stanu gazu
Wirialne równanie stanu gazu o postaci:

1. Wstęp
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gdzie:
p - ciśnienie,
T - temperatura,
v - objętość właściwa,
R - indywidualna stała gazowa,
A,B - funkcje zależne tylko od,temperatury gazu-

należy do grupy równań posiadających uzasadnienie teoretyczne. Postać funk
cji A(T), B(T)'itd. można wyprowadzić na gruncie termodynamiki statystycz
nej a także zakładając potencjał sił wokół cząsteczki gazu. Dla molekuł po
larnych i asymetrycznych metoda ostatnia Jest Jednak praktycznie bezuży
teczna, dlatego też częstokroć rezygnuje się z rozważań teoretycznych, po
zostając Jedynie przy postaci równania (1).
Funkcje: A (T), B(T) itd. przedstawia się wówczas w postaci wielomianu. Je
go współczynniki oblicza się na drodze obróbki matematycznej wyników ek
sperymentów. Oczywiście szereg (1) obcinany Jest po n wyrazach. Hak więc 
równanie stanu ma ostatecznie postać sumy podwójnej!

ai J “ s^ałe zależne od rodzaju gazu.

Do tej grupy równań stanu należą między innymi równania stanu dla fre
onów [1J.

Równania (1), (2) mają dla obliczeń praktycznych niedogodną postać, 
gdyż są to funkcje rozwikłane ze względu na ciśnienie.

Istnieje Jednak możliwość przekształcenia równania (1) do postaci do
godniejszej a mianowicie!

1=1
przez współczynniki A^ stojące przy co najwyżej równej potędze zmiennej 
niezależnej

m n
(2 )

gdzie!

RT 2—  = 1 + ap + bp +... (3)

Knopp [2] dowodzi, że każdy szereg potęgowy
i=1

ny w pewnym otoczeniu punktu xQ można odwrócić do postaci!

y1, przy czym współczynniki B^ są określone Jednoznacznie
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a więc np Bj ■ f (A.j, Ag, A^) szereg x ° ^  ' Bi y1 jest zbieżny w pew-
i=1

X I

nym otoczeniu punktu yQ = A^ x̂ .
i=1

Poszczególne stałe B̂  są określone wzorami

B1 " 3^

"*•̂2B2 2
A1

B3 = ij(1 . a| - A1 . A3)
A1

B4 - Jy(5 . A1 . Ag . A3 - AB . A4 - 5 Ag)
A1

B 5 -  (6A^•A g . A 4+3A^. A ^ - A ? . A 5- 2 1 . A 1 .A g . A3 )

A1

B6 = lTT(7.A^AgA5+7A^ A3A4+84A1A^A3-AAA6-28A^.Ag A4~28A^AgA3-42A^).

Przytoczone wyżej twierdzenie rozstrzyga o możliwości przekształcenia 
równania (1) do postaci (3) a także postępowania odwrotnego. Równanie (2) 
można przekształcić do postaci analogicznej z równaniem (3)

n m >, „j

§s-2: z V -i - o  j= 0

Postępowanie takie jest oczywiście niezbyt ścisłe, gdyż opisana wyżej me
toda dotyczy szeregów, a równanie (3) jest sumą skończoną. Ze względu jed
nak na mały wpływ dalszych wyrazów szeregu wirialnego postępowania takie 
jest dopuszczalne.
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3. Przekształcenia równania Redlicha-Kwonga do postaci wirialnei
Równanie Redlicha-Kwonga uważane jest [3] za najdokładniejsze z równań 

stanu gazu opartych o dwu i trójpararaetrową teorię stanów odpowiadających 
sobie.
Równanie to ma postaó»

(p ” —k  —  — ) (v - b) = RT (5)
T ,3 (v+b) v

stałe a i b wyrażają się przez parametry krytyczne i dodatkowy parametr 
np. czynnik acentryczny "<o"

r 2 f2.5

O R B c b ---
Fc

R T  p v ( v + b )/ c _ \ Fc c v c JA t:r-zr - Pc) —  ■ ■ — yA Vc D C R T
c

= 0,0125 w + 0 ,0 11 -w 0< w < 0,6 

przekształcając równanie (5), otrzymujemy

rt5'5 (V«> * *

ponieważ v> b wyrażenia«

można rozwinąć w szereg geometryczny.
Grupując wyrazy przy tych samych potęgach v otrzymujemy«

z ■ 1 + (b - ■ ■ y m ) ^ + (b̂  + ““375) “jy + ... + (b^- +...
RT v RTJ/Z vz RT y1

(7)

lub 00
z o 1 + ] T ( b Ł - -a^ bjyg1 ) p 1, (8)

“  RT 0i=1

gdzie ^ - gęstość.
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Równanie to można metodą opisaną wyżej przekształcić do postaci

i = A + B gp + 3 fa 2 (9)

gdzie 
A =* 1
B = -b + k
C = b2 - 5bk + 2k2

D = -b3 + 16b2k - 20bk2 + 5 k3

E » b4 - 42 b3k + 114 b2k2 - 77 bk3 + 14 k4

F = -b5 + 99 b4k - 490 b3k2 + 644 b2k3 - 294 bk4 + 42 k5,

gdzie:

4. Zastosowanie odwróconego równania wirialnego
Szereg (9) może byó wykorzystany w praktycznych obliczeniach w dwojaki 

sposób.
W wyniku przeprowadzonych obliczeń ustalono obszary w układzie współ

rzędnych zredukowanych p , Tr, w których stosowanie szeregu o danej licz
bie wyrazów nie wnosi błędu przekraczającego 0,5$. Należy zaznaczyć, że 
chodzi tutaj o błąd w obliczeniu współczynnika ściśliwości odniesionego 
do wartości dokładnej wynikającej z równania stanu Redlicha-Kwonga. Równa
nie to z kolei opisuje stan gazu rzeczywistego z dokładnością kilku pro
cent. Zatem wynik uzyskany z odwróconego równania wiralnego jest zadowala
jący dla potrzeb praktyki.

Na rysunkach 1, 2, 3, 4, 5 przedstawiono granicę obszaru, w którym sto
sowanie odwróconego równania wirialnego zawierającego kolejno 1 , 2, 3, 4 
i 5 wyrazów nie wnosi błędu większego od założonej wielkości. Chodzi tu
taj o obszar leżący powyżej tej granicy. W zakresie parametrów Pr <1* 
Tr <  1 dodatkowe ograniczenie wynika z położenia linii nasycenia. Na ry
sunku 2 wykreślono tę linię w oparciu o korelację Ridela [3]«

Z porównania wykresów 1, 2, 3, 4, 5, wynika, iż dla szeregu zawierają
cego większą ilośó wyrazów zwiększa się obszar stosowania równania wirial
nego.

Założenie większego błędu obliczenia współczynnika ściśliwości powięk
sza dopuszczalny obszar stosowania odwróconego równania wirialnego. Ilu
struje to rysunek 3*

Szereg potęgowy (9) może byó również wykorzystany w obliczeniach w in
ny sposób.
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Rys. 1. Granice obszaru, powyżej którego stosowanie równania zawierające
go n=1 wyraz wnosi błąd mniejszy od £ = 0,5%

Rys. 2. Granica obszaru dla n=2 oraz £=0,5%
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Rys. 3. Zależność położenia granicy od założonej dokładności dla równania
zawierającego n=3 wyrazy

Rys. 4. Granica obszaru dla n=4 oraz fc =0,5%
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Rys. 5« Granica obszaru dla n=5 oraz £ =0,5%

Każda numeryczna metoda rozwiązania równania stanu gazu rzeczywistego, 
ze względu na objętość właściwą, daje rezultaty tym prędzej, im bliżej 
rozwiązania znajduje się punkt startowy.

Dokładniejsze obliczenie punktu startowego z równania (9) wymaga stoso
wania szeregu zawierającego większą liczbę wyrazów, co wydłuża czas obli
czeń na tym etapie, lecz równocześnie zmniejsza liczbę kroków procedury 
rozwiązywania nieliniowego równania stanu. Korzystnie jest zatem stosować 
prostą metodę dla wyznaczenia punktu startowego z szeregu składającego 
się z dwu lub trzech wyrazów, gdyż procedury obliczenia objętości właści
wej z nieliniowego równania stanu są stosunkowo szybkie.

Objętość właściwa, wyznaczona zaproponowaną metodą, może służyć jako 
wartość startowa do obliczeń numerycznych gęstości z równań stanu zawie
rających więcej stałych indywidualnych (np. z równania BWR).
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IIPE0EPA30BAHÍ1E YPABHEHHH COCTOflHHH PEAJIbHOTO FA3A H3 BKftA p = p(T,v)
K B W  v = v(p,T)

P e 3 jo  m  e
B padoie npexciaBjieH npocioií npH6MsceHHníí Me toa BiKHCJieHna yAeji&Horc 

o6T>eMa H 3 ypaBHeHaa coctokhhh- r a 3 0 B .  HpeAciaBjieHo npEMeHeHne MeTOAa ajih 
ypaBHeHHÜ BapaajiBHoro a PeAJiHX-KBOHra. íaa BToporo H3 hex H3roTOBJieHO AHar- 
paMMtt AJta. onpeAejxeHHa ohih6kh MeroAa. MeioA Moacei 6utb npHMeHen AAa nojiy- 
uehub ciapTOBoft tohkh b pacaeiax Ha 3BM.

THE INVERSION OP THE EQUATION OP STATE FOR REAL GASES p = p(T,v)
TO THE FORM v = v(T,p)

S u m m a r y
In the paper a simple aproximate method of calculation of the specific 

volume from the equation of state for real gases has been given. This met
hod is used for the virial and Redlich-Kwong equations of state. For the 
last one the error of the solution is given in form of diagrams.

Presented method could be used for quick calculations of starting po
int for iterative methods.


