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0 POLITROPIE GAZU RZECZYWISTEGO

Streszczenie. Przyjmując definicję politropy (1) rozpatrzono 
związki pomiędzy parametrami p'-T i p|-v, wprowadzając dwa dodatko
we wykładniki politropy (17) i (23) umożliwiające optymalne wykorzy
stanie równań gazu doskonałego (l9) i (25) do obliczeń przybliżo
nych dla gazu rzeczywistego. Wyprowadzono równanie (34) na ciepło 
właściwe politropy gazu rzeczywistego oraz równanie (35) na stosu
nek ciepła do pracy. W równaniach tych posłużono się bezwymiarowymi 
wielkościami óę, fi, (równania (8), (9), (1 0)).

1. Wstęp

Politropę definiuje się zwykle jako przemianę pseudoodwracalną przebie
gającą zgodnie z równaniem CiU

ł
pv = idem, J = idem, (1 )

lub w zapisie różniczkowym

W przypadku gazu doskonałego lub półdoskonałego skutkiem tej definicji 
jest następująca zależność dla ciepła właściwego gazu podczas przemiany 
politropowej, zwanego krótko ciepłem właściwym politropy1 ^

v

Definiowanie politropy jako przemiany o stałym cieple właściwym (por. 
np. [2]) jest więc równoważne jedynie dla gazu doskonałego, dla którego 
c* = idem i St* = idem. Definicja ta jest nieprzydatna już dla gazu pół- 

duskonałego, a tym bardziej dla gazu rzeczywistego i w niniejszej pracy 
nie będzie wykorzystywana.

1 ^Gwiazdko na poziomic wykładnika potęgowego oznacza wielkości dotyczące 
gazu półdoskonałego•
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Skojarzenie równań (l) i (2) z równaniem Clapeyrona daje, jak wiadomo, 
związki pomiędzy parametrami p-T i v-T, słuszne dla politropy gazu dos
konałego i półdoskonałego

-J—j- = idem, (4)

(5 )

T v^_1 = idem, (6)

♦ ( *- 1 ) ^  . 0. (7)

Przy kojarzeniu równania różniczkowego ppzemiany (2) z termicznym rów
naniem stanu gazu rzeczywistego będziemy korzystali z jego różniczek zu
pełnych zawierających pochodne cząstkowe. Pochodne te można przedstawić w
postaci bezwymiarowej:

- bezwymiarowy odpowiednik współczynnika rozszerzalności objętościowej

« ■ K w ) p - <•>

- bezwymiarowa postać współczynnika prężności

p ( ^ )  '
(9)

wykładnik izotermy

» r - - í W T-
(1 0 )

Istnieje pomiędzy nimi następujący związek

T  ‘ ( 11)
Ola gazu doskonałego i półdoskonałego wielkości te przybierają wartość 

05* » i&* «■ -7* = 1.

a dla gazu rzeczywistego są funkcjami etanu tego gazu.
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2. Związki pomiędzy parametrami czynnika podcza3 przemiany

Z równania (1) definiującego politropę można wprost wyznaczyć związek 
pomiędzy ciśnieniem 1 objętością właściwą

P1V1 = P2V2* (12)

Dla znalezienia związku pomiędzy temperaturą i ciśnieniem należy równa
nie politropy uzupełnić termicznym równaniem stanu F(T,p,v) = 0. Rozwią
zanie układu równań

P2V2 - PlVi
(13)

F ( T 2 ' P 2 ' V 2 ) = °

umożliwia wyznaczenie końcowej temperatury gazu Tg/ gdy znane jest końco
we ciśnienie p2 i na odwrót. W obu przypadkach mamy do czynienia z ukła
dem równań nieliniowych, wymagającym stosowania metod przybliżonych. Sto
sowanie metod standardowych, będących z reguły metodami iteracyjnymi, wy
maga określenia pierwszego przybliżenia rozwiązania. Przy trafnie dobra
nej metodzie określania tego pierwszego przybliżenia można uzyskać rozwią
zanie dostatecznie dokładne do celów obliczeń technicznych. Narzuca się w 
sposób oczywisty określenie pierwszego przybliżenia ze związku (4) dla po
litropy gazu doskonałego. Jednakże użycie tego związku wprost, przy wyko
rzystaniu wykładnika 'J nie daje najlepszego przybliżenia.

Jeżeli z równania różniczkowego politropy (2), które Jest równaniem 
ścisłym, wyrugujemy różniczkę dv z równie ścisłej zależności

* - W ?  *
którą po uwzględnieniu (8 ), (1 0) i (1 1) można zapisać następująco

dv « ^  -Jj- dT - -jr dp, (14)

to uzyskamy następujęce równanie różniczkowe politropy gazu rzeczywistego 
we współrzędnych p-T
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Oest ono również równaniem ścisłym. Chcąc nagięć je do równania (5) po- 
litropy gazu doskonałego, należy użyć innego od V wykładnika politropy. 
Oznaczymy ten wykładnik symbolem VpT, jako że będzie służył do określa
nia zwięzku pomiędzy parametrami p-T

f  -
Porównujęc równania (15) i (16), otrzymujemy

^ p T  =  V  ( ^  — 1 )  +  * T * ( 1 7 )

iWykładnik \? jest stały z definicji politropy, natomiast wykładnik >?pT 
jest zmienny i zależy od parametrów stanu. Możliwe jest zatem lokalne, w 
otoczeniu punktu o parametrach p^, T , scałkowanie przybliżone równania
(16), przy przyjęciu wartości wykładnika dia parametrów tego punktu v* T =

■ V ( W

(18)

Pv  Plv
Równanie (18) jest równaniem linii ściśle stycznej do linii obrazują

cej rzeczywisty przebieg politropy w układzie p-T. W szczególności z rów
nania tego wynika sposób przybliżonego określenia temperatury koścowej

Oak już wyżej wspomniano, przybliżenie to, w zależności od żądanej dok
ładności obliczeń, może stanowić samodzielne rozwiązanie lub być pierwszym 
przybliżeniem dla metod standardowych.

Podobnie można uzyskać trzeci wykładnik politropy, przydatny do wyzna
czania związku pomiędzy temperaturą i objętością właściwa. W tym celu róż
niczkę termicznego równania stanu

dp = ŜdT - ^  >7.j.dv (20)



O politropie gazu rzeczywistego t>9

podstawiamy do równania (2 ) i otrzymane równanie

T # V

porównujemy z równaniem (7)

(21)

T  + " °* (22)

Z porównania otrzymujemy wartość wykładnika

•f-

^Ty " 1 + - ^ " L- (23)

I w tym przypadku równanie (22) można lokalnie scałkować w sposób przy
bliżony, posługując się ustalonę wartością wykładnika ^T v » wziętą dla pa
rametrów początkowych

V 1 V 1’
Tv TV » T1v 1TV , (24)

z której w szczególności wynika przybliżona wartość końcowej temperatury

’ Tf e )  ' u ”

Obliczenie temperatury Tg z dowolnie dużą dokładności? wymaga roz
wiązania układu równań nieliniowych (13).

3. Ciepło właściwe przewiany politropowe.1

Do wyznaczenia ciepła właściwego posłużymy się następując? znaną zależ
nością

której szczególnym przypadkiem Jest wzór
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Pochodne cząstkowe występujące w powyższym równaniu możemy wyrazić z za
leżności (8 ) i (9)

(lf)v ■ ffi-

natomiast pochodną (3v/3T)^ z równania (21)

W ,  ■ -  t  <“ >

uzyskując w miejsce równać (26) i (27)fco następuje

v - F  -7?-r- <»>

cp - cy = j~°f P r (30)

Z równania (30) obliczamy ułamek pv/T i podstawiamy do równania (29)

e - cy - (cp - ev ) (31)

'Wykorzystujemy następnie znaną zależność na wykładnik izentropy gazu 
rzeczywistego

* -  - T « J ( H ) t  “ (32)

z której wyznaczamy cp

C
C p  =  (33)

Po podstawieniu (33) do (31) i uwzględnieniu, że oę yij « fb (równ. (11)), 
otrzymujemy ostatecznie
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W równaniu tym o,,« » v’T są zmienne i zależą od parametrów stanu czyn» 
nika termodynamicznego, a więc i ciepło właściwe przemiany politropowej 
gazu rzeczywistego jest zmienne, c = c(T,p).

4. Stosunek ciepła do pracy

Dedną z cech politropy gazu doskonałego jest proporcjonalność ciepła i 
pracy. Współczynnik proporcjonalności jest stały i zależy jedynie od ro
dzaju gazu i od wykładnika politropy

Dla gazu r§6czywistego stosunek ten możpa wyznaczyć z rozwinięcia wyra
żeń różniczkowych dq i dl

Po wykorzystaniu równań (28) 1 (33) otrzymujemy

dg . . c L i i i ,
di v pv

a po wyliczeniu iloczynu cvT/pv z równań (30) i (33)

T fr2
CV pv = 9e _ x = *  -  ^ T

mamy ostatecznie

(35)

Również i ta wielkość nie jest stała dla gazu rzeczywistego z powodu 
zmienności w funkcji parametrów stanu wielkości «  , A i ^ T *

Łatwo sprawdzić, że dla gazu doskonałego, dla którego wielkości , (t> 
i 0 przyjmują wartość równą 1 , wszystkie wyprowadzone wyżej wzory dla 
politropy gazu rzeczywistego przechodzą w klasyczne wzory fila gazu dosko

nałego.



72 S.3. Gdula

LITERATURA

dl] Ochęduszko St.: Termodynamika stosowana. WNT, Warszawa 1970.
C2] Wukałowicz M.P., Nowikow I.I.: Termodynamika. Izd. Maszinostrojenije, 

Moskwa 1972.

o nojffliPomraECKOM upo u ecce  PEAJi|bHoro tasa

P e 3 D m e

npHHHMaa ypaBHeHHe ( 1 )  k s k  ypaBHeHHe, onpeiezammee riojiHTpoiiH^eceHg npo- 
irecc, pac c m  o t pe hu 3aBHCHM0CTH Messy napaMetpaMH p-T h p-v. BBefleHH ,no6a- 
BOTOue noKa3aTejiH nojinipoim (If) h (23), npHroflHHe a-hk onTauajiŁHoro Hcnojib- 
3oBaHHH ypaBHeHHa (19) h  (25) noxHiponbi KfleajrBHoro ra3a jura npHfiJiHxeHHHx 
paoaeioB nojtKipoim peajtbHoro ra3a.

BbtBefleHO ypaBHeHHe (34) Ha TermoeMKOcTb nojiHTporiHHecKoro jjlpoirecca h  ypaB- 
HeHHe (35), onpesejmiomee OTHOmeHHe Tenaa k padOTe. B sthx ypaBHeHHfix Hcnojit- 
30BaHH 6e3pa3uepHHe BeaHHHHH óę , jb h J  T (ypaBHeHHa (8), (9) h (10)).

ABOUT POLITROPIC PROCESS OF A REAL GAS 

S u m m a r y

Assuming that definition of politropy is given by equation (l) relation 
ship between parameters p-T and p-v has been discussed.Two additional 
expowents (17), (23) were intro-duced. This make the ideal-gas model suf
ficient for real gas approximate calculations.

Equations (34) defining specific heat of real gas politropy, and (35) 
defining the heat to work ratio, have been given.ttn this equations dimen- 
sionless parameters of, j5 , were used (equations (8 ), (9), (10)).


