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Ooachim 0. OTTE

SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO W METOOZIE ANALIZY PRZEPLYWU
PRZEZ MASZYNY WIRNIKOWE PRZY ZASTOSOWANIU FUNKCDI PRADU

Streazczenie. Wprowadzajgc pojecie funkcji pradu, problem anali-
zy osiov»0-symetrycznego przeptywu sprowadzono do zagadnienia brze-
gowego. W pracy rozpatrzono model przeptywu Scisliwego, przy czym
uwzgledniono najbardziej ogélnag strukture strumienia na wlocie do u-
k#adu. Oddziatywanie +opatek oraz straty przeptywu modelowane sg od-
powiednimi sidami masowymi.

1. WSTEP

Problem odpowiednio doktadnego okreslenia parametréw przeptywu dla za-
danej geometrii uktadu Htopatkowego jest stale przedmiotem intensywnych
prac w réznych osrodkach naukowych. Oak przedstawiono w przegladowym arty-
kule [1] = sposrod metod analizy osiowo-syraetrycznego przeptywu najbardziej
ogélne sa: metoda krzywizny linii pradu oraz metody funkcji pradu w swych
odmianach, wykorzystujacych metode réznic skonczonych oraz metode elemen-
tow skonczonych. WSréd nich, weddug autora, obecnie najbardzimj uniwersal-
ng jest metoda funkcji pradu z zastosowaniem aproksymacji réznicowej.

Niniejszy artykuk, przedstawiajacy model przeptywu oraz sformutowanie
zagadnienia brzegowego przy zastosowaniu funkcji pradu, oparty jest w du-
zej mierze na pracy autora [2].

Zestawienie wazniejszych oznaczen

c - predko$¢ bezwzgledna,

F2 - sita masowa oddziatywania +opatek,
f - uSredniona masowa sita tarcia,

h* - rotalpia catkowita,

n - wektor normalny,

p - cis$nienie,

r.~.z - wsp6trzedna w uktadzie cylindrycznym,
s - entropia, *
T - temperatura,

u - predkos$¢ obwodowa.
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G - ket nachylenia powierzchni Sj przy z = const wzgledem kierunku pro-
mieniowego ,

- wyktadnik izentropy,
9 - gestosé.

* (indeks u gory) - dotyczy parametréw spoczynkowych.

2. PODSTAWOWE ROWNANIA MECHANIKI PLYNOW

Przestrzenny, nieustalony przeptyw ptynu Scisliwego, nielepkiego i nie-
przewodzecego ciepta uwaza sie za opisany, jezeli w dowolnym punkcie prze-
strzeni znane se wartosci trzech sk#adowych predkosci «cr. cu, czj cis-
nienia p, gestosci Q oraz temperatury T. wyznaczenie ponizszych szeSciu
funkcji wspoétrzednych przestrzennych i czasu

()

stanowi podstawowe zagadnienie mechaniki pdynéw. Roéwnania pozwalajece na
okreslenie tych funkcji wynikaje z ogélnych zasad zachowania mechaniki i
termodynamiki [3, 4, 5, 6, 7]. Ze wzgledu na to, ze analize przeptywu w
maszynach wirnikowych najtatwiej prowadzi sie w uktadzie wspdtrzednych,
obracajecych sie ze state predkoscie u , posta¢ réwnan prowadzecych do o-
kreslenia zaleznosci (1) przedstawia sie nastepujeco [2j :

- réwnanie ciegtosci
Il + div(Q5) =0, (2)
- rownanie ruchu w formie Gromeki-Lamba
N+ grad($i FJF )+ 2to*w - w>»rot w » F - — grad p, (©))
- réwnanie energii
(©)

- réwnanie stanu czynnika

P - 9 RT. (©)
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W réwnaniu (4) wystepuje tréjsktadnikowe wyrazenie odgrywajace w prze-
ptywie wzglednym taka same role, jak entalpia catkowita w przeptywie bez-
wzglednym. Wyrazenie to, w $lad za WU [8], przyjeto okresla¢ terminem
"rotalpia catkowita". Definicyjnie zachodzi wiec

(6)

Przejscie do zagadnienia osiowo-symetrycznego uzyskuje sie przez ope-
racje usrednienia catego ukdadu réwnan. Metoda usrednienia réwnan w za-
gadnieniach aerodynamiki maszyn wirnikowych po raz pierwszy zastosowana
byta w pracy [9], a nastepnie takze w pracach [10, 11]. w niniejszej pra-
cy usrednienie funkcji opisujacych przeptyw przeprowadzono weddtug metody
podanej przez ST1EPANOWA [9], poprzez usrednienie liniowe zgodnie 2z de-
finicja

f(r,f,z,t) = T(r,z) + F °(r,«>,z,t), (©)
w ktérej pierwszy sktadnik Jest usredniong wielkoscig funkcji f, a dru-
gi - tzw. pulsacja.

W wyniku usrednienia, po odrzuceniu czdonéw pulsacyjnych,otrzymuje sie
nastepujacy ukdad réwnan [2, 12]:

- réwnanie ciagtosci
div(r5w) = o, (8)
réwnanie ruchu w formie Crocco
-w *rotw+20*w =T vs - Vh* + F2, (9)

- réwnanie energii

=0 lub inaczej h* consth). (10)
Oprécz réwnania stanu (5) dochodzg tu jeszcze dwa zwiagzki

w .h=0 aiy

n =0, (12)

stanowigce powierzchnie pradu Sg oraz warunek ortogonalnosci powierzch-
ni SE 1 sity oddziatywania #opatek FA.
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3. ZAGADNIENIE UOGOLNIENIA MODELU PRZEPLYWU

P4yn idealny, ktérego przeptyw opisany jest roéwnaniami podanymi wyzej
nalezy do tzw. os$rodkéw klasycznych, w ktérych nie zachodzi rozpraszanie
energii w trakcie zmiany ich stanu. tatwo mozna to wykazaé, mnozac skalar-
nie przez wektor predkosci "w" obie strony réwnania (9), co prowadzi do
wniosku

w .vs =0, a3)
co z kolei oznacza niezmiennos¢ entropii wzdtuz linii predu, czyli
s = const(ip)- (¢T))

Taki model przeptywu oczywiscie odbiega od rzeczywistego, charakteryzuje-
cego sie w pierwszym rzedzie dysypacje energii.

Uogélnienie modelu przeptywu sprowadza sie do uwzglednienia stycznych
sit tarcia wykonujgcych prace dlt, w wyniku czego wydziela sie ciepto dqt.
Réwnanie energii powinno wiec to uwzgledniac

dh* dit  d<t 5.
dt- = » ¢t + 3t“* (15)

Wiadomo jednak, ze w przypadku przemiany adiatermicznej powstate wskutek
tarcia ciepto jest roéwnowazne pracy tarcia, tzn.

dgt a dle. (16)

Sted tez wyrazy te znosze sie w powyzszym réwnaniu, cO oznacza,ze poprzed-
nio przytoczone réwnanie energii (10) jest stuszne réwniez przy uwzgled-
nieniu zjawiska wystepowania strat.

Zmiane entropii czynnika w przypadku nieodwracalnej przemiany adiater-
micznej oblicza sie ze zwiagzku

dgt = T ds, an

co wobec niespednienia relacji (14) bezpos$rednio sugeruje wystepowanie w
réwnaniach ruchu dodatkowego cztonu, bedacego konsekwencjag przyjecia mode-
lu ze stratami.

Jezeli brakujacy czton, zwany dalej masowg sidg tarcia, oznaczyé przez
T, to uogdlnione réwnanie ruchu przyjmie postacé

-w *rot w + 2ijxw = Tvs -Vh* + F2 + 2. 18
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Mnozac teraz obie strony tego réwnania skalarnie przez wektor predkosci
w, uzyskuje sie zwiezek

w.7 =-Tw.v8 =-Tg] .- 19

Wykorzystujac teraz zatozenie stycznosci wektora sity tarcia i predkosci,
uzyskuje sie zaleznos¢

7 =T ds - Tcm ds ,-n,
f= "w w B7 =" " TW- Gt (20>

Wynika stad, ze wektor sity tarcia T jest pojeciem wynikdym wskutek wpro-
wadzenia do rozwazan strat przepdywu. O ile w réwnaniach ruchu Naviera-

Stokesa [6] charakter przeptywu ptynu lepkiego uwzgledniony jest dynamicz-
nie, to tu charakter ten oddany jest energetycznie poprzez usrednione efek-
ty lepkos$ci wpostaci gradientow entropii wzdduz liniipradu.Takie poste-

powaniepozwolitoobejs¢ trudnosci matematyczne, a jednoczes$nie zachowac

w przyjetym modelu przyblizone whasciwosci i charakter przeptywu rzeczy-

wistego.

Dla ilosciowego ujecia procesu dysypacji wprowadza sie pewng funkcje
przyrostu entropii wzdduz linii pradu, tzw. wspdédczynnik doskonatosci prze-
miany 5

Clezeli w punkcie poczatkowym linii pradu parametry termodynamiczne czyn-
nika oznaczy¢ indeksem "o*“, to calkujac réwnanie pierwszej zasady termo-
dynamiki

T ds » di -~ (21)

z uwzglednieniem réwnania stanu gazu (5), uzyskuje sie og6lne réwnanie
przemiany

ae-1 j s - s

t2 = exp(-V- ). 22)
Ko p

z ktérego bezposrednio wynika definicja wspoétczynnika &

6- exp(—— r~-)e (23)
°p

I
=

W przypadku przemiany izentropowej s = sq = const, czyli G
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4. MODELOWANIE STRAT "PRZEPLYWU

W przyjetym modelu czynnika uwzglednienie jego rzeczywistych wkasnosci
sprowadza sie do okresSlenia w kazdej strudze usrednionych efektéw lepko-
Sci ptynu rzeczywistego. Efekty te, w postaci wzrostu entropii, wywotane
se wszystkimi rodzajami strat przeptywu przestrzennego.

Pewne trudnosci nasuwa przyjecie odpowiedniego rozkdadu strat w poprzek
osiowo-symetrycznych kanatéw przeptywowych, tzn. w kierunku od piasty do
ostony zewnetrznej. Rozkdad ten nie moze by¢ bowiem identyczny z uzyskiwa-
nym dla pdynu rzeczywistego (np. z pomiaréw), gdyz w ptynach lepkich dopu-
szczalne se znacznie wieksze gradienty strat anizeli te, ktére moge by¢
przyjmowane dla rozpatrywanego w niniejszej pracy modelu czynnika nielep-
kiego.

Z tego wzgledu proponuje sie wiec przyjmowa¢ rozktady strat z zachowa-
niem promieniowego gradientu strat profilowych, przy jednoczesnym uwzgled-
nieniu. odpowiednio roztozonych po wysokosci 4opatki, pozostatych strat.

Rozpatrujec wspédczynnik strat jako stosunek strat energii powsta-
+ych na danej linii predu przy przeptywie przez wieniec #4opatkowy w sto-
sunku do energii kinetycznej strumienia na wylocie - w przypadku turbin i
na wlocie w przypadku sprezarek, mozna okresli¢ straty entalpii w przepty-
wie przez wieniec:

Przyrost entropii wzdduz linii predu wyniesie

(25)

co pozwala wyznaczy¢ wspétczynnik doskonatosSci przemiany

(26)

Aby uzyskaé¢ obraz zmiany entropii wzdduz linii predu na drodze pomie-
dzy krawedziami kolejnych wiencéw 4opatkowych (odlegtos¢ mw)« nalezy za-
da¢ w tym przedziale rozktad wspétczynnika strat. Clezeli oznaczy¢ przez m
biezece odlegto$¢ od krawedzi wlotowej, to mozna to uczyni¢ za pomoce
funkcji

@n

gdzie n jest odpowiednio przyjetym wyktadnikiem (najczesSciej zadaje sie
n = 1-2).
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5. FUNKCJA PRADU

W bezirédtowym ustalonym i osiowo-symetrycznym przeptywie phynu Sci-
$liwego mozna wprowadzi¢ funkcje V (r,z), zwang funkcje predu, ktéra okre-
Slona jest nastepujacymi zwigzkami

, hrew2, = - rrewr. (28)

spedniajacymi tozsamosciowo rownanie ciagtosci (8) zapisane w formie ska-
laréwej

3(rrew ) ‘airrew )
L.+ — g—t-=o0. (29)

Przyporzadkowanie wartosci funkcji pradu poszczeg6lnym merydionalnym li-
niom pradu, lezacym na obrotowych powierzchniach pradu, przebiega wedtug
wzoru

i1 rrew dr, (30)

gdzie m" Jest strumieniem masy pitynu przeptywajacego przez pierscienio-
wy kanat ograniczony piasta i1 dowolng, j-ta linig pradu, w dalszych prze-
ksztaktceniach sktadowe predkosci wz i wr oraz pochodne predkosci
SwANz,  Swr/3r, 3wM/9r, 3wz/9z beda okreslane ze zwiazkéw (28).

6. ROWNANIA OSIOWO-SYMETRYCZNEGO PRZEPLYWU PRZEZ UKLADY LOPATKOWE
MASZYN WIRNIKOWYCH

Dla celéw analizy przeptywu w uktadzie przeptywowym wyréznia sie dwa ob-
szary, w ktérych ruch pdynu opisuje sie odmiennymi réwnaniami. Sg to pod-
obszary ii 2n zajete wiencami wirnikowymi wzglednie stojanowymi - oraz
podobszary Q przestrzeni miedzywiencowych. 0g6lna postaé¢ roéwnania kon-
cowego w tych obydwu podobszarach jest taka sama i1 przedstawia sie ona ha-
stepujaco :

. 00 . 32 (€)XY
3r 3z

R6zni¢ sie natomiast bedg wspodczynniki wystepujace w powyzszym réwnaniu.
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Wykorzystujac zwigzek

F2r = - tg6 F2u. 32)
wynikajacy z roéwnania (12) oraz zapisujac roéwnanie ruchu (18) w formie
skalarowej wzgledemkierunku promieniowego 1 osiowego

w  3(rw ) Sw,
- -r irr- > "z% - - s?-) - 2uwu =T + F2r + fr (33)

"ErQ(rw ) . w£ =3(rw )

+ *,wr = f2u + fu. (34)
jak roéwniez uwzgledniajac zwigzek
wu - *rtg6 + *ztg”p. (35)

otrzymany zrelacji (11), po przeksztatceniach dochodzi sie do nastepuja-
cego roéwnania:

n @ + tg2n) - 1 + tg2"p) - tg6tgt>p + » tg6tgtfp +
r ,9tgt  tgN  9o(rtg” ) r gt 6 tg” “righ-j
+ »«[*m 6“ET 1 - or J+"rLt<STS® " r ~Tr*“J
- 2utg™p -1 -(T|Lt-]p-+Ffr + tgSFI. (36)

Wprowadzajac teraz funkcje pradu V , po dalszych przeksztatceniach dochd-
dzi sie do rownania postaci (31). ktérego wspédiczynniki dla obszaru wien-
cow +topatkowych sg nastepujace:

A =1+ tg2’pi B = - tgotg”pi C-1+1tg2@

D e —(1 ¢ tg2"p) + tgStg”p +

Btgy  tg™  O(rtgt )
- tg6-gs-B * - f2 ar P-i



Sformutowanie zagadnienia brzegowego... 23

E = -(1 + tg2cS) + tgitg-ep + @G37

F - -2wertgtp ¢ (eTr)2($E - T {{5) ¢
2
Ir*
, F(Anp ., ajjs, - i(c ™ . B 2n=2).

Uzupednieniem réwnania (31) o wspédczynnikach (37) Jest zwiazek wigza-
cy gestos¢ ptynu z funkcje pradu 'V . Zwiazek ten uzyskuje sie z réwnania
przemiany

RN CA (38)
*0 w0

Wprowadzajac wielkosé

W E) A

po przeksztakceniach dochodzi sie do réwnania:

z ktérego za pomocg wyrazenia (39) mozna okresli¢ gestos¢ piynu Q .
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Oezeli chodzi o wspétczynniki roéwnania (31) opisujgcego przeptyw w
przestrzeni miedzywiencowej, to przyjme one postacé

1, B a0, c ~ 1, 7" E O
2
tor rcu d(rcu) dh* ds
(9rr TT"™ + W - (P?
or
fz,dV2e 0T =38, 91n9 OT 91n9 OT (41)

W "3Br7z>+-~7z 71 +1F #*

7. ZAGADNIENIE BRZEGOWE DLA ROWNANIA PRZEPLYWU PLYNU
PRZEZ UKLADY tOPATKOWE MASZYN WIRNIKOWYCH

Zagadnienie rozwiezania nieliniowego eliptycznego réwnania roézniczko-
wego czastkowego rzedu Il postaci (31) o wspédczynnikach funkcyjnych (36)
i (41), opisujacego przeptyw phynu
w catym obszarze # (rys. 1) dowol-
nego uktadu +opatkowego maszyny wir-
nikowej sprowadza sie do zagadnie-
nia brzegowego. DeZeli w poszczeg6l-
nych podobszarach itln, #H2n dane
sa funkcje ~(r.z), 6(r,z),V (-2,
6(r,z), oj, zagadnienie to rozwiazu-
je sie przy niZej podanych warunkach
brzegowych:

A. Liniatworzaca piasty AC j08t
Ry®* 1 linigpradu o wartosci V = 0.

B. Linia tworzgaca ostony zewnetrznej BD jest linie pradu o wartosci V =

C. W przekroju wlotowym, to jest na brzegu AB oraz wylotowym na brzegu
CD, warunki brzegowe szczegdlnie przy niecylindrycznym kanale przepty-
wowym nis moga by¢ postawione doktadnie bez uwzglednienia przeptywu po-
za rozpatrywanym obszarem, $cisle biorgc warunki brzegowe przed pier-
wszym i za ostatnia wiencem powinny byé zadawane w nieskonczonosci.
W obliczaniach przekroje ta zaktada sie w odlegtosci co najmniej jed-
nej podziatki od wienca #topatkowego, zas w trakcie obliczehn potozenie
ich moze by¢ jeszcze uscislone.

W zadaniach praktycznych przyjmuje sie. Ze znany jest rozk#ad V«Y (1)
lub zadaje sie kat nachylenia linii pradu n tf(l).
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D. wspédczynniki funkcyjne (36) i (41) réwnania (31l) przy przejsciu po-
szczeg6lnych podobszaréw nie zachowuje ciegtosci, sted konieczny jest
dodatkowy warunek zabezpieczajecy ciegto$s¢ rozwiezania i jego pier-
wszych pochodnych, warunek ten na linii styku dwéch podobszaréw jest
nastepujecy:

\ ¥ - U on #

-0 +0 -0 +0

gdzie symbole i 1 oznaczaje granice jednostronne, za$ prosta
0 . |+0

nil.

8. UWAGI KONCOWE

Przedstawione w niniejszej pracy réwnania stanowie matematyczne podsta-
we zagadnienia analizy osiowo-symetrycznego przeptywu pdynu na Srednich
powierzchniach typu s2» przy zadanych cechach geometrycznych ukdadu prze-
ptywowego. Wykorzystujec pojecie funkcji predu, zestaw podstawowych réw-
nan aerodynamiki p#ynu Scisliwego w warunkach przeptywu z dysypacje ener-
gii sprowadzono do nieliniowego roéwnania rézniczkowego rzedu drugiego ty-
pu eliptycznego (w zakresie predkosci poddzwiekowych). Rozwiezanie tego
réwnania stanowi problem wykraczajecy poza ramy niniejszego artykudu.
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«OBtyJIHPOBKA KPATTHErO BOIIPOCA B METOPE AHAJM3A TEtFfiHHH no
TyPEOMAILIHHAM, UPHMEHHH WHKUJIH TEHEHHH

1
Pes3sobme

Bboas noHaiae $yHKi*"HH TeneHHa, Bonpoc oceBo-CHMeipHHecKoro TeneHUH cbojih-
ica k KpafiHewy Bonpocy.

B ciatbe paccuaipHBaetca Merjib czuMaeMocTa leaeHaa, yanUBaa npa Sion
caMy» obémy» cipyKTypy ctpya Ha Bnycze » CHCieMy. Bo3AeftcTBHe aonaiOK.a tsk -
xe paconU TeaeHHa MOAeaapyeTca co0iBeTCTBeHHHMH uaccoBuua caaam H.

THE EXPRESSION OF BOUNDARY CONDITIONS IN THE ANALYSIS OF FLOW
THROUGH ROTOR MACHINES USING A CURRENT FUNCTION

Summary

By introducing the notion of a current function the problem axi-symme-
tric analysis of the flow has been reduced to the boundary conditions.The
paper discusses and analyses a model of a compressible flow,
with the most general structure of the stream at the inlet of the system
taken into account. The interaction of the blades and flow losses are mo-
delled by adaquate body forces.



