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SFORMUŁOWANIE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO W METOOZIE ANALIZY PRZEPŁYWU 
PRZEZ MASZYNY WIRNIKOWE PRZY ZASTOSOWANIU FUNKCDI PRĄDU

Streazczenie. Wprowadzając pojęcie funkcji prądu, problem anali­
zy osiov»o-symetrycznego przepływu sprowadzono do zagadnienia brze­
gowego. W pracy rozpatrzono model przepływu ściśliwego, przy czym 
uwzględniono najbardziej ogólną strukturę strumienia na wlocie do u- 
kładu. Oddziaływanie łopatek oraz straty przepływu modelowane są od­
powiednimi siłami masowymi.

1. WSTĘP

Problem odpowiednio dokładnego określenia parametrów przepływu dla za­
danej geometrii układu łopatkowego jest stale przedmiotem intensywnych 
prac w różnych ośrodkach naukowych. Oak przedstawiono w przeglądowym arty­
kule [1] • spośród metod analizy osiowo-syraetrycznego przepływu najbardziej 
ogólne są: metoda krzywizny linii prądu oraz metody funkcji prądu w swych 
odmianach, wykorzystujących metodę różnic skończonych oraz metodę elemen­
tów skończonych. Wśród nich, według autora, obecnie najbardzimj uniwersal­
ną jest metoda funkcji prądu z zastosowaniem aproksymacji różnicowej.

Niniejszy artykuł, przedstawiający model przepływu oraz sformułowanie 
zagadnienia brzegowego przy zastosowaniu funkcji prądu, oparty jest w du­
żej mierze na pracy autora [2].

Zestawienie ważniejszych oznaczeń 

c - prędkość bezwzględna,

F2 - siła masowa oddziaływania łopatek,

f - uśredniona masowa siła tarcia,

h* - rotalpia całkowita,

n - wektor normalny,

p - ciśnienie,

r.^.z - współrzędna w układzie cylindrycznym, 

s - entropia, *

T - temperatura,

u - prędkość obwodowa.
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(5 - kęt nachylenia powierzchni Sj przy z = const względem kierunku pro­
mieniowego ,

- wykładnik izentropy,

9 - gęstość.

* (indeks u góry) - dotyczy parametrów spoczynkowych.

/
2. PODSTAWOWE RÓWNANIA MECHANIKI PŁYNÓW

Przestrzenny, nieustalony przepływ płynu ściśliwego, nielepkiego i nie- 
przewodzęcego ciepła uważa się za opisany, jeżeli w dowolnym punkcie prze­
strzeni znane sę wartości trzech składowych prędkości cr. cu , cz j ciś­
nienia p, gęstości Q oraz temperatury T. wyznaczenie poniższych sześciu 
funkcji współrzędnych przestrzennych i czasu

stanowi podstawowe zagadnienie mechaniki płynów. Równania pozwalajęce na 
określenie tych funkcji wynikaję z ogólnych zasad zachowania mechaniki i 
termodynamiki [3, 4, 5, 6, 7]. Ze względu na to, że analizę przepływu w 
maszynach wirnikowych najłatwiej prowadzi się w układzie współrzędnych, 
obracajęcych się ze stałę prędkościę u  , postać równań prowadzęcych do o- 
kreślenia zależności (1) przedstawia się następujęco [2 j :

- równanie cięgłości

(1)

|| + div(Q5) = 0, (2 )

- równanie ruchu w formie Gromeki-Lamba

^  + grad($j Jj— ) + 2to *w - w » rot w » F - — grad p, (3)

- równanie energii

(4)

- równanie stanu czynnika

P - 9 RT. (5)
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W równaniu (4) występuje trójskładnikowe wyrażenie odgrywające w prze­
pływie względnym taką sarnę rolę, jak entalpia całkowita w przepływie bez­
względnym. Wyrażenie to, w ślad za WU [8], przyjęto określać terminem 
"rotalpia całkowita". Definicyjnie zachodzi więc

Przejście do zagadnienia osiowo-symetrycznego uzyskuje się przez ope­
rację uśrednienia całego układu równań. Metoda uśrednienia równań w za­
gadnieniach aerodynamiki maszyn wirnikowych po raz pierwszy zastosowana 
była w pracy [9], a następnie także w pracach [10, 11]. w niniejszej pra­
cy uśrednienie funkcji opisujących przepływ przeprowadzono według metody 
podanej przez ST1EPAN0WA [9], poprzez uśrednienie liniowe zgodnie z de­
finicją

w której pierwszy składnik Jest uśrednioną wielkością funkcji f, a dru­
gi - tzw. pulsacją.

W wyniku uśrednienia, po odrzuceniu członów pulsacyjnych,otrzymuje się 
następujący układ równań [2, 12]:

- równanie ciągłości

( 6 )

f(r,f,z,t) = T(r,z) + f ' (r,«f>,z,t ), (7)

div(r 5 w ) = o , ( 8 )

równanie ruchu w formie Crocco

- w * rot w + 2ĆÓ * w = T V S  - Vh* + F2 , ( 9 )

- równanie energii

= O lub inaczej h* = const^). (10)

Oprócz równania stanu (5) dochodzą tu jeszcze dwa związki

w . ń = O (1 1 )

n = O, ( 1 2 )

stanowiące powierzchnię prądu Sg oraz warunek ortogonalności powierzch­
ni S£ i siły oddziaływania łopatek F^.
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3. ZAGADNIENIE UOGÓLNIENIA MODELU PRZEPŁYWU

Płyn idealny, którego przepływ opisany jest równaniami podanymi wyżej 
należy do tzw. ośrodków klasycznych, w których nie zachodzi rozpraszanie 
energii w trakcie zmiany ich stanu. Łatwo można to wykazać, mnożąc skalar­
nie przez wektor prędkości "w" obie strony równania (9), co prowadzi do 
wniosku

w . vs = 0, (13)

co z kolei oznacza niezmienność entropii wzdłuż linii prędu, czyli

s = const(ip). (14)

Taki model przepływu oczywiście odbiega od rzeczywistego, charakteryzuję- 
cego się w pierwszym rzędzie dysypację energii.

Uogólnienie modelu przepływu sprowadza się do uwzględnienia stycznych 
sił tarcia wykonujących pracę dlt , w wyniku czego wydziela się ciepło dqt. 
Równanie energii powinno więc to uwzględniać

dh* dlt d<t ,15.
dt-  = ” cTt + 3t“ ‘ (15)

Wiadomo jednak, że w przypadku przemiany adiatermicznej powstałe wskutek 
tarcia ciepło jest równoważne pracy tarcia, tzn.

dqt a dlę. (16)

Stęd też wyrazy te znoszę się w powyższym równaniu, co oznacza,że poprzed­
nio przytoczone równanie energii (10) jest słuszne również przy uwzględ­
nieniu zjawiska występowania strat.

Zmianę entropii czynnika w przypadku nieodwracalnej przemiany adiater­
micznej oblicza się ze związku

dqt = T ds, (17)

co wobec niespełnienia relacji (14) bezpośrednio sugeruje występowanie w 
równaniach ruchu dodatkowego członu, będącego konsekwencją przyjęcia mode­
lu ze stratami.

Jeżeli brakujący człon, zwany dalej masową siłą tarcia, oznaczyć przez 
T, to uogólnione równanie ruchu przyjmie postać

-w * rot w + 2ijx w = T v s  - Vh* + F2 + ?. (18)



Mnożąc teraz obie strony tego równania skalarnie przez wektor prędkości 
w, uzyskuje się zwięzek

w . 7  = - T w . v 8  = - T g | .  (19)

Wykorzystując teraz założenie styczności wektora siły tarcia i prędkości, 
uzyskuje się zależność

7 = T ds - Tcm ds ,-n ,
f = " w B7 = " " T -  ćTm* (20>

W w

Wynika stąd, że wektor siły tarcia T jest pojęciem wynikłym wskutek wpro­
wadzenia do rozważań strat przepływu. O ile w równaniach ruchu Naviera- 
Stokesa [6j charakter przepływu płynu lepkiego uwzględniony jest dynamicz­
nie, to tu charakter ten oddany jest energetycznie poprzez uśrednione efek­
ty lepkości w postaci gradientów entropii wzdłuż linii prądu.Takie postę­
powanie pozwoliło obejść trudności matematyczne, a jednocześnie zachować
w przyjętym modelu przybliżone właściwości i charakter przepływu rzeczy­
wistego.

Dla ilościowego ujęcia procesu dysypacji wprowadza się pewną funkcję 
przyrostu entropii wzdłuż linii prądu, tzw. współczynnik doskonałości prze­
miany 5  .

CJeżeli w punkcie początkowym linii prądu parametry termodynamiczne czyn­
nika oznaczyć indeksem "o“ , to całkując równanie pierwszej zasady termo­
dynamiki

T ds » di - ^  (21)

z uwzględnieniem równania stanu gazu (5), uzyskuje się ogólne równanie 
przemiany

ae-i j s - s

t2 = ex p ( - V — ). (22)
Ko p

z którego bezpośrednio wynika definicja współczynnika ć>

6- exp(---- r ~ -)• (23)
°P
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W przypadku przemiany izentropowej s = sq = const, czyli G> = 1.
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4. MODELOWANIE STRAT "PRZEPŁYWU

W przyjętym modelu czynnika uwzględnienie jego rzeczywistych własności 
sprowadza się do określenia w każdej strudze uśrednionych efektów lepko­
ści płynu rzeczywistego. Efekty te, w postaci wzrostu entropii, wywołane 
sę wszystkimi rodzajami strat przepływu przestrzennego.

Pewne trudności nasuwa przyjęcie odpowiedniego rozkładu strat w poprzek 
osiowo-symetrycznych kanałów przepływowych, tzn. w kierunku od piasty do 
osłony zewnętrznej. Rozkład ten nie może być bowiem identyczny z uzyskiwa­
nym dla płynu rzeczywistego (np. z pomiarów), gdyż w płynach lepkich dopu­
szczalne sę znacznie większe gradienty strat aniżeli te, które mogę być 
przyjmowane dla rozpatrywanego w niniejszej pracy modelu czynnika nielep- 
kiego.

Z tego względu proponuje się więc przyjmować rozkłady strat z zachowa­
niem promieniowego gradientu strat profilowych, przy jednoczesnym uwzględ­
nieniu. odpowiednio rozłożonych po wysokości łopatki, pozostałych strat.

Rozpatrujęc współczynnik strat jako stosunek strat energii powsta­
łych na danej linii prędu przy przepływie przez wieniec łopatkowy w sto­
sunku do energii kinetycznej strumienia na wylocie - w przypadku turbin i 
na wlocie w przypadku sprężarek, można określić straty entalpii w przepły­
wie przez wieniec:

Aby uzyskać obraz zmiany entropii wzdłuż linii prędu na drodze pomię­
dzy krawędziami kolejnych wieńców łopatkowych (odległość mw )« należy za­
dać w tym przedziale rozkład współczynnika strat. Cleżeli oznaczyć przez m 
bieżęcę odległość od krawędzi wlotowej, to można to uczynić ża pomocę 
funkcji

Przyrost entropii wzdłuż linii prędu wyniesie

(25)

co pozwala wyznaczyć współczynnik doskonałości przemiany

(26)

n
(27)

gdzie n jest odpowiednio przyjętym wykładnikiem (najczęściej zadaje się
n = 1-2).



5. FUNKCJA PRĄDU

W beziródłowym ustalonym i osiowo-symetrycznym przepływie płynu ści­
śliwego można wprowadzić funkcję V (r,z), zwaną funkcję prędu, która okre­
ślona jest następującymi związkami

„ nręw2 , = - rręwr . (28)

spełniającymi tożsamościowo równanie ciągłości (8) zapisane w formie ska- 
larówej

3 (rręw  ) 'airręw )
L . + — g— Ł - = o .  ( 2 9 )

Przyporządkowanie wartości funkcji prądu poszczególnym merydionalnym li­
niom prądu, leżącym na obrotowych powierzchniach prądu, przebiega według 
wzoru
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i - i 1

r ,

rręw dr, (30)

gdzie m^ Jest strumieniem masy płynu przepływającego przez pierścienio­
wy kanał ograniczony piastą i dowolną, j-tą linią prądu, w dalszych prze­
kształceniach składowe prędkości wz i wr oraz pochodne prędkości 
Sw^^z, Swr/3r, 3w^/9r, 3wz/9z będą określane ze związków (28).

6. RÓWNANIA OSIOWO-SYMETRYCZNEGO PRZEPŁYWU PRZEZ UKŁADY ŁOPATKOWE 
MASZYN WIRNIKOWYCH

Dla celów analizy przepływu w układzie przepływowym wyróżnia się dwa ob­
szary, w których ruch płynu opisuje się odmiennymi równaniami. Są to pod- 
obszary ii 2n zajęte wieńcami wirnikowymi względnie stojanowymi - oraz 
podobszary Q  przestrzeni międzywieńcowych. Ogólna postać równania koń­
cowego w tych obydwu podobszarach jest taka sama i przedstawia się ona na­
stępująco :

. o o  „  32 (31)
3r 3 z

Różnić się natomiast będą współczynniki występujące w powyższym równaniu.
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Wykorzystując związek

F2r = - tg6 F2u. (32)

wynikający z równania (12) oraz zapisując równanie ruchu (18) w formie 
skalarowej względem kierunku promieniowego i osiowego

w 3(rw ) Sw,
- -r i^r- * "z % -  - s?- ) - 2uwu = T + F2r + fr (33)

" r 9(rw ) w -3(rw )
_£ + _£ + *,wr = f2u + fu. (34)

jak również uwzględniając związek

wu - * rtg6 + **ztg^p . (35)

otrzymany z relacji (11), po przekształceniach dochodzi się do następują­
cego równania:

^  (1 + tg2^) - (1 + tg2^ p ) - tg6tgt>p + ^  tg6tgtfp +

r ,9tgł tg^ 9(rtg^ )-| r gt ó tg^ ^rig^-j

+ »«[*■ 6 “E T 1 - ’¿r J + "r L t9<S T S ®  " r ~ T r “ J

- 2utg^p - i - ( T | Ł - | p - + f r + tgSfJ. (36)

Wprowadzając teraz funkcję prądu V  , po dalszych przekształceniach dochd- 
dzi się do równania postaci (31). którego współczynniki dla obszaru wień­
ców łopatkowych są następujące:

A = 1 + tg2^ p i B = - tgótg^pi C - 1 + tg2(Si

D • — (1 ♦ tg2^p ) + tg<5tg^p +

'3tg,v' tg^ 0(rtgł )
- tg6-gs-B * - f2 ar P- i



Sformułowanie zagadnienia brzegowego... 23

E = -(1 + tg2cS) + tgitg-e-p + (37)

F - -2węrtgłp ♦ (ęTr)2 ( $ £  - T {{$) ♦

■>2.. 

i r *
, f ( A  n p  . „ ajjs, . i ( c  ^  . B 2^=2).

Uzupełnieniem równania (31) o współczynnikach (37) Jest związek wiążą- 
cy gęstość płynu z funkcję prądu "V . Związek ten uzyskuje się z równania 
przemiany

Wprowadzając wielkość

-£ - S  ^  (¿-f^1 . (38)
O* i*
*0 ■Lo

1

- i -? W  . £ /  SA ’
po przekształceniach dochodzi się do równania:

z którego za pomocą wyrażenia (39) można określić gęstość płynu Q .
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Oeżeli chodzi o współczynniki równania (31) opisującego przepływ w 
przestrzeni międzywieńcowej, to przyjmę one postać

1, B a 0, C ~ 1,

2

7' E O.

(9rr
tor rcu d(rcu ) dh*

T T "  + W - T ds
(P?

OT
f z , d V 2 e  OT ■38, 91n9 OT 91n9 OT

W  " ’Sr 7ź> + ~7z 71 + 1 F  # * (41)

7. ZAGADNIENIE BRZEGOWE DLA RÓWNANIA PRZEPŁYWU PŁYNU 
PRZEZ UKŁADY ŁOPATKOWE MASZYN WIRNIKOWYCH

Zagadnienie rozwięzania nieliniowego eliptycznego równania różniczko­
wego cząstkowego rzędu II postaci (31) o współczynnikach funkcyjnych (36)

i (41), opisującego przepływ płynu 
w całym obszarze ił (rys. 1) dowol­
nego układu łopatkowego maszyny wir­
nikowej sprowadza się do zagadnie­
nia brzegowego. DeZeli w poszczegól­
nych podobszarach iłln, ił 2n dane
są funkcje ^(r.z), 6 (r ,z), V (r.z),
6(r,z), oj, zagadnienie to rozwiązu­
je się przy niZej podanych warunkach 
brzegowych:

A. Linia tworząca piasty AC j08t
Ry®* 1 linią prądu o wartości V  = 0.

B. Linia tworząca osłony zewnętrznej BD jest linię prądu o wartości V =

C. W przekroju wlotowym, to jest na brzegu AB oraz wylotowym na brzegu 
CD, warunki brzegowe szczególnie przy niecylindrycznym kanale przepły­
wowym nis mogą być postawione dokładnie bez uwzględnienia przepływu po­
za rozpatrywanym obszarem, ściśle biorąc warunki brzegowe przed pier­
wszym i za ostatnia wieńcem powinny być zadawane w nieskończoności.
W obliczaniach przekroje ta zakłada się w odległości co najmniej jed­
nej podziałki od wieńca łopatkowego, zaś w trakcie obliczeń położenie 
ich może być jeszcze uściślone.
W zadaniach praktycznych przyjmuje się. Ze znany jest rozkład V « Y ( 1 )  
lub zadaje się kąt nachylenia linii prądu ■ tf(l).
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D. współczynniki funkcyjne (36) i (41) równania (31) przy przejściu po­
szczególnych podobszarów nie zachowuję cięgłości, stęd konieczny jest
dodatkowy warunek zabezpieczajęcy cięgłość rozwięzania i jego pier­
wszych pochodnych, warunek ten na linii styku dwóch podobszarów jest
następujęcy:

V =ï - U o n #
-0 +0 -0 +0

i I oznaczaję granice jednostronne, zaś prosta 
O . |+0

8. UWAGI KOŃCOWE

gdzie symbole 

nil.

Przedstawione w niniejszej pracy równania stanowię matematycznę podsta­
wę zagadnienia analizy osiowo-symetrycznego przepływu płynu na średnich 
powierzchniach typu s2 » przy zadanych cechach geometrycznych układu prze­
pływowego. Wykorzystujęc pojęcie funkcji prędu, zestaw podstawowych rów­
nań aerodynamiki płynu ściśliwego w warunkach przepływu z dysypację ener­
gii sprowadzono do nieliniowego równania różniczkowego rzędu drugiego ty­
pu eliptycznego (w zakresie prędkości poddźwiękowych). Rozwięzanie tego 
równania stanowi problem wykraczajęcy poza ramy niniejszego artykułu.
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«OBtyJIHPOBKA KPAÎÎHErO BOIIPOCA B METOPE AHAJM3A TEtffiHHH no 
TyPEOMAIIIHHAM, ÜPHMEHHH WHKUJIH TEHEHHH

1
P e 3  b  m  e

B b o a s  n o H a i a e  $ y H K i ^ H H  T e n e H H a ,  B o n p o c  o c e B o - C H M e i p H H e c K o r o  T e n e H U H  c b o j i h -  

i c a  k  K p a f i H e w y  B o n p o c y .

B ciatbe p a c c u a i p H B a e t c a  MoAejib c z u M a e M O C T a  TeaeHaa, yqaTUBaa n p a  S i o n  

caMy» oômy» cipyKTypy C T p y a  Ha Bnycze b  CHCieMy. Bo3AeftcTBHe aonaiOK.a t s k -  

x e  pacxoAU T e a e H H a  M O A e a a p y œ T c a  cooiBeTCTBeHHHMH uaccoBuua c a a a M H .

THE EXPRESSION OF BOUNDARY CONDITIONS IN THE ANALYSIS OF FLOW 
THROUGH ROTOR MACHINES USING A CURRENT FUNCTION

S u m m a r y

By introducing the notion of a current function the problem axi-symme- 
tric analysis of the flow has been reduced to the boundary conditions.The 
paper discusses and analyses a model of a compressible flow, 
with the most general structure of the stream at the inlet of the system 
taken into account. The interaction of the blades and flow losses are mo­
delled by adaquate body forces.


