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ODTWARZANIE STANU WEJSCIA TORU POMIAROWEGO Z
WYKORZYSTANIEM USREDNIONEGO ROZNICZKOWANIA
Il MODELU STREICA

Streszczenie. Operacja tzw. u$rednionego rézniczkowania z wykorzystaniem
funkcji wagi g(t) spetniajacej okreslone warunki pozwala przenie$¢ rézniczkowanie z
zaktdconego sygnatu na funkcje wagi, zmniejszajgc wydatnie wptyw zaktdcen. Jedli
model dynamiki toru pomiarowego w postaci liniowego réwnania rézniczkowego jest
znany, zastosowanie tej operacji pozwala wyznaczy¢ sygnat wejsciowy na podstawie
wynikéw obserwacji sygnatu wyjsciowego. Wykorzystanie modelu Strejca umozliwia
dodatkowe uproszczenie catej procedury obliczeniowej.

THE RESTORATION OF MEASURING SYSTEM INPUT STATE BY
APPLICATION OF AVERAGED DIFFERENTIATION
AND STREJC’'S MODEL

Summary. Using method of averaged differentiation one can differentiate the
suitably chosen weight function instead of differentiation of noisy signal. The above
replacement allows to reduce considerably the influences of disturbances. If model of
measuring system dynamics is known then the averaged input signal can be determined
by application of averaged differentiation method to the results of observations of
measuring system output signal. The utilization of Strejc’s model significantly simplifies
all calculation procedures necessary for implementation of averaged differentiation
method.
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1. WPROWADZENIE

Zatozmy, ze g(t) jest parzysta funkcja argumentu t spetniajgcg warunki
g) (-d)=g()(d)=0 dlai=0,1,2,... k> n-1 oraz warunek unormowania:
J g(t)dt = 1.
-d

Wykonujac catkowanie przez czesci tatwo sprawdzié, ze obowigzuje zaleznos¢:
y(0(to)B =de(,)(t0+ v)g(v)dv = (-1)’ de(t0+ v)g()(v)dv (1)

dla i = 0,1,2, .. n, nazywana ,us$rednionym rézniczkowaniem” [1], Przenosi ona operacje
rézniczkowania z zaszumionego zwykle sygnatu y(t)z = y(t) + z(t) na funkcje wagi g(t) i tym
samym zmniejsza wydatnie wplyw szumow, zwilaszcza przy zastosowaniu dostatecznie
szerokiego przedziatu usredniania (-d,d).
Jesli dynamike liniowego toru pomiarowego opisuje réwnanie ré6zniczkowe:
Z aj)=x(1), (2)
i-0
to dokonujac usredniania tego réwnania z wykorzystaniem funkcji wagi g(t) i wzoru (1) mozna

wyznaczy¢ usredniony sygnat wejsciowy x(to)g jako [2]:

*(to), = -Jd I"IZZO (-.),aiS()(v)]y(to+v)dv' (3)
Poniewaz zgodnie ze wzorem (1):
d
x(t0)g = Jx(t0+ v)g(v)dyv, (4)
-d

zatem w warunkach ciggtego i rdzniczkowalnego x(t) po rozwinieciu x(to+ v) w szereg
Taylora w otoczeniu chwili to , wykorzystaniu warunku parzystosci funkcji g(v) i warunku

unormowania otrzymuje sie:

x(lo), = x(to)+ Z ¢ m j' X<2r>(to) (5)
d
gdzie m2r = Jv 2rg(v)dv .
-d
Jesli uwzglednié¢, ze  y(t0+ v)z= y(t0O+ v) + z(t0+ v), (6)

to taczny biad odtwarzania sygnatu wejsciowego ma postaé:
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™

gdzie A~ okreslajg btedy wspétczynnikéw modelu (2) wzgledem zwigzkéw rzeczywistych.
Poprzez odpowiedni dobér postaci funkcji wagi i optymalizacje szerokos$ci przedziatu
usredniania mozna zminimalizowa¢ biad (7), a przy zastosowaniu specjalnych metod

korekcyjnych [3] mozna go dodatkowo wydatnie zmniejszy¢.

2. WYKORZYSTANIE MODELU STREICA

Zatézmy, ze dynamike toru pomiarowego opisuje tzw. model Strejca, a transmitancja

toru posiada postac:

Wykorzystujagc znany w rachunku rézniczkowym wz6r Newtona mozna wykazaé, ze

obowigzuje zwigzek:

zastepujagcy model (2). Wynika stad mozliwo$¢ wyznaczenia uérednionego i obcigzonego

sygnatu (x(t0) exp(t0/ T)}g na podstawie zaleznosci:

{x(t0)exp(t0/ T)}g = (-1)"k rnly (t0+ v)expjr2-~gn)(v)dw (10)

znacznie prostszej od wzoru (3), wystarczy bowiem wyznaczenie tylko jednej, najwyzszej
pochodnej obcigzonego sygnatu y(t).

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze w przypadku modelu Strejca zaleznosci typu (2) i (9)
sg rownowazne, totez trudno ocenié, czy wptyw zaktocen przy stosowaniu wzoru (10) bedzie
wiekszy niz w przypadku uzycia modelu (2) i konieczne sg badania modelowe. Wolno
natomiast uznaé, ze w pewnych przypadkach (np. dla x(t) = A exp (- t0/ T) sygnat
x(t0) exp (to /T) jest bardziej gtadki od sygnatu x(t0) i tym samym deformacja (5) przez proces
usredniania moze by¢ mniejsza przy uzyciu modelu (9).
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3. DEKOMPOZYCJA MODELU

Rozwazymy model o ogélnej postaci (2) i odpowiadajacg mu transmitancje:

K(s) = —m===mmmmmmmmmm .
a,sn+a,.,sn, + ... + a0

Wykorzystujagc mianownik modelu Strejca (8) obliczymy:

Zaisi-c,Xs'T'i n.l= s"(an-c,Tn)+sn‘(an, - cnNnTn') +R n2 ,
i=o i=o \n-1j

Rrf-1.iia,-cl1T*f "
i=0 n

Mozna teraz przyjac:
a,-cnT" =0,
an, - ncifnl =0,

skad:

a._.
Wykonujac odejmowanie:
2 €N -c2Tr *+R,
przyjmiemy:
\V4
cn2 = a,-2T  _ U

by po kolejnych powtdrzeniach takich dziatari otrzymac ostatecznie:

£.8=c,wWs, +Zc,w(9),i,

0

gdzie
W(s),n=1sT

vn—-\)

sg wielomianami jak w modelu Strejca.
Mozna takze przyja¢ ¢, = 1 i dekompozycji dokonaé nieco inaczej, wyznaczajac

odpowiednio T, Cni, c,.2, ... co. Wykorzystujac wzor (10) otrzymuje sie:

{x(t0) exp(t0/ T)J = Jy(t0+ v)expf t":l_ X IV Cjg(@) (v)dv.

-d \% " i

(12)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

)]

(18)
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W szczego6lnych przypadkach suma (17) moze zawiera¢ niewielka liczbe sktadnikow i

wtedy stosowanie dekompozycji moze by¢ optacalne.

3.1. Przyktad

Rozwazymy tor pomiarowy o dynamice opisanej réwnaniem rézniczkowym:
y@+ 3y + 3y( +2y = x(t).
Stosujac opisang metode dekompozycji otrzymuje sie:
ys3+ Ys.0 = x(t)
przy T = 1s, skad oczywiscie:

{x(tQexp(t0/T)}g = Jy(t, + VIexp (*p-jlg(v) - g@3(v)ldv
lub w warunkach modelu takich jak we wzorze (2):
{x(to)}g = ~L y(to + v){2s(v) - 3g0)(v) + 3g((V) - gB(V)jav

Przyjmujac okno Nuttalla [4] o postaci:

oraz x(t) = 0.5 {1+sgn. (t-1)} exp (1-t) i wprowadzajac pseudolosowe zaktdcenia sygnatu y(t)

dla d = Is otrzymuje sie przebiegi y(t)z, x(t0)g oraz |x(t0)exp(t0/T)|g, pokazane na

rysunkach 1, 2 i 3.

Rys. 1. Przebieg zaktéconego sygnatu wyjsciowego y(t)2w omawianym przyktadzie
Fig. 1. The disturbed output signal y(t)z - see example discussed in the paper
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W wyniku usredniania amplituda zaktécen w przebiegu x(t0)g (rys. 2) jest niewielka.
Amplituda zaktocen w przebiegu |x(t,)exp(t0)J8 (rys. 3) jest ogromna, ale je$li uwzgledni¢
obcigzenie waga exp(t0), ma ona poziom zblizony do zaktocenn pokazanych na rys. 2, na

ktorym w poczatkowej fazie wida¢ wyraznie deformacje przebiegu x(t0) spowodowang
procesem usredniania.

Rys. 2. Poréwnanie przebiegéw sygnatu wejsciowego x(to) i sygnatu odtworzonego x(to)g dla
omawianego przyktadu

Fig. 2. The comparison of input signal x(to) and restored input signal x(t0)g - see example
discussed in the paper

Rys. 3. Pordwnanie przebiegow sygnatu wejsciowego x(tO)exp(t0) oraz odtworzonego
przebiegu |x(t0)exp(t0)|” dla omawianego przyktadu

Fig. 3. The comparison of signal x(to) exp(to) and result of its restoration |x(t0)exp(t0)| - see

example discussed in the paper
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Odpowiednia deformacja przebiegu pokazana na rys. 3 jest zdecydowanie mniejsza, co stanowi
wynik zgodny z przewidywaniami, gdyz w tym przypadku przebieg x(to)exp(to) jest bardziej
gtadki od przebiegu x(to). Mimo tego pozytywnego efektu obcigzenie wyniku

odtwarzania wagg exp(t0) wiasciwg modelowi Strejca w postaci (9) utrudnia korzystanie z
wykresu, ogranicza czasowy przedzial odtwarzania i wymaga stosowania dodatkowej
matematycznej operacji (mnozenie wyniku odtwarzania przez funkcje exp(-to/T) ). Z tego
wzgledu stosowalno$¢ modelu Strejca przy odtwarzaniu stanu wejscia toru pomiarowego jest

dyskusyjna.

4. MODELE WI1ENERA | HAMMERSTEINA

Model dynamiki opisany réwnaniami:
»0
y = f2y)
nazywa sie czasami modelem Wienera, jedli Fi(x) = X, a ogdlniej - modelem Hammersteina.
tatwo zauwazyé, ze odtwarzanie stanu wejscia przy takich modelach dynamiki toru
pomiarowego i przy wykorzystaniu usrednionego rézniczkowania sprowadza wzér (3) do

postaci:

(20)

gdzie F’1(y) stanowi wzgledem F2 (Y) funkcje odwrotng. Tym samym poprzednie rozwazania

dajg sie z tatwoscig przenie$¢ takze i na te przypadki, a ewentualna dekompozycja obejmuje

liniowg cze$¢ modelu.

5. UWAGI KONCOWE

Wykorzystanie modelu Strejca w liniowej czesci modelu dynamiki toru pomiarowego lub
odpowiednia dekompozycja takiego modelu umozliwiajg uproszczenie zaleznosci (20) -
niestety kosztem obcigzenia wyniku odtwarzania waga exp(to/T). Nie zmienia to w sposob
zasadniczy wpltywu zakidcen na wynik odtwarzania stanu wejscia toru, a w pewnych
przypadkach moze zmniejszy¢ deformacje przebiegu, zawsze jednak ogranicza czasowy
przedziat odtwarzania i w zwiazku z tym celowos$¢ takiego postepowania jest dyskusyjna.

Przytoczony przyktad potwierdza przewidywania.
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Abstract

The operation of averaged differentiation (1) where weight function g(t) has to fulfil
certain conditions enables differentiation of weight function instead of differentiation of
disturbed signal. That is why influences of disturbances are substantially reduced. If model of
measuring system dynamics is known (2) then one can restore the averaged input signal x(to)g
by application of relation (3) or relation (20) in case of more general Hammerstein’s model to
results of observations of disturbed output signal y(t)2. The error of input restoration is given
by formula (7). Using (7) one can determine the optimal weight function g(t). The introduction
of Strejc’s model (8) and suitable decomposition of model (2) to the form (16) simplify the
calculation procedure (3) to the form (18). The form (18) seems to be very advantageous for
small number of addends. The result of proposed approach is biased by function exp(to/T). It
makes that time interval for restoration process is narrowed. On the other hand there are
certain conditions that bias function diminishes the deformation of signal restored by averaging.

The example considered in the paper discusses both effects mentioned above.



