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INDUKCYINOSCI KABLA KONCENTRYCZNEGO

Streszczenie. W zalezno$ci od wzajemnego potozenia obszaru Zrédtowego Y (w ktérym
gestos¢ pradu jest rézna od zera) i obszaru obserwacji X dokonano réznych rozwinie¢ funkcji
In(r) i wyznaczono analitycznie logarytmiczny potencjat wektorowy A we wszystkich obszarach
kabla koncentrycznego. Nastepnie wyznaczono indukcyjnosci wiasne zyly i ostony oraz
indukcyjnos¢ wzajemng miedzy zyta kabla a jego ostong dla przypadku pradu przemiennego o
statej gestosci pradu oraz z uwzglednieniem zjawisk naskorkowosci i zblizenia.

INDUCTANCES OF THE COAXIAL CABLE

Summary. According to the position of the source area Y (in which current density is non-
zero) towards the observation area X different developments of function In(r) are executed and
the logarithmic vector potential A is analytically determined in the whole area of a coaxial cable.
Afterwards the self-inductances of the core and the sheath along with the mutual inductance
between the cable core and its sheath are determined for an alternating current of a constant
current density taking skin and proximity effects into consideration.

1. WSTEP

Jednym z problemoéw obliczeniowych jednofazowych, elektroenergetycznych kabli
koncentrycznych jest obliczenie napie¢ indukowanych w ich ostonach oraz pradéw tam
ptynacych w przypadku zwar¢ oston kabli na ich kohicach miedzy sobg lub do ziemi. Wtedy
konieczna staje sie znajomo$¢ indukcyjnosci wzajemnej miedzy zytg roboczg a ostona.

W licznych pracach poswieconych kablom koncentrycznym podaje sie indukcyjnosé
catkowitg kabla obliczang dla pradu statego [12,14,15,23] oraz dla pradu przemiennego z
uwzglednieniem zjawiska naskérkowosci [7,8,9,23]. Nie rozdziela sie przy tym indukcyjnosci
catkowitej na indukcyjnosci witasne zyty i ostony oraz indukcyjnosci wzajemne miedzy zytg a
ostong. W pracy [1] Ametani podaje wzory na indukcyjnosci wzajemne zyfa-ostona, ale bez
uwzglednienia zjawiska naskérkowosci.

Pole elektromagnetyczne w kablu koncentrycznym analizowane jest w wymienionych
pracach jak réowniez w [2,3,10,18,22], Indukcyjno$¢ catkowita kabla oblicza sie dla pradu statego
obliczajgc strumienie magnetyczne skojarzone [10,12,14,22] badzZ tez z jej postaci catkowej [15].
Dla pradu przemiennego indukcyjno$¢ catkowitg oblicza sie z prawa Faradaya. [8,9].

Celem tej pracy jest obliczenie przede wszystkim indukcyjnosci wzajemnej miedzy zyla
kabla a jego ostong dla pradu przemiennego o stalej gestosci pradu, jak réwniez z
uwzglednieniem zjawisk naskdrkowosci i zblizenia. Zaktada sie przy tym, ze przewidywany
zakres czestotliwosci pradu pozwala na pominigcie w rozwazaniach pradéw przesuniecia.
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2. ROWNANIE CALKOWE ORAZ IMPEDANCIE WEASNE | WZAJEMNE UKLADU
PRZEWODOW ROWNOLEGLYCH

Zaktada sie, ze w uktadzie Nc przewodéw réwnolegtych (rys. 1) ptyng prady sinusoidalne o
zespolonych wartosciach skutecznych i, 12, 1'i, 1 p Inc- Zwrot tych pradéw jest zgodny ze
zwrotem osi Oz.

Rys. 1. Uktad Ncprzewod6w réwnolegtych
Fig. 1. System of Ncparallel conductors

Prad przemienny w przewodzie odosobnionym indukuje wiasne prady wirowe o gestosci
rownolegtej do osi Oz. Wektorowy potencjat magnetyczny wytworzony przez te prady jest
réwniez rownolegly do osi Oz i jako rozwigzanie réwnania Poissona (np. dla kazdego /-tego
przewodu odosobnionego; X e Si)

V2A,(X) =-p0J,(X) (D)
jest dany catkg powierzchniowag [11, 27]

A/(X) = J¥/(Y) In  — dx'dy’', (2)
2n s, rXY
gdzie: X = X(x,y) - punkt obserwacji,
Y = Y(x',y') - punkt zrédiowy,
JI(X) - catkowita zespolona gesto$¢ pradu; X € S/,
po = 4ti-10'7H m'l - przenikalno$¢ magnetyczna prézni,
rXY - odlegtos¢ miedzy punktem zrédtowym a punktem obserwacji dana wzorem:

rXY =4/ (x-xn2+(y-ynH2 n (3)
Catkowite pole elektromagnetyczne w przewodzie okre$lone jest przez sume potencjatow
Alo i A/, tj. przez sume pola pierwotnego i pola wtérnego indukowanego przez prady wirowe
[11,27], Wtedy natezenie pola elektrycznego
E/(X) = -jo A,(X) - jo A(X). 4)
Z réwnania [10]
rot(E, +jcoA,)= 0 (5)
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otrzymuje sie (dlaE/= IzE/ i A/-1ZA/), ze

E,(X) = E,i(X) + Eist(X)> ()
gdzie:
¢+ pole elektryczne indukcji
E/.i(X) = -jcoA,(X), (7)
+ pole elektryczne statyczne
dv
E,st(X) = -jo)A,o(X) = - — = U, =const (8)

ijest rowne jednostkowemu napieciu U/ w V-m" w/-tym przewodzie odosobnionym.
Wtedy réwnanie (4) mozna zapisa¢ nastepujgco:
E/(X) +jeco As(X) = U, 9
Uwzgledniajgc uogdlnione prawo Ohma z rdwnania (9)i wzoru (2) otrzymuje sie réwnanie
catkowe Fredholma drugiego rodzaju dla przewodu odosobnionego

OO T Y g U (10)

v 2hg Xy

Mozna wykazaé, ze réwnanie to ma jednoznaczne rozwigzanie dla dowolnej (nie tylko
statej) prawej strony [4,28], Zatem dla danej gestosci pradu réwnanie (10) jednoznacznie okresla
jednostkowe napiecie U/, a tym samym stalg A/o . Gdy dane jest jednostkowe napiecie U/, to
stata A/, w sposéb oczywisty jest jednoznacznie okreslona (wzor (8)) i w konsekwencji gestosé
pradu J/(X) jest réwniez jednoznacznie okreslona.

W uktadzie Ncprzewodow réwnolegtych (rys. 1) z pradami zespolonymi Ip(p = 1,2, No
zachodzi wzajemne oddziatywanie pol elektromagnetycznych wszystkich przewodéw [13, 16,
28] i wtedy réwnanie (9) dla /-tego przewodu (X e S/) ma postac:

N,
E,(X)+jffl £ ap(X)=U,, (11)
oz ]
za$ réwnanie catkowe
I/ (X) y'Po fT/v )i *
iJp(Yp)InT L-dSP=U"- (12)

gdzie Jp(Yp jest catkowitg gestoscig pradu w p-tym przewodzie.

W przypadku ogélnym catkowite pole elektryczne E,(X) icatkowita gestos¢ pradu J;(X)
zalezg zatemod praddéw 1, 12 ..., Ip INc. Analogicznie jest dla gestosci pradu Jp(Yp w p-tym
przewodzie i potencjatu Ap(X), wytworzonego przez Ji(Yp.

Rownanie (11) przedstawia sie nastepujaco:

J/(X) X
-/%- +jcoX Ap(x)=U ;. (13)

1 p=i
gdzie potencjat magnetyczny

ap(x)= " JJIp(Yp)Inz L -dSP- 04)
sp XYP

Nastepnie w réwnaniu (13) nalezy odseparowaé gestos¢ pragdu pochodzacg od pradu 1/ od
pozostatych gestosci, tzn. pochodzacych od pradow lkdla k* /, k=1, 2,..., Nc-1.
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Wtedy

I(X) =2 j*(X) =j.(x)+ £j*(X) , 15
p=l kel
ke/
gdzie: J;AX) - gestos¢ pradu w /-tym przewodzie, pochodzaca od pradu lp(p=1 ,2 , No,
JI(X) - gestos¢ pradu w /-tym przewodzie, pochodzaca od pradu I; (/= 1, 2,..., No),
J/K(X) - gestos¢ pradu w /-tym przewodzie, pochodzaca od pradu Ik(k * /;
k=1,2,..,Ncl),

Analogicznie postepuje sie w odniesieniu do potencjatu magnetycznego ARX)
odseparowujac potencjaty zalezne tylko od pradu 1/ od wszystkich pozostatych (zaleznych od
pradéw Ik gdzie k* /; k= 1, 2, ..., Nc-1). Dokonuje si¢ tego w dwoch krokach. W pierwszym
kroku rozdziela sie potencjat catkowity w /-tym przewodzie na potencjat pochodzacy od
catkowitej gestosci pradu w /-tym przewodzie i potencjat pochodzacy od catkowitych gestosci
pradu wprzewodach pozostatych. W nastepnym kroku w kazdym zdwéch cztonéw tak
otrzymanego potencjatu dokonuje sie separacji potencjatéw pochodzacych od pradu + od
wszystkich pozostatych. W wyniku takiego postepowania réwnanie (13) przyjmuje postac:

A® *>A (X,Y)+jo 2>, (X, Y)e"fA M +

ii lg‘ tg, Y/

Nc-1 Nc-INc1
+jo £IA IK(X,Y/)+jo xI z Ak(x,YK)= U/, (16)
S =l =
X Il s

gdzie s* /; s= 1,2, .., Nc1, potencjat A//(X, Y/) jest potencjatem w /-tym przewodzie
wytworzonym przez gesto$¢ pradu J/ w /-tym przewodzie, pochodzacg od pradu h
AL(X,Y;)=~ - | LI(Y,) In—* dS, , (17)
S, X\,
potencjat AN(X, Y/) w /-tym przewodzie wytworzony jest przez gestos¢ pradu J* w /-tym
przewodzie, pochodzgcg od pradu Ik
Ajk(X,Y;) = Jfle(Y,) In - dS, (18)
S, rXxy,

potencjat AK(X, YK w /-tym przewodzie wytworzony jest przez gesto$¢ pradu JK w k-tym
przewodzie, pochodzacg od pradu 1/

AKX, YK =" - Jju(Yk)In— dSk, (19)
Sk rXyY,
potencjat
Aks(X, Yk) = J Jks(YK) In-i— dSk (20)
Zn Sk XYk

jest potencjatem w 1-tym przewodzie wytworzonym przez gestos¢ pradu Jks w k-tym przewodzie,
pochodzacym od pradu Is(s * /, s = 1, 2,..., Nc-1).

Istnienie kazdego z szeSciu cztondw lewej strony réwnania (16) uwarunkowane jest
wzajemna konfiguracja przewodow i stanu pragdowego w przewodach.

W ostatnim cztonie lewej strony réwnania (16) mozna zamieni¢ miejscami k oraz s. Wtedy
pierwsze trzy cztony zalezg od pradu I/, za$ pozostate od pradu Ik
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Majac na uwadze okredlenie zwigzkéw miedzy catkowitymi, jednostkowymi spadkami
napie¢ U; (I = 1, 2, Nc¢) w przewodach a wszystkimi pradami Ik (k = 1, 2, No), tzn.
okreslenie macierzy impedancji jednostkowych (witasnych i wzajemnych), mnozy sie stronami

réwnanie (16) przez J*;(X) i catkuje po powierzchni S/otrzymujac:

J (X |
| U, 7% (X)dS; = L) oA Y B+ o I AKXLYK) i ()ds, T
i ki
1/t s, y qu
i Jix) +JCOAN(X,Y/)+jco N A sk(x,Ys) jii(x)ds; i/ik (1)
iliy s, ! Y, S‘—li
’ s*

Jednostkowe napiecie U; nie zalezy od zmiennej x iy, wiec
Ju /j;/(x)ds/=uli;. (22)

Nastepnie réwnanie (21) dzieli sie stronami przez sprzezong warto$¢ pradu |, otrzymujac:
Nc-1

U/ = + 1 Zftik (23)
k=l
k*/

gdzie jednostkowa impedancja wasna (w Q m ) /-tego przewodu

+jBAW(X, Y,) +jcor AKX, YK) |;,(x)ds, (23a)
ne s, 1 )

oraz jednostkowa impedancja wzajemna (w Q-m‘ ) miedzy /-tym a k-tym przewodem

_ AN L OAKX)Y,) +ja 8 A sk(X,Ys)  I#/(X)dS/ . (23b)
- iidks, 1 s

S

Jezeli zatem zatozy sie, ze gestosci pradéw sg rozwigzaniami réwnan Helmholtza przy
okreslonych warunkach brzegowych, to wtedy ze wzoru (2) mozna obliczy¢ wszystkie potencjaty
(w spos6b analityczny lub numeryczny). W konsekwencji bedzie mozna obliczyé jednostkowa
impedancjg witasng - wzér (23a) oraz jednostkowg impedancje wzajemng - wzor (23b). Tak
mozna postapi¢ dla kazdego z uktadu Nc przewoddéw. Otrzymane ogélne formuty (23a) i (23b)
wyznaczania elementéw macierzy impedancji jednostkowych nadajg sie do zastosowania
niezaleznie od sposobu rozwigzania pola elektromagnetycznego, czy to bezposrednio metodami
analitycznymi lub numerycznymi z réwnania Helmholtza, czy tez réwnowaznymi réwnaniami
catkowymi. W dalszym ciggu pracy pokazane bedzie zastosowanie analitycznego rozwigzania
réwnania Helmholtza dla kabla koncentrycznego do wyznaczania macierzy impedancji
jednostkowych.
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Jednostkowa rezystancja wtasna (w Q m"') /-tego przewodu
R,=Re{z,}, (24)
za$ jednostkowa indukcyjno$¢ wiasna (w H m-)

(24a)

W og6lnym przypadku jednostkowa indukcyjno$¢ witasna nie jest liniowa funkcjg pulsacji
0. Wzbr (24a) okresla jg jako parametr stojacy przy jco we wzorze (23a) okreslajgcym
impedancje witasng przewodu i z punktu widzenia teorii obwoddéw nazywa sie jg [5,13,25]
jednostkowa indukcyjnoscig wihasna. Nie nalezy kojarzy¢ jej z konturem zamknietym obwodu
(wg klasycznego pojmowania indukcyjnosci wiasnej obwodu zamknigtego).

Czes¢ urojona, podzielongprzez co, jednostkowej impedancji wzajemnej

(25)

nazywa sie jednostkowg indukcyjnoscia wzajemng (w Hm') zastrzegajac, ze jest to parametr
okreslony przez wzor (25), ktorego nie nalezy tgczy¢ z klasycznym okresleniem indukcyjnosci
wzajemnej dwoch obwodéw (dwdch cewek) sprzezonych magnetycznie. Parametr ten okresla
sktadowag napiecia, indukowang w /-tym przez prad w k-tym przewodzie, przesunieta w fazie
wzgledem pradu Ik doktadnie o +— (calkowite napiecie indukowane przez prad Ik jest

przesuniete w fazie wzgledem tego pradu o argument jednostkowej impedancji wzajemnej Z/J.

3. LOGARYTMICZNY, WEKTOROWY POTENCJAL MAGNETYCZNY PRZEWODU
RUROWEGO

Ostona kabla koncentrycznego (rys.2) jest przewodnikiem rurowym, przez ktéry plynie
zespolony prad I2 0 zwrocie zgodnym ze zwrotem osi Oz.

y ®)
X(r,9)

Rys.2. Kabel koncentryczny; a) przekrdj poprzeczny, b) prady wirowe J2z1 indukowane w ostonie
Fig.2. Coaxial cable; a) cross-section, b) eddy currents J21 induced in the screen
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Wektorowy potencjat magnetyczny ma tylko jedng sktadowg wzdtuz osi Oz. Spetnia on
dwuwymiarowe réwnanie Poissona w obszarze przewodzacym i dwuwymiarowe réwnanie
Laplace’a na zewnatrz tego obszaru. Podstawowym rozwigzaniem tych dwdch réwnan jest
zalezno$¢ nazywana logarytmicznym potencjatem wektorowym [10] iw uktadzie wspotrzednych
walcowych r, o, z wyraza sie¢ wzorem:

A2(X) =~ ) ijz(Y)In - pdpdO, (26)

2 71 sy *XY
gdzie : X=X(r,0) - punkt obserwacji,
Y=Y(p,ct>) - punkt zrédtowy gdzie teO,
J2(y) - catkowita zespolona gesto$¢ pradu w ostonie,
(r,0) oraz(p,0) -wspotrzedne punktéw X i Y w walcowym uktadziewspotrzednych,
rny -odlegto$¢ miedzy punktem zrédtowym a punktem obserwacji;we wspotrzednych
walcowych jest dana wzorem :
r*Y=r2+p2- 2rpcos(® -©) . (27)

Obliczenie wektorowego potencjatu magnetycznego sprowadza si¢ wiec do obliczenia
catki (26). W tym celu rozwaza sie dwa przypadki wzajemnych zwigzkéw miedzy wspdtrzedna r
oraz wspotrzedng p walcowego uktadu wspétrzednych.

Dla r>p

In-~-=-iln— +Inrl (28)

i ponadto, rozwijajac w szereg Fouriera [6] funkcje

&

In"-=— n(/71 as[(<>-O)], (29)

otrzymuje sie :
-Inrxy = -jlnr- £ j cos[n(0- ©)]j . (30)
Wtedy zespolony, wektorowy potencjat magnetyczny
AMr©)=-" [J2(p,0)|Inr-~~) cos[n(d>- ©)]|pdpd<D. (31)

Dla uktadu o symetrii walcowej i obszaru catkowania bedacego pierscieniem o promieniu
wewnetrznym R) i zewnegtrznym R2 otrzymuje sie dlar > R2

A%(r)= -pin Inr Jj2(p)pdp. (32)
R
Ze wzoru (32) wynika, ze wektorowy potencjat magnetyczny w obszarze zewngtrznym
przewodu rurowego, tj. dla r> Rj, jest funkcjg zmiennej r walcowego uktadu wspétrzednych.
Dlar<p

In— In~ +1Inp (33)
p
i po rozwinieciu w szereg Fouriera funkcji

1M
In AP_ = -]ljir=— cos[n(<l>- ©)] (34)
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/ "\n
In— =- —— cos[n(i>- ©)] (34)

otrzymuije sie :
-InrXY=-JInp-V —— cos[n(0 - ©)]1. (35)
Wtedy wektorowy potencjat magnetyczny
Aj(r,©)=-" Jj2Ap,o)|lnp-~~~j cos[n(0 - ©)]jpdpd<t>. (36)
Dla uktadu o symetrii walcowej i dla r < R, otrzymuije sie:

A“(n)=Aj(r)=-p0Jj2(p)pInpdp = const. , (37)
R
tzn., ze w obszarze wewnetrznym przewodu rurowego, tj. dla r < R, wektorowy potencjat
magnetyczny jest staty, niezalezny od zmiennej r walcowego uktadu wspétrzednych.

Dla R, < r < R2 tj. w przewodzie rurowym miedzy rap, zachodza dwa wyzej rozpatrywane
przypadki. Dlategoobliczanie wektorowego potencjatu magnetycznego w tym obszarze
sprowadza sie doobliczania dwdch réznych catek : typu (32) oraz typu(37). Otrzymuje sie
wtedy, ze

r R:
A™(r)=-n,Inr Jj2(p)pdp-p0Jj2(p)pinpdp. (38)
R, r

Wystepujaca we wzorach (26), (32), (37) i (38) gestos$¢ pradu J2jest gestoScig catkowita w
ostonie kabla. Jest ona sumg zespolong gestosci pradu J2., tj. pradu wirowego indukowanego
przez przemienne pole magnetyczne H2, pradu I, (rys.2b) oraz gestosci J2, pochodzacej od pradu
12 ostony.

4. LOGARYTMICZNY WEKTOROWY POTENCJALt PRZEWODU WALCOWEGO

Zyta robocza kabla koncentrycznego (rys.2) jest przewodem walcowym, przez ktéry ptynie
zespolony prad I, o zwrocie zgodnym ze zwrotem osi Oz. Wektorowy potencjat magnetyczny
takiego przewodu wyznacza sie ze wzordw: (32) dla obszaru zewnetrznego oraz (38) wewnatrz
przewodu. W ten sposob otrzymuje sie :

-dlar>R

An(r) = A["(r) = Alv(r) = -p0lnrJj,(p)pdp, (39)
0
-dla0<r<R
r R

Ai(r)=-p0lnrj"j,(p)pdp-p0Jj,(p)pInpdp. (40)
Pole magnetyczne wytworzone przez prad 12 ostony w obszarze wewnetrznym (r <R,) jest
réwne zeru (prawoprzeptywu). W zyle roboczej brak jest zatem pradéw wirowych i gestosé

pradu J, dotyczy wytacznie pradu I.,.
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5. INDUKCYINOSC KABLA KONCENTRYCZNEGO DLA CZESTOTLIWOSCI
PRZEMYSLOWE]

Dla pradu przemiennego oczestotliwosciprzemystowej mozna pomingé prady wirowe J2
indukowane w ostonieprzez prad |, i zalozy¢, zezespolonegestosci praddw sg w przyblizeniu
state i wynosza:

<4,)
oraz

2=, 12 2v (42)
4 R2-RI)
Zespolony potencjat magnetyczny wytworzony przez prad |, zyly roboczej oblicza sie ze
wzorow (39) i (40) po podstawieniu do nich wzoru (41). W ten sposéb otrzymuje sie :
- dla0<r<R,tj. wewnatrz zyty roboczej

2
nR-L4 1

Pol! .
271 2 2 Rz

Aj(r)= — (43)

- dlar> R, tj. na zewnatrz zyty roboczej
Ajl(r)= ASr)= A|v(r) = Inr. 44
(] ) [v(r) (44)

Zespolony potencjat magnetyczny wytworzony przez prad 12 ostony kabla oblicza sie ze
wzoréw (32), (37) i (38) po podstawieniu do nich wzoru (42). Wtedy otrzymuje sie :
- dlar> R2 tj. na zewnatrz ostony

Awv(r)=—P ~inr) (45)
2
dla Rj < r < R2 tj. w ostonie
A“ (r)s- PO R2INR2-R? Inr-A(R2-r2) (46)

2V1/ 2tt(r2 - R2)
dla r< R,, tj. wewnatrz ostony

»l, r . 1, .
A"I(r) = Ai(r)S - — RZInR2-RfInR,-~"(R2-Rf) = const. (47)
"27t(R2 - R 2)
Jest tatwe do sprawdzenia, ze kazdy z potencjatow, zaréwno A,(r) jak rowniez A2(r), spetnia
warunki ciaggtosci na odpowiednich powierzchniach granicznych. Ponadto odpowiednie
zespolone natezenia pél magnetycznych obliczone wg wzoru:

H = — rotA, (48)
ktéry w tym przypadku sprowadza sie do wzoru:

He = ——-= (49)
Po dr
sg zgodne z odpowiednimi zespolonymi natezeniami pdl magnetycznych obliczonymi z prawa
przeptywu.

Catkowity zespolony potencjat wektorowy w kazdym z obszar6w przewodu
koncentrycznego jest superpozycjg odpowiednich zespolonych potencjatéw wytworzonych przez
prad I, oraz prad 12 Spetnia on warunki ciggtosci na powierzchniach granicznych i obliczone na
jego podstawie, zgodnie ze wzorem (49), natezenia catkowitych po6l magnetycznych w
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poszczeg6lnych obszarach sg zgodne z odpowiednimi natezeniami tych p6l obliczonych z prawa
przeptywu.

W przypadku kabla koncentrycznego z rys.2 i pominieciu pragdéw wirowych J21 z réwnania
(16) otrzymuije sie :
- dla zyty roboczej

U, =E ‘(r) + jcoAl(r)+jcoA* (r), (50)
- dla ostony
U2 = E"'(r)+ jcoA2'(r)+ jcoAjn(r), (51)
gdzie z prawa Ohma natezenia poél elektrycznych:
E'(r)= —1Ji(r) (52)
Ti
oraz
Em(r)=—12(r), (53)

w ktdérychy, i y2 sg kondukty wnosciami odpowiednio zyty i ostony.

Nastepnie réwnanie (50) mnozy sie stronami przez zespolong sprzezong gestos¢ pradu J,(r)
i catkuje sie je po obszarze S réwnanie (51) mnozy sie przez J2‘(r) i catkuje sie je po obszarze
S,n. W ten sposdb otrzymuije sie :

JuJdnrjdSl= —JjArftdS1+ jco JANrANr)dS1+ joojJA~rftd St (54)
> Yis- sl sl
|U 2J2(r)dSnl = — J J2(r)J2dSU+ jco J A2'(r)j2(r)dSni + jco JAAr~dS1T . (55)
S Y2 sm s1

Napiecia U, i U2 nie zalezg od zmiennej r, wiec catki z lewych stron rownan (54) i (55) sa
odpowiednimi iloczynami tych napiec i pradéw 1,” oraz 1A Réwnania te mozna wiec zapisa¢ w
postaci :

u.i; = r.ii,l2+joo JATO-WridSa |, f+jco ~  jA'(n)ji(r)dS! y ;. (56)
l.fs' 2 1s
gdzie rezystancjajednostkowa zyty roboczej (w Q-m")

.
R ,= , A(n)ji(r)rdr (57)
Y| o
oraz

uzr2 =R 2lizr+j© -k. |A;"(r)j;(,)dS" + fA"(K(r)dS ;. (58)
I, s 112 il Y
gdzie rezystancjajednostkowa ostony (w £>m")
[i2(n)j;(ryrdr. (59)

y21721 ri
Dzielgc stronami rownanie (56) przez 1,' za$ réwnanie (58) przez 12 otrzymuje sie :

U, = R, +jeo [T JAI(rNI(r"S1 1, +ja -L jAMJKridS1 (60)
N s LVis'
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oraz

U2=R22+jco V JA™(Nj(ndsSn 12+jj- " jA“(nj(nds v (61)
lel il 172 sni

Po uwzglednieniu wzorow (23a), (23b), (24a) i (25) powyzsze réwnania mozna zapisac¢
nastepujaco:

U, = R, +jcoL,!, + jcoM12I2 (62)
oraz
U2 = R22+ jecolL212 +jcoM 2I,. (63)
W ten sposdb wyznacza sie jednostkowe indukcyjnosci wiasne (w Hm'J)

Li=~ Jal(n)j;(rrdr (64)

Pil o

2n

L2 = |[A™ (r)j;(r)rdr, (65)

za$ jednostkowe indukcyjnosci wzajemne (w Hm*)

2
m.z2-= 77n: JAC(Nj;(r>dr (66)
0
Mzi = 77 - JA,m(r)j;(r)rdr. (67)
12 R,

Przyblizong warto$¢ indukcyjnosci wiasnej na jednostke dtugosci zyty roboczej oblicza sie
ze wzoru og6lnego (64) podstawiajac do niego wzory (41) i (43). Po wykonaniu catkowania
otrzymuje sie :

in=Ff2 +%° InX.
L'fa - 2t’:InR (68)
Podstawiajgc do wzoru (65) wzory (42) i (46) oraz wykonujac catkowanie oblicza sie

przyblizong warto$¢ indukcyjnosci wiasnej najednostke dtugosci ostony kabla
in * R4 InR1_1 3Rf-R|
n (R2-R 7)2 R, 4 (R2-R.2)
Po podstawieniu wzoréw (41) i (47) do wzoru (66) otrzymuje sie przyblizong warto$¢
indukcyjnosci wzajemnej M 12 najednostke dtugosci kabla koncentrycznego (w Hm')
) R, INR|-R” InR2 1.
Miz —M-,, —Mn = (70)
2n R2 - R* +2
gdzie M2] obliczono ze wzoru (67) po podstawieniu do niego wzordw (42) i (44).

= 69
L 20 2 (69)

6. INDUKCYINOSC KABLA KONCENTRYCZNEGO Z UWZGLEDNIENIEM
ZJAWISK NASKORKOWOSCI | ZBLIZENIA

Niech zadane sg catkowite wartosci zespolone pradoéw sinusoidalnych w zyle I, oraz w
ostonie 12. Dla czestotliwosci pozwalajacej na pominiecie pradéw przesuniecia Maxwella
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gestosci pradow w zyle oraz ostonie otrzymuje sie z réwnania Helmholtza [3,10,12,17,18,22] w
postaci klasycznych, nastepujacych wzoréw :
- catkowita gesto$¢ pradu w zyle roboczej

(71)

gdzie : m, = V* Po7i >
- calkowita gesto$¢ pradu w ostonie

J2(r) = J22(r)+J21(r), (72)
gdzie JM(r) jest gestoScig pradu zwigzang z pradem 12, za$ J2i(r) jest gestoScig pradow
wirowych indukowanych w ostonie przez przemienne pole magnetyczne pradu li zyty roboczej -
rys.2b. Te dwie ostatnie gestosci pragdéw dane sa wzorami:

1 (N=V~im2i2 KI(VImzRi)jo(V-Imzr)-jJiiFJ m2Ri)ko(-y/j mzr)
271IR2  J[(VVIM272)Ki(VIm2~1)_ A (V~1 m22-D)Ki (VI m242)

m2= V*“ PoY2 wm"‘>

Jo iJi -funkcje Bessela pierwszego rodzaju odpowiednio rzedu zerowego i pierwszego,
Ko i Ki - funkcje zmodyfikowane Bessela drugiego rodzaju (funkcjami Kelvina) odpo-
wiednio rzedu zerowego i pierwszego.

Wz6r (74) wyprowadza sie tak jak wzor (73) z nastepujagcymi warunkami brzegowymi dla
pola magnetycznego : dlar = Ri pole H(Ri) = 1i/27tR] , dla r = R2 pole H(R2) = I|/2tiRz2.

Podstawiajac gestosci pradow (71), (72), (73) i (74) do wzoréw (32), (37), (38), (39) i (40)
oraz wykonujac catkowanie funkcji Bessela zgodnie ze wzorami zawartymi w pracy [17]
otrzymuje sie zespolone, wektorowe potencjaty magnetyczne wytworzone przez prady li i l2 we
wszystkich obszarach przewodu koncentrycznego.

Wektorowy potencjat magnetyczny wytworzony przez zespolony prad li zyty roboczej :
-dlar<R

jVH Jq(V-ImiR)-Jo(Vpl mir) -
m.R Ji(V— miR)
-dlar>R
AL(n=A; (= AT =-~1Inr. -
271

Wektorowy potencjat magnetyczny ostony :
- dlar>R2
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Ain(r) = AS(r) + AS(r), (78)
w ktdrym potencjat wektorowy wytworzony przez prad 12 ostony :

Ara(r)= _Hok{inR2+i£ I.
211 H2R 2

Ki(VImRilJo(V-3mR2) /-1 ma)]-ji* CIMRJK o(VimR2)-Ko(Vjm2)]|
i(V-1 mROKAVIM2Ri)~ /-TmRiKIWjmR 2) J
(79)
i potencjat wektorowy wytworzony przez prady wirowe J2L w ostonie :

Ani(r)= _HoL|Inh. +jE L

27t r R,R2m2
XUo(V-Im2R2) (W -YIimMR2)- «o6/j m2r)]l (80)
BOW -1 m KMV MK SEIIW S ) mak MW maKe)
- dlar<R,
A2(r) = A2(r) = A2(r)+ A2L(r), (81)

w ktérym potencjat wytworzony przez prad 12 ostony:

A2(r)= A22(r)= —iljlnR 2+~ -
" ) 271]i m2R2

KI(VIm2R1ii) (V Im2R2) Jo(V=Im2R1)] I (V-Im2RIiKo(VIm2R2) KO[VIm2R 1)l

I(V Jm2R2 1(nTm2R1) Ji(V =ja2R,)C,(Vj M2R2)

(82)
i potencjat wytworzony przez prady wirowe J2, w ostonie:
A" (r)= A2(r) = -i-27L) In— + -WEL.
av’ v’ 2Ac [ R, R,RIM2
m2R2)~ Jq(V-1m2Ri)]~jP k (V I~ 27 2) - KO(V] m2R )]| (83)

Ji(V-7 mR2JK.(Vj m2R ,)- m2R,)K,(Vjm2R 2) j

Calkowity, zespolony wektorowy potencjat magnetyczny w kazdym z obszaréw przewodu
koncentrycznego jest superpozycjg odpowiednich zespolonych potencjatéw wytworzonych przez
gestosci pradoéw J, oraz J2 Spetnia on warunki ciggtosci i po wykonaniu operacji
rézniczkowania funkcji Bessela wg wzoru (49) otrzymuje sie klasyczne wzory na natezenie pola
magnetycznego dla przewodu koncentrycznego z pradem przemiennym dane w pozycjach
[3,10,12,17,22],

Spadek napiecia w zyle roboczej na jednostke diugosci dany jest wzorem (16), ktory w
przypadku uwzglednienia praddéw wirowych indukowanych w ostonie przyjmuje postac :

ui=EN0 +j“ Ai(r)+j“ A2i(r)+juAL(r)> (84)
wktérym E[(r) i A,'(r) zwigzane sg z pradem 1,, A2I(r) z pradem wirowym o gestosci J2], a wiec
takze z pradem I, oraz A22(r) zwigzany jest z pragdem 12

J
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Analogiczne réwnanie otrzymuje sie dla ostony wychodzac ze wzoru og6lnego (16)
U2=E“(r)+tE™(r)+jcoA" (r)+jcoA“l(r)+j(BAIn(r). (85)
W réwnaniu tym wielkosci E22(r) i A22(r) zwigzane sg z pradem l2 ostony; pozostate z
pradem I, zyty roboczej.
Nastepnie réwnanie (84) mnozy sie stronami przez J,(r), za$ rownanie (85) przez J32(r).
Wykonujac podobne operacje, jak zrobiono to dla réwnarn (50) i (51), otrzymuje sie :

R 1 I+
il

JRAATIAS' |+ 77 JA22(r)J|(r)dS (86)
ns
Uz = “TT Jjao(r)j;2(r)dS"  12+jco  V  jA22(r)l22(nNdS |, +
y2|i
- Jjar(r)je(r)dSm 1+ 7= jA»'(r)j;2(r)dSta I, + 77 - Ja «1(r)jf22(r)dS  1,. (87)
Y212 su 17 am 12 &n

Powyzsze réwnania mozna zapisa¢ nastepujaco :

Ut= + jeoLMM, + Z<flj + Zu2l2 (88)
U2 =R 2212 +jcoL22l2 +Z(2)I1+ Z @)1 + Z B)li. (89)

Wielko$¢
Rn° = J I (r)Ji(r)rdr (90)

jest rezystancjgjednostkowg (w Q m ') zyly roboczej z uwzglednieniem zjawiska
naskorkowosci.
Nastepnie

Ln =777 j Ai(r)Ji(r)rdr (91)
Pil 0
jest jednostkowa indukcyjnoscia wiasng (w Hm') zyly roboczej z uwzglednieniem
naskoérkowosci.
Wielko$¢

Zf|, = Trfl' |a 2(r)J" (r)rdr (92)
pil  °
jest jednostkowa (w Q m ) impedancja dodatkowa zyty roboczej, ktdra ilustruje transmisje mocy
czynnej i biernej z przewodu roboczego do ostony dajac prad wirowy J2, i zwiazane z tym straty
zespolonej mocy pozornej. Cze$¢ rzeczywista tej impedancji jest proporcjonalna do ciepta
wydzielonego w ostonie (przy 12= 0). Impedancja ta wynika ze zjawiska zblizenia.
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Impedancja

Z2="K (r)j;(r)rdr (93)
jest jednostkowga impedancjg wzajemng miedzy przewodem roboczym a ostong. Jej czesé
urojona, podzielona przez co, jest réwnajednostkowej indukcyjnosci wzajemnej

M2 =ilm {Z,2}. (94)
[e0]

Niezerowa cze$érzeczywista impedancji Z,2 wynika z faktu, zew poszczegdlnych punktach
wybranego przewodu (roboczy lub ostona) nie tylko moduly gestosci pradoéw sarozne, ale
réwniez ich fazy réznia si¢ miedzy soba.

Rezystancja
Ji2(n)j;2r>dr (95)
Wil r,
jest rezystancjajednostkowg ostony z uwzglednieniem naskdrkowosci.
Indukcyjnosé
9_ Rj
L2z = r~r |A2(r)j22(r)rdr (96)

N R
jest jednostkowg indukcyjnos$cig wtasng ostony z uwzglednieniem naskorkowosci.
Suma impedancji

jj2,(r)j2(r>dr, (97)
Y2M 2 R,
z@= " E jA™(r)j-22(r)rdr (98)
Mo D
oraz
Z«="N K (r)j;2(r>dr (99)

12 R,
jest catkowitagjednostkowg impedancjg wzajemna

Z2,=2<9 + ZKi>+ 73, (100)
Rownania (s8) i (89) mozna zapisa¢ nastepujaco:
U, =Znl, + ZRI2, (101)
U2=2z21,+Z222, (102)
gdzie:
Z11=R MW jfl)L« + Z{i>, (103)
Z2 =R 22+jcoL22. (104)

Impedancje jednostkowe Zn, Z,2 Z2, i Z2 we wzorach (101) i (102) sa elementami
macierzy impedancji jednostkowych wiazacych catkowite, jednostkowe spadki napie¢ z pragdami
w przewodzie koncentrycznym. Okreélone sg one nastepujagcymi wzorami:
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R| jV31 Jg(V~I miRj iyR
2n] RR2 m,R R,R2m2

zn

g[i0(V qm2R2)-10(~ m 2R)]-jip[KO(VIM2R2)-K 0(VIm2R,)]| (105)

Ji\f~Im2R2 1(>m2R,)- Ji(V-j m2R,)K,(VTm2R 2) j

(wielkosci a i P podano w objasnieniu wzoru (74))

Z2=ja” L £ .JE L . K.L/ARMVAjniRY)-jjfy j mRIK (VImR I~ J0H

2n[ R2 m2R2 JATHmMjR~.wI mR,j- mjRjjK,AI m2R2) J
z, ,J,HEL + - i £ |
21 R2 m2R2

K|(VI miRiljo(V~j m2R 2)—JIp(V~j m2R ,)]—jJ; (*—3 m2R ,|K 0(™/j m2R 2)~ KO(/j m2R

SV -Im2r7)ATVim2r )- (VL m2r Dk, (vr™ 2R )
(107)

ZZ.:jW—_“I"I- N - - Tr=T R "ok . )
2ti[ R2 R,R2m2 Jjly-j m2R2}K(-y/j m2R ,j- JA-J-] m2R,jK*-y/j m2R 2)J
(108)
Struktura Z2l jest inna niz Z12 Ze wzgledu jednak na wiasnosci funkcji Bessela niezaleznie
od parametréw m2R2oraz m2R, otrzymuje sie, ze

fe=7a> (109)

co potwierdzajg obliczenia numeryczne. Stad tez
M2, = —Im{Z2l} = M2 = —Im{Z12 = M. (110)
@© ©
Jednostkowa indukcyjno$¢ wiasna przewodu roboczego wyraza si¢ wzorem:

L, = —Im{z,}=lil+—Im{z}* , (111)

gdzie indukcyjno$¢ jednostkowa

Lu= UL iV-1 Jo(V-jmRk (tpIm|R)-jvE (~/-]1m,R) (112)
- n R 2mRR

Jezeli obliczy sie warto$¢ L[j w granicy m, -> s przy ssO, to otrzymuje sie wzor
przyblizony (68).
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Jednostkowa indukcyjno$¢é wiasna ostony wyraza sie wzorem:

We wzorach (112), (113) funkcje Bessela oznaczone gwiazdka sg funkcjami sprzezonymi,
nP- J¢ {j~~} m2R 2) jest funkcja Bessela sprzezong wzgledem funkcji Jo {j~] m2R 2).

Jezeli obliczy sie warto$¢ indukcyjnosci L22 w granicy itu — s przy s = 0, to otrzymuje sie
wzor przyblizony (69).

Dla przyktadu obliczeniowego przyjeto nastepujagce dane : R =1,95-10'2m, Ri=3,5510"2m,
R2=410'2m,y1=5,5248 107 S-m’1iy2=3,7037-107 Sm 'L

Dla kazdej czestotliwosci pradu przemiennego indukcyjnosci kabla koncentrycznego
obliczono ze wzoréw (110), (111) i (113) i odniesiono je do odpowiednich wartosci obliczonych

ze wzorow (es8), (66) i (67) traktujac te ostatnie jako wartosci indukcyjnosci dla pradu statego.
Wyniki obliczen zestawiono w tabeli 1.

Rezystancje Rio i Reo sg rezystancjami odpowiednio zyty i ostony dla pradu statego.

Rezystancja Rn =Re{Z,,}, R = Re{z|2 , R2 =Re{Z 1. Indukcyjnos¢ = —Im{z5f .

Tabela 1
Indukcyjnosci kabla koncentrycznego

f Rn/rw0 P@IR, Lo LML 2o P oo L22/L20 M/MoO 2 P o
Hz - - - - - - -

0 1 0 1 0 1 1 1 0

50 1,2924 0,0121 0,9918  -0.00002 1,0018 0,9999 0.9999 0,0059
500 4,6041 1,1201 0,9587  -0,00190 1,1692 0,9994 0,9988 0,5421

103 8,4198 3,6062 0,9472  .0,00611 1,5532 0,9981 0,9962 1,7446
104 32,876 18,223 0,9211 .0,02331  5,1886 0,9916 0,9856 8,6687

Z tabeli 1 wynika, ze dla czestotliwosci przemystowej indukcyjnosci kabla koncentrycznego

moga by¢ obliczane przy zatozeniu statej gestosci pradu zaréwno w zyle roboczej, jak réwniez w
ostonie kabla.
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7. ZAKONCZENIE

Obliczajagc wektorowy potencjat magnetyczny w kablu koncentrycznym dla pradu statego z
rébwnania Poissona oraz roéwnania Laplace’a [12,15], dla pradu przemiennego z réwnania
Helmholtza [10,14,18], przyjmuje sie arbitralnie powierzchnie, na ktérej potencjat ten jest réwny
zero. Wtedy na jego podstawie mozna obliczy¢ tylko indukcyjnosé wewnetrzng zyly, bez jej
indukcyjnodci  zewnetrznej, nastepnie indukcyjno$¢ ,wewnetrzng”, tzn. zwigzang z polem
magnetycznym zlokalizowanym miedzy zyta a ostong oraz indukcyjno$¢ ostony [12,15]. Z tak
wyznaczonego potencjatu magnetycznego nie mozna wyznaczy¢ indukcyjnosci wzajemnej
miedzy zytg a ostona.

Zaproponowany w tej pracy sposob obliczania wektorowego potencjatu magnetycznego
polega na rozwinieciu funkcji InrxY wystepujacej we wzorze (26) w szereg Fouriera w zaleznosci
od wzajemnego potozenia obszaru zrédtowego Y i obszaru obserwacji X. W ten spos6b
wyznacza si¢ wektorowy potencjat magnetyczny we wszystkich obszarach kabla
koncentrycznego poprzez wzory og6lne (32), (37), (38), (39), (40), ktére obowigzujg zaréwno
dla pradu statego jak i rowniez dla pradu przemiennego. Taki sposéb postepowania umozliwia
oddzielenie z indukcyjnosci catkowitej kabla dla pradu przemiennego o statej gestosci, jak
réwniez z uwzglednieniem zjawisk naskérkowosci i zblizenia, indukcyjnosci wiasnych zyty oraz
ostony i przede wszystkim indukcyjnosci wzajemnej miedzy zytg a ostong - wzor (70) dla statej i
wz6r (110) dla nieréownomiernej gestosci pradu.

Jest to szczeg6lnie istotne w uktadach tréjfazowych kabli elektroenergetycznych, ktérych
ostony sg zwarte na koricach miedzy sobg lub do ziemi. Wtedy prad h w ostonie wybranej fazy
nie jest rowny pradowi li w zyle roboczej tej samej fazy i nie mozna wykorzysta¢ wzoru na
indukcyjnos$¢ catkowita pojedynczego kabla koncentrycznego.

Jezeli prad 12 = -li, to indukcyjno$¢ catkowita kabla koncentrycznego

Lo—hjo+L2 2MO. (114)

Po podstawieniu wzoréw (s8), (69) i (70) do (114) otrzymuje sie wzér na indukcyjnosé
catkowitg kabla koncentrycznego zgodny z odpowiednimi wzorami podanymi przez Kupalana w
pracy [12], .80 lub Matusiaka w pracy [15], s.134, a wyprowadzonymi dla pradu statego :

Ing2 L (115)

R, 2 R~”-R”%

2
Wz6r (115) zostat wyprowadzony réwniez przez Strunskie&} w pracy [24], s.92 na
podstawie tzw. $rednich geometrycznych odlegtosci. W pracy [24] podano takze uproszczony
wzér na indukcyjnos$¢ catkowita kabla (s.92) dla pradu przemiennego z uwzglednieniem
zjawiska naskdrkowosci. Uwzglednia on grubo$¢ Scianki ostony.

Dla oston cienkosciennych, tzn. dla Ri s Rz, zaréwno w przyblizeniu dla statej jak réwniez

nieréwnomiernej gestosci pradu, indukcyjno$¢ wzajemna Mo = L2o oraz M = L22.
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Abstract

In case of short-circuits of the cable sheaths at its ends between each other or to the earth, as
a result of voltages induced inside them by the working core, the longitudinal currents will flow
in the sheaths. In order to calculate them it is necessary to know the mutual inductance
(impedance) between the working core and the sheath of the cable.

The proposed way of calculating these inductances consists in determining the logarithmic
vectorial magnetic potential (26) in all the areas of the cable followed by the calculation of the
inductance. To this end function Inr is expanded into the Fourier series according to the mutual
position of the source area Y (in which the current density J differs from zero) and the
observations area X . Therefore the vectorial magnetic potenctial is calculated analytically, in all
the areas of the cable - formulas (32), (37), (38), (39) and (40), which are valid for the direct and
alternating current as well as for the alternating current with regard to the skin and proximity
effects. This way of acting allows to isolate the self-inductances of the core and the sheath from
the total inductance of the cable-formulas (68) and (69) and for a current of a constant density
(formulas (111) and (113)) with regard to the proximity and skin effects and to the mutual
inductance (formulas (70) and (110) respectively).



