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ZASTGPCZA STALA CZASOWA PROCESOW DYFUZYJNYCH WWALCU O SKONCZONEJ WYSOKOSCI

Streszczenie: Wykorzystujac transformacje catkowg w obszarze skon-
czcnym okreslono zastepcza stala czasowag dla dyfuzji ciepta i masy
w walcu o skonczonej wysokosci przy warunku brzegowym trzeciego ro-
dzaju. Podano praktyczne zastosowania tej stalej do okreslenia cza-
su trwania stanu nieustalonego, do wyznaczania wspédczynnikow wnika—
nia ciepta i dyfuzyjnosci cieplnej w dynamicznej metodzie pomiaru.

1. WsTgP

W pracy [10] R.Sikora V.Lipinski wyznaczyli stata czasowg proceséw
dyfuzyjnych przy warunku brzegowym 1 rodzaju tzw. warunek Dirichleta.W dy-
fuzji ciepta i masy bardziej powszechny jest warunek brzegowy 3 rodzaju,
charakteryzujacy konwekcyjny sposéb wymiany ciepta i masy miedzy ptynem o
ciatem stalym. Stad niniejsza prace poswiecono temu zagadnieniu. Catosc
rozumowania dotyczy dyfuzji ciepta, z tym Zze rezultaty mozna #atwo adept®»
waé do izotermicznej wymiany masy. W rozwigzaniu e problemu wykorzystano
transformacje catkowg w obszarze skonczonym, upraszczajaca procedure roz-
wigzania rownania dyfuzji.

Ponadto w pracy przedstawiono mozliwos¢ wykorzystania rozwazan teoretycz-
nych dla celéw praktycznych, szczegélnie do eksperymentalnego wyznaczania
wspétczynnikow: wnikania ciepta af i dyfuzyjnosci cieplnej a.

2. MODEL MATEMATYCZNY

Dla rozwiazania problemu przyjeto nastepujace zatozenia:

a) pole temperaturowe walca tw jest osiowo symetryczne,

b) wspékczynniki wnikania ciepta sg state i reprezentujag wartoici S$rednie
na powierzchniach bocznej OF i ozotowych af

c) wspotczynniki termofizyczne walcs c, e i X sg stalte, niezalezne od tem-
peratury,

d) temperatura ptynu t zmienia sie aperiodycznie,

e) pojemnos¢ cieplna ptynu w stosunku do waloe jest bardzo duza.
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Pole temperaturowe walca dla tak przyjetych zatozen opisuje réwnanie Fou-
riera-Kirchhoffa z warunkami brzegowo-poozatkowymi w postaoi:

2 2
_%Ciom +1 (de +-2 ®, )

+Bie -0 dlay « 1, @

®5
n iKoeBi.« 0 dla% - +$ , (©)
- X* Po) “0 ~M*°) -0dlaFo =0 @

gdziet
t -t
«* B mB - bezwymiarowa, zredukowana réznica temperatur miedzy phly-

nem a walcem,
t -t
nTm B ° - bezwymiarowa, zredukowana temperatura p#ynu,
At

At = tf - tQ- charakterystyczna réznica temperatur,

™, t - odpowiednio temperatury: koricowa i poczatkowa, jednako-
wa dla ptynu i1 walca.
Bi -2k5- - liasba Biota,
Fo” --S| " bezwymiarowy czas,
J J“ TT “ bezwymiarowe wspédrzedne,
B - promien walca,
h - potowa wysokosci waloa.

Dla tak zdefiniowanych wielkosci zastepcza, bezwymiarowa stata czasowa
rozumiana jako pierwszy moment zwykdy rozkdadu catkowitego czasu trwania
stanu nieustalonego pola temperaturowego w walcu bedzie [6], [7], [lo} :

Fo - 1* C|,Jj , Fo) dFo o)

gdzie:

i - zastepcza stata czasowa.
Jest ona miarg powierzchni pola zawartego miedzy charakterystykami ozaso-
wymi pdynu i1 walca.

Dokonujac transfonaac ji catkowej Lepiace®a wzgledem Fo z warunkami brze-
gowymi (2), (@) i zaleznosci (5) z uwzglednieniem (4) otrzyma sie:
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t)2i ~ 1 ©e ~ -b2# . a o * /.,Q,
# « 7 | ’
21 + Bi 3=0 dla 1=1, (2a)

1Ke Bi 5=0 dla ~ = , Ga)

gdzie: p n

S=s- - bezwymiarowy parametr transformacji Laplace a.
Z zaleznosci (5a) wynika, ze do rozwiazania problemu, tzn. wyznaczenia zas-
tepczej stalej czasowej procesu wystarczy znajomos¢ transformaty «.wokres-
lonym punkcie walca.

3. OKRESLENIE ZASTgPCZEJ STALEJ CZASOWEJ

Dla rozwiazania réwnania (la) zastosowano transformacje catkowg w obsse-
rze skonczonym wzgledem zmiennej 5 W -

*>((-sS-8>- // «0j.5,9) N ) dw ®)
@
gdzie;
V)] zredukowany obszar zmiennej ~
VK A K > .. jadro transformacji (funkcje wkasne) zalezne od geometrii,
dla okragtego przekroju poprzecznego m NoNk *
ok - wartosci wkasne bedace dodatnimi pierwiastkami réwnania
OF
Joe¢ - J1e _ Tunkcje Bessela o argumencie , pierwszego rada#ju,zero-

wego 1 pierwszego rzedu.

Bi Jotyi)) - ji VD) @)
<Zmienna stransformowana 5~ jest w tym wypadku (w odréznieniu od innych
transformacji catkowych) zmienng dyskretng. Fo transformacji (6) roéwnania
(1a) 1 warunku brzegowego (3a) z uwzglednieniem (2a) otrzyma sie:
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i Bi 5+ = o0 dla =t] , Gb)

gdzie:

Pk =~k + S” Nk " norma funkcai vk

2 Bi
*k

Jo~k> ("k + Bi'™>

Catka réwnania (1b) z uwzglednieniem (3b) bedzie:
N? A, eh( pjdjp)
S-fCS
* VS -Sy- y 1 D) (8)

Pk irsi 8h(® 6 ) + ebi/*ki >

Transformacja odwrotna wzgledem (6) jest okreslona réwnaniem [i] :

8Vk»5,5) vk@/Kk) ®
k=1

Stosujac (9) do (B) otrzyma sie poszukiwang transformate B dla »yaiac zenia
bezwymiarowej, zastepczej statej czasowej (53a).-

«5.5.8) -2 t | joW >
k-1 “k

lla podstawie zatozenia d transformata temperatury pdynu bedzie:

fi S+
2(8) --§il-m-m-mme- (11)
8n uis+0

gdzie:

a., bj - wspodczynniki charakteryzujace przebieg, (Po) n >m
|

Podstawiajac (11), (10) do (5a) otrzyma sie formute do obliczania zas-
tepczej statej czasowej.
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ah(i& £> + ohK

Poniewaz na podstawie [5]

21 “2" Jo~kP *“1 + 1-h2)"
k»1 r k

to zal-zno$¢ ( 2) bedzie:
(120

przy czym
4 Bi
Ak Jo~"kP cn™kP @
-+ (@ -r>Bl Kk~ "t~k sh™k & + L))

Wartosci liczby 'B) zwanej dalej poprawka zawarte sg w przedziale |p,i] ,przy
czym N = O dla - — ““* _Szereg wystepujacy w s™eznosci (13) jest szyb-
kozbiezny. Dla ~ >1 i Bi> wystarczy praktycznie obliczy¢ dwa
pierwsze wyrazy szeregu, a dla matych liczb Bx cztery wyrazy. Przykdadowo
wykresy zaleznosci (13) w postaci ty () dla » =0 i =0 oraz wyoranych
liczb Bi i1 K przedstawiono na rys. 1.

4. DYSKUSJA WYNIKU

Z zaleznosci (12a) i1 (13) mozna uzy- kac ostsze przypadki ayflizji ciep-
+a. 1 tak dla Bi-*-00 , co odpowiada warunkéw b. idowemu pierwszego rudca-
ju (Dirichleta), otrzyma fre:

po - pds =7 * -t )(-t-) <u >
~ Inu p ,
< = — w > ——=2- N ———r <15>
~ 1l-r "t~rkW =hGk 1 >
Dla Bi << —-71 i fi—- <t przy R >0 zalezn (¢ (12a) bedzi
1-iz 5

"o o= k (1-°
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0.006

OtO0i

Rys. 1. Zalezno$¢ poprawki ¢ od w i Bi przy»
= *g - 1

Wynik ten odpowiada jednopojemnosciowemu modelowi walca, w ktorym zaktada
sie ptaskos¢ izoterm w przekroju poprzecznym. W literaturze zalezno$¢ ta

znana jest pod postaoig, w ktorej Po m T , gdzie T jest stalta czasowg
charakterystyki0 skokowej walca. ®
Dla Bi ie— &, przy R > 0 zalezno$¢ (12a) bedzie:
mi +1-%2> (17>

Uzyskane rezultaty dla dyfuzji ciepta mozna datwo adaptowa¢ dla potrzeb
dyfuzji masy, jesli model matematyczny tej ostatniej jest liniowy.Woéwczas
liczbe Biota i definiujemy nastepujaco»

Bi *TT <\ mtA m"jE*
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gdzie:

[bii'- wspékczynniki wnikania masy na powierzchni bocznej i czolowej

walca,
D - wspodczynnik dyfuzji masy w walcu.

Natomiast przy definicji bezwymiarowego czasu Po w miejsce wspétczynnika
dyfuzyjnosci cieplnej a nalezy podstawi¢ wspédczynnik dyfuzyjnosci mesonej.-
Zastepcze state oaasowe dyfuzji masy w drugim okresie procesu suszaiia dla
geometrii kulistej ciata suszonego wyznaczono w pracy [7]-

Rys. 1. Zaleznos$¢ poprawki ibod 4 i Bi przy:
b) = 0,6 K
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5. PRZYKLADY PRAKTYCZNEGO WYKORZYSTANIA ZASTEPCZEJ STALEJ CZASOWEJ

5.1. Ocena czasu trwania stanu nieustalonego procesu

Przy wymuszeniu skokowym czas trwania stanu nieustalonego w punkcie
obszaru procesowego o wspédrzednych jf i ~ mozna oceni¢ na podstawie for-
muty (18).

i« (3705 G-+ 1-"2)( (18)

Jest to sposob przyblizony nie precyzujacy poziomu ufnosci uzyskanego wy-
niku. Doktadny sposéb pozwalajacy na okreslenie czasu trwania stanu nie-
ustalonego dla dowolnego wymuszenia typu aperiodycznego przy zatozonym po-
ziomie ufnosci S przedstawiono w pracy [8]. Przykkadowo dla i wy-
muszenia skokowego czas ten na podstawie [8] wynosi»

In (1 - E) (19)

gdzie:
B - poziom ufnosci/fi > 0,9

VST (2 +5T} +\ (1 "j>4)

Weddug zaleznosci (19) mozna obliczy¢ tzw. czasy charakterystyczne tc 9,

~0,95 itp*

5.2. Eksperymentalne wyznaczanie wspédczynnika wnikania ciepta metoda
raiu nieustalonego

Z zale nesc: (12a) po jej przeksztakceniu otrzyma sie:

c=We v 1201 Ta 1 1 - (20)
H 4Po- (L -j~ (@ -it)

Zalezno$¢ : pozwala na eksperymentalna wyznaczenie wspédtczynnika wnika-
nia cieple dla geometrii walcowej. W tym celu nalezy wykona¢ odpowiednia
sonde w L.cowg o zatozonej Srednicy, z materiatu o znanych wspétczynnikach:
przewodzenie ciepta % i dyfuzyjnosci cieplnej a. Pomiar.czasowej charak-
terys».vi. temperaturowej sondy najkorzystniej jest realizowa¢ w jej geo-
metrycznym $rodku (~ =0, ~«o0). Z eksperymentu uzyskuje sie wartos¢ za-
stepcze statej czasowej $0, ktéra jak juz wspomniano jest miarg pola po-
wierzcan i miedzy charakterystykami czasowymi pdynu i sondy. Wartos¢ po-
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prawki mozna ograniczy¢ przez odpowiedni dobdér wysokosci sondy (rys. 2)
lub stosowa¢ dla krétkich sond procedure iteracyjng dla wyznaczenia if e
Problem ten dok#adniej przedstawiono w pracy [6]. Wyniki badan wspdétczyn-
nika wnikania ciepta za pomoca walcowej sondy dwuwarstv/owej w oparciu o te
samg metodyke przedstawiono w pracach R]1 [B1 [41-

on)
\ \ V =0.01
. —-W
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24 =0,6
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>
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Rys. 2. Zalezno$¢ j od Bi 1 przy A » 0,01

5.3. ZksaarroentaUw wyznaczanie wspodczynnika___

Zat6zmy wstepnie, ze proébka materiatu statego izotropowego wykonana
jest w postaci nieskonczenie dtugiego walca. Zastepcze stale czasowe przy
takim zatozeniu dla dwéch charakterystycznych punktéw =01 0<H<1*
odpowiednio na podstawie (17) bedai
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Tworzac roéznice tych dwoch réwnan i1 odpowiednio jg przeksztatcajac otrzy-
ma sie:

r2
— (21)
4AT
gdzie:
AN« T - - wartosé uzyskana z eksperymentu.
W Swietle uzyskanego wyniku (21) zatozenie -=0 przy R >0 mozna

obecnie zkagodzié, przyjmujac skonczong wysokos¢ prébki. PTzy czym jsj
wysokos¢ bedzie zalezna od realizowanych w trakcie eksperymentu liczb Bi
i ograniczen narzucanych na Hf £9].

W praktyce pomiarowej stosuje sie najczesciej na tyle diugie probki wal-
cowe, ze wphyw skoriczonej dbugosci walca mozna poming¢ pod warunkiem pra-
widtowego doboru i1 zainstalowania czujnika pomiarowego.
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iiOCiaUtLAR j 2 - . , i npo.'Eocos 3 isxsheie jcokehho Vlison

Pe3xwue

;icnojiB3ya KOiie"rHoe itH TerpajibHoe npeo6pa30BaHne, onpefleneH a nocioHHHaH
BpeueHH sjia jmgb(>y3nH Teiuia h Maccu b ujoiHHApe KOHeiHo;i bhcotu npu rpaHH «t-
hhx ijioaaaXTpeibero po"a. IToKa3aHO npaK T THuecicoe npiiMeHeHue sto,! iioctojih-
ho.: npu pacuexe npoaojuitaTejibHOcTii HeyciaHOBHBmMnxcH cocTOHHHIi fljia ~j~;;y 3HOH-
Hbix npoijeocoB, a xaKxce KoaixpmijieHTOB TenaooSMeHa h BHpaBHUBaHHH TeM nepaxy-

pn NPU npu::eueu;::i AiiHaMimecKoro ueio”a nsMepeiiM .

A SUBSTITUTE TIME CONSTANT FOR DIFFUSION PROCESSES IN A CYLINDER CPFINITE
HEIGHT

Summary

Using an integral transformation in a finite area, a substitute time
constant for heat and mass diffusion in a cylinder of finite height With
the boundary condition of the third sort has been defined. The practical
usages of this constant in defining of duration of the transient state, and
in defining the heat diffusion and heat penetration indices in the dynanic
measurement method have been presented.



