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sfos¥ okreslania czasu trwania stanu nieustalonego

W PROCESACH aperiodicznych

Streszczenie: Wykorzystujac pojecia statystyki matematycznej oraz
metode momenidw opracowano prosty sposob okreslania czasu trwania
stanu nieustalonego. Podano przyktady zastosowaniadla obiektée oplLza-
nych zwyczajnym i czgstkowym réwnaniem rézniczkowym. Przedstawiony
spos6éb nie uwzglednia wpdywu zakddécen na czas trwania procesu.

1. WSTJP

Odpowiedzi czasowe wielu obiektéw regulacji przy wymuszeniu aperiodycz-
nym opisywane sa zaleznoscia (1).

n
1 (®» =1-" C, ezp (-£) (€))
i=1 i
gdzie:
cA - wsp6dczynniki liczbowe,
n - state czasowe,
t - czas,

Y () -bezwymiarowa, zredukowana wielkos¢ wyjsciowa.

Umiejetno$s¢ oceny czasu trwania stanu nieustalonego jest wazna dla ce-
16w inzynierii procesowej i automatyki. Teoretycznie czas ten wg (1) jest
nieskonczenie dhugi. W zwigzku z tym w praktyce do Jego oceny stosuje sie
tzw. czasy cnarakterystyczne tQ g, tQ ge itp. Problem sprowadza sie wiec
do poszukiwania funkcji odwrotnej do (1), ktéra pozwolitaby na okreslenie
w prosty sposéb czasu charakterystycznego, po updywie ktdérego osigga aie
zatozony poziom wielkosci wyjsciowej w stosunku do jej wartosci ustalonej.
W tym celu zastosowano metode momentéow ©]. W e W . W. W. W . +¢0-
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2. METODA MOMENT(Iw

Wykorzystujac pojecia statystyki matematycznej funkcje (1)potraktowano
jako dystrybuante rozkdtadu catkowitego czasu trwania stanu nieustalonego.
Bozwazany rozktad jest asymetryczny. Skorzystamy z pojecia momentu rozkka-
du

Nk 7 J tTy (P dt. (2)
oty @
gdzie:
Ay - pole powierzchni zawartej pod krzywg gestosci rozkikadu,

y (©) - gestos¢ rozkdadu catkowietego czasu trwania procesu

y ) -

Pierwszy moment rozk#adu = E (©) = S zwany jest czesto Srednig sta-
43 czasowg. Jest on miara powierzchni pola zawartego miedzy asymptota po-
ziomg Y («@») 1 dystrybuantg Y (t). Znajduje on zastosowanie w dynamicz-
nych metodach pomiaru wspédczynnikéw wnikania ciepda i masy.dyfuzyjnosci
cieplnej i maBowej [2]1. [31. [YJ, [€1. [91. [l11. [121, [13]-

f /7 ty®©®dte-Ff /[y (=) -Y<t2] dt (©)
y © y ©o
Wariancja rozwazanego rozk¥adu bedzie:
g
42 =j- J (t -2y (i) dt =p2 - t2 , (@)

gdzie:
N2 ~ druSl moment rozkiadu wg (2)-

Dla okreslenia czasu trwania stanu ustalonego procesu postuzono sie
czasem charakterystycznym tzw. fraktylem rozk#adu tg , ktéry wg&Brandta
okresla funkcje odwrotng do (1) [4]-

=t + kfi6 # )
przy czym

fyCH dt, ®
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gdzie:
£, - poziom ufnosci, k e R ,
6=\6 - dyspersja rozktadu.

Poziom ufnosci okresla w rozwazanym przypadku wartos¢ wielkosci wyjs-
ciowej odniesiong do etanu ustalonego po czasie t nie przekraczajacym t .

Gestos¢ rozktadu catkowietego czasu trwania stanu nieustalonego dla
obiektéw liniowych jest okreslona splotem rozkdadéw:
00
y(t)ﬁ)%(i)X(t—X)dt, Q)
gdzie:

g (i) - odpowiedz impulsowa obiektu tzw. funkcja wagi,
X () - gestos¢ rozkdadu sygnatu wejsSciowego X.

W zapisie operatorowym zaleznos$¢ (7) bedzie:

y & =6 (3 x (s), (8)

gdzie:
G (s) - tranamitacja operatorwwa,
s - parametr calkowego przeksztatcenia Laplacea«

Ogélnie transformate funkcji gestosci rozkdadu mozna zdefiniowaé za po-
mocg momentéw rozktadu 5

y () 1+ ®
k=1

Znajac transformate funkcji gestosci rozkdadu y (s) korzystniej jest w
miejsce zaleznosei (2) stosowa¢ wyznaczong z (9) zal. (10).

= (-1DK lim L LKL, X?) (10)
s—~0 y () &'s

Wykorzystujac (9) do okreslenia G (s) i x (S) za pomoca momentéw rozkdadu
i podstawiajac do (8) otrzyma sie

*y » *e * Fx e ayn

(12)
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przy czym tQ i t wyznacza sie z (10) dla k - 1 podstawiajac za y (S) cir
powiednio G,(s) i x (s), natomiast wariancje 6 q I 6”7 wyznacza sie z
zaleznosci (4) i (10) dla k = 2.

Podstawiajac (11) i C12) do (6) otrzyma sie fraktyl rozkdadu catkowi-
tego czasu trwania stanu nieustalonego.

6 X 13)

Bardzo czesto transmitacjaG (sS)obiekturegulacjijest wymierng funkcja
operatorowa w postaci:

m m
z 1)*1 b n «b,j**i>
»(.)--1? e ()

1 -1 " n &, . 1 W*»

z -
i-0 i=1

*

2
Pierwszy’moment rozkdadu tQ 1 wariancja 6 g dla rozpatrywanego przy-
padku, wyznaczone z zaleznosci (10) i (4) odpowiednio beda:

;64N - é Ta,i "2 Tb.J (158)
1 K

*G - 2 + )2 - <) *, it - 7 Vi?2 (15b)

Zestawienie typowych sygnatéw wejsSciowych i ich parametréw rozkdadu przed-
stawiono w tablicy 1.

3. OKRESLENIE POZIOMI/ UFNOSCI

Poziom ufnosci okresla zaleznos¢ (6), ktéra jednak w praktycznych za-
stosowaniach jest k#opotliwa w obliczeniach ze wzgledu na posta¢ funkcji
y (t). Dla uproszozenia obliczen kosztem niewielkiego pogorszenia doktad-
nosci szczegoélnie dla obiektéw wyzszego rzedu proponuje sie wykorzystac
rozktady aproksmujgce: dwuwykdadnicsy i znany w literaturze rozkdad inter-
watow [10]. Bunkoja gestosci tych rozkdaddéw dane sg odpowiednio zaleznos-
ciami (16) i (17).



Sposoéb
Transformata Wykres
Lp gestosci dystrybuanty
x (a) X (©
1
2 exp ( - tQs) 1

1 - exp (-tQs)

S

El

b n (Tbhds +1>
Do 1=1

n (Tais +1)
1=1

y (1) rr—

Qo
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Tablical
Pierwszy moment - -
roz%*adu Wariancja
*X
0 0
t0 0
t2
*0 to
T 12
T T2
i0 - g , 0 0
a '@
n m cJ) -CAr>2 =
0 0
Z_ - Z 1l«
i=1 J=1 n m
]L Tai-X>b!
i=1 j=1

exp @ f7 ) - exp ( (16)



4b . Fuszer, J. Dunajewski, t. Mleczko

gazie:
T.J, Tg - state czasowe, *le [0,1), <R e N.

Pierwszy moment i wariancja rozktadu (16) okreslone sa zaleznosciami (18)
i (19), a dla rozkk¥adu (17) zaleznosciami (20) 1 Q1)
t - @+ *)T1 @as)
62 = (1 + ) T2 19
ty-@+V T2 (20)
6y = (1 + -Jg) Tg (21)

Dla postugiwania sie tymirozkdadami nalezy wyznaczy¢ <9i Tz ukdadu roéow-

nan (18) 1(19)lub (20) i (21), ktére powstaja zpordéwnania parametroéw
rozkdadu rzeczywistego. Z rozwigzania tych ukdadéw réwnan otrzyma sies

. 2.— ----- — 2
r -1
@ f2-1 (23>
gdzies
1 «7*
y
Zastosowanie jednegoz dwu rozkd¥addéw aproksyaujacych wynika z ich defi-
nicji, a szczegdélnie z ograniczenh narzuconych na liczby‘d .. W praktyce
szersze zastosowanie moze znalezé rozk#ad (16). Fraktyltego rozktadu wy-
znaczony z (5), (18) i (19) bedzie:
tfi;y = T1 (1 + <il + kfi VI + *2) (24)
\

Podstawiajac (16), (24)* do (6) otrzyma sie

t t
1-6 = "1ldml exp (- — X-) - exp (- ——*) (25
1-*#1 Tl 1-~ Vi
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Dla £>0,9 drugi czdon prawej strony réwnosci (%) jest mniejszy od 10”4 a
wiec dla pozioméw ufnosci okreslanych z dokdadnoscig do trzech miejsc po
przecinku mozna go pomina¢. JStad zaleznos¢ do okreslenia wartosci liozby
kE bedzie:
In[@ -£) @ - s+ 1+
(26)

+ 4

a fraktyl rozk#adu (czas charakterystyczny) wyrazi sie zaleznosciag (27).

2

In d £~ 4+ ¥|12-T2

@n

Dla rozk#adu interwakéw wartosci liczby k» nalezy wyznacza¢ drogg inte
racyjna z dystrybuanty rozkdadu.

4. PRZYKLADY ZASTOSOWANIA
Przyktad 1. Dla obiektu regulacji o transmitacji

5 (35s + 1

(100s + 1) (50s + 1) (20s + 1) (10s + 1)

nalezy wyznaczy¢ czasy charakterystyczne tQ i 1Q gg5 przyjmujac: a) wy-
muszanie skokowe, b) inercyjne pierwszego rzedu ze stalg czasowg Ta = 300s.
Wartosci stalych czasowych transmitancji Jodane sg w sekundach.Wyniki ob-
liczeh przedstawiono w tablicy 2. Z rezultatéw tych wynika, ze po czasie
t nie przekraczajacym 514,378 s wartos¢”sygnatu wyjsSciowego bedzie 4,95,a
po czasie nie przekraczajgcym 739,217 s, Y = 4,995. Dla wymuszenia iner-
cyjnego natomiast dla t < 1520,423 s, Y = 4,95, a dla t<2117,951 s, Y =

4,995.

Przyk#ad 2. Dhugi pret o Srednicy 80 mm. ze stali manganowo-niklowej
chtodzony jest powietrzem, ktérego temperatura ma wartos¢ 293 K. Pret na-
grzany jest do temperatury 573 K. Zaktada sie, ze dla t = 0 pole tempera-
turowe w objetosci preta jest state. Nalezy okresli¢ czas potrzebny do
osiggania stanu ustalonego w osi preta przy poziomie ufnosci £ « Q,995
przyjmujac skokowg zmiane temperatury powietrza. Wkasciwosci termofizycz-
ne stali: 3= 15,12 , a= 3,935 10" m2/s. S$rednia wartos¢ wspotczyn-
nika wnikania ciepta wynoBi § = 75,6 W/mZ.
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Nr zal. X =1(t

15a

15b

10 0
10,4 0

11 145
12 11775
- 108,513
- 1,336

22 0,485

27 514,378
27 739,217

Tablica 2

X = 1-exp™-<j™)

143

1775

108,513

300

90000

445

101775

319,022

1,395

0,714

1520,423

2117,951

cieplnej opisywanej roéwnaniem

Fouriera-Kirchhofia z warunkiem brzegowym 3 rodzaju.Rozwigzanie tego réw-
nania przy zaltozeniu nieskonczonej dtugosci preta i symetrii osiowej pola
temperaturowego bedzie [12]:
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gdzie:

Bi = - - liczba Biota,
lo, 11 - zmodyfikowane funkcje Bessela, fi = R
R - promien preta,
S,171 - zredukowane, bezywmiarowe temperatury preta i powietrza.

Pierwszy moment rozk#adu i wariancja transmitancji G (© ,s) odpowiednio

beda

[12], [¥%j:

to " t? (1 + "Ir =Y">

| - 45

Z danych liczbowych wynika, ze Bi = 0,2 i =0, stad

t > tG = 1116,17 s

6y = 62 = 1141610,8 s2, 6y = 1068,096 s
=2 = 1,046
y
A
Podstawiajac = 1,046, t = 1118,17 s i £= 0,995 do (27) otrzyma sie:

tQ 995 = 5709,19 s = 1,586 h.
Z rezultatéw obliczen wynika, ze po czasie nie przekraczajacym 1,586 h
temperatura w osi preta bedzie miaka wartos¢ 294,4 K. Z poréwnania uzyska-

nego

rezultatu® z danymi literaturowymi [14] wynika, Zze bdad »przedstawionej

metody nie przekracza 0,5 S
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MHETOA OUEEJtBJISHHH UPO”OJDDEtMbHOCTH HEYyCTAHOBHBHIIK.CH COCTQHHffit 3 CTATUHEC-
KHX HENnEPHOE£H9EC;M.-: OBLEKTAX

Pa3®0me

ITenojifc3yH jiohhthh MareMaTHHecicoa CTaTHCTHKH h MeTo” uoneHTOB ,npeflciaBJi«H
npooToit cnocod onpeaeldietnui npoflOJixHiejibHocTH HeyciaHOBHBmeroca cocToaHiut.
HoKasatni npKuepu HcnojiB30BaHHH stoto cnocoSa ajih o Ob,nznaMH'iecnne cBoii—
CTBa KOTOphIX "aHU oduKHOBeHHbIMH H C HaCTHHMH npOH3BOAHUMH .HHiJXjjepeHUHaSIBHbIMZ
ypaBHemMMH. Meiofl He y'SHiuBaei bjhwhks noMex Ha npogoxamTexBHOcTb npopecca.

A METHOD OP DEFINING DURATION OF THE TRANSIENT STATE IN APERIODIC PROCESa
SES

Summary

Unsing the notions of mathematical statistics and the method of moments,
a simple method of defining duration of the transient state has been worked
out. The examples of utilization for objects described by partial and
ordinary differential equations have been presented. The method shown does
not take the influence of disturbances on duration of the process into
consideration.



