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METODA ROZNICOWA OBLICZANIA USTALONYCH POL TEMPERATURY
W OBSZARACH RUCHOMYCH

Streszczenie! Jednym z praktycznych zagadnien przepiywu ciepla jest
wyznaczenie ustalonego pola temperatury w obszarach ruchomych ( np.
piece obrotowe, ciggte odlewanie metali itp.). Do rozwigzania tych
probleméw czesto stosuje sie metody réznicowe. Zastosowanie roéwnan
réznicowych w postaci klasycznej moze jednak prowadzi¢ do nonsens-
sownych wynikéw, jezeli rozmiary elementéw réznicowych sa wieksze od
pewnej bardzo matej wartosci. W takich przypadkach réwnania $e sag
nieprzydatne do praktycznych obliczenh.

« pracy przedstawiono zmodyfikowang postaé¢ réwnan roéznicowych.
Dokonano analizy stosowalnosci i dokkadnosci opracowanej metody.

1. WSTgP

Przy analizie zjawisk zwigzanych z przeptywem substancji czesto zacho-
dzi koniecznos$¢ wyznaczania pél temperatury w poruszajacych sie obszarach.
Problemy takie wystepujg np. przy wyznaczaniu pol temperatury w piecach
obrotowych lub we wlewkach odlewanych metodami ciaglymi.

Réwnania rézniczkowe pola temperatury w obszarach ruchomych sg zazwy-
czaj typu parabolicznego, opisuja bowiem stan nieustalony. Czesto jednak
po dostatecznie diugim czasie trwania zjawiska otrzymuje sie w nierucho-
mym ukdadzie wspétrzednych rozkdad temperatury zblizony do ustalonego Jfoz-
na wiec przyja¢, ze temperatura w dowolnym punkcie obszaru przemieszczaja-
cego sie przez nieruchomy ukdad wspédrzednych nie zmienia sie w czasie.

Wyznaczenie pola temperatury w omawianych przypadkach jest zazwyczaj
zagadnieniem dos¢ trudnym. Skomplikowany ksztatt obszaru,wystepowanie zdo-
zonych i czesto nieliniowych warunkéw brzegowych lub wystepowanie nieciag-
+osci gradientéw temperatury (np. zmiana fazy) wykluczaja praktycznie moz-
liwos¢ uzyskania rozwigzania w postaci analitycznej.

W zwigsku z tym coraz szerzej sg stosowane metody przybliZzone. Metody
te pozwalaja wyraznie ograniczy¢ liczbe zatozeh upraszczajacych, a jedno-
czesnie daja stosunkowo duza dok#adno$¢ rozwigzania.

WSréd wielu metod przyblizonych stosowanych do rozwigzywania zdozonych
zagadnien przepdywu ciepta na szczeg6lng uwage zastuguje metoda bilansow
elementarnych.
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W metodzie bilanséw elementarnych réwnania réznicowe wyprowadza sie .z
rownan bilansu energii dla wyodrebnionych podobszaréw - elementéw rézni-
cowych.

W pracy przedstawiono sposoby formutowania zapisu roéwnan réznicowych
Ustalonego pola temperatury w obszarac.c ruchomych w oparciu o metode ele-
mentarnych bilanséw energii.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Réwnanie roézniczkowe opisujace ustalone pole temperatury w obszarze
przemieszczajacym sie przez nieruchomy ukdad wspédrzednych ma postac:

72i -2 71 =0, (1)

gdzie:

w - wektor predkosci,

a - wspokczynnik wyréwnjjwania temperatury.

Zazwyczaj ukdad wspédrzednych przyjmuje sie w ten sposob, ze wektor pred-
kosci w jest rownolegly do jednej z osi ukdadu.

Dla uproszczenia przyjeto do rozwazah zagadnienie jednowymiarowe. Poz-
wala to wyeliminow" —pdyw przewodzenia ciepta w kierunkach prostopadtych
do wektora predkos$
Réwnanie (1) ma w tym przypadku postac:

(2>

Zastosowanie metody réznicowej wymaga podziatu obszaru rozwigzania na ele-
pienty réznicowe (rysunek 1).

Rys. 1. Schemat podziatu réznicowego dla zagadnienia jednowymiarowego
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Réwnanie bilansu energii dla i-tego elementu réznicowego ma postac:

(©)
gdzie:
q " - strumienie ciepta doptywajace do elementu przez powierzchnie
boczne,
Id, 1 - strumienie entalpii doptywajacej i1 wypktywajacej z elementu

wraz ze strumieniem substancji.
‘Il klasycznym ujeciu przyjmuje ,pie, ze strumienie entalpii Id i lw sa pro-
porcjonalne do temperatur na brzegach elementu réznicowego

“a)
gdzie:
e - gestoscé,
Cp~ ciepto whasciwe,
p-pole powierzchni bocznej elementu réznicowego.
Strumienie ciepta przewodzonego oblicza sie ze wzoru
®

Przyjmujac P = 1m" oraz réwnomierny podziat réznicowy (Ax = idem), mozna
przeksztatci¢ réwnanie (3) do postaci:
1 Ti-1 +2 @ -2 5P Ti+i “ Ti (6)

Bezwymiarowa wielko$¢ N jest okreslona wzorem:

f « Q]

Réwnania réznicowe (6) zapisane dla wszystkich elementéw réznicowych ty/o-
rzg wraz z roéwnaniami warunkéw brzegowych ukdad réwnas w postaci:

AT =B (8)

gdzie:
A - kwadratowa, pasmowa i niesymetryczna macierz wspétczynnikéw (ele-
menty na gléwnej przekatnej sa réwne jednosci),
T,B - wektory kolumnowe.
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W przypadku gdy do rozwigzania ukdadu réwnan stosuje sie metody dok¥adne
(eliminacji Gaussa, odwracanie macierzy itp.), to rozwigzanie powinno
istnie¢ i by¢ jednoznacznej Obliczenia przeprowadzone dla konkretnych za-
gadnien wykazujag jednak, ze czysto otrzymuje sie wyniki obarczone zbyt du-
zymi bdedami lub wrecz pozbawione sensu fizycznego. W dalszej czesci pra-
cy dokonano analizy Zrédet wystepowania bdedéw w obliczeniach numerycznych

3. ANALIZA DOKELADNOSCI ROWNAS ROZNICZKOWYCH v

Dokdadno$é rozwigzania uzyskanego przy zastosowaniu metody rézniczkowej
zalezy od licznych czynnikéw. Decydujacy wpdyw na wielkos¢ btedéw rozwig-
zania ma posta¢ réwnan réznicowych i dokdadnosé aproksymacji réwnan réz-
niczkowych. Dodatkowym zZroddem niedokdadnosci sa tez btedy wynikajace z
rozwigzania uickadu réwnan réznicowych (8). Biedy te wynikaja z zaokraglen
dokonywanych podczas operacji arytmetycznych lub z tzw. s#abego uwarunko-
wania macierzy wspodczynnikéw (macierz A w réwnaniu (8)).

Btedy zaokraglen pojawiaja sie najczesSciej przy rozwigzywaniu duzych
ukdtadéw réwnan i sa spowodowane niewystarczajaca dokdtadnoscia maeeysy cyf-
rowej. Obliczenia przeprowadzone z dwukrotnie wiekszg doktadnoscig (w tzw.
podwéjnej precyzji) wykazuja jednak, ze nie uzyskuje sie zwiekszenia do-
k#adnosci rozwigzania.

Przeprowadzono réwniez analize stopnia uwarunkowania ukd#adu réwnan (8).
Z obliczeh wynika, ze w analizowanych przypadkach (y«(0,055 500] )ukta-
dy réwnan sa dobrze uwarunkowane. Oznacza to, ze ewentualne bledy w okres-
leniu wspédczynnikéw macierzy A nie moga by¢ przyczyna powstania duzych
btedéw w rozwigzaniu ukdadu réwnan (8).

Podstawowe zrodta powstawania nadmiernych btedéw nalezy wiec poszukiwac
w zapisie réwnan réznicowych i dokdadnosci aproksymacji zagadnienia brze-
gowego réwnaniami réznicowymi .

W pracy [3] wykazano, ze rozpatrywane réwnania réznicowe moga by¢ sto-
sowane jedynie przy pewnych ograniczeniach narzuconych na rozmiary ele-
mentéw zwieksza dokdadnosé¢ aprokymacji (przy zatozeniu, ze schemat rézni-
cowy jest zbiezny), lecz moze prowadzi¢ do tak duzej liczby réwnan rézni-
cowych, ze wykonanie obliczen na EMC staje sie praktycznie niemozliww.

Oceny przydatnosci roéwnan réznicowych mozna dokona¢ za pomoca  metody
zaproponowanej przez Szarguta [3]. Zgodnie z ta metoda posta¢ réwnania
réznicowego jest poprawna pod wzgledem fizycznym, jezeli wspodczynniki wy-
stepujace w tym réwnaniu przy temperaturach w wezdach elementéw sgsiadu-
jJacych z elementem rozpatrywanym sg nieujemne.

Dla réwnania (6) warunek ten jest nastepujacy:
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Stad:

Ax < | (10)

W licznych zagadnieniach praktycznych (np. obliczenia ustalonego pola tem-
peratury w piecach obrotowych lub wlewkach odlewanych metodami ciagtymi)
spednienie warunku (10) prowadzi do nadmiernego ograniczenia rozmiaréow ele-
mentéw réznicowych (np. ir i 5il0"m W) . W takich przypadkach stosowa-
nie réwnan (6) jest nieuzasadnione ze wzgledu ma ograniczone mozliwosci
przeprowadzenia obliczen na KUC.

W literaturze spotyka 3ie odmienne sformutowania réwnan réznicowych
ustalonego pola temperatury w obszarach ruchowych np. f3j. Réwnania te sg
zazwyczaj dosdtosowane w spos6b szczegdétowy do rozwigzywanego zagadnienia
i mozliwos¢ ich praktycznych zastosowan ogranicza sie do pewnych zakreséw
stosunku ~ . Celowe jest wiec opracowanie takiej postaci réwnan réznico-
wych, aby dla dowolnej, wartog0i LJ bydo mozliwe uzyskanie stosunkowo do-
ktadnego rozwigzania bez potrzeby nadmiernego zmniejszania rozmiaréw ele-
mentoéw réznicowych.

4. ROWNANIA ROZNICOWE H POSTACI ZMODYFIKOWANEJ

W klasycznym ujeciu strumienie entalpii wystepujace w réwnaniu bilansu
energii (3) oblicza sie dla temperatur na granicach elementu réznicowego.*
Temperatury na granicach elementu wynikaja n liniowej interpolacji tempe-
ratur w weztach sasiadujgcych elementéw.

Proponowana modyfikacja postaci réwnan réznicowych polega na odmiennym

sposobie obliczania strumieni entalpii oraz Iw.-
*d = *w °p P Ni-17M1-pM+p Til ~la)
lw - 2 " =p 2 [d-P) + P *i+1] <11b)
gdzie:

p - parametr (p e [0,I] ).
W przypadku gdy p = 0,5, zaleznos¢ (11a) i (I1b) maja identyczna postac
jak (4a) i (4b).

Po podstawieniu zaleznosci (11a) i (11b) do réwnania bilansu energii@®)
otrzymuje sie zmodyfikowane réwnanie réznicowe okreslajace temperature w
wezle elementu

*1-1 [L+T@-pd +TiHl @ *» p) " Ti[2+i (L " 2] (12
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Bezwymiarowa wielkos¢ « jest okreslona zaleznoscig (7). Przyjecie wartos-
ci parametru p réznej 0d 0,5 oznacza, ze strumienie entalpii i nie
ag obliczone nagranicy elementu réznicowego, lecz wpunktacn prze3unie« *
tych o wartosc¢

5= ( - 0,5). @3

Réwnanie réznicowe (12) jeat poprawne pod wzgledem fizycznym wtedy, gdy
jest spedniony warunek

1- p>o0 as

Wynika stad warunek na dopuszczalng wielkos¢ rozmiaru elementu réznicowe-
go .(przy zadanej wartosci w/a)

Z zaleznosci (15) wynika, ze zastosowanie réwnan réznicowych (12) pozwala
dowolnie zmienia¢ dopuszczalng wartos¢ AXx poprzez przyjecie odpowiedniej
wartosci parametru p. Jest to szczegdlnie korzystne, gdy § ma duza war-
tos¢, przy czym za duzg wartos¢ mozna uzna¢ g> 2. Wykorzystujac w obli-
czeniach réwnania (12) mozna wiec przyjmowa¢ dowolnie wartos¢ A x, przy.-
czym parametr p musi wtedy spednia¢ warunek

W przypadku bardzo duzych wartosci w/a dopuszczalna wartos¢ parametrup
zbliza sie do zera, co odpowiada (dla p = 0) aproksymacji pochodnej pierw-
szego rzedu w réwnaniu (1) ilorazem réznicowych wstecznym«

Stosowanie wartosci p>0,5 nie jest uzasadnione, gdyz powoduje to
zmniejszenie dopuszczalnej wartosci rozmiaru Ax. Ponadto (Jak wykazaty
obliczenia) rozwigzanie jest obarczone wiekszym biedem, anizeli w przypad-
ku zastosowania réwnan réznicowych w postaci klasycznej, tzn. dla p*0,5.
Réwnania réznicowe (12) moga by¢ stosowane réwniez w zagadnieniach wielo-
wymiarowych. W oparciu o te wkasnie réwnania opracowano modele matematyca-
ne pola temperatury i przebiegu krzepniecia wlewkéw w procesach ciggtego
odlewania 03. W . Otrzymane rozwigzania sa dos¢ doktadne (co potwieidza-
ja badania eksperymentalne), przy niewspédmiernie matym czasie obliczen
na RIC w poréwnaniu z wariantami, w ktdérych stosowano réwnania réznicowe
w postaci klasycznej (6) Wynika to z mozliwosci znacznego zmniejszenia
liczby elementéw réznicowych, a co za tym idzie liczby réwnan réznicowych.
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Zap -oponowana metoda zostata réwni ez sprowadzona dla prostych zagadnien
jedno- i dwuwymiarowych, gdzie istniata mozliwo$¢ skonfrontowania uzyska-
nych wynikéw z dokdadnymi rozwigzaniami analitycznymi. O-rzymane wyniki
potwierdzity przydatno$¢ stosowania zmodyfikowanych réwnan réznicowych (12
w omawianej elanie zagadnien przepdywa ciepta.

5. ANALIZA DOKLADNOSCI. PRZYKLADY LICZ30WE

Ocena doktadnosci jest waznym i jednoczes$nie jeanym z trudniejszych ele-
mentéw teorii réwnan réznicowych. Trudno$é¢ ta wynika giéwnie stad, ze me-
tody réznicowe stosuje sie wtedy, gdy nie jest mozliwe uzyskanie rozwig-
zan doktadnych anaiitycznyeh. Z tego r.ez wzgledu do$¢ czesto dokonuje sie
oceny dokdadnosci metod réznicowych dla prostych zagadnien i ekstrapoluje
uzyskane wyniki na zagadnienia ztozone.

Zastosowanie roéwnan réznicowych (12) pozwala, przy tej samej wartosci

, przyjmowa¢ praktycznie dowolne rozmiary elementéw réznicowych poprzez
dobor odpowiednich wartosci parametru p. Nalezy jednak sprawdzié¢ jaki
jest wphyw takiego postepowania na wielkos¢ oleddw rozwigzania.

Analizy dokdadnosci réwnan réznicowych (12) dokonano dla prostego jed-
nowymiarowego zagadnienia ustalonego pola temperatury w obszarze o dtugos-
ci L poruszajagcego sie z predkoscig w. ii: .0 smwej prostoty przyjecie do
analizy doktadnosci zagadnienia jednowymiarowego ma swoje uzasadnienie. W
takim bowiem przypadku nie istnieje oddziaktywanie innych brzegéw obszaru
na pole temperatury i bledy rozwigzania.

Rozwazono przykdtad z dwoma warunkami brzegowymi 1 rodzgju.PrzyjetoL=1 m
i staly rozmiar elementu réznicowego Ax = 0,04 m. Obliczenia przeprowa-
dzono dla réznych wartosci f oraz parametru p. W kazdym analizowanym
przypadku ukdad réwnan réznicowych rozwigzywano na EMC metoda eliminacji
Gaussa. W tablicy 1 zestawiono na podstawie warunku (15) dopuszczalne ma-
ksymalne wartosci rozmiaru elementu réznicowego A *max dla kazdego anali-
zowanego przypadku.

Tablica 1
Warto$é¢ A xmax> m

W

D 25 50 100 1000
P $ 1 2 4 40
0.0 00 «0
0.25 0.16 0.06 0.04 0.004
0.5 0.08 0.04 0.02 0.002

+.0 0.04 0.02 0.07 0.007
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Przyjeto temperatury brzegowe: =1, T2 = 0.

Na rysunkach (2, 3, 4, 5) przedstawiono otrzymane rozkdady temperatury od-
powiadajgce poszczegdlnym wariantom obliczeniowym oraz rozwigzanie anali-
tyczne (linia przerywana).

0 O (0,03 0*4 0,8 092 0% X/

Rys. 2. Rozktad temperatury w obszarze jednowymiarowym,
t» 1 <1 "™ 25¢)

Z przedstawionych rysunkéw wynika szereg prawiddowosci. Wielkos¢ ble-

du rozwigzania numerycznego przy zastosowaniu réwnan réznicowych (12) za-
lezy od wartosci ~ i parametru p.
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0 0,04 Q8 084 0,8 0,2 0,% X,

Rya. 4. Rozktad temperatury w obszarze jednowymiarowym,
T " 4» CF « 100

Rys. 5. Rozk#ad temperatury w obszarze jednowymiarowym,
f - 40, (f - 1000 i)

Al > ™ xmax’ rOEWidzania sa nonsensownB pod wzgledem fizycznym
Sa jednak ilustae-

Jezeli

i nie moga by¢ brane pod uwage przy ocenie doktadnosci.
réznicowe

ja konsekwencji wynikajacych z niespeknienia przez réwnania
L

war%nku fizycznej doktadnosci .
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Przy ustalonej wartosci w/a i spednieniu warunku AXx < A Xxraax najdo-
ktadniejsze rozwigzanie uzyskuje sie dla parametru p najblizszego war-
tosci 0,5 np. w/a =50 i p=0,5, wa=10 i p = 0,2?,

Dla bardzo duzych wartosci w/a np. w/al000 poprawnerozwigzanie
uzyskuje sie jedynie dla wartosci p et 0.

Dla ustalonej wartosci parametru p i rozmiaru Ax bkad rozwigzania
zwieksza sie wraz ze zwiekszeniem stosunkuw/a, przy czym dlaw/a > 105
(obliczenia wykonano dla w/a = 104 i 108) bdad ulega zmniejszeniu. Oczy-
wiscie w tych przypadkach nalezy stosowa¢ parametr p bliski lub réwny
zero.

Stosowane p > 0,5 jest nieuzasadnione, gdyz w kazdym przypadku uzysku-
je sie btedy wieksze anizeli w przypadku p < 0,5.

Z przedstawionych przykdadéw wynika, ze zastosowanie réwnan réznicowych
(12) daje’stosunkowo doktadne wyniki. Zaproponowana metoda jest szczegdll-
nie przydatna do rozwigazywania zagadnien, dla ktérych stosunek w/a  jest
duzy. Dok¥adno$¢ rozwigzania mozna oczywiscie zawsze zwiekszy¢ zmniejsza-
jac rozmiary elementéw réznicowych (w granicach uzasadnionych mozliwoscia-
mi obliczeniowymi).

Dla elementéw brzegowych nalezy konsekwentnie stosowa¢ te same réwna-
nia réznicowe, co dla elementéw wewnetrznych obszaru. W miare mozliwosci
nalezy zwieksza¢ doktadnos¢ réwnan réznicowych elementédw brzegowych po-
przez zageszczanie podziatu réznicowego w poblizu granicy obszaru. Jezeli
bowiem rozmiary elementu brzegowego sa zbyt duze, to pomimo tego ze obli-
czona wartos¢ temperatury w wezle elementu jest dos¢ dokdadna, zostaje
utracona informacja o rozktadzie temperatury pomiedzy wezdem elementu a
granica obszaru. Szczegdélnie wyraznie jest tc widoczne, gdy stosunek w/a
jest duzy (rysunek 3, 4, 5).

6. WNIOSKI \

Z przeprowadzonych analiz wynika kilka wnioskéw dotyczgcych stosowania
zaproponowanej zmodyfikowanej postaci roéwnan réznicowych (12) do wyznacza-
nia ustalonych pél temperatury w obszarach ruchomych.

- Zaproponowana metoda pozwala wydatnie zmniejszy¢ liczbe réwnan réznico-
wych poprzez przyjmowanie praktycznie dowolnych rozmiaréw elementéw roz-
nicowych. Ma to szczegélne znaozenie przy rozwigzywaniu zagadnien, dla
ktérych stosunek w/a ma wartos¢ duza.

- Zastosowanie réwnan roéznicowych (12) pozwala osiagna¢ stosunkowo duza
dok#adnos¢ rozwigzania.

- W przypadku gdy warunek (15) nie jest spedniony, rozwigzanie ukdadu rown
nan roéznicowych prowadzi do wynikéw obarczonych niedopuszczalnym bledem
(pozbawionych sensu fizycznego).
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- ji przypadku gdy rozmiary elementdw réznicowych sa narzucone lub wynika-
jJja z mozliwosci obliczeniowych nalezy tak dobra¢ wartosS¢ parametru pr
aby byt spedniony warunek (15). 8 miare mozliwosci nalezy dazy¢ do tego,
aby parametr p byt réwny 0,5 lub mozliwie najblizszy tej wartosci.

- Réwnanie réznicowe w postaci zmodyfikowanej spedniaja warunek zbieznos-
ci. Oznacza to, ze zmniejszenie rozmiaréw elementéw réznicowych prowa-
dzi do zwiekszenia dokdadnosci aproksymacji, a tym samym do zwiekszenia
dok¥adnosci rozwigzania.

- Zmiana parametru p prowadzi do zmiany rzedu aproksymacji roéwnania réz-
niczkowego. Dla p = 0,5 rzad aproksymacji wynosi 2, a dla p”0,5wnosi 1.
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npe”eneHHH TeMnepaiypu b "BH*ygHxca iejiax (BpamamnHeca neuH,HenpepuBHaa ot-
zhbks MeTaliJiOB ). ftma pemeHHH bthx 3ajtaH aacio Hcnolib3yeica MeTOA KOHeuHtoc
pa3HocTeti. llpHKeHeHHe pa3HocTHux ypaBHeHfl b luiaccHuecKOM bhab uoaeT npaBec-
th k omH6ogHiat pe3yjibTaTaM eciz BeliHHHHa pa3HocTHux kjioiok npeBumaeT oueHb
Manoe rpaHHHHoe 3HaHeHHe. B thkhx czy™aa* bth ypaBHeHHH He toahtch ajih
npaKTHuecKHx pacweTOB. B padote npeflciasjieHu mo”hcljhuHpoaaHHue pasHociHue
ypaBHeHaa h aHaxn3 Hcnonb3oBaHHH h touhocth pa3patoTHHro ueio,na.
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THB DIFFERENTIAL METHOD OF CALCULATING FIXED TEMPERATURE FIELDS IN MOVAB-
LE AREAS

Summary

One of the practical problems in heat flow is defining the fixed tem-
perature fatd in movable areas (ie rotary furnaces, constant metal cas-
ting, etc.). Very often the differential methods are used in solving these
problems. The utilization of differential equations in their classical
form may, however, lead to solutions having no sense, If the dimensions of
differential objeets are vigger than a certain very small value. In such
cases these equations are useless in practical calculations.

The paper presents a modified form of differential equations and ana-
lyses the usability and precision of the worked out method.



