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METODA RÓŻNICOWA OBLICZANIA USTALONYCH PÓŁ TEMPERATURY 
W OBSZARACH RUCHOMYCH

Streszczenie! Jednym z praktycznych zagadnień przepływu ciepła jest 
wyznaczenie ustalonego pola temperatury w obszarach ruchomych ( np. 
piece obrotowe, ciągłe odlewanie metali itp.). Do rozwiązania tych 
problemów często stosuje się metody różnicowe. Zastosowanie równań 
różnicowych w postaci klasycznej może jednak prowadzić do nonsens- 
sownych wyników, jeżeli rozmiary elementów różnicowych są większe od 
pewnej bardzo małej wartości. W takich przypadkach równania śe są 
nieprzydatne do praktycznych obliczeń.

«7 pracy przedstawiono zmodyfikowaną postać równań różnicowych. 
Dokonano analizy stosowalności i dokładności opracowanej metody.

1. WSTgP

Przy analizie zjawisk związanych z przepływem substancji często zacho
dzi konieczność wyznaczania pól temperatury w poruszających się obszarach. 
Problemy takie występują np. przy wyznaczaniu pól temperatury w piecach 
obrotowych lub we wlewkach odlewanych metodami ciągłymi.

Równania różniczkowe pola temperatury w obszarach ruchomych są zazwy
czaj typu parabolicznego, opisują bowiem stan nieustalony. Często jednak 
po dostatecznie długim czasie trwania zjawiska otrzymuje się w nierucho
mym układzie współrzędnych rozkład temperatury zbliżony do ustalonego Jfoż- 
na więc przyjąć, że temperatura w dowolnym punkcie obszaru przemieszczają
cego się przez nieruchomy układ współrzędnych nie zmienia się w czasie.

Wyznaczenie pola temperatury w omawianych przypadkach jest zazwyczaj 
zagadnieniem dość trudnym. Skomplikowany kształt obszaru,występowanie zło
żonych i często nieliniowych warunków brzegowych lub występowanie nieciąg
łości gradientów temperatury (np. zmiana fazy) wykluczają praktycznie moż
liwość uzyskania rozwiązania w postaci analitycznej.

W zwiąsku z tym coraz szerzej są stosowane metody przybliżone. Metody 
te pozwalają wyraźnie ograniczyć liczbę założeń upraszczających, a jedno
cześnie dają stosunkowo dużą dokładność rozwiązania.

Wśród wielu metod przybliżonych stosowanych do rozwiązywania złożonych 
zagadnień przepływu ciepła na szczególną uwagę zasługuje metoda bilansów 
elementarnych.
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W metodzie bilansów elementarnych równania różnicowe wyprowadza się .z 
równań bilansu energii dla wyodrębnionych podobszarów - elementów różni
cowych.

W pracy przedstawiono sposoby formułowania zapisu równań różnicowych 
Ustalonego pola temperatury w obszarac.c ruchomych w oparciu o metodę ele
mentarnych bilansów energii.

2. SFORMUŁOWANIE PROBLEMU

Równanie różniczkowe opisujące ustalone pole temperatury w obszarze 
przemieszczającym się przez nieruchomy układ współrzędnych ma postać:

7 2 i  - 2  7 1  =  0  , ( 1 )a

gdzie:
w - wektor prędkości,
a - współczynnik wyrównjjwania temperatury.

Zazwyczaj układ współrzędnych przyjmuje się w ten sposób, że wektor pręd
kości w jest równoległy do jednej z osi układu.

Dla uproszczenia przyjęto do rozważań zagadnienie jednowymiarowe. Poz
wala to wyeliminow" —pływ przewodzenia ciepła w kierunkach prostopadłych 
do wektora prędkoś .
Równanie (1) ma w tym przypadku postać:

( 2 >

Zastosowanie metody różnicowej wymaga podziału obszaru rozwiązania na ele- 
pienty różnicowe (rysunek 1).

Rys. 1. Schemat podziału różnicowego dla zagadnienia jednowymiarowego



Metoda różnicowa obliczania ustalonych pól«. 53

Równanie bilansu energii dla i-tego elementu różnicowego ma postać:

wraz ze strumieniem substancji.
'II klasycznym ujęciu przyjmuje ,pię, że strumienie entalpii Id i Iw są pro
porcjonalne do temperatur na brzegach elementu różnicowego

gdzie:
ę - gęstość,
Cp~ ciepło właściwe,
p - p o l e  powierzchni bocznej elementu różnicowego. 

Strumienie ciepła przewodzonego oblicza się ze wzoru

Bezwymiarowa wielkość ^ jest określona wzorem:

Równania różnicowe (6) zapisane dla wszystkich elementów różnicowych ty/o
rzą wraz z równaniami warunków brzegowych układ równaś w postaci:

gdzie:
A  - kwadratowa, pasmowa i niesymetryczna macierz współczynników (ele

menty na głównej przekątnej są równe jedności),
T,B - wektory kolumnowe.

(3)

gdzie:• •
q ^ - strumienie ciepła dopływające do elementu przez powierzchnie 

boczne,
Id, I - strumienie entalpii dopływającej i wypływającej z elementu

(4a)

(5)

Przyjmując P = 1m^ oraz równomierny podział różnicowy (Ax = idem), można 
przekształcić równanie (3) do postaci:

1  Ti-1 + 2 (1 - 2  5P Ti+i “ Ti ( 6 )

f “ (7)

AT = B ( 8 )
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W przypadku gdy do rozwiązania układu równań stosuje się metody dokładne 
(eliminacji Gaussa, odwracanie macierzy itp.), to rozwiązanie powinno 
istnieć i być jednoznacznej Obliczenia przeprowadzone dla konkretnych za
gadnień wykazują jednak, że czysto otrzymuje się wyniki obarczone zbyt du
żymi błędami lub wręcz pozbawione sensu fizycznego. W dalszej części pra
cy dokonano analizy źródeł występowania błędów w obliczeniach numerycznych

3. ANALIZA DOKŁADNOŚCI RÓWNAŚ RÓŻNICZKOWYCH v
•

Dokładność rozwiązania uzyskanego przy zastosowaniu metody różniczkowej 
zależy od licznych czynników. Decydujący wpływ na wielkość błędów rozwią
zania ma postać równań różnicowych i dokładność aproksymacji równań róż
niczkowych. Dodatkowym źródłem niedokładności są też błędy wynikające z 
rozwiązania uicładu równań różnicowych (8). Błędy te wynikają z zaokrągleń 
dokonywanych podczas operacji arytmetycznych lub z tzw. słabego uwarunko
wania macierzy współczynników (macierz A w równaniu (8)).

Błędy zaokrągleń pojawiają się najczęściej przy rozwiązywaniu dużych 
układów równań i są spowodowane niewystarczającą dokładnością maeeysy cyf
rowej. Obliczenia przeprowadzone z dwukrotnie większą dokładnością (w tzw. 
podwójnej precyzji) wykazują jednak, że nie uzyskuje się zwiększenia do
kładności rozwiązania.

Przeprowadzono również analizę stopnia uwarunkowania układu równań (8). 
Z obliczeń wynika, że w analizowanych przypadkach (y«(o,055 500] )ukła- 
dy równań są dobrze uwarunkowane. Oznacza to, że ewentualne błędy w okreś
leniu współczynników macierzy A nie mogą być przyczyną powstania dużych 
błędów w rozwiązaniu układu równań (8).

Podstawowe źródła powstawania nadmiernych błędów należy więc poszukiwać 
w zapisie równań różnicowych i dokładności aproksymacji zagadnienia brze
gowego równaniami różnicowymi.

W pracy [3] wykazano, że rozpatrywane równania różnicowe mogą być sto
sowane jedynie przy pewnych ograniczeniach narzuconych na rozmiary ele
mentów zwiększa dokładność aprokymacji (przy założeniu, że schemat różni
cowy jest zbieżny), lecz może prowadzić do tak dużej liczby równań różni
cowych, że wykonanie obliczeń na EMC staje się praktycznie niemożliww.

Oceny przydatności równań różnicowych można dokonać za pomocą metody 
zaproponowanej przez Szarguta [3]. Zgodnie z tą metodą postać równania 
różnicowego jest poprawna pod względem fizycznym, jeżeli współczynniki wy
stępujące w tym równaniu przy temperaturach w węzłach elementów sąsiadu
jących z elementem rozpatrywanym są nieujemne.
Dla równania (6) warunek ten jest następujący:

1 -  - j -  j  >  0
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Stąd:

A x  <  | (10)
'a

W licznych zagadnieniach praktycznych (np. obliczenia ustalonego pola tem
peratury w piecach obrotowych lub wlewkach odlewanych metodami ciągłymi) 
spełnienie warunku (10) prowadzi do nadmiernego ograniczenia rozmiarów ele
mentów różnicowych (np. i r  i  5il0"^m W ) .  W takich przypadkach stosowa
nie równań (6) jest nieuzasadnione zę względu na ograniczone możliwości 
przeprowadzenia obliczeń na KUC.

W literaturze spotyka 3ię odmienne sformułowania równań różnicowych 
ustalonego pola temperatury w obszarach ruchowych np. f3j. Równania te są 
zazwyczaj dosdtosowane w sposób szczegółowy do rozwiązywanego zagadnienia 
i możliwość ich praktycznych zastosowań ogranicza się do pewnych zakresów 
stosunku ^ . Celowe jest więc opracowanie takiej postaci równań różnico-

» Wwych, aby dla dowolnej, wartosoi — było możliwe uzyskanie stosunkowo do
kładnego rozwiązania bez potrzeby nadmiernego zmniejszania rozmiarów ele
mentów różnicowych.

4. RÓWNANIA RÓŻNICOWE H POSTACI ZMODYFIKOWANEJ

W klasycznym ujęciu strumienie entalpii występujące w równaniu bilansu 
energii (3) oblicza się dla temperatur na granicach elementu różnicowego.* 
Temperatury na granicach elementu wynikają n liniowej interpolacji tempe
ratur w węzłach sąsiadujących elementów.

Proponowana modyfikacja postaci równań różnicowych polega na odmiennym 
sposobie obliczania strumieni entalpii oraz Iw.-

*d = * w °p P ^i-1^1-p  ̂+ p Ti] ^11a)

I w  -  ?  "  = p  ?  [ d - P )  + P * i + 1 ]  < 1 1 b )

gdzie:
p - parametr (p e [ o , l ]  ).

W przypadku gdy p = 0,5, zależność (11a) i (I1b) mają identyczną postać 
jak (4a) i (4b).

Po podstawieniu zależności (I1a) i (I1b) do równania bilansu energii(3) 
otrzymuje się zmodyfikowane równanie różnicowe określające temperaturę w 
węźle elementu

*1-1 [1 + T (1 -  p>] + Ti+1 (1 * »  p) " Ti [ 2 +i (1 " 2p)]  (12)
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Bezwymiarowa wielkość «■ jest określona zależnością (7). Przyjęcie wartoś- 
ci parametru p różnej Od 0,5 oznacza, że strumienie entalpii i ^  nie
aą obliczone na granicy elementu różnicowego, lecz w punktacn prze3unię« '
tych o wartość

<5 = (p - 0,5). (13)

Równanie różnicowe (12) jeat poprawne pod względem fizycznym wtedy, gdy 
jest spełniony warunek

1 - p > 0  (14)

Wynika stąd warunek na dopuszczalną wielkość rozmiaru elementu różnicowe
go .(przy zadanej wartości w/a)

Z zależności (15) wynika, że zastosowanie równań różnicowych ( !2) pozwala 
dowolnie zmieniać dopuszczalną wartość A x  poprzez przyjęcie odpowiedniej 
wartości parametru p. Jest to szczególnie korzystne, gdy ‘g ma dużą war
tość, przy czym za dużą wartość można uznać <j >  2. Wykorzystując w obli
czeniach równania (12) można więc przyjmować dowolnie wartość A x, przy. 
czym parametr p musi wtedy spełniać warunek

W przypadku bardzo dużych wartości w/a dopuszczalna wartość parametrup 
zbliża się do zera, co odpowiada (dla p = 0) aproksymacji pochodnej pierw
szego rzędu w równaniu (1) ilorazem różnicowych wstecznym«

Stosowanie wartości p > 0 , 5  nie jest uzasadnione, gdyż powoduje to 
zmniejszenie dopuszczalnej wartości rozmiaru Ax. Ponadto (jak wykazały 
obliczenia) rozwiązanie jest obarczone większym błędem, aniżeli w przypad
ku zastosowania równań różnicowych w postaci klasycznej, tzn. dla p*0,5. 
Równania różnicowe (12) mogą być stosowane również w zagadnieniach wielo
wymiarowych. W oparciu o te właśnie równania opracowano modele matematyca- 
ne pola temperatury i przebiegu krzepnięcia wlewków w procesach ciągłego 
odlewania 03. W .  Otrzymane rozwiązania są dość dokładne (co potwieidza- 
ją badania eksperymentalne), przy niewspółmiernie małym czasie obliczeń 
na RISC w porównaniu z wariantami, w których stosowano równania różnicowe 
w postaci klasycznej ( 6) .  Wynika to z możliwości znacznego zmniejszenia 
liczby elementów różnicowych, a co za tym idzie liczby równań różnicowych.
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Zap -oponowana metoda została równi eż sprowadzona dla prostych zagadnień 
jedno- i dwuwymiarowych, gdzie istniała możliwość skonfrontowania uzyska
nych wyników z dokładnymi rozwiązaniami analitycznymi. O-rzymane wyniki 
potwierdziły przydatność stosowania zmodyfikowanych równań różnicowych (12) 
w omawianej elanie zagadnień przepływa ciepła.

5. ANALIZA DOKŁADNOŚCI. PRZYKŁADY LICZ30WE

Ocena dokładności jest ważnym i jednocześnie jeanym z trudniejszych ele
mentów teorii równań różnicowych. Trudność ta wynika głównie stąd, że me
tody różnicowe stosuje się wtedy, gdy nie jest możliwe uzyskanie rozwią
zań dokładnych anaiitycznyeh. Z tego r.eż względu dość często dokonuje się 
oceny dokładności metod różnicowych dla prostych zagadnień i ekstrapoluje 
uzyskane wyniki na zagadnienia złożone.

Zastosowanie równań różnicowych (12) pozwala, przy tej samej wartości 
, przyjmować praktycznie dowolne rozmiary elementów różnicowych poprzez 

dobór odpowiednich wartości parametru p. Należy jednak sprawdzić jaki 
jest wpływ takiego postępowania na wielkość ołędów rozwiązania.

Analizy dokładności równań różnicowych (12) dokonano dla prostego jed
nowymiarowego zagadnienia ustalonego pola temperatury w obszarze o długoś
ci L poruszającego się z prędkością w. ii: .o swej prostoty przyjęcie do 
analizy dokładności zagadnienia jednowymiarowego ma swoje uzasadnienie. W 
takim bowiem przypadku nie istnieje oddziaływanie innych brzegów obszaru 
na pole temperatury i błędy rozwiązania.

Rozważono przykład z dwoma warunkami brzegowymi I rodząju.Przyjęto L=1 m 
i stały rozmiar elementu różnicowego A x  = 0,04 m. Obliczenia przeprowa
dzono dla różnych wartości f  oraz parametru p. W każdym analizowanym 
przypadku układ równań różnicowych rozwiązywano na EMC metodą eliminacji 
Gaussa. W tablicy 1 zestawiono na podstawie warunku (15) dopuszczalne ma
ksymalne wartości rozmiaru elementu różnicowego A  *m ax dla każdego anali
zowanego przypadku.

Tablica 1
Wartość A  xmax> m

w j 
'a ’ m 

P $
25 50 100 1000
1 2 4 40

0.0 oo «o

0.25 0.16 0.06 0.04 0.004

0.5 0.08 0.04 0.02 0.002

ł.O 0.04 0.02 0.07 0.007
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Przyjęto temperatury brzegowe: = 1, T2 = 0.
Na rysunkach (2, 3, 4, 5) przedstawiono otrzymane rozkłady temperatury od
powiadające poszczególnym wariantom obliczeniowym oraz rozwiązanie anali
tyczne (linia przerywana).

0 OJ» 00» 0*4 0,88 092 096 X/m
Rys. 2. Rozkład temperatury w obszarze jednowymiarowym,

t » 1. <1 " 25 ¿)

Z przedstawionych rysunków wynika szereg prawidłowości. Wielkość błę
du rozwiązania numerycznego przy zastosowaniu równań różnicowych (12) za
leży od wartości ^ i parametru p.
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0 0,04 QC8 084 0,88 0,92 0,96 X,

Rya. 4. Rozkład temperatury w obszarze jednowymiarowym,
T " 4» Cf « 100

Rys. 5. Rozkład temperatury w obszarze jednowymiarowym,
f  - 40, (f - 1000 i)

Jeżeli A i  >  ̂ xmax’ r0EWidzania sa nonsensownB pod względem fizycznym
i nie mogą być brane pod uwagę przy ocenie dokładności. Są jednak ilustae- 
ją konsekwencji wynikających z niespełnienia przez równania różnicowe 
warunku fizycznej dokładności.

1 L



J. Skore.:

Przy ustalonej wartości w/a i spełnieniu warunku A x  < A  xraax najdo
kładniejsze rozwiązanie uzyskuje się dla parametru p najbliższego war
tości 0,5 np. w/a = 50 i p = 0,5, w/a = 100 i p = 0,2?,

Dla bardzo dużych wartości w/a np. w/a 1000 poprawne rozwiązanie
uzyskuje się jedynie dla wartości p ęt 0.

Dla ustalonej wartości parametru p i rozmiaru A x  błąd rozwiązania 
zwiększa się wrâ z ze zwiększeniem stosunku w/a, przy czym dla w/a >  10"5
(obliczenia wykonano dla w/a = 104 i 10®) błąd ulega zmniejszeniu. Oczy
wiście w tych przypadkach należy stosować parametr p bliski lub równy 
zero.

Stosowane p >  0,5 jest nieuzasadnione, gdyż w każdym przypadku uzysku
je się błędy większe aniżeli w przypadku p <  0,5.

Z przedstawionych przykładów wynika, że zastosowanie równań różnicowych
(12) daje’stosunkowo dokładne wyniki. Zaproponowana metoda jest szczegól
nie przydatna do rozwiązywania zagadnień, dla których stosunek w/a jest 
duży. Dokładność rozwiązania można oczywiście zawsze zwiększyć zmniejsza
jąc rozmiary elementów różnicowych (w granicach uzasadnionych możliwościa
mi obliczeniowymi).

Dla elementów brzegowych należy konsekwentnie stosować te same równa
nia różnicowe, co dla elementów wewnętrznych obszaru. W miarę możliwości 
należy zwiększać dokładność równań różnicowych elementów brzegowych po
przez zagęszczanie podziału różnicowego w pobliżu granicy obszaru. Jeżeli 
bowiem rozmiary elementu brzegowego są zbyt duże, to pomimo tego że obli
czona wartość temperatury w węźle elementu jest dość dokładna, zostaje 
utracona informacja o rozkładzie temperatury pomiędzy węzłem elementu a 
granicą obszaru. Szczególnie wyraźnie jest tc widoczne, gdy stosunek w/a 
jest duży (rysunek 3, 4, 5).

’6. WNIOSKI \

Z przeprowadzonych analiz wynika kilka wniosków dotyczących stosowania 
zaproponowanej zmodyfikowanej postaci równań różnicowych (12) do wyznacza
nia ustalonych pól temperatury w obszarach ruchomych.
- Zaproponowana metoda pozwala wydatnie zmniejszyć liczbę równań różnico
wych poprzez przyjmowanie praktycznie dowolnych rozmiarów elementów róż
nicowych. Ma to szczególne znaozenie przy rozwiązywaniu zagadnień, dla 
których stosunek w/a ma wartość dużą.

- Zastosowanie równań różnicowych (12) pozwala osiągnąć stosunkowo dużą 
dokładność rozwiązania.

- W przypadku gdy warunek (15) nie jest spełniony, rozwiązanie układu rów
nań różnicowych prowadzi do wyników obarczonych niedopuszczalnym błędem 
(pozbawionych sensu fizycznego).
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- ¡i przypadku gdy rozmiary elementów różnicowych są narzucone lub wynika
ją z możliwości obliczeniowych należy tak dobrać wartość parametru pr 
aby był spełniony warunek (15). 8 miarę możliwości należy dążyć do tego, 
aby parametr p był równy 0,5 lub możliwie najbliższy tej wartości.

- Równanie różnicowe w postaci zmodyfikowanej spełniają warunek zbieżnoś
ci. Oznacza to, że zmniejszenie rozmiarów elementów różnicowych prowa
dzi do zwiększenia dokładności aproksymacji, a tym samym do zwiększenia 
dokładności rozwiązania.

- Zmiana parametru p prowadzi do zmiany rzędu aproksymacji równania róż
niczkowego. Dla p = 0,5 rząd aproksymacji wynosi 2, a dla p^O,5 wynosi 1.
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PASH OG TH biE M ETO fl PAC «E T A  y  CT AHO-BłLiHiE TOCH T E M IIE P A iyP H O rO  1IUJW 3 aB H a/IU K aC H

* E . i A a

P  e a . . »  u  e

OflHHM H3 npaKTnqecKHi npoójieu lem o o fiiieH a  sB iaeT ca  pacaeT  cTauHOHapHoro pao- 
npe^eneHHH T eM nepaiypu b ^BH*yąHxca ie j ia x  (BpamamnHeca neuH ,H enpepuB H aa o t -  
z h b k s  MeTaJiJiOB ). ftma pemeHHH bthx 3ajtaH a a c io  H cno Jib 3 y e ica  MeTOA KOHeuHtoc 
pa3H ocT eti. IlpHKeHeHHe pa3HocTHux ypaBHeHfl b luiaccHuecKOM bhąb uoaeT  n p a B ec - 
t h  k omH6oqHiat pe3yjibTaTaM e c i z  BeJiHHHHa pa3HocTHux k jio io k  npeBumaeT oueHb 
Manoe rpaHHHHoe 3HaHeHHe. B th k h x  czy^aa* b th  ypaBHeHHH He t o a h t c h  ajih  
npaKTHuecKHx pacweTOB. B p a ó o te  n p eflc iasjieH u  mo^hcJjhuHpoaaHHue pasH ociH ue 
ypaBHeHaa h aH axn3 Hcnonb3oBaHHH h to u h o c th  pa3patoTH H ro u e io ,n a .
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THB DIFFERENTIAL METHOD OF CALCULATING FIXED TEMPERATURE FIELDS IN MOVAB
LE AREAS

S u m m a r y
One of the practical problems in heat flow is defining the fixed tem

perature fałd in movable areas (ie rotary furnaces, constant metal cas
ting, etc.). Very often the differential methods are used in solving these 
problems. The utilization of differential equations in their classical 
form may, however, lead to solutions having no sense, if the dimensions of 
differential objeets are vigger than a certain very small value. In such 
cases these equations are useless in practical calculations.

The paper presents a modified form of differential equations and ana
lyses the usability and precision of the worked out method.

/


