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DYNAMIKA BELKI PODDANEJ WYMUSZENIU KINEMATYCZNEMU

Streszczenie. W czasie ruchu wysuszonego belki powstaje pole przyś
pieszeń związanych z odkształceniami. Jest ono źródłem Sił bezwład
ności stanowiących dodatkowe obciążenie. Rozwiązując równanie drgań 
glętnych belki z uwzględnieniem tłumienia według modela Volgta uzjfb-  
kuje się wzór opisujący pole przyspieszeń w postaoi szybko zbieżnego 
szeregu. Dodatkowy moment zginający, pochodzący od sił bezwładności 
związanych z odkształoalnoćclą belki, dany jest również w postaci 
szeregu harmonicznych, których amplitudy maleją ze wzrostem n jak 
1

Rozpatrzmy belkę dwuprzegubową o rozpiętości L, sztywności na zgina
nie EJ, przekroju poprzecznym S, wykonaną z materiału o gęstości 9 , bę
dącą pod obciążeniem ciągłym o natężeniu q(x).Prawy koniec poddany jest 
wymuszeniu kinematycznemu. Jego ruoh można opisać wzorem:

W czasie wymuszonego ruchu belki występują ugięcia, które można opisać 
funkcją y(x,t). Pojawia się pole przyspieszeń związanych z odkształcenia
mi belki. Występują więc siły bezwładności stanowiące dodatkowe obciąże
nie. W związku z tym obolążenie ciągłe belki można wyrazić następująeot

y (L, t) = C sin SI t (1 )

qn(x,t) - q(x) + y ęm . (2)

gdzie:
o m o S - masa jednostki długośoi belki wraz z obciążeniem,

et2
Z warunków równowagi belki (rys. 1):

L
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Rg L » J  qn x dx

wynika:
a

RA (t) - J  q1 (x,t) di - I  J q1 (x,t) x dx

(4)

(5)

Moment zginający w przekroju odległym o x od lewego końca belki wynaali

Mg (x,t) - Ra  (t) x - J qn (a,t) (x - s)dB (6)

CsinQt

Jak widać dla określenia wielkości momentu fginającego niezbędna'Jeat zna
jomość funkcji y(x,t). Funkoje tę można znaleźć wykorzystując rćwnanie 
drgań giętnych belki [l]t

E J
L ©x

JjbJl + i r . J
* ©X ©t

t-. „ q (x). (7)

W równaniu (7) uwzględniono tłumienie wewnętrzne według modelu Voigta. V 
oznacza czas opóźniania modelu Voigta.
Warunki początkowe mają poataći

y (x,0) = 0 ,

.  o .
^ * t=0

(8)



Dynamika belki poddanej »»«» 95

Warunki brzegowe można zapisać t

» y (0,t) - 0 ,

y (L,t) - C Bin fl.t,

0, (9)
x»0

©x‘ x*L
0 .

Celem oprowadzenia niejednorodnych warunków brzegowyoh do warunków jedno
rodnych zapisujemy funkcję y(x,t) w postaoli

(x,t) ■ T 1 (x,t) + £ C sin SI t. (10)

Po podstawieniu (10) do równania (7), do warunków początkowych orsz brze
gowych otrzymujemy równa? drgań giętnych belki w postaci«

EJ r©4 y-,(*ft)L ©X4 +f-
y1(x,t)

© x4 © t
© y-,(x,t)

♦ ‘■.“ T T “ “ +  I  P m a  2

y1(0,t) - y1(Ł,t)
S x Z x«0 £e)x

C sin & t.

(n)
(12)

x*L

Z jednorodnymi warunkami brzegowymi (12) oraz warunkami poozątkowyrai:

y1 (x,0) = 0,

© y 1(x,t)
©t ' T SL C.

t-0

Rozwiązanie zagadnienia (11), (12), (13) poszukujemy w postaci:

yi(x,t) (t) V x)*
n-1

gdzie»
Xn(x) - funkcje własne.

Prawa stronę (11) rozwiniemy w szereg według funkcji własnych:

9(*> + f ? n a 2 C sin a, t . y  O^t) XE(x) .
n«1

(13)

( H )

(15)
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Na podstawie warunku ortogonalności funkcji własnych [1] :

L
J 1 In(i) Im(r) dr =

0 n 4 a

*n2
( 16)

gdzie: L
- J  Xn2 (x) dr , (17)

znajdujemy
Ojjit) ■ “ ¡̂j f  Tq(x) + £ pm H 2 C ain & tj *n(x) dx. Tn tl L

(18)

Po podstawieniu (14), (15) i (18) do (11) zagadnienie sprowadza się[l] do 
wyznaczenia funkojl spełniającej równanie:

‘̂n(t> +<0n2r + “ n2 ^ n(t) m T ^  **i%)
(19)

Warunki początkowe wynikają z (13), Jednak w toku dalszych rozważań okaże 
się, że nie mają one wpływu na wynik.
Dla Jednorodnyeh warunków brzegowych (12) funkcje własne przyjmują postad 
[1]*

Xn(x) - ain n Jtf , (20)

< « »

/
Po obliczeniu całek (17) i (18) z uwzględnieniem (20) prawą stronę równa
nia (19) można przedstawić w postaci:

f B(t> ♦ ’ En * Fn “lnat* (22>

gdzie:

‘tri

Ł
Bn m -lj J  q(z) sin n3( £ dr, (23)

P ■ 2 Q 2,C (24)
3 nJi

Równanie (22) Jest niejednorodnym liniowym równaniom różniozkowym drugie
go rzędu.
Rozwiązanie Jego Jest sumą oałkl ogólnej i całki szczególnej. Jednak tłu
mienie sprawia, iż całka ogólna nie ma wpływu na postać drgań ustalonych. 
(Z tego powodu nieistotne są warunki początkowe towarzyszące (19)).
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Wobeo tego rozwiązani* (22) znajdujemy w poataoil

$ n(t) ■ Sn + VB ooa A t  + ain A t, (25)

gdzie:
E. L

'n “ “ 0>̂  f ̂  _o 

“Fn wn ^ 2 f l 2 C / 1»n oJn tfl
'■ 9-------------------------------------- ( “ 1) W

(27)

■ 'g1" a f  q(x) sin nj[ j dx, (26)
n 1 n z *1 L

< 2 A  2 + lut^ - * V ‘ n JI

P ( 10 2 - n n a 2> 2
- 2 ii C

^n4 * 2 A-2 + (W  2 11 - a 2)2 n?i
W __________ Ł— — 2----------  » Z—i-ii.— i: (-1)“ -------(- n-,"-* } -
" - J ° ° * **•* t 2 a 2 + -ft2)2

(28)

Rozwiązanie zagadnienia (11), (12), (13) znajdujemy podstawiając (25)1(29) 
do (14):

PO
y^y.t) -  (Sn ♦ Vn cos n t  ł  »n sin a  t) sin nli^,. (2?) 

n»1

Po dwukrotnym zróżniczkowaniu względem ozasu »zyskujemy funkcję eplsającą 
pole przyspieszeń w stanie ustalonym:

PO
y1 (x,t) » - Bn eoa(a t + ̂ n) ain nłt ̂  , (30)

n«1
gdzie:

(31)

(32)

(33)

W 2 + V 2n n

( A 2 -<*»n2
V 2 't
W &

Po uwzględnieniu (27) i (28)

2 a * C

Pochodna ¿¡ĵ' nie zeruje się dla rzeczywlstyoh wartości częstości wymu
szenia a 
tern SL •
szenia A . Stąd wniosek, że amplituda Bq monotonicznie rośnie ze wzros
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Jeśli a. » co_. toIX

B . ¿ J ł J a .  (34)n n3t X

We wzorze (2) w miejsce y podstawiamy dane w postaci szeregu
(30). Jak widać z (21) i (33) amplitudy kolejnych Wyrazów szeregu maleją 
jak -lp . W praktyoe szereg można obciąć do kilku pierwszych wyrazów, 

n
Podstawiając (30) do (2), (5) i (6) otrzymujemy«

Mg(x,t) - ̂  J  q(x) dx - £ j1 q(x) x dx| X - J  q(s)(x - e) de -

" ?m Bn 008 ( ftt " *** (njT>2 8ln ** I * (35>n«1

Naprężenia dynamiczne wyznaoza się ze wzoru«

* (*.*)ó D(x,t) * g ■■ ■ , (36)
w

gdzie«
w - wskaźnik wytrzymałośol przekroju helki na zginanie.

Znalezienie maksymalnego w czasie i po długośol belki momentu wymaga roz
wiązania układu równańt

®Mg (x.t)- - 0
Sx
(x,t)

©t
■ 0 ,

ożyli

J q(x) dx - j J q(x) X dx -  ̂J* q(a) (x - sjdsj -

- ^  Bn oos(&t - •g'̂  (-Ł-)^ cos njCj ■ 0. (37)

oo 2
P m 2  Bn aoitt (at " ^ n 5 •** • 0 ,

n«1
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W praktyce szeregi zastopuje się skończoną liczbą pierwszych wyrazów. Z 
wwagl na to, te amplitudy Bn szybko maleją, ze wzrostem n można przyjąć w 
przybliżeniu, że drugie z równań (37) spełnione Jest, gdy t - ^  *
Dla tej wartości t pierwsze równanie (37) rozwiązujemy graficznie lub me
todą prób znajdująo x.

PRZYKŁAD LICZBOWY

Obliczamy maksymalny moment zginający belkf, która Jest konstrukoją kra
tową o przekroju trójkątnym równoboosnym (b « 0,7 a) (3 rury stalowe t 6Qf 
55) pod stałym oboląieniem ciągłym q ■ 0,75 kl/m. Rozpiętość belki L ■ 
12 m. Amplituda wymuszenia C - 0,00164 m, częitość wymuszenia równa Jest 
pierwszej ozęstości drgań własnyoh a -  <±>̂ .
Skorzystamy ze wzoru (35) oboinając szereg do dwóch wyrazów

\

Mg(x,t) - a-Jf-* - V "  - PB B 1 cos (at - •Ś’1) sin nji ^  -
%

2
- pB Bg cos ( ttt - iJ’g) (5^) wi*» 23Í j .

Obliczenie amplitud B^, Bg wymaga określenia ozaau opóśnlenia tf .Tłumienie
jeat podkrytyczne, gdy i <-2- . Dla danego układu zgadnie z (21)

w n
- 103,48[-1] , w 2 - 413,92 [¿].

Czyli
-f- - 0,0048 s.2

9
Obliozenia wykonamy dla dwu wartości czasu opdśnianla X« 0,001 a i f" * 
0 ,0 0 2 s.
Zgodnie z (33) i (34)

B* - 107,3 [m/s2] , B- - 53,69 [m/s2] ,

B' - 0,3681 [m/s2] , B« - 0,36l6[m/s2] ,

Zgodnie z (32)

*; - -r- - 0,

-i>2 - -1,4608, * 5  - -1,3535 [rad].



100 0. Pakuła

Po podstawieniu:
2 2 Pm b ' (i) - 16225,5 [Hm] , p„ B- (|) - 8112,75 [Nm] ,

2 2 
Pm B2 (^ F >  “ 13’91 M  * f -  B2 (? T ) "  13*66 W  ’

Maksymalna wartość momentu od obciążenia ciągłego występuje w połowie roz- 
piętośoi i wynosi q(ij) - 27000 [Hm] . Całkowity moment osiągnie wartość 
maksymalną, gdy

ooa ( w 1 t - •i'1) ■ -1,

czyli dla:
t - - 0,0 3 0 3 6» 0,091» o ,t5 ie  ... [s].

Ponieważ amplituda drugiej harmonicznej jest o dwa rzędy wielkośoi mniej
sza od pierwszej, więc można przyjąć, te maksymalny moment wystąpi w po
łowie rozplętośoi i wyniesie:

Mg(x,t)»«c " “g(l* ) =«!<?> + P* B1 (X } *

Mg -ax^>
27000 + 16225,5 - 43225,5 [Nm] dla < ■ 0,001 s
27000 + 8112,75 - 35113,75 [Hm] dla t- 0,002 s.

WNIOSKI

*1. Szeregi opisujące moment zginający są i szybkozbietne (kolejne amplitu
dy maleją jak ) i w praktyoe można ograniczyć się do zastąpienia ich 
dwoma pierwszymi wyrazami.

2. Moment zginający pochodzący od pola przyspieszeń w beloe rośnie linio
wo z amplitudą wymuszenia kinematycznego i z kwadratem ozęstośoi tego 
wymuszenia.

3. Na wielkość momentu ma wpływ ozas opóśniania tf . Podwojenia ozasu opóź
niania powoduje dla SL ■ zmniejszenie o połową momentu podohodzą- 
oego od pola przyspieszeń.

Należy podkreślić, że uzyskane wyniki odnoszą się do drgań ustalonych,»rsy 
określonych warunkach brzegowych i określonym sposobie realizacji wymusze
nia. Przedstawione rozwiązanie stanowi przykład postępowania. * podobny
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nla. Przedstawione rozwiązanie stanowi przykład postępowania. W  podobny 
sposób nożna uzyskać rozwiązania przy innym doborze warunków brzegowych i 
innyoh realizacji wymuszenia.
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£ a a n u a
Bo Bpena BUHynseHHoro asiuceHiui OajiKH B03HHKaeT nojie yOKopeHHit CBH3aHHL_: 

c Ae^opuanKaMH. 9io nojie AajixeTcsi kciowhkom HHeppHOHHNX chji npHBOflHmux k 
flonojiHHiem6Hoa HarpysKe. Penan flH$(|)epeHujiaJii.Hoe ypaBHewie KOJiefiaHnit Oaj.-cH 
c yneiOM flewntfjHpoaaHHH corjiacHo MOflejiH ioSria nojiynaeii (Jopuyny onHcuBa»a;yio 
none ycxopeHHa b BHfle 6ncTpocxojyinerocK pa.ua. flononHHTenbHKfi n3ra6a»mKH uo-
MeHT BH3BaHHbl8 CHJiaUH HHepUHH CBH3aHHi0i* C B03U0XH0CTbK) ne$OpUa®IH CajIKH
^aH Tone s suae rapMOHHvecicoro paaa, auaiHTynu Koioporo yueHbaanTCH no Mepe n
pocia n cornacHO $op»iyjie •tp.

n7

THX DYNAMICS OF A BEAM UNDER IHEMATIC ENFORCEMENT 

S u m m a r y
During the enforced movement of a beam, an acceleration field is for

med, conneoted with strain. This field is a source of forces of inertia 
which constitute an additional load. By solving the equation of transver
se vibrations of the beam, if damping is accounted for according to Wetgt^a 
model, we obtain a formula describing the aooeleration field in a from of 
a high-speed series. An additional bending moment originated from thr for
ces of inertia, whioh are oonneoted with deformability of the beam, is also 
given in a form of harmonic vibrations, having amplitudes which decrease 
alongside with an inorease of n as in -A- .

n


