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Grzegorz PAKULA

DYNAMIKA BELKI PODDANEJ WYMUSZENIU KINEMATYCZNEMU

Streszczenie. W czasie ruchu wysuszonego belki powstaje pole przys-
pieszeh zwiazanych z odksztakceniami. Jest ono zZrodtem Sit bezwkad-
nosci stanowigcych dodatkowe obcigzenie. Rozwigzujac réwnanie drgan
gletnych belki z uwzglednieniem thumienia wedtug modela Volgta uzjfb-
kuje sie wzoér opisujacy pole przyspieszen w postaoi szybkozbieznego
szeregu. Dodatkowy moment zginajacy, pochodzacy od sit bezwlkadnosci
zwigzanych z odksztatoalnoéclg belki, dany jest rowniez w postaci
?zeregu harmonicznych, ktérych amplitudy maleja ze wzrostem n jak

Rozpatrzmy belke dwuprzegubowg o rozpietosci L, sztywnosSci na zgina-
nie EJ, przekroju poprzecznym S, wykonang z materiatu o gestosci 9 , be-
daca pod obciazeniem ciagtym o natezeniu q(x).Prawy koniec poddany jest
wymuszeniu kinematycznemu. Jego ruoh mozna opisaé¢ wzorem:

y (L, ©) =Csin SI t @)

W czasie wymuszonego ruchu belki wystepuja ugiecia, ktére mozna opisac
funkcja y(x,t). Pojawia sie pole przyspieszen zwigzanych z odksztakcenia-
mi belki. Wystepuja wiec sity bezwkadnosci stanowiace dodatkowe obciaze-
nie. W zwigzku z tym obolgzenie ciagte belki mozna wyrazi¢ nastepujgeot

an(x, ) - q®) +y em . &)

gdzie:
o0 mo S - masa jednostki dtugosoi belki wraz z obcigzeniem,

et2

Z warunkéw réwnowagi belki (rys. 1):



RgL» J gnx dx (O

wynika:

RA (© -J gl ) di -1 Ja ql (x,t) x dx ®

Moment zginajacy w przekroju odlegdym o x od lewego konca belki wynaali

Mg (X,t) - Ra () X - \] gqn (a,t) (x - s)dB ®)

CsinQt

Jak wida¢ dla okreslenia wielkosci momentu fginajacego niezbedna®Jeat zna-
jomos¢é funkcji y(x,t). Funkoje te mozna znalezé wykorzystujac réwnanie
drgan gietnych belki [I]t

£J JjbJl +i r.J t » 0 0. @
L ox* ©X ot

W réwnaniu (7) uwzgledniono thumienie wewnetrzne weddug modelu Voigta. V
oznacza czas opoOzniania modelu Voigta.
Warunki poczatkowe majg poataci

y 0 =0,
®
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Warunki brzegowe mozna zapisac¢t

» y (0,©) -0,

y (L,t) - C Bin flt,

0, ®

x»0

Ox* X*L

Celem oprowadzenia niejednorodnych warunkéw brzegowyoh do warunkéw jedno-
rodnych zapisujemy funkcje y(x,t) w postaoli

*x,t) mT1l (x,t) +£C sin SIt. ao

Po podstawieniu (10) do réwnania (7), do warunkéw poczatkowych orsz brze-
gowych otrzymujemy réwna? drgan gietnych belki w postaci«
: ro4 y-,(*ft) y1(x,t) © y-,xbD

+

- -
Oxd 0t om. 4T T “ 1 pma 2 C sin & t.
™

y1(0,t) - yi(,t) a2
SXZ o BX x*L

Z jednorodnymi warunkami brzegowymi (12) oraz warunkami poozgtkowyrai:

vyl (x,0) =0,
Oy1l(x,t) as)
ot t-0

Rozwigzanie zagadnienia (11), (12), (13) poszukujemy w postaci:

yi(x,) ®V x)* (H)

gdzie»
Xn(x) - funkcje wkasne.
Prawa strone (11) rozwiniemy w szereg wedtug funkcji wkasnych:

9(*> +f ?na2Csina,t. y O0") XEX - aas
n«l
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Na podstawie warunku ortogonalnosci funkcji wkasnych [1]

L

0 n4a
J1In@) Im(r) dr = (16)
*n2
dzie:
gdzie L
- J Xn2 ) dr , an
znajdujemy
Ojjit) m :I:Aiifl: 'Il_'q(x) +£ pm H2C ain& g *n() dx. 3as)
n

Po podstawieniu (14), (15) i1 (18) do (11) zagadnienie sprowadza sie[l] do
wyznaczenia funkojl spedniajacej réwnanie:

. (€5))
NMn(t> +<0n2r +“n2 An(®) mT~N  **i%)

Warunki poczatkowe wynikaja z (13), Jednak w toku dalszych rozwazan okaze
sie, ze nie maja one wpdywu na wynik.
Dla Jednorodnyeh warunkéw brzegowych (12) funkcje wkasne przyjmuja postad

(1™

Xn(x) - ain n Jtf , 20)
<« »
/
Po obliczeniu catek (17) i (18) z uwzglednieniem (20) prawg strone réwna-
nia (19) mozna przedstawi¢ w postaci:
fB(t> o > En * Fn “Inat* (22>
dzie:
9 L
Bhnm-1J J q() sinn3( £ dr, @3
m
P m 20Q2C @
3 nJi

Réwnanie (22) Jest niejednorodnym liniowym réwnaniom rézniozkowym drugie-
go rzedu.

Rozwigzanie Jego Jest sumg oatkl ogélnej i calki szczeg6lnej. Jednak thu-
mienie sprawia, iz catka og6lna nie ma wpdywu na posta¢ drgan ustalonych.
(Z tego powodu nieistotne sa warunki poczatkowe towarzyszace (19)).
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Wobeo tego rozwigzani* (22) znajdujemy w poataoil

$n( m Sn + VB ooa At + ain A t, (5)
gdzie:
- :
- « oA a qQG) sin nj[j dx, (26)
n on "~ fiz L
“Pfn wn A 2F12 C / 1I»n oJn tA
<2 A2+ RIutd=c v Il (“1) w
@n
2
P 10.2 -a 2> .
w (102 ~a 2> »Z- Bl B (1) —eee ¢ n-,m* 3} -
" ]
2nd *2 A2+ W 2 -aZy na t2a2+ -f2)2

€L))

Rozwigzanie zagadnienia (11), (12), (13) znajdujemy podstawiajac (25)1(29)
do (14):
PO
yry.t) - (Sn ¢ Vh cos nt t »n sin a t) sin nli®,. (€2
n»1

Po dwukrotnym zrézniczkowaniu wzgledem ozasu »zyskujemy funkcje eplsajaca
pole przyspieszen w stanie ustalonym:

PO
yl (X, t) » - Bn eoa(a t +7~n) ain nkt™ , G0
n«l
gdzie:
w2+ vn2 D
(A2 <2
Vo2 .t €2
W &
Po uwzglednieniu (27) 1 (28)
2a* C
° (33)

Pochodna ¢i™ nie zeruje sie dla rzeczywlstyoh wartosci czestosci wymu-
szenia A . Stad wniosek, ze amplituda Bgq monotonicznie rosnie ze wzros
ttem 9 -
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Jesli a » COpyc to

Bn - ‘lf'é]t+ Jxa - (€7))

We wzorze (2) w miejsce Yy podstawiamy dane w postaci szeregu
(30). Jak wida¢ z (21) 1 (33) amplitudy kolejnych Wyrazéw szeregu maleja
jak -Ip . W praktyoe szereg mozna obcigé¢ do kilku pierwszych wyrazéw,

n
Podstawiajac (30) do (2), (5) 1 (6) otrzymujemy«

Mg(x,©) -3 qgX) dx - £ jlgx) x dx] X -J q(s)(x - e de -

' 2m Bn 008 (Ftt " *** (njT>2 8In ** | * 5>

n«l

Naprezenia dynamiczne wyznaoza Si€ ze WzOru«

6D(x,t) * *g (*':2 s (36)
w
gdzie«

w - wskaznik wytrzymatosol przekroju helki na zginanie.

Znalezienie maksymalnego w czasie i po dtugosol belki momentu wymaga roz-
wigzania uk#adu réwnant

@M X.t
9 B
Sx
&,
u
ot
ozyli
\] q) dx -j \] qx) X dx - ~NJ* gq(@ (X - sjdsj -
- n Bn oos(&t - <g™» (-L-)” cos njCj m O. (€D
oo 2
P m2 Bn aoitt (at "~n5 Leial -0,

n«l
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W praktyce szeregi zastopuje sie skonczong liczbg pierwszych wyrazéw. 4
wwagl na to, te amplitudy Bn szybko maleja, ze wzrostem n mozna przyjac¢ w
przyblizeniu, ze drugie z réwnan (37) speknione Jest, gdy t - ~ *

Dla tej wartosci t pierwsze roéwnanie (37) rozwigzujemy graficznie lub me-
toda préb znajdujao x.

PRZYKLAD LICZBOWY

Obliczamy maksymalny moment zginajacy belkf, ktéra Jest konstrukoja kra-
towa o przekroju tréjkatnym réwnoboosnym (b « 0,7 a) (3 rury stalowe t 6QF
55) pod statym obolagieniem ciggdym q m 0,75 kI/m. Rozpietos¢ belki L =
12 m. Amplituda wymuszenia C - 0,00164 m, czeito$¢ wymuszenia réwna Jest
pierwszej ozestosci drgan wkasnyoh a- <\

Skorzystamy ze wzoru (35) oboinajac szereg do dwéch wyrazéw
\

Mg(x,t) - a-JF* -V " - PB Bl cos (at - 1) sin nji ~ -
%

2
- pB Bg cos (ttt - i) G~) wi» 231 j

Obliczenie amplitud B®, Bg wymaga okreslenia ozaau opdsnlenia tf.Thumienie

jeat podkrytyczne, gdy i <-2- . Dla danego uk¥adu zgadnie z (21)
w n

- 103,48[-1] , w2 - 413,92 [¢]-
Czyli
-f- - 0,0048 s.
2

9
Obliozenia wykonamy dla dwu wartosci czasu opdsnianla X« 0,001 a i " *
0,002 s.
Zgodnie z (33) 1 (34)
B* - 107,3 [mw/s2] , B- - 53,69 [m/sZ],
B® - 0,3681 [n/s2] , B« -0,3616[n/s2],
Zgodnie z (32)

*; - -0,

2 - -1,4608, *5 - -1,3535 [rad].
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Po podstawieniu:

2 2
Pmb* (i) - 16225,5 [Hil , p. B- (I) - 8112,75 [Nm] .

2 2
PmB2 (\F> “ 13’91 M * f- B2 (?T) " 13*6 W °

Maksymalna warto$¢ momentu od obcigzenia ciggtego wystepuje w potowie roz-
pietosoi i wynosi q(ij) - 27000 [Hn] . Catkowity moment osiggnie wartosc¢
maksymalng, gdy

ooa (wlt- <) m-1,

czyli dla:

t - - 0,03036» 0,091» 0,t5ie ... [s].

Poniewaz amplituda drugiej harmonicznej jest o dwa rzedy wielkosoi mniej-
sza od pierwszej, wiec mozna przyja¢, te maksymalny moment wystapi w po-
‘owie rozpletosoi i wyniesie:

Mg (x,)»«c " “g(I™* ) =«1<?> + P* Bl (X} *

27000 + 16225,5 - 43225,5 [Nm] dla <wm 0,001 s
Mg -ax”> 27000 + 8112,75 - 35113,75 [Hn] dla t- 0,002 s.

WNIOSK1

*1. Szeregi opisujace moment zginajacy sa i szybkozbietne (kolejne amplitu-
dy maleja jak ) i w praktyoe mozna ograniczy¢ sie do zastgpienia ich
dwoma pierwszymi wyrazami .

2. Moment zginajacy pochodzacy od pola przyspieszen w beloe rosnie linio-
wo z amplituda wymuszenia kinematycznego i z kwadratem ozesto$oi tego
wymuszenia.

3. Na wielko$¢ momentu ma wpdyw ozas opésniania tF. Podwojenia ozasu opdz-
niania powoduje dla = zmniejszenie o potowg momentu podohodza-
oego od pola przyspieszen.

Nalezy podkresli¢, ze uzyskane wyniki odnosza sie do drgan ustalonych,»rsy

okreslonych warunkach brzegowych i okreslonym sposobie realizacji wymusze-

nia. Przedstawione rozwigzanie stanowi przyktad postepowania. * podobny
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nla. Przedstawione rozwigzanie stanowi przykdad postepowania. W podobny
spos6b nozna uzyska¢ rozwigzania przy innym doborze warunkéw brzegowych i
innyoh realizacji wymuszenia.
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HHHAMHKA EAJIKIt UPH KHEEMAIHHECKOM BUHya£BHHII

£aanua

Bo Bpena BUHynseHHoro asiuceHiui OgjikH BO3HHKaeT nojie yOKopeHHit CBH3aHHL :
c Ae”opuanKaMH. 9io mojie AajixeTcsi kciowhkom HHeppHOHHNX chji npHBOFIHmUX k
flonoj iHHiem6Hoa HarpyskKe. Penan fIHN(])epeHujialdii He ypaBHewie KJiefiaghit Ogj--H
c yneiOM flemntfjHpoaaHH corjiacHo MOflejiH ioSria nojiyneeii (Jopuyny onHcuBa»a;yio
none ycxopeHHa b BHfle 6ncTpocxojyinerocK pa.ua. FlononHHTenbHKFI n3ra6a»mkH uo-
MeHT BH3BaHHbI8 CHJiaUH HHepUHH CBH3aHHiOi* C BO3UOXHOCTbK) ne$OpUa®IH  CajlkH

~aH Tone s suae rapMOHHvecicoro paaa, auaiHTynu Koioporo yueHbaanTCH no Mepe
pocia n cornacHO $opriyjie 'l:%.
n

THX DYNAMICS OF A BEAM UNDER IHEMATIC ENFORCEMENT

Summary

During the enforced movement of a beam, an acceleration field is for-
med, conneoted with strain. This field is a source of forces of Iinertia
which constitute an additional load. By solving the equation of transver-
se vibrations of the beam, if damping is accounted for accordingtoWetgtha
model, we obtain a formula describing the aooeleration field in a from of
a high-speed series. An additional bending moment originated from thr for-
ces of inertia, whioh are oonneoted with deformability of the beam, is also
given in a form of harmonic vibrations, having amplitudes which decrease

alongside with an inorease of n as in -A
n



