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Grzegorz PAKULA.

DYNAMIKA POMOSTU PONTONOWEGO

Streszczenie. Pomost wspiera sic -prsegubowo aa dwu podporaoh.s kto-
rych jedna znajduje sie aa statym ladzie,a druga ptywa po pmderseh-
al jeziora aa platformie wspartej aa dw poatonaoh. Wiatr wlejgoy a
okreslona predkoscig powoduje powstanie fali aa powlersotanl jealora.
Pala wymusza drgania ukdadu. W praoy obliczono amplitudy ustaloayoh
drgan.

1. WSTFP

Pomost o rozpietosoi 1», sztywnosci na iginaals EJ, przekroju po-
przecznym S, wykonany * materiatu o gestosci p wspiera sie prsegubowo
na dwu podporach, z ktérych jedna znajduje sie na ladzie stakym.Druga pod-
pora ptywa po powierzchni jeziora na platformie wspartej na dwu pontonach
o przekroju kotowym (rys. 1).

Rys. 1. Analizowany uk#ad
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Wiatr wiejaoy z okreslona predkosci« powoduje sfalowanie powierzohnl je-
ziora. Pale sg zZréddem dodatkowej sity wyporu, ktéra stanowi site wymusza-
jaca drgania ukdadu. Celem niniejszej praoy jest okreslenie amplitud drgan
ukdadu wzbudzanyoh za posrednictwem fali przez wiatr wiejacy =z okreslong
predkoscia. W pracy podano zaleznosci okreslajace parametry fali (ampli-
tude, diugos¢, czestos¢) od predkosci wzbudzajgoego ja wiatru,zanalizowa-
no oddziatywanie fali z pontonem, celem obliczenia wymmszajgcej sity wy-
poru, udotono i rozwigzano rézniozkowe roéwnania rncbu ukdadu.

2. STATYCHA GLgBOKoSC ZAJHURZEIIA POHTOSU

W stania rownowagi (dla gtadkiej powierzchni jszlora) wypor rownowazy
sie z ciezarem platforme oraz potowg ciezaru pomostu:

2FOLT -gUp +£m, @

gdzie«
g - przyspieszenie ziemskie,
m - masa pomostu,
iip - masa platformy,
Rys. 2. Przekrdj pontonu P

O 5

- powierzchnia zatopionej
czesci przekroju pontonu,
L - diugos¢ pontonu,
- ciezar wkasciwy wody.

Pole odoinka kota mozna obliczy¢ za wzorut

P - (2 arc cos 8 # ~ - sin 2 arc cos ™~ M), (@)

gdziei
R - promien pontonu,
h - g¥ebokos$¢ zanurzenia (rys. 2).

Ze wzoru (1) mozna obliczy¢ pole zatopionej czesci pontonu w réwnowadze.
Poréwnujac te wartos¢ z prawg strong réwnania (2), mozna metodg proéb obli-
czy¢ gtebokos¢ zanurzenia hQ w réwnowadze.

3. CzfSTOli¢ DRGA*

W pierwszym przyblizeniu dynamiczny model ukdadu traktujemy jako pros-
ty oscylator harmoniczny, ktérego ruoh swobodny opisany jest roéwnaniem
rézniozkowymt



Dynamika pomostu pontonowego 105

Ib+P@ =0, (©)
gdzie:
PO - wychylenie katowe moetu (rys. 3),
I = (J*m + mp) Lm - masowy moment bezwkadnosci uktadu wzgledem osi

obrotu 0 mostu.

Wyraz drugi z lewej strony reprezentuje moment sidy zwrotnej, ktorg jest
nadwyzka wyporu AW * 2 1 f(H) wywotana zanurzeniem dodatkowym H ()
« Lb sin <0 ain if. Jak wynika z (2) zaleinos6é f(H) jest nieliniowa,lecz
dla matyoh zanurzen (H <« H, ain P& <p) aproksymujemy ja Ffunkcja liniowa:

f <H >

Moment sidy A W wzgledem osi obrotu O wynosi:

2 Y L fH) la ain 2?2 L1/ sin2 <p($Q) y %
ho
wobec czego:
P-2ttLm2ain2 9Q (f) . [0}
no

Czestos¢ drgan oscylatora!

2 f t ein2 (%9)
al ro - ®
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4. ROWNANIA ROZNICZKOWE RUCHU UKLADU O DWU STOPNIACH SWOBODY

Ukdad o jednym stopniu swobody jest modelom uk#adu rzeczywistego, wy-
starczajacym dla analizy drgan swobodnyoh na spokojnej wodzie. Wtedy plat-
forma porusza sie wykacznie ruohem translacyjnym (oba pontony zanurzaja
sie jednakowo). Gdy za$ powierzohnia jest sfalowana, platforma porusza sie
ruchem pkaskim. Dlatego wkasciwym modelem w tym przypadku bedzie uktad o
dwu stopniach swobody (rys. 4).

Badajao ruoh tego uktadu zaktadamy mate drgania wokét potozenia réwno-
wagi. Jako wspédrzedne uogdélnione przyjmiemy katy @ i i) jak na rys. 4.

Metoda tagrange®a otrzymujemy rézniczkowe réwnania ruchu w postaci»

mjj+ bip+ 2i2o0jip -N(<p,”,1), 5
(6)
bfj ¢ d? +2B2ofy «O<F,$, D,

gdzie»

e-1-L2+-p e

b*™ "p Lm 008 ¥ o*

d™ Xp + *P f2°
(Ip - moment bezwkadnosci platformy wzgledem jej Srodka ciezkosci,

T - odlegtos¢ Srodka ciezkosoi platformy od punktu zamocowania de konca
mostu),
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P &

A= LII ain %
B » e ain r:PO_

Czestosci drgan wkasnych obliczamy analizujac drgania swobodne modelu,
opisane uktadem réwnan rézniczkowych:

a@ +hi) +2A cf »0,

Q)
blp + dij>+2B2 e~qj) = 0.

Czestosci whasne mozna obliczyé z réwnania charakterystycznego [3], ktére
w rozwazanym przypadku ma postac:

(ad\- b2)ogyd - (2 A2 ¢ f d 4 B2 cf a)n)g2 + 4 A2B2c2T2 - 0.  (8)

Wyrazenia stojace po prawej stronie réwnania (6) reprezentujg sity wymu-
szajgoe, ktoérych zrédiem jest nadwyzka wyporu. Okresleniem ich postaci
zajmiemy sie nieco dalej.

W literaturze [1] mozna znalezé dane pomiarowe i wzory pétempiryczne,
pezwalajgoe na ustalenie zaleznosci miedzy predkoscig wiatru a czestoscia,
amplitudy i ddugoscig fali wzbudzonej przez ten wiatr. Na podstawie tyoh

danych sporzadzony zostat wykres na rys. 5.
Nalezy podkresli¢, ze

dane powyzsze odnosza
sie do zbiornika wod-
nego na tyle rozlegte-
go, aby fala mogta sie
uformowac .Rozpatruj emy
przypadek,gdy fala roz-
przestrzenia siew kie-
runku osi x (rys. 1).

Na rys. 6 przedsta-
wiona jest zmiana pola
zatopionej czesci pon-
tonu spowodowana fala.
Przyjeto, ze fala ma
profil sinusoidalny.
Pole zatopionej czesci
mozna obliczy¢ naste -
pujaco:
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a) Jesli punkty A, B przeciecia einoaoidy z okregiem lezg ponizej jego

oei poziomej, to wéwczas

FX) » (h-R) x - hf ~ eoa (© X + A>+\ (X Vr2 - x2"+ R2arc ain f),
®

i pole zatopionej czesci wynosit
«

F»F B -F (A). 10

Znaczenie symboli wystepujacych we wzorze (9) wyjasnia rys. 6.

b) Jesli punkty przeciecia A, B lezg na gérnej potéwce kota, wtedy do
pola obliczonego wzorem (10) nalezy doda¢ pola F* ktére obliczamy ze
wzoru <2)j wspotrzedne XA, punktéw A, B wyznacza sie z rdéwnania»

h - R + hf ain X + ji =+ Vr2 - x2 . an

Znak plua odnosi sie do goérnej potowki kota.

Réwnanie (11) jest przes-
tepne. Jego rozwigzan moz-
na szuka¢ metodg préb, co
jednak uniemozliwia okres-
lenie explicite zaleznos$-
ci wspétrzednych od
hi [b, tym samym nie moz-
na przedstawi¢ pola F ja-
ko funkcji argumentéw h,jk
Dla okreslonej predkosci
wiatru z wykresu na rys.5
mozna odczyta¢  wysokos¢
fali hf, jej dtugos¢ A
oraz czestos¢ w . Inte-
resujg nas ograniozone
predkosci wiatru, bo dla
wiekszych predkosci amli-
tudy fali sg tak duze, iz
réwnania (6) wyprowadzone
przy zatozeniu matych wy-
chylen traca waznos¢.Gra-
niczna predkos¢ wiatru za-
lezy od rozmiaréw mostu i

AF-F-F-f; = £3 ,Bi-EZa pontondw.
Dla znanych hf i~ przyj-

Rya. 6. Nadwyzka wyporu spowodowana fala mujemy konkretne wartosci
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h i1 jp, z rownania (11) okreslamy potozenie punktéw A i B. Nastepnie w *e-
leznosoi od ioh usytuowania na okregu oObliczany pole P zatopionej czesci
pontonu. Od tego pola odejmujemy pole ?ob zatopionej czesSci pontonu pPrzy
braku fali, otrzymujac w ten sposob nadwyzke powierzchni AF. Obliczenia
powtarzamy dla kolejnych wartosci h i fi ( isF Jest okresowa funkcja fi ,

ktéry to kat jest zwigzany z przesuwaniem sie fali na tle pontonu).
Nadwyzka wyporu, bedaca sitg wymuszajaca drgania, réwna sie:

W-L y A F. a2

Obliczenia przeprowadzone dla konkretnych wartosci parametréw wskazuja,ze
zaleznos¢ AW (h,t) ma dos¢ ztozony charakter.
W dalszych obliczeniach stosujemy aproksymacje»

W* (K-UA h) sin out, (13

gdziei
Ah - h - ho,
K,M - state,
to - czestos¢ fali obliczona za pomoca wykresu m rys. 5.

Uwzgledniajac to otrzymujemy réwnania rézniczkowe ruchu ukdadu w postaci»

ado+ bip + 2A2 cflp » —AJ(K—M dI[sin t+ sin (wt +3)] +

¢ 1B [sin (ot + @) - sihn oY ,
t
bj5 + d B+ 2 12 e<fij) K-*M X() |»inwk - sin (ot +af )]
- M B ip [sinot + sin (cot + of )] 14

Kat fazowy af wynika z réznicy fez fali na obu pontonach. Jesli odlegtosé
osi pontonéw wynosi a», to»

a - A
afF- -1 2X 5)

Réwnania (14) swa budowa przypominaja réwnanie Mathieu, co $wiadczy o
parametrycznym typie wzbudaenia drgan. Odpowiedzialna za to jest zmiana
nadwyzki A W przy zmianie zanurzenia pontonu. Nie ma ogdlnej metody poz-
walajacej znalez¢ dokkadne, analityczne rozwigzanie (14).Rozwigzania tego
uk#adu nalezy szuka¢ z pomocag metod przyblizonych, Jednakze stosowane
uproszczenia na ogét daja wgnlki zgodne z rzeozywistoscia Jedynie w pew-
nym skohczonym okresie ozasu, po upkywie ktérego coraz bardziej od niej
odbiegaja.-
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Z powodu trudnosci rozwigzania ukdadu réwnan (14) konieczne staja sie dal-
sze uproszczenia modelu. Przyjmijmy, ze dla niewielkich wyohylen, ampli-
tuda sity wymuszajgcej nie zalezy od chwilowego zanurzenia pontonu:

(W - K sin ¢ t. (16)
Uwzgledniajac to oraz wprowadzajac thumienie poprzez funkcje dysypacji
(h~2  h
Q +1

gdzie:
- wspotczynnik thumienia,
- predkosci zmiany gtebokosci zanurzenia pontondw,

otrzymamy réwnania rézniczkowe ruchu ukdadu w postaci:

p+ b™> + 2 A2 + 2 A2 Ctfip - A K [sin (bt + of) + sin 10 t]

an
bN+ d$ + 2. B2d + 2B2 cFf - B K [sin (wt+ce ) + sinl0 ]

Réwnania te opisuja juz drgania wymuszone kinematycznie (lecz nieparamet-
rycznie) .

Réwnania (17) sprowadzamy do postaci bezwymiarowej, przyjmujgo bezwymiaro-
wy czas 1 mcoot. Otrzymujemy ukdad w postaci:

1,1 d i + 112 dt~ + t*1 df * X13 ain U + 7
as)
121 ¢ X + 122 St +7 1 +8 - 123 cos « +f)
gdzie:
a to2 btk
1”7 ¢7Tr7 7 ° 12 7.7 7 7
b CO2 - cwf_
''2B2 c¢c* * 2 ~ 7177
- K o * 2 Z =
bh=fgr c°s f 123 75 67 sinf
[e07V]
w - M -7F -

Rozwigzanie ukdadu réwnan (17) jeet sumg catki ogélnej ukdadu jednorodne-
go oraz catki szczegdlnej ukdadu niejednorodnego.
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ThHumienie sprawia, iz po uptywie pewnego czasu ustalg sie drgania opisane
funkcjami ;

p=E1l sin (f +7) + E2 cos (< +

(€5))
&EjJ sin (t +9gD + E~ cos (i +M).

Podstawienie (19) do (18) daje ukkad czterech réwnan liniowych na oblicze-
nie nieznanych czterech statych E1t ... E*. Po rozwiazaniu otrzymujemy
wzory;

S9= F ["2 L1113 +w 112123 (L1 + L2} + L2 113 (L1L2 " 112121)],

E2 > =+ [w3 113 + w2112 123 + w 113 (L22+ In 27 = 112123112121 “ £1L.2)

S3 “ A [*31238 * + 7 X23 (L12 + #21412)+ 113121(L1L2~121112)
E4 “A [72 L2123 "™ " ~ 11~ (L1 + L2) + £1 X23 <L1L2 * 112121)] -
gdzie; 0 o] 2 2

A-W4+w (Lg + 2112121 + L1 ~ + L2 L1 * 121112

L, -1-1,

Korzystajac ze znanych wzoréw [5] zastepujemy sume harmonicznyoh o jedna-
kowej czestosci jedng harmoniczng. W oparciu o (19) ruch ukdadu mozna wieo
opisa¢ funkojami jednoczdonowymit

tp=E sin (10 t + o™ ,
M= F sin (W) t + ~g) =

Amplituda Bdrgan mostu stanowi wielko$¢ wyjsciowg doobliczenianaprezen
dynamicznych wkonstrukcji pomostu podczas ruchu ustalonego. Wtym wzgle-
dzie korzystamy z wynikéw praoy [4].
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5. PRZYKLAD OBLICZENIOWY
Pomost posiada nastepujace parametry, (oznaczenia jak na rys. 1, 3, 4):

L, * 12 m,

L =3m,
R m0,4m,
al » 3,5 m,
EJ - 2,1 x 11,119 m4
S - 0,0013548 m2,
mp « 1162 kg,
m m 917,4 kg,
<0 m 75°”
f -0,2 »,
I - 260 kgm2,
e - 2,067 m,
+0 - 56,84°,
W » 0,25.

Dla powyzszych danych statyczna giebokos¢ zanurzenia pontonu ho« 0,4157»,
(%F'),\ -0,7984».

Ze wzoru (5) obliczamy czestosci ukdadu o jednym stopniu swobody
coqg = 5,46 1/s

Ze wzoru (8) obliczamy czestosci whkasne ukdadu o dwu stopniach swobody .
Pierwsza z nich pokrywa sie z czestosciag obliozong powyzej

to* & -
o U)o

druga wynosi
- 21,75 Us.

Przyjmujemy do obliczen taka predkos¢ wiatru, dla ktérej czestos¢ fali row-
na sie to".

Zachoczi to, jak wynika z wykresu na rys. 5, dla predkosci wiatru u = 3,4
m/s.

Pozostate parametry fali: A = 0,4 m, hf - 0,06 m.

Przeprowadzamy obliozenia nadwyzki wyporu (9 - 11).

W wyniku usSrednienia otrzymujemy wartosci statej K - 8,2 N.
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Jak wynika zewzoru (15)kat @ wynosi 7,75 . 2 3t . Wobeo okresowosci pra‘“
wych stron rownali(18)jest to réwnowazne wartosci om 1,753t.
Po wykonaniu przeliczen otrzymujemy:

E=7,6213 . 10"5 rad,
P- 1,678 . 1CT3 rad.

W oparciu o wyniki pracy [4] mozna stwierdzi6, ze pomost w wyniku drgan,
oprécz obciagzenia statycznego, obcigzony zostanie dodatkowym momentem zgi-
najacym, ktérego maksymalna wartos$é wyniesie “ 9°51 Nm (czas op6z-
niania w modelu Yoigta przyjeto réwny t m 0,001 a).

Z uwagi na skomplikowany charakter zaleznosci momentu zginajacego od pred-
kosci wiatru, znalezienie predkosci, dla ktérej moment osiggnie maksimum
wymaga obliczenia wartosci momentu dla catego interesujacego nas zakresu
predkosci podzielonego z pewnym krokiem. Obliczenia te *atwo przeprowadzid
za pomocg maszyny cyfrowej.
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IloMocT oimpaeTcs Ha abjx mapHHpiuoc onopax, ouHa H3 kotopux Haxo”"HTca ho
uaTepHKe, a BTopas nliasaeT no noBepxHocin 03epa Ha naariopiie jiezaiuen Ha;pyx
noHTOHax. Beiep ayiomHft ¢ onpeacaeHHOH cKopocib» BH3UBaex BO3HHKHOB6HHe bojih
Ha noBepxHociH 03epa. BoaHa BHHyacaaei KoaeOaHH/t cHcreM a.B HacTOHmefl padoie

BHHHCJieHH aunaH Tyau ycTaHOBHBiInHxca KOJie6aHnii.
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THE DYNAMICS OP A PONTOON PLATFORM

Summary

There is an articulated joint between two pillara and a platform which
is supported on them. One of the pillars is fixed on the ground while the
ether floats on the surface of a lake on another platform supported an two
pontoons. The wind, blowing with a certain speed, starts a ware an the
surface of the lake. The wave, subsequently, enforces vibration of the sys-
tem. The paper has calculated the amplitude of established vibrations.



