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PROBLEM ROWNOWAZNOSCI CHARAKTERYSTYK
WYBRANYCH REGULATOROW KONWENCJONALNYCH
| ROZMYTYCH

Streszczenie. W pracy dokonano poréwnania charakterystyk regulatoréw rozmytych
typu P oraz PD z odpowiednimi charakterystykami regulatoréw konwencjonalnych. W
tym cehi wyprowadzono analityczne postaci charakterystyk regulatorow rozmytych. Do-
konano takze analizy wptywu elementéw mechanizméw inferencji i defuzyfikacji na jakos¢
modelowania rozmytego.

INPUT - OUTPUT SURFACE EQUIVALENCE OF FUZZY MODELS OF
CONTINUOUS CONTROLLERS

Summary. In the work there was given a comparison of input-output transformation
surface of fuzzy P and PD controlers with appropriate continuous P and PD controllers.
The input-output surfaces was analyticaly derived from the general assumptions for fuzzy
systems. Additionaly an detailed analysis of inferention and defuzzification mechanisms
influence on the modeling quality were performed.

1. Wprowadzenie

Rozpatrzmy regulator statyczny, ktéry w podejsciu konwencjonalnym zdefiniowany jest
przez zalezno$é funkcyjng (charakterystyke) u = /(e), gdzie e i u sg odpowiednio sygnatem
wejsciowym oraz wyjsciowym.

W przypadku regulatora proporcjonalnego (P) charakterystyka ta okreslona jest przez
jeden parametr (wzmocnienie), w przypadku regulatora P z nasyceniem przez co naj-
mniej dwa parametry, za$ w przypadku dowolnej funkcji przez odpowiednig tablice oraz
procedure interpolacji.

Strojenie regulatora sprowadza sie do okreslenia parametréw charakteryzujacych funk-

cje u - f(e) ijego trudno$¢ wzrasta wraz ze wzrostem liczby parametréw.



6 P.Bobrowski

W przypadku opisu regulatora modelem rozmytym istnieje mozliwo$¢ wykorzystania w
sposOb bezposredni wiedzy ludzkiego operatora procesu. Jego struktura przedstawiona

jest na rys. 1

ut(e) * .
operacja FUZYFIKACIJI operacja INFERENCJI operacja
- funkcje przynaleznosci u2(«) ,, (wnioskowanie) DEFUZYFIKACIJI
wejsc - baza regul-mechanizm infcrenc - mechanizm

- funkcje przynaleznosci wyjscia defuzyfikacji

Rys. 1. Struktura modelu rozmytego
Fig. 1. Fuzzy model structure

Na wejscie modelu podawana jest konkretna warto$¢ sygnatu e.

W bloku Fuzyfikacja wyznaczane sg wartosci stopni przynaleznosci /¢¢(e), i=1 ,2 ,n
na podstawie wczesniej zdefiniowanych funkcji przynaleznosci charakteryzujacych sygnat
wejsciowy e.

W bloku Inferencja wyznaczana jest tzw. wynikowa funkcja przynaleznosci sygnatu
wyjéciowego U, oznaczona na rys 1 przez nwyn{u). Do jej wyznaczenia niezbedna jest
znajomos$¢ bazy regut, mechanizmu inferencyjnego oraz funkcji przynaleznosci wyjscia
M«) -

W bloku Defuzyfikacja na podstawie postaci wynikowej funkcji przynaleznosci fjwyn(u)
i zdefiniowanego sposobu defuzyfikacji obliczana jest konkretna warto$¢ sygnatu wyjscio-
wego U.

Tak wiec dla zadanych wartosci sygnatu wejsciowego e model rozmyty generuje nieroz-
myte wartosci sygnatu wyjsciowego u. Powstaje zatem odwzorowanie u = /r(e), zwane tez
charakterystyka przetwarzania. Dla modeli o dwu sygnatach wejsciowych charakterystyka
ta przedstawia powierzchnie odwzorowania wejscia - wyjscia.

Liczba parametréw (funkcji) potrzebnych do zdefiniowania regulatora rozmytego jest
w oczywisty sposéb wieksza od liczby parametrow wystepujacych w regulatorze konwen-
cjonalnym. Jednak wybdr tych parametrow jest bardziej naturalny, gdyz mozna w nim
uwzglednié istniejgcag baze wiedzy.

Powstajg problemy zwigzane miedzy innymi z doborem regut bazy wiedzy w celu uzy-

skania zadanej charakterystyki, z badaniem wptywu poszczegdlnych fragmentéw reguta-
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tora rozmytego na posta¢ charakterystyki przetwarzania oraz z mozliwos$cig wyznaczenia
tej charakterystyki w postaci analitycznej.

W pracy podejmuje sie probe odpowiedzi na postawione wyzej zagadnienia. W szczegél-
nosci zostang wyprowadzone analityczne postaci charakterystyk przetwarzania dla modeli

rozmytych regulatora proporcjonalnego z nasyceniem oraz dla regulatora PD.

2. Model rozmyty dla regulatora proporcjonalnego

Rozpatrzmy regulator proporcjonalny, ktérego charakterystyka statyczna u = /(e)

przedstawiona jest na rys. 2.

Rys. 2. Charakterystyka regulatora i funkcje przynaleznosci modelu rozmytego
Fig. 2. The controller characterises and membership functions of the fuzzy model

Przy konstrukcji modelu rozmytego tego regulatora zatozymy, ze funkcje przynaleznosci
wejscia n(e) oraz wyjscia /r(u) maja postaci jak na rys. 2.

Zatozymy tez, ze
1. operator implikacji rozmytej A-* B jest typu Mamdaniego, tzn., ze

AAN B{x,y) = Min[fiA(x),nB{y)\,

2. wnioskowanie oparte jest na operatorach Min dla iloczynu oraz Max dla sumy
zbioréw rozmytych, tzn., ze

AMdbOe) = Min[na{x),nb (x)] oraz juaun0O) = Max[nA(x),s {x)1,
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3. agregacja przestanek dokonywana jest za pomocg operatora Max,
4. defuzyfikacja dokonywana jest metoda wysokosci [2].

Niech baza regut w bloku Inferencja sktada sie z dwdch regut o postaci:

iii:Jezeli (e= U) To (u= U) Q)

R2 :Jezeli (e = D) To (u = D) (2
W celu wyprowadzenia analitycznej postaci charakterystyki przetwarzania generowanej
przez zaproponowany model rozmyty podzielmy zakres zmian sygnatu wejsciowego
SU < e < eljna trzy zakresy:e < eu,eu <e <eo oraz e > e/j.

W zakresiee < eustopnie przynaleznos$ci sygnatu wejsciowego e dla zbioru dodatniego

(D) oraz zbioru ujemnego (U) wynosza odpowiednio:
AD(e)=0, fiu(e) =1 3)
Wynikajace z tego stopnie aktywacji poszczeg6lnych regut wynosza:

Hm = Min[nu(e),nu(u)\ = Min(1,1) =1 4

®)

Min[fiD(e), /io(u)]

M tn (0,1)

1
o

Wykorzystujagc w bloku Defuzyfikacja metode wysokosci otrzymamy sygnat wyjsciowy

w postaci:

_ UriUu + UkiUd

= uv (6)
PHI + MR2

W zakresie e > stopnie przynaleznosci sygnatu wejsciowego e dla zbioru dodatniego

(D) oraz zbioru ujemnego (U) wynoszg odpowiednio:
AD(e) = I, Mc/(e)=0 @)
Wynikajgce z tego stopnie aktywacji poszczeg6lnych regut wynosza:

Ur

= Min[nu{e), = Min{0,1) = 0 8)
HR2 = Min[nD(e), md(u)] = Min(l,1)=1 )

Wykorzystujgc w bloku Defuzyfikacja metode wysokosci otrzymamy sygnat wyjsciowy

w postaci:

Mri + Mr2Ud
U= ri«u r - uD (18[31
Mri + MR2
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W zakresie ep < e < ep stopnie przynaleznosci sygnatu wejsciowego e dla zbioru
dodatniego (D) oraz zbioru ujemnego (U) wynosza odpowiednio:
M = A 2 - =
o(e) en £ o nu{e) ep — Cd (U)
Wynikajace z tego stopnie aktywacji poszczegélnych regut wynosza:

Uri = Min[nu(e), nu(v.)]= Aftn[/xp(e), 1] = -é?)T—?g(-) (12)

Hrz = Min[nD(e),M3(u)] = Min[/iDEe)," 1) 13
en —ep

Wykorzystujgc w bloku Defuzyfikacja metode wysokosci otrzymamy sygnat wyjsciowy

w postaci:

_ Atm"p+i _ ti-chuv + tbeu D_uy-ubD cyup - eeitp
to+te “ + N T ep-eDe ep-eD 1]
Z postaci charakterystyki regulatora przedstawionej na rys. 2. wynikajg nastepujace

zaleznosci:

_up
en - eu cp ep

ug - uu _ ugq

Wykorzystujgc powyzsze zaleznosci w (14) otrzymamy ostatecznie:
U= -5 e (16)

Zatem postac charakterystyki przetwarzania generowanej przez zaprojektowany model
rozmyty pokrywa sie z charakterystyka regulatora.

Przedstawiona w powyzszych rozwazaniach baza wiedzy dla elementu proporcjonalnego
jest bardzo prosta. .

Zwigkszajac liczbe regut w bazie wiedzy i odpowiednio dobierajgc funkcje przynaleznosci
mozna otrzymac charakterystyke odcinkami liniowa jak na rys. 3 lub tez charakterystyke

odcinkowo liniowg ze strefg nieczutosci.

3. Model rozmyty dla regulatora PD

W poprzednim rozdziale zbudowano model rozmyty dla regulatora statycznego.
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Fig. 3. Charakterystyka przetwarzania dla modelu rozmytego z trzema regutami
Fig. 3. Transfer function for three rules fuzzy model

Powstaje pytanie, czy mozna budowaé modele rozmyte dla regulatoré6w dynamicznych.
Podstawowe problemy, jakie pojawiaja sie w tym przypadku, zwigzane sg gtéwnie z kon-
strukcjg bazy wiedzy, gdyz jej dobér rzutuje na ksztatt charakterystyki przetwarzania
generowanej przez model rozmyty. Niezwykle interesujagcym zagadnieniem bytoby wyzna-
czenie analitycznej postaci tej charakterystyki i porownanie jej z charakterystyka regula-
tora, o ile jest ona znana.

W dalszych rozwazaniach zostanie podjeta préba konstrukcji modelu rozmytego dla
regulatora PD. Gotowe bazy regut mozna tez znalezé w [lj.

Podstawg do stworzenia bazy wiedzy dla regulatora rozmytego modelujacego dziatanie
elementu PD jest jego rownanie opisujagce zalezno$¢ miedzy sygnatem wejSciowym e a

sygnatem wyjsciowym u w postaci:
u —kpe + kpé, (17)

gdzie kp oraz kD sa znanymi wspétczynnikami, za$ e jest pochodna sygnatu e podtug
czasu.

Z réwnania (17) wynika, ze charakterystyka elementu PD, rozumiana jako zaleznosc
u = /(e,e), jest plaszczyzng w uktadzie wspétrzednych kartezjanskich (e,e,u), ktéra
przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych.

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, dla utatwienia rozwazan, ze kp oraz kp w réw-
naniu (17) sa réwne jednosci.
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Bedziemy wiec rozwazac¢ element PD opisany rOwnaniem
u=e+e (18)

Naszym zadaniem jest otrzymanie konstrukcji modelu rozmytego, ktéry generuje cha-
rakterystyke przetwarzania odpowiadajgca ptaszczyznie (18) lub bardzo do niej zblizona.

Roéwnanie (18) sugeruje nam potrzebng liczbe sygnatéw wejsciowych do modelu rozmy-
tego. Bedzie to sygnat e i jego pochodna.

Za funkcje przynaleznosci tych sygnatéw przyjmijmy funkcje trojkatne przedstawione
na rys. 4.

Posta¢ zaproponowanej w dalszej czesci bazy wiedzy mozna zbudowaé z wykorzystaniem
prostej mnemotechnicznej metody zilustrowanej na rys. 4. Baza ta sktada sie z dziewieciu

regut, ktdre majg postaé:

Rl : Jezelile = U) I (e = U)to (u=?)
R2 : Jezelile = Z) I (e = U)to (u =?)
R3 : Jezelile=D) I (e = U)to (u=?)
R4 : Jezelile=U) I (e = Z)to (u=?)
i?5 : Jezelile = Z) | (e= Z)to (u =?)

R6 : Jezelile= D) | (e= Z)to (u =?)
R I:Jezeli (e= U) I (e= D) to (u=?)

RS : Jezelile = Z) | (e = D) to (u="?)

R9 : Jezelile= D) I (e

D) to (u =?) (19)

W powyzszych regutach znane sg przestanki, natomiast nieznane sg konkluzje. Ich
okreslenie polega na dopasowaniu charakterystyki obiektu i modelu rozmytego. Nalezy tak
dobra¢ konkluzje, aby w punktach odpowiadajacych jagdrom (wartosciom maksymalnym
funkcji przynaleznosci) warto$ci obu charakterystyk byty takie same. Dla uproszczenia

zatézmy, ze |ey| = |eo| = \Cu\ = |¢o| = em. Wowczas ptaszczyzna (18) przechodzi przez

Z powyzszego widac, ze mozliwych jest pie¢ wartosci sygnatu wyjsciowego odpowiada-
jacych jadrom sygnatow wejsciowych.
Posta¢ otrzymanej w ten sposdb bazy wiedzy mozna zilustrowac na rys. 5, gdzie DD, D,

Z, U oraz UU sg zbiorami rozmytymi (singletonami) sygnatu wyjsciowego o wartosciach



12 P.Bobrowski

MW

eg

- R4~ —— K5- -~ R6

«RI- ---R2 ~- -R3 - * b

Rys. 4. Funkcje przynalezno$ci z zasadg tworzenia bazy regut
Fig. 4. Input membership functions and the principle of knowledge base generation

uuv = -2em, uv = —emi uz = 0, uD= em oraz uDD = 2em. Zgodnie z rys.5 np. regula

R5 ma postac:

R5 :Jezeli (e= Z) | (e = Z) to (u =.2) o)

Obecnie wyprowadzimy analityczng posta¢ funkcji przetwarzania u = fr(e, €) genero-
wang przez zaproponowany model rozmyty przy zatozeniach (1-4) sformutowanych dla
regulatora proporcjonalnego.

W tym celu podzielmy zakresy zmian sygnatow wejsciowych e i e na cztery mniejsze
obszary: I, Il, I'l'l oraz IV tak, jak to zostato przedstawione na rys. 6. Na rys. 6 widac,
ze w kazdym z wydzielonych obszaréw beda aktywowane tylko cztery z dziewieciu regut
opisanych przez (19).

Dla przyktadu rozpatrzymy doktadnie powyzszy problem dla obszaru I11.

Beda to reguty:

RI : Jezeli (e=U) I (e = U) to (u= UU)

R4 : Jezeli (e= U) I (e= 2Z) té (u= U)
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u

Rys. 5. Baza regut modelu rozmytego
Fig. 5. The fuzzy model knowledge base

R2 : Jezeli (e=2Z) 1 (e=U) to (u= U)

R5 : Jezeli (e

Z) 1 (e=2Z) to (u

Z) (21)
Dla kazdej z regut nalezy wyznaczy¢ stopnie prawdziwosci ich przestanek i stopnie ich
aktywacji.
Obecnie doktadnie przedstawimy sposéb wyznaczania stopnia prawdziwosci przestanki

(e=U) I (e = U) dla reguly iii i wyznaczania jej stopnia aktywacji.

Rys. 6. Zasada tworzenia regut dla obszaru |11
Fig. 6. The rule generation principle for Ill region

Tak wiec dla reguty iii stopien prawdziwosci jej przestanki Hi(e,e) wyznaczymy z

zaleznosci:

fii{e,e) = Min[fxu(e),nv (e)) (22)
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Wielkos$ci te wyznaczymy po wcze$niejszym dokonaniu rozszerzenia cylindrycznego [5, 3]
zhioréw rozmytych U(e) oraz U(e) (rys. 7a, 7b) na ptaszczyzne iloczynu kartezjarnskiego
zmiennych e oraz e, oraz podziale obszaru |11 na ,podobszary” oznaczone na rys. 6

duzymi literami A, B, C, D, E, F, G oraz H.

(0]

Rys. 7. Zasada tworzenia wynikowych powierzchni dla poszczeg6linych regut
Fig. 7. The principle of MIN-MAX inference

Po dokonaniu rozszerzenia cylindrycznego otrzymamy zbior przedstawiony na rys. 7c.
Dokonujac analizy tego zbioru pod katem zaleznos$ci (22) widzimy, ze dla obszaréw A, B, G, H.
fii(e,e) —pt/(e), natomiast dla obszaréw C,D,E,F, Hi(e,e) = /M e)-

Po wyznaczeniu stopnia prawdziwosci przestanki reqguty nalezy okresli¢ stopien jej ak-
tywacji.

Przy poczynionym zatozeniu, ze zakresy zmian sygnatéw wejsciowych e oraz e oznaczone
na rys..4 odpowiednio ey, eo, ¢u, ¢d spetniaja zalezno$¢ & = —ey = ¢(d — —y —em>

otrzymamy nastepujace rdwnania funkcji przynaleznosci sygnatow wejsciowych:

Me) = -7-

Hz{e)

1
|
+
[N

M*)

"= - + ! @
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Tabela 1

Reguta A B C D E F G H

R1 Me) Me) Me) Me) Me) Me) Me) Me)
R4 Me) MzEe) Me) Me) Me) Me) Me) Me)
R2 Aize) Me) Me) Me) Me) Me) M) Me)
R5 M e Me) Me) Me) Me) Me) Me) Me)

Stopien aktywacji reguty iii dla obszaréow A, B, H, G wyznaczymy z zaleznosci:
o . . G
Mm(e,e) = Min[iii{e,e)inuu{u)] = Min[nu(e), m M u)] = - , (24)
natomiast stopien aktywacji reguty R1 dla obszarow C, D, E, F wyznaczymy z zaleznosci:
£
Hm = Afin["i(e,e),/iE,y(X)] = A/m[Me), mM u)] = - 25)

Podobnie mozemy wyznaczy¢ stopnie przynaleznosci oraz stopnie aktywacji regut R4,
R2 oraz i?5.

Stopnie aktywacji regut w obszarze |11 zostaty zebrane w tab. 1.

Po wyznaczeniu stopni aktywacji regut w poszczegélnych obszarach nalezy dokonaé
operacji defuzyfikacji.

Wykorzystujac w bloku Defuzyfikacja metode wysokosci otrzymamy dla obszaru A
sygnat wyjsciowy U w postaci:

— [/ + Meenee + Hz{e)wu 4 Me(e)uz -
Me) + Mze) + M e) + M ¢)
- +tl + 1+ -t +1 _ -e + e+ 2em A
ittt E et 2e + 3e

Korzystajac z tab. 1 i wykorzystujagc w bloku Defuzyfikacja metode wysokosci mo-
zemy otrzymac postaci funkcji przetwarzania dla pozostatych obszaréw B, C, D, E, F,
G oraz H.

Podobne rozwazania mozna powtérzy¢ dla obszarow I, Il oraz IV.

Dysponujac analityczng postacig powierzchni odwzorowania mozna zauwazy¢, ze nie
jest ona ptaszczyzna. Jednak w punktach brzegowych oraz w punktach, dla ktérych
zdefiniowane sg reguty, warto$ci tej charakterystyki sg takie same jak wartosci (18).

Na rys. 8 przedstawiono wykres otrzymanej charakterystyki przetwarzania modelu
rozmytego obowigzujacej dla obszaru Ill. Z rysunku mozna wysnu¢ wniosek, ze jej ksztatt

dobrze przybliza ptaszczyzne (18).
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Rys. 8. Charakterystyka przetwarzania modelu rozmytego dla obszaru 111
Fig. 8. Fuzzy model input-output surface for region Ill

Narys. 9 przedstawiono powierzchnie reprezentujaca réznice miedzy obu charakterysty-

kami przetwarzania, ktéra $wiadczy o tym, ze powierzchnia na rys. 8 nie jest ptaszczyzna.

4. Charakterystyka przetwarzania dla regulatora PD przy zmie-
nionym modelu rozmytym

Obecnie zbadamy wptyw zmiany zatozen, przy ktérych zbudowano model rozmyty dla
regulatora PD, na ksztatt charakterystyki przetwarzania.

Zmodyfikowany model rozmyty bedzie réznit sie jedynie zmienionym mechanizmem
wnioskowania.

Niech operatorem implikacji rozmytej oraz operatorem iloczynu zbioréw rozmytych be-
dzie operator typu Prod, zdefiniowany odpowiednio jako Ha->b{z>y) = Prod(A -> B) =
LA(x)nB{y) oraz ha”b”) = Prod[nA{x),Mfl(z)] = /u(z)pb(i)-

Model ten jest duzo prostszy do analizy, gdyz nie musimy badanego obszaru dzieli¢ na
podobszary i bada¢ w nich wzajemnych zaleznosci pomiedzy funkcjami przynaleznosci.

Taki podziat by! ,wymuszany"przez operator Min.
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Rys. 9. Rdéznica charakterystyk przetwarzania regulatora i jego modelu rozmytego dla

obszaru 111
Fig. 9. Input-output space difference for continuous and fuzzy controler

Do celow poréwnawczych wyznaczymy powierzchnie odwzorowania w obszarze A, z
rys. 6.
W obszarze tym charakterystyka przetwarzania bedzie miata posta¢ (26), tzn.:
u _ Vu{e)uuu + Hz{e)uu + Hz{e)uu + [LZ{e)uz
[Lu(e) + [iz (e) + Da(e) + D1z (e)
Ze wzgledu na zmiane operatora iloczynu zbioréw rozmytych zmienig sie stopnie aktywacji
regut.

W naszym przypadku otrzymamy:

u(e e) = + A + 1)+ Dz
(-*)(-*) + + D+ (* D (-0) + (*:+ D (i+1]
(28

Po przeksztatceniach otrzymamy;

ee . € e ee. .
ufe,e) - —uuu ~ {27-+ — + —) (29)
°m cm cm cm

Otrzymana zaleznos$¢ przedstawia funkcje nieliniowa.

Z bazy regut wynika jednak, ze

uuu — 2Uu (30)
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Wstawiajac (30) do (29) i przyjmujac za em = 1 otrzymamy:
u(e,e) —e+e (31)

Widzimy, ze charakterystyka przetwarzania zmodyfikowanego modelu rozmytego po-
krywa sie z charakterystyka regulatora (18).

Dla pozostatych obszaréw uzyskamy podobne wyniki.

Tak wiec zmodyfikowany model rozmyty generuje ptaszczyzne pokrywajacg sie w zada-

nym zakresie zmian sygnatow e oraz e z charakterystyka regulatora (18).

5. Uwagi koncowe

W pracy zaproponowano modele rozmyte dla regulatora proporcjonalnego z nasyce-
niem oraz regulatora PD. Wyprowadzono tez analityczne postaci charakterystyk przetwa-
rzania generowanych przez te modele. Pokazano, ze charakterystyka przetwarzania dla
modelu rozmytego regulatora proporcjonalnego doktadnie pokrywa sie z jego charaktery-
stykg statyczng, natomiast powierzchnia generowana przez model rozmyty regulatora PD
jest nieliniowa, ale dobrze przybliza odpowiednio zdefiniowang charakterystyke regula-
tora. Zbadano tez wptyw zmiany modelu rozmytego na jego jako$¢ dziatania. Pokazano,
ze zmodyfikowany model rozmyty generuje charakterystyke pokrywajgca sie z charakte-

rystyka regulatora.
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Abstract

The derivation of functions representing an input-output surface of the fuzzy model is in
general very complicated. This paper shows how to derive this functions for simple one-
and two-dimensional models which are representing P and PI controllers.

Thus obtained functions are used for fuzzy models accuracy testing. The basic effort of
this testing is the error surface that represents the difference between Pl controller and
it’s fuzzy model.

The accuracy of modeling is performed for two sets of operators i.e. MIN-MAX and
.PROD-PROBOR. This shows that for input-output surfaces modeling that are
represented by the plane the fuzzy model with PROD-PROBOR operators gives the

best, no error accuracy.



