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Grzegorz DYSARZ

WPLYW ZMIAN MACIERZY INTENSYWNOSCI PRZEJSC NA
STEROWANIE W LINIOWYCH SYSTEMACH ZE SKOKAMI

Streszczenie. W pracy przedstawiono komputerowy symulator procesoéw
markowskich dla dwdéch stanéw. Przebadano wptyw zmian macierzy intensywnosci
przej$¢ na jakos¢ sterowania w liniowych ukladach ze skokami. Zaproponowano
sterowanie, bedace wynikiem syntezy uwzgledniajacej dwa modele z réznymi
macierzami intensywnosci przejs¢, zaleznie od wartosci normy wektora stanu.

THE EFFECT OF INTENSITIVITY TRANSITION MATRIX CHANGES ON
CONTROL OF LINEAR SYSTEMS WITH JUMPS

Summary. This paper deals with the problem of influence change of matrix
transition probabilities on control quality in Jump Linear Quadratic (JLQ) systems.
The proposed control law is based on two models with two different matrixs transition
probabilities state norm dependent. Computer’s generator of Markov process is also
presented.

1. Wstep

Liniowe systemy ze skokami, omoéwione w pracy, sg obecnie przedmiotem
intensywnych badan. Wynika to z faktu, ze stanowig one odpowiedni model dla szeregu
proceséw pojawiajacych sie w zagadnieniach sterowania realnymi ukfadami. Stuzg one
miedzy innymi do modelowania systeméw zasilania energetycznego [3], sterowania
odbiornikami energii stonecznej [4], elastycznych systemow produkcyjnych [5], ukiadow
sterowania tolerujgcych zakioécenia. Parametry uktaddéw rzeczywistych nie sg state. Ulegaja
one czgsto naglym zmianom, w wyniku na przykfad awarii elementéw systemu, gwattownej
zmiany punktu pracy, skokowych zakiécen, a ich zmienno$¢ ma zazwyczaj charakter

przypadkowy. Mozna wiec sobie wyobrazi¢ uktad pracujgcy w réznych trybach pracy,
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wynikajacych z faktu, ze struktura i parametry podlegajg nagtym zmianom. Zmiany te moga
by¢ opisane poprzez ciggte skonczone procesy Markowa.

W artykule tym przedstawiono:

1. Propozycje komputerowego symulatora proceséw markowskich o dwéch trybach.
Generator bazuje na procedurze generowania interwaléw czasowych pomiedzy kolejnymi
skokami, zgodnie z zadang macierzg intensywnosci przejs¢.

2. Wplyw zmiennosci macierzy intensywnosci przejs¢ w zaleznosci od normy

wektora stanu najakos$¢ sterowania w systemach JLQ.

2. Podstawowe pojecia i definicje

Model ciggtych uktadow liniowych ze skokami Markowa jest opisany réwnaniem [1]:

x(0 =zf(r(/M/) +5(KOM O, @)

gdzie:
x(t) eRn- wektor stanu,
a(t) sRm sterowanie (wejscie),
A-(n x n) - wymiarowa macierz o elementach ay, gdzie ij-1,2 n,
B-(n x m) - wymiarowa macierz o elementach ¢i/, gdzie i=1,2,...,n;j=1,2,...m.

Macierze A i B sg funkcjami przypadkowych ciggtych proceséw Markowa r(t)
o dyskretnych stanach przybierajacych wartosci z ograniczonego zbioru S={l.2,...,s}

z macierzowa funkcjg prawdopodobienstw przejs¢ P okreslong jako:

Pn Pii Pu
= T2 T P prri+hy =jir(t) =1 = @
P,i

gdzie :h>0, p0O(h) = p(h,i,j) jest prawdopodobieristwem przejscia ze stanu i doj w czasie h.
Wiasnosci macierzowej funkcji prawdopodobienstw przejs¢ [6]:
2.1. Dla wszystkich /,je S funkcjap(*. i.j) jest tozsamosciowo réwna zeru lub dodatnia

na przedziale (0,00).

2.2. Dla wszystkich /,j eS funkcjap(*, i,j) jest jednostajnie ciagta na [0, co).
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2.3. Funkcja tajest rézniczkowalna na przedziale [0,00).

2.4. Prawostronng pochodng tej funkcji w zerze nazywamy macierzg intensywnosci
przejsé.
p(0)=A=[?(/y)].iS,

stad elementy macierzy A sg opisane nastepujgcymi zalezno$ciami:

2.4.1. q(i,j) = lim >
2.4.2. q(i,i) =-q{i)=tl)i_>¢ h 1<0,
czyli mozna napisa¢, ze

P(h.i,j) =q(i.j)h +0(h)

oraz

p(h,i,i)-1 =q(i,i)h +0(h)

p(h,i,i) =1+q(i,i)h +0(h)

0(h) oznacza nieskoriczenie matg wyzszego rzedu taka,ze lim h ~N=0.
A-*0*
Poniewaz prawdziwe jest réwnanie:
z?2(('3) =0,
A
moznaje zapisa¢ w postaci:
2('»")+ Z29(".7") =0,
u_

skad:

Przedmiotem optymalizacji jest nastepujacy kwadratowy wskaznik jakosci [1]:
7(/,,>('0).Kf0),7 » =£jjV ()<2(r(/))x(/) + ul(t)R(r(t))u(t)1dt \x(t0), r(/0) | 3)

Dla systemu opisanego réwnaniami (1)-(2) ze wskaznikiem jakosci (3) optymalne prawo
sterowania ma nastepujacg postac:
«/.N)=
gdzie: 1,(/) = R"B"K, (i) dlar(t)=i, 4)
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a funkcja optymalnej jakosci okreslona jest przez:

G,(x,}, T) =J(t0,x0,r,,,T)-J(tBIX0O,r0,t) =x “ (1)K, (t)x(t),

a Kj(t) sg jednoznacznymi dodatnio po6tokreslonymi rozwigzaniami nastepujacego uktadu
skojarzonych rézniczkowych macierzowych réwnan Riccatiego

K, (0 +[A -B,L,()]7K, (t) +K,(OM - B,L,(/)]+'¢iqO j)KJ(/) +Q,+ LIR,L, =0, (5)
i

gdzie: A, = A(r(t)) dla r(t) = i
B, =B(r(0)dla r(l) =i

L, =L(r(t)) dla r(t) =/
=R(r(t)) dla r(0 =i
Q.,=Q(r{t)) dla r(l) =i
K, = AT(r()) dla r(/) = i

3. Komputerowy generator proceséw Markowa dla dwoéch trybdw

W celu przeprowadzenia komputerowej symulacji systemu (I)-(2) konieczne jest
zaprojektowanie odpowiedniego narzedzia generujacego przejécia systemu z jednego trybu w
drugi zgodnie z wiasciwosciami proceséw Markowa o odpowiednich parametrach. Proponuje
sie wykorzystanie czaséw pobytu w kazdym z tryboéw. Generator bedzie bazowat na
losowaniu czasu pobytu w danym stanie zgodnie z odpowiednim rozktadem prawdo-
podobienstwa, a nastepnie po uptywie tego czasu na przetaczeniu uktadu w inny tryb pracy
itd.

Z wiasnosci 2.4.2 wynika, ze:
q(l):-q(U):hmIzPSIL(ihD.:rw&m + "

gdzie q(i) jest intensywnoscig ucieczki ze stanu i
s

-q(i) =q(i,i) =-
wiec dla odpowiednio matego przyrostu h i z doktadnoscia do nieskoriczenie matych
wyzszych rzedéw otrzymuje sie:

PIr{t+h)*i\r(t) =/ = q(i)h +0(h)
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Dla t >0 q(i)h +0(h) jest prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia polegajgcego
na tym, ze proces w chwili I+h nie znajduje sie w stanie i pod warunkiem, ze w chwili
| znajdowat sie réwniez w stanie i.

q(i) mozna powigza¢ z czasem pobytu procesu w stanie i, tzn. z czasem tp(i), ktéry uptywa do
momentu wyjscia systemu z trybu i [6],
Przyjmujac, ze:
1201,(/) *11 =*,(f);rk0,
okresla sie jednoczesnie prawdopodobienstwo przebywania systemu w trybie i.

Z wiasnosci Markowa mamy:

g,@+h)=P[/,(/) 2t+h] =P, [r(«) =/;0<ui /+h|x(/) =;] =g, (g, (") (6)

Poniewaz spetniona jest réownosé:

g, (h) = p(h.i, i) +0(h) = 1- gq{i)h +0(h), )
zatem
g.(t+h)=g,(t)g.(h) ®)

Dla h —0* zgodnie z (6)
otrzymuje sie:

9.W =p(h,ii)=1-q@)Q(h),

co pozwala zapisa¢ p(h, i, i) za pomoca wspotczynnika intensywnosci ucieczki g(i).
Podstawiajac za g,(h) w (8) zalezno$¢ (7) otrzymuje sie:

gXxX‘+h)=gXt)[\-q(i)m]

g.{* +h) =gAt)~g, (0?()0(/i)

(Lwoo a
n )
Stad :
¢ (0 =-9(0g((0 €)
Réwnanie to rozwigzane z warunkiem poczatkowym g,(0)=I przyjmuje postac:
& (0 = exp[-?(F)] (10)

Otrzymane rozwigzanie stanowi rozktad prawdopodobienstw czaséw pobytu w danym
trybie. Czas pobytu uktadu w trybie i jest zatem zmienng losowg o rozktadzie wyktadniczym
z parametrem q(i). Generator bedzie zatem dziatat w spos6b nastepujacy: Startujac ukiad z

trybu 1 losujemy jednoczesnie zmienng o rozktadzie prawdopodobiefistwa wyktadniczym z
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parametrem q(l). Otrzymana wielkos¢ jest czasem pobytu w trybie 1. Po uptywie tego czasu

ukfad przechodzi do trybu 2 i cala procedura sie powtarza.

4. Zaleznos$¢ macierzy intensywnosci przej$¢ od stanu.

U podstaw dotychczasowych rozwazan lezaty dwa zatozenia:

4.1. Dynamika modelu jest okre$lona prawidtowo.
4.2. Macierz intensywnosci przejsc jest stata.

W uktadach rzeczywistych nie jesteSmy w stanie bezbtednie okresli¢ dynamiki obiektu.
Urealnienie problemu 4.1 polega na wprowadzeniu do modelu (1) - (2) niepewno$ci macierzy
A i B, a nastepnie wyliczeniu poprawki na sterowanie wynikajacej z niepetnej ich znajomosci
-

Podobnie macierz intensywnosci przejs¢ nie jest w rzeczywistosci stata i w petni znana.
Prawdopodobienistwo awarii np. urzadzen wykonawczych czy pomiarowych nie jest state,
lecz zalezy od wielu czynnikéw. Dla przykifadu prawdopodobienstwo awarii uktadéw elektro-
nicznych zalezy od przekroczenia dopuszczalnych warunkéw pracy takich, jak: temperatura,
wilgotnos$¢ itp. Prawdopodobienistwo awarii rozproszonego systemu wodowskazowego w
rzekach zalezy od przekroczenia stanu krytycznego wody. Dla normalnego stanu wody
prawdopodobienstwo awarii urzadzen pomiarowych jest niewielkie. Jednak kiedy stan wody
sie podniesie i mamy do czynienia z lokalnymi wylewami rzeki lub powodzig, prawdo-
podobienstwo uszkodzenia wodowskazu lub zalania linii telekomunikacyjnej znacznie
wzrasta. Mamy do czynienia z naglg skokowg zmiang macierzy intensywnosci przejs¢, zwia-
zang z zaistnieniem nieoptymalnych warunkdw.

W pracy proponuje sie rozwazenie sterowania bedgcego wynikiem syntezy
uwzgledniajagcej dwa modele z réznymi macierzami intensywnosci przej$¢ zaleznie od
wartosci ||x]].

Dla uktadu nominalnego

x{t) = A[r{)Ix{t) + BLr(t)}u{t)

ze wskaznikiem jakosci

= \){xr(0Q(r(t))*(/) + ur(t)R(r(tM O d1 Ix(t0)r(/0)
Lo
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zaklada si¢ istnienie dwdch macierzy intensywnosci przejsc:

Al= m 7'}2 dla |[X|<g oraz a2= 7"’, 2 giq wW>g,

222. 71 722
gdzie g oznacza warto$¢ normy wektora stanu, przy ktérej nastepuje skokowa zmiana
wartosci macierzy intensywnosci przejsc.

Nalezy zatem rozwazy¢ dwa niezalezne uktady:

x(0 = Ni-,(OMO + 5[r,(0JU(O]A"

j(0 =Ar2(OWO +5[r2(r)yM01 A2

Dla opisanej wyzej sytuacji otrzymuje sie dwie pary alternatywnych sterowan:
ul{t) =-L\x(t)
u2®= =)

W ponizej przedstawionym przyktadzie przyjeto, ze wartos¢ R,=I1, Q, -1 dla i-1.2
Przebieg prostokatny symbolizuje przefaczanie sie ukladu pomiedzy trybami: poziom
sygnatu=-I odpowiada trybowi 1, poziom sygnatu=l odpowiada trybowi 2. Dla utatwienia
obserwacji i interpretacji wynikéw postuzono sie akademickim przyktadem skalarnym,
jednak w og6lnym przypadku wyniki mozna odnie$¢ do wielowymiarowych ukfadow
rzeczywistych. Symulacje przeprowadzono dla 100 realizacji procesu Markowa z zadanymi
macierzami intensywnosci przejs¢ w celu lepszego zilustrowania wptywu nieprawidtowo
wyliczonego sterowania na zachowanie uktadu. Wartosci poczatkowe stanu uktadu ustalono
na 20, natomiast g na 2. Jako podstawe czasowg przyjeto O.Ols, taki jest rowniez staty krok
catkowania.

Przyktad
A =-1.3 B, =1

A2=03 B2=0.1
- 0.1 0.1 dla W
= a <
A, A 9 (12
Az VY daw
= a >
0.1 -0J g (13)

Z=0.425 ;f=5.764

4 =0.329 4, =5297
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Rys. 1 Przyktadowe zachowanie sie uktadu ze sterowaniem nie uwzgledniajagcym zmian macierzy A.

Fig. 1 Examplary behaviour of control system not allowing for A matrix change.
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Rys. 2. Przyktadowe zachowanie uktadu ze sterowaniem uwzgledniajacym zmiany macierzy A
Fig. 2. Examplary behaviour of control system allowing for A matrix change

5. Whnioski

Przyktad numeryczny zostat dobrany tak, aby podstawowym trybem pracy byt tryb
stabilny. Model dopuszcza przebywanie ukfadu w trybie 2, niestabilnym, zgodnie z (12).
Dla ||*| > 2 zaktada sie skokowg zmiane macierzy z (12) na (13).

Wartosci macierzy (12) i (13) ustalono na poziomie umozliwiajgcym obserwowanie
zmian uktadu w czasie symulacji.
W przyktadzie przeanalizowano wptyw zmiennosci macierzy intensywnosci przejs¢

najakos¢ sterowania. Przebadano:
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5.1. 100 realizacji przypadkowych procesow Markowa dla uktadu ze sterowaniem nie
uwzgledniajagcym zmiennos$ci macierzy A (przyktadowe realizacje - rys. 1).

5.2. 100 realizacji dla uktadu (11) uwzgledniajagcego zmienno$¢ A (przyktadowe realizacje -
rys. 2).

Dla przypadku 5.1 zaobserwowano 57 realizacji, dla ktorych uktad zachowywat sie w
czasie symulacji niestabilnie (rys. 1 ¢, d, e, f, g). Dla pozostatych 43 realizacji przebieg
sygnatu w czasie symulacji dazyt do 0 (rys. 1 a, b, h), jednak czas stabilizacji okazat sie w
wiekszosci przypadkéw diuzszy niz w przypadku sterowania uwzgledniajgcego zmiany A .

U podstaw takiego zachowania lezy fakt, ze w systemach JLQ sterowanie jest optymalne
ze wzgledu na mozliwo$¢ przejscia w inny tryb pracy. Obliczone na podstawie statej
macierzy (12) sterowanie dopuszcza przejscie uktadu w tryb niestabilny, jednak na
stosunkowo krétki czas ( q(2)=I). Zaktadajac jednak skokowa zmiane macierzy z (12) na
(13) sterowanie to okazuje sie zbyt stabe dla stabilizacji uktadu przy zwiekszonym czasie
przebywania uktadu w trybie niestabilnym.

Dla przypadku 5.2 nie zaobserwowano niestabilnosci. Dla 88 realizacji uktad sie
ustabilizowat (rys. 2 a, b, ¢, d, e, f). W 12 przypadkach przebiegi sygnatéw dazyty do
ustalonej wartosci punktu przetaczenia g=2 (rys. 2 g).

Po wprowadzeniu histerezy warunku zmian macierzy A okazato sie, ze uktad wpada na
granicy przetaczen w bardzo szybkie oscylacje (rysunek 2 h).

Spowodowane byto to jednoczesng zmianag macierzy A oraz odpowiadajgcego jej

sterowania w chwili osiggniecia przez uktad ||x||=2.

Sterowanie L\ nie byto w stanie ustabilizowa¢ uktadu, co w konsekwencji powodowato
wzrost |||, zmiang macierzy A oraz sterowania na L].

W celu wyeliminowania zjawiska oscylacji proponuje sie zmiane zatozonej strategii
sterowania poprzez przedtuzenie czasu dziatania sterowania L\ do chwili przejscia uktadu
w tryb stabilny bez wzgledu na wartos¢ ||x||.

Reasumujac nalezy podkresli¢, ze widoczny jest wptyw skokowych zmian macierzy

intensywnosci przejs¢ na jako$é sterowania. Zasadne wydaje sie wprowadzenie poprawki na

sterowanie uwzgledniajagce zmienno$¢ A .
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Abstract

The parameters of real systems are not constant. They are changed after the influence
of failure components for instance. In this paper the author considers systems which are
linear and whose mode dynamics is described by a discrete-state Markov process but
transition matrix is depends on state norm. The proposed control law (see chapter 4) is based
on two models with different matrixes transiton probabilities state norm dependent (Fig. 2).
Figure 1 shows system state with control law which is independent on transition matrix’s
changes.

A considerable influence of transition matrixes’ changes on control quality is clearly visible.

In chapter 3 compuer’s generator of Markov process is presented.



