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ZASTOSOWANIE RACHUNKU WYROWNAWCZEGO
DO ROZWIAZYWANIA ODWROTNYCH ZADAS PRZEWODZENIA CIEPLA
Streazozenie. W artykule przedstawiono mozliwoéoi zastosowania
rachunku wyréwnawczego w rozwigzywaniu odwrotnyoh zadan ustalonego
i nieustalonego przewodzenia ciepta. Uzyskano zmniejszenie niesta -

bilnos$ci wynikéw.

Odwrotne zagadnienia przewodzenia oiepia naleza do grupy zagadnien zZle
uwarunkowanych [6Je Oznacza to, ze mate biledy wielkos$éci danych powoduja
duze btedy wielkos$ci wynikowyoh. Celem wusuniecia tej niekorzystnej wtasdci-
wosé$ci, stosuje sie rozmaite metody [i] ,[6]. Najszersze zastosowanie znala-
zta metoda regularyzaoji [6j . Pozwala ona uzyskiwac stabilne wyniki, ale
prowadzi do ztozonych problemoéw optymalizacyjnych. W niniejsze]j piacy pro-
ponuje sie zastosowanie rachunku wyréwnawczego. Do rozwigzywania rozmai-
tych zagadnien cieplnych zostatl on wprowadzony przez Szarguta [V] . Przy zZle

uwarunkowanych problemach, nawet niewielkie poprawki wielkos$ci mierzonych,

wywierajg korzystny wptyw na wyniki. Metoda ta wymaga bardzo prostych o-
bliozen, jednakze nie w kazdym przypadku pozwala uzyska¢ stabilne rozwiag-
zania, Ograniczenia te omoéwiono w dalszej oze$oi pracy.

Zastosowanie rachunku wyréwnawczego zilustrowano bardzo prostymi przy-
ktadami. Bez zadnyoh trudnos$ci merytoryoznyoh mozna te metode uogélni¢ na

przypadki bardziej ztozone.

1. Rozwigzanie odwrotnyoh zagadnien przewodzenia ciepta

Jak juz wspomniano, metoda zostanie zilustrowana bardzo prostymi przy-
ktadami. Zostanie rozpatrzony przypadek nieustalonego, symetryoznego pola
temperatury w ptycie nieskonczonej (por. rys. 1) oraz ustalonego, syme-
tryoznego, dwuwymiarowego pola temperatury (rys. 2). W obydwu przypadkach
osig symetrii jest prosta X=0.

Do rozwigzania zagadnienia odwrotnego zastosowano metode opracowana
przez autora , [3], ktéra mozna uwaza¢ za uogélnionag metode. Tiomkine [ 5].
Metoda Tiom kioa dotyczy jednowymiarowych zagadnien nieustalonych,z jedno-
rodnym warunkiem poczatkowym. Rozwigzanie opracowane przez autora nie wy-

maga znajomos$ci warunku poczatkowego i moze by¢ takze stosowane dla pro-
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bleméw wielowymiarowych, ustalonych, sformutowanych analitycznie lub nu-

merycznie.

Rozwigzanie nieustalonego zagadnie-
nia odwrotnego dla symetrycznej pityty

nieskonczonej moze by¢ zapisane réwna-

niem [2]
T(X,Fo) 2 0(X’X1)FAk '(Fo) (1)
k=0
1/ ré6wnaniu tym oznaczajg (por. rys. 1)
X = x/o - bezwymiarowa wspoéirzedna,
o
Fo = at/c - liozba Fouriera
F(Fo) - wewnetrzna odpowiedZ tem-
peraturowa,
Rys. 1. Geome.trla obszaru jedno- FAK'(Fo) = dkE/dFok.
wymiarowego
Wewnetrzna odpowiedZz temperaturowa jest funkcjag przedstawiajaca przebieg
w czasie temperatury w punkcie X = XA(XA€ [o,i] ). Funkcja ta musi spet-
nia¢ réwnanie przewodzenia oiepta takze dla Fo—"~0. tzn.

F(Fo) = Tf (x1tFo),

gdzie:
2Tf (X,Fo) a T;f(x,Bo)
£70 " ax?2
a zatem nie Jest warunkiem brzegowym w klasycznym tego stowa znaozeniu.

Musi mie$

Funkcje

takZe ograniczone pochodne.

Ok(X,X1) wyznacza sie z zaleznoSdci

2(k.-n)

! @)

[2(k-n)j !

Przy numeryoznyra formutowaniu zagadnien poczatkowo—brzegowyoh,rozwigzanie

problemoéw

Tak bedzie

odwrotnych, w szczegdélnych przypadkaoh, znacznie upraszoza sieg.

wtedy, gdy znana jest temperatura wezta potozonego w osi syme-
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trii ptyty lub na brzegu ciata, przy znanym warunku brzegowym. Dla upro-
szczenia przyjmuje sie dalej, ze ten warunek brzegowy jest jednorodnym wa-
runkiem brzegowym Il rodzaju (I\ oznacza temperature zredukowang). ROw-

nanie ro6znicowe dla tego wezta moze by¢ zapisane nastepujaco:

dT,
AT +A T Q)
11 1 12 A2*
A dla pozostatych
dTp
dT- = A21 T1 + A22 T2 + A23 T3 b
dT.
i — A i T. . + A, . T. + A . T, .
do: i,i-1 i-1 [ i i,i+1 1+1
i o= 3, N,
gdzie N oznacza liozby weztéw. Z rownania (3) mozna wyznaczyétempera-
ture; Tg, a z (*() - T7~j itd. Ogdlna posta¢ rozwigzania
N-1
Ti= 2 O0k,i-1 1=2 , 3 , (6)
k-0
gdzie wspoétczynniki o~ A~ wyznacza sie z uktadu réwnan
A . ffQ +B = O
@
A' "k = "k-1
jezeli tylko = const, za$ wektor B ma jeden niezerowy element(pier-
wszy) réowny Macierz A jest macierza tréjkatna i zawierawspo6tczyn-

niki réwnan réznicowych od 1 do N-1 (z N-1 réwnania (5) wyznacza sie N-ta

temperature).

¥ ogélnym przypadku maoierz A jest maoierzag tréjprzekatniowsa, zawie-
rajaca wspotczynniki wszystkich réwnan, a szereg (6) staje sie szeregiem
nieskonczonym. Wspoétczynniki O’tci wyznacza sie z uktadéw réwnan typu (7).

Rozwigzanie symetrycznego, dwuwymiarowego pola temperatury w stanie u-

stalouym moze by¢ zapisane réwnaniem £3]

T(x,y) = 2 A2kAX,X1A A 2Kk~ Y). -8
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V réwnaniu tym oznaczajag (por.

rys. 2)

X = x/o - bezwymiarowe wspot-
rzedne,

Y = y/c -

f(y) - wewnetrzna odpowiedzZ

temperaturowa,

FA(y) = dkF/dYk.

Wewnetrzna odpowiedzZ tempera-

turowa jest funkoja, przedsta-

wiajagcg przebieg temperatury

wzdtuz wspoétrzednej Y dla do-

wolnie wybranej wspotrzednej

Rys. 2. Geometria obszaru dwuwymiaro- X, (xt € ro.11). Funkoja ta mu-
wego si spetnia¢ réwnanie przewodze-

nia ciepta takze na brzegach Y,

tzn
F(Y) = Tf(X1,Y),
gdzie:
2TF (X,Y) 22TF (X,Y)
2Y
a zatem nie jest warunkiem brzegowym w klasyoznym tego stowa znaozeniu.
Musi mie¢ takze ograniozone pochodne.
Funkoje Ok (X,X.j ) wyznaoza sie z zaleznosci
(9)
k-1 w2(k-n)
— I ;I Y Zk n 1
=(Dh - o
- " '
2k (2k)! n=0 [2(k-n)] . ~2n

2, Wyznaozanie pochodnych w rozwigzaniach zagadnien odwrotnych

Informacje o wewnetrznej odpowiedzi temperaturowej uzyskuje sie z po-
miaréw, Ma ona zatem charakter dyskretny. Celem wyznaczenia wartos$ci po-

ohodnyoh dyskretne dane aproksyraowano wielomianem przy uzyciu metody naj-
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mniejszyoh kwadratéw. Najprostsze rozwigzanie otrzymuje sie W przypadku,

gdy krokprébkowania jest staty, tzn. dane zbiera sie dla

Zj-2h, zj~h> zj» zj+h' zj+2h,..., (to)
gdzie Zj odpowiada wybranemu momentowi czasowemu dla zagadnien nieusta-
lonych lub punktowi Y dla zagadniern ustalonych. Przyjeto nastepujaca po-

sta¢ wielomianu

z - z, z - z n
F(z) = at + a2 — g i + a3 (— g i) o (i)
Z powyzszego wynika, ze
Fi.jJ.a,, F(k)(zj} = ~ ak+1-
W spoétczynniki sg liniowa kombinacjg wartos$ci funkciji F(z) wpunktach

(10) i moga byé¢ ogélnie zapisane (por. [53 )

(12)

1=1

gdzie oznaczono
F(i) = F(zj),

za$ dane zbiera sie dla punktéow
[ jriz-i,j+i2. (13)
Metoda najmniejszych kwadratéw prowadzi do uktadu rownan liniowych na
wspotczynniki an. Przy wykorzystaniu wielomianu w poataoi (11 ) oraz re-

prezentacji wspoétczynnikéw w postaci C12) mozna wykazac¢, ze wspotczynniki

o.k X spetniajag nastepujagcy uktad réwnan

(1*>

gdzie:
Pi+vi2+i
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11+12+1
o+i-1 .
\ , = 2 (n-1.- 1) i = 2,3, ...,qt1,
n=1
. . i = 2,3,..,,q+1
Ai,k ,lI = Ai-1,k+1,1*
k — 121 (-fQf
1.1
c1 = =k,
_°qg-t1,1-
nl,1
D
Di = k|
Oq+rfd
s 1
[
k-1 K = |
Dk ,i = ii-i,-") = 2,3, ,a -+,
zas$ q jest stopniem wielomianu. Ostatecznie
F(k)(j) =~ 2 °k+1,1 F(j+1-11-1)" k = 0,1,2,. (15)

Posta¢ (15) jest o tyle wygodna, ze w odréznieniu od klasycznej formy za-
pisu metody najmniejszych kwadratéw wspoétczynniki cnhon nie zaleza od war-
tos$ci funkcji i przy ustalonych 11 i 17 wystarczy tylko raz rozwigzacd
uktad réownan (1 it).

Na podstawie zaleznos$ci (13) mozna tez oszaoowac¢ btad pochodnej. Jeze-

l'i btad wartos$ci funkoji jest staty i réowny O.F, to w przyblizeniu

“kL e @6

1Jtad ten jednak nie uwzglednia btedu wynika jacego ze ztego dopasowania wie-
lomianu do zadanej funkoji.

Przeprowadzone prébne obliczenia dla szerokiej klasy funkcji elementar-
nych pozwalajag stwierdzi¢, Zze metoda ta mozna uzyskiwaé¢ stabilne co naj-

wyzej czwarte poohodne. Wymaga to ograniczenia liczby wyrazéw szeregow (1),



Zastosowanie rachunku wyréwnawozogo. , 83

(6), (8). Przy dutyoh gradientach temperatur dT/dX note to stanowi¢ istot-

ne ograniozenie w stosowaniu prezentowanej metody.

3. Zastosowanie raohunku wyréwnawozego

Jak jut wspomniano na wstepie, odwrotne zagadnienia przewodzenia cie -
pta naleta do (le uwarunkowanyoh. Tiomkin [jj] twierdzi, te jut zastosowa-

nie metody najmniejszych kwadratéw do aproksymaoji temperatur, pozwala u-

sung¢ te niekorzystng wtasoiwos$c. Przeprowadzone obliczenia pozwalaja
stwierdzi¢, te wniosek ten nie zawsze Jest stuszny.

Zastosowanie raohunku wyréwnawczego jest motliwe, o ile dysponujemy
pewnymi informaojami dodatkowymi o warunkach przeptywu ciepta. Takim do-

datkowym warunkiem mote by¢ np. warunek brzegowy na powierzchni X=1.Niech

to bedzie Jednorodny warunek brzegowy 111l rodzaju
+ Bi T = O, dla X = 1, (17)
gdzie Bi oznaoza liozbe Biota. Réwnanie to Jest stuszne dla katdego mo-

mentu czasowego,
Podstawiajgo réwnanie (i) do (17) otrzymuje sie niezgodnoé¢ "w" réwna-

nia warunku (17)

M
2 [fr*h.X,) + i CGk(,X,)] Pk(Fo) = -w. (18)
k=0

W réwnaniu tym oznaozono

Ok 2 do/dX

Pk = FA(Fo) (19)

N - liczba wyrazéw szeregu (i).
Zatotono dalej, te bitedem obarczone sa tylko wartos$oi poohodnyoh Pk
oraz liozba Biota. Motna oozywisole liste tych wielkos$ci poszerzy¢.Za mia-

re btedu bezwzglednego mk poohodnyoh Pk przyjeto wielkos$¢ opisang row-
naniem (16). Btad bezwzgledny liczby Biota (B i = "™M+1 mote by¢ wyznaozo-
ny zwyktymi metodami wyznaczania btedéw wielko$ol zitotonej.

Zgodnie z zasadami rachunku wyré6wnawozego wprowadza sie poprawki

(i = 1,2,...,M+1) wielkosSol wystepujacych w réwnaniu warunku (18). Warto-
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Soi tyoh poprawek oblioza sige z warunku na minimum wazonej sumy kwadratéw

poprawek
ML 2

—jj— = min. (20)

m4
iz 1

Minimum (20) z warunkiem (18) prowadzi do uktadu réwnan, z ktérego mozna
wyznaczy¢ poszukiwane poprawki vA, Podobnie mozna wykorzysta¢ raohunek
wyréwnawczy dla problemoéw wustalonych.

Dla zagadnien sformutowanyoh numerycznie réwnanie warunku moze wygla-
da¢ inaczej. Jezeli mierzong temperaturg jest temperatura osi symetrii lub
jezeli do konstrukoji rozwigzania nie wykorzystano warunku brzegowego, to

rownaniem warunku moze by¢ zdyskretyzowany warunek brzegowy

TN “ TN+1 TN+1

/ 4
*X -Ttr )

W réwnaniu tym R<®, R”™ oznaczajg odpowiednie opory przeptywu ciepta mieg-
dzy weztami N a W+1 oraz N+1 a otoozeniem, Tijj+j oznacza temperature
brzegu oiata, ktéra moze by¢ wyznaczona z réwnania' r6znioowego dla N-tego

wezta (wezetl przypowierzchniowy).

dTN
dT" = AN,N-1 tn-i + an,n tn + AN,N+1 TN+1*

Jezeli natomiast mierzonag temperaturg jest temperatura powierzohni oia-
ta i w konstruowaniu rozwigzania uwzgledmiono warunek brzegowy (por, pkt.l),
to réwnaniem warunku moze by¢ réwnanie réznicowe dla wezta potozonego w
osi symetrii

1
d7~ = A11 T1 + Al2 T2* (22)
¥ tym przypadku mamy bowiem N rownan réznicowych dla N weztow, a tyl-
ko N-1 niewiadomych (temperatura jednego wezta jest znana). Zastosowanie
r6wnania warunku w postaoi (22) ma jednak te niekorzystng wtasciwoS¢, ze
wymaga wyznaczenia kolejnej pochodnej funkcji F(2), a zatem zmniejszenia

liozby wyrazéw szeregu (6). Moze to spowodowa¢ dalsze ograniozenia w sto-

sowaniu metody, o czym wspomniano w punkoie 2.
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Wyniki obliozen i wnioski
Celem sprawdzenia metody przeprowadzono wiele obliozen liczbowych. Do-
tyczyty one ré6Znyoh przypadkéw warunkéw poozatkowyob i brzegowych dla Bi=

= 0,05-5,0. Jako odpowiedZ termiczng wykorzystanie rozwigzanie zagadnie-

nia poozatkowo-brzegowego. Wartos$ci liczbowe tego rozwigzania obarczano
losowo btedem, przy ozym maksymalna warto$¢ tego btedu byta réwna (P. Dla
wyznaczenia wartos$ci btedu wykorzystano generator liozb pseudolosowych o
rozktadzie réwnomiernym. Pierwsza z wylosowanych par liczb stuzyta do
obliczenia wartos$ci btedu réwnej pr , F, a druga stuzyta do wyboru znaku
btedu. Zastosowanie takiego generatora spowodowato, Ze rozktad bitedéw byt
gorszy niZ w rzeczywisto$ci. Czesto bowiem zdarzato sie, Ze wszystkie ko-

lejne btedy miaty ten sam znak. PoniZej przedstawiono dla przyktadu nie-

ktére wyniki obliozef.

0,5 Q6 1,0 2,0 5,0 8,0 Fo
Rys. 3. Temperatura osi symetrii ptyty - stan nieustalony
Na rys. 3 przedstawiono temperature osi symetrii ptyty, przy jednorod-
nym warunku brzegowym |11 rodzaju, warunku poozatkowym T = 1, przy Bi =
= 0,5. Linig oiagta przedstawiono rozwigzanie zagadnienia poczatkowo-brze-
gowego, krzyZykami rozwigzanie zagadnienia odwrotnego (réwnanie (1)) bez
uzgadniania, koéteozkami - z uzgadnianiem. Jako odpowiedz temperaturowa
przyjeto temperature powierzohni ptyty. Przyjeto takZe £F = 0,005 iiBi=

= 0.
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Rys. k. Temperatura osi symetrii ptyty - stan ustalony

Na rys. U przedstawiono temperature osi symetrii ptyty dla stanu wusta-
lonego, przy Jednorodnym warunku brzegowym 111 rodzaju dla X=1 oraz przy
warunkach T=0 dla Y=0 i T=1 dla Y=B. Przyjeto Bi=0,5, B=1. Liniag cig-
gta przedstawiono rozwigzanie zagadnienia brzegowego, krzyzykami rozwia-

zanie zagadnienia odwrotnego (réwnanie (8)) bez uzgadniania, koéteczkami -

z uzgadnianiem. Jako odpowiedZ temperaturowa przyjeto temperature powierz-
ohni X=1, przy (F = 0,005 i ¢Bi = 0.

Analizowano takze wptyw (F i (B na wyniki liczbowe, Wptyw ten
przedstawiono w tabelaoh 1 i 2. W tabeli 1 pokazano wptyw (B na wyniki
uzgadniania. W tabeli tej oznaoza temperature osi symetrii, uzyskana
z rozwigzania zagadnienia prostego, za$ T - odwrotnego, Tc oznacza waru-
nek poczatkowy. Obliozenia dotycza Bi = 0,5. Przyjeto (F = 0,005.

Przy analizie powyzszych wynikéw nalezy uwzgledni¢ losowy obarakter bte-

déw i stad brak powtarzalno$oi w wartosoiach liczbowych odpowiedzi tempe-
raturowej. Z tabeli tej wynika, ze wptyw (B na wyniki uzgadniania nie
Jest duzy. Podobny wniosek nasuwa analiza wynikéw uzyskanych przy innych

liczbaob Biota.

V tabeli 2 przedstawiono wptyw;F. W tabeli tej Ts oraz T oznaoza-
ja to samo, co w tabeli 1, za$ 't oznaozawyniki rozwigzania odwrotnego
bez uzgadniania. Pierwsze dwie kolumny T i T odpowiadajag 10 weztom apro-
ksymacji, a ostatnia kolumna — li*. Podobnie, jak tabela 1 przedstawione
wyniki dotycza temperatury osi symetrii ptyty nieskofnczonej w stanie nie-

ustalonym, na podstawie informacji o temperaturze powierzchni ptyty.
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1
T
o) Fo
¢Bi = 0,05 (B 0,1
1,3 0,561(3 0,5701 0,5801*
- o 2,0 0,4559 0,1*535 0,1*1*91*
o
2,5 0,3683 0,3697 0,3659
3,0 0,2976 0,2911 0,301*6
1.5 o, 3871* 0,3681 0,3712
To = 1-X2 2,0 0,3130 0,3226 0,3099
2.5 0,2528 0,2628 0,2601
3,0 0,201*3 0,1970 0,1900
1.5 0,1769 0,1789 0,1652
2
;l—o =X 2,0 0,1430 0,1518 0,1359
2.5 0,1155 0,1126 0,1239
3,0 00,0933 0, 101*0 0,1058
(F = 0,01 ¢F = 0,05
Fo
To ta Aj
T T T T
1.5 0,561*3 0.,6828 00,5809 0,991*3 0,1*025
_ o 2,0 0,1*559 0,5591* 0,1*759 0,0102 0,¥1*60
o =
25 o0,3683 0,681*1* 00,3688 0,1*596 0,2362
3,0 10,2976 0,61*81 00,2983 0,2555 0,221*2
1.5 0,387l 0,1*236 0,3553 0,5253 0,381*8
2 2,0 0,3130 10,0052 00,2837 0,1905 0,3391*
= =
2.5 0,2528 0,1265 0,2385 0,5067 0,1810
3.0 0,201*3 0,3716 0,2070 0,8088 10,2211
1.5 0,1769 0,3030 0,1701 o0,9855 0,2077
)Q 2.0 0,11*30 0,1*1*35 0,1551* 0,1*952 0,181*0
To =
2.5 0,1155 0,5683 0,131*7 0,061*1* 0,1768
3.0 0,0933 0,1072 0,1056 0,0289 0,1060

Z tabeli tej wynika duzy wptyw

w prezentowanyoh obliczeniach nie

przyjmowano go jako staty.

dobrej

optymal

aproksymaciji fun

izowano

stopnia

Tabela

0,5582
0,1*329
0,3759
0,2698

0,3551
0, 311*0
0,21*61

0,1876

0,1927
0,1377
0,1138

0,091*5

0,2671*
0,331*2
0,1*67"!

0,01*17

0,3198

0,5575
0,1383
0,0081

0,1*090
0,5156
0,1693

0,221*7

koji F,

1

z
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Tabela

0,531*2
0,1*682
0, 31*99
0,3026

0,3559
0,3315
0,2512

0,2359

0,11*75
0,1538
0,1260

0,0900

tym 2z

wielomianu,

e

a
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Podobne rezultaty osiggnieto dla zadan sformutowanych numerycznie, z
przytoczonych przyktadéw wida¢ korzystny wptyw zastosowania rachunku wy-
rbwnawczego. Tylko dla matyoh Fo, jes$li wystepuja silne niestabilnosdci,
rachunek wyréwnawozy nie jest wystarcza jagog metoda. Podobnie dla duzych (F
(por. 2 i 3 kolumna tabeli 2), Podkres$li¢ jednak nalezy,ze btad F = 0,05
jest dos$¢ duzym btedem (oznacza to np. przy TQ = X2 btad rzedu 5 K przy
$rednio 20°C).

If przytoczonych przyktadaoh zastosowano wielomiany *1-5 stopnia. Do wy-
znaczenia wspo6tozynnikéw wykorzystano 10 wartoéci temperatur, z tym ze dla
stanu nieustalonego warto$¢ wielomianu dla j-tego momentu czasowego obli-

czano na podstawie temperatur w j,j-1j-2,... momentach czasowych,
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1IPHVEHEHHE yPABHHTEJIbHOTO BNHHCJIIEHHH
AJIH FEIHEHHH OEPATHHX 3AMHEH TEIUIORPOBOAHOCTH

Pes3due

B ciaTte npe~rciaBjieHa bo3moxhocth npmteHeHHH ypasHHiejitHoro BmacjiemiA
qiih pemeHHH oOpaTHLix aanaweft ciamioHapHoft u HecTaipioHapHoft TenAonpoBOAHOO —

TH. Ehuio noayaeHO yweHbmeHHe HeycToftaHBociH pesyAtiaToB.



Zastosowanie rachunku wyréwnawczego. .

THE APPLICATION OF THE LEAST SQUARES METHOD FOR SOLVING INVERSE

PROBLEMS OF HEAT CONDUCTION

Summary

The application of the least squares method for solving inverse
blems of steady and non-steady heat conduction is presented in this

The deorease of non-stability of results has been obtained.
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