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ROWNANIA | SCHEMATY ZASTEPCZE NIELINIOWEGO MODELU
MATEMATYCZNEGO MASZYNY INDUKCYJNEJ

Streszczenie. W pracy przedstawiono rownania maszyny indukcyjnej
uwzgledniajace zjawisko nasycania sie rdzeni magnetycznych stojana i wirnika przez
pole magnetyczne gtéwne i pola rozproszen. Przedstawiono schematy zastepcze
maszyny dla stanéw ustalonych symetrycznych i nieustalonych zaznaczajac na nich
parametry zalezne od stanu nasycenia. Zamieszczone w pracy wyniki badan
symulacyjnych wskazaty na konieczno$¢ uwzglednienia zjawiska nasycenia w modelu
matematycznym maszyny.

EQUATIONS AND EQUIVALENT CIRCUITS OF AN INDUCTION
MACHINES NONLINEAR MATHEMATCAL MODEL

Summary. Equations of an induction machine taking into account saturation of the
stator and rotor ferromagnetic cores by the main magnetic field and leakage fields are
presented in the paper. The machine equivalent circuits for steady and transient states
have been presented and the parameters dependent on saturation have been shown on
them. The simulation results given in the paper have proved the necessity of taking into
consideration saturation effect in the machine mathematical model.

1. WPROWADZENIE

Zjawisko nasycania sie rdzeni ferromagnetycznych stojana i wirnika maszyny
indukcyjnej mozna uwzgledni¢ w jej monoharmonicznym  modelu matematycznym
przyjmujac oprécz tradycyjnych zatozen [3] nowe dodatkowe zatozenia:

- charakterystyki magnesowania rdzeni ferromagnetycznych stojana i wirnika sg
nieliniowe, jednoznaczne,
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zjawiska nasycania sie rdzeni magnetycznych maszyny zar6wno przez pole magnetyczne
gtowne, jak i pola rozproszenia sg od siebie niezalezne, tak ze mozna je analizowac
oddzielnie,
sprzezenia magnetyczne uzwojen maszyny zwigzane zaréwno z polem magnetycznym
gtéwnym, jak z polami rozproszen sg nieliniowymi funkcjami modutu i argumentu
fazorow przestrzennych odpowiednich pradéw:

- pradu magnesujgcego (pole gtéwne),

- pradu stojana (pole rozproszenia stojana),

- pradu wirnika (pole rozproszenia wirnika),

(przyjeto, ze prady fazowe stojana i wirnika przy braku odpowiednich skfadowych

zerowych [2] sgjednoznacznie wyznaczone przez ich fazory przestrzenne),
fazory przestrzenne sprzezen magnetycznych stojana i wirnika z odpowiednimi polami
mozna wyznaczy¢ za pomocg nieliniowych syntetycznych charakterystyk sprzezen
magnetycznych.

W wyniku przyjetych zatozer rownania maszyny indukcyjnej w 2-osiowym ukladzie

wspotrzednych (X, y) przyjmuja postac:

_l Q. e nt
h s I X N d —s + 5
0j .0 dt _rr_ _© ®K e
~VsMs, Ys J
) ’ @)
X'r. jCaiK.Yr). —m(dm>Ym)_
1, 4CD =Rfe-M4, Me=PR (3
p dt
gdzie:
us.i..c - fazory przestrzenne napiecia stojana, pradu stojana i wirnika,
‘Ls.Zr - fazory przestrzenne wypadkowych sprzezen magnetycznych
stojana, wirnika,
&sa ’—rcr>\f—>m - fazory przestrzenne sprzezeri magnetycznych stojana i wirnika

z polem rozproszenia i polem gtéwnym,
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Is,ys, 1" ,yr,im,ym - modut i argument fazoréw przestrzennych pradu stojana,

wirnika, pradu magnesujacego,

Rs,Rr - rezystancja uzwojenia stojana i wirnika,
Me,Mm - moment elektromagnetyczny i mechaniczny,
@QJ,p, - predko$¢ katowa elektryczna, moment bezwladnosci, liczba par

biegunéw, predko$¢ katowa elektryczna wirowana ukiadu
wspotrzednych x, y wzgledem stojana,

- kropka oznacza, ze wielkosci i parametry wirnika zostaly
sprowadzone na strone stojana.

2. SYNTETYCZNE CHARAKTERYSTYKI SPRZEZEN MAGNETYCZNYCH.
INDUKCYJINOSCI STATYCZNE | DYNAMICZNE OBWODOW
ELEKTRYCZNYCH MASZYNY

Fazory przestrzenne sprzezen magnetycznych stojana i wirnika z polem magnetycznym
gtbwnym oraz z polami rozproszenia mozna przedstawi¢ za pomocg syntetycznych
charakterystyk sprzezeri magnetycznych:

- przy sinusoidalnie roztozonych uzwojeniach stojana i wirnika fazor przestrzenny
sprzezenia magnetycznego maszyny z polem magnetycznym gtéwnym wynosi [1]

Emd mym)~ J K )eJr- 4)
gdzie:
L =~IL+ Ily > Ym=arctg-yt , (5)
mx
Imx Isx 4"Irx > "“my sy 4"1lry> (®)

przy uwzglednieniu dominujgcej podstawowej harmonicznej w rozwinieciu w szereg
Fouriera (wzgledem argumentu fazora przestrzennego pradu stojana lub wirnika) fazoréw
przestrzennych sprzezen magnetycznych stojana i wirnika zwigzanych z polem
rozproszenia otrzymuje sie:

Z Aa(ls>ys) ="fs(ls)edr’, @)

ICa(lr.Yr)=Fr'(I'r)eir (8)
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gdzie:

Fm(Im)>"sa (*s)> (K) =~ syntetyczne charakterystyki sprzezen

magnetycznych,

sktadowe osiowe fazorow przestrzennych

pradu magnesujacego oraz pradu stojana i
wirnika.

Relacje (4,7,8) mozna wykorzysta¢ do sformutowania réwnan silnika w postaci
napieciowo-pragdowej. Przy opracowaniu tych réwnan zachodzi konieczno$¢ obliczenia
pochodnych wzgledem czasu odpowiednich sprzezen magnetycznych oraz wyrazenia ich za
posrednictwem odpowiednich pradéw i ich pochodnych. W tym celu wprowadza sie do
rozwazan indukcyjnosci dynamiczne maszyny zwigzane z odpowiednimi polami.
Roéwnocze$nie nawigzujagc do klasycznych liniowych modeli matematycznych maszyn
elektrycznych sprzezenia magnetyczne obwoddéw elektrycznych maszyny mozna réwniez
wyrazi¢ za pomocg nieliniowych wspoétczynnikdw majacych wymiar indukcyjnosci [3] i
nazywanych indukcyjno$ciami statycznymi.

Bioragc pod uwage, ze w maszynie indukcyjnej charakterystyki sprzezef magnetycznych
zwigzanych z polem gtéwnym i z polami rozproszenia majg podobng zalezno$¢ funkcyjng w
dalszej czesci pracy zostang wyprowadzone zaleznosci okres$lajace indukcyjnosci dynamiczne
i statyczne dla pola gtéwnego. Podobne relacje dla pél rozproszer podane zostang juz w
koncowej postaci.

Uwzgledniajac, ze w stanach nieustalonych zaréwno modut, jak i argument fazora
przestrzennego pradu magnesujacego sg funkcjami czasu, pochodna fazora przestrzennego
sprzezenia magnetycznego pola gtéwnego wzgledem czasu ma postac:

©
dt dim dt dt

(10)

W wyniku otrzymuje sie

L)
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Podstawiajac powyzsze zaleznos$ci do (9) oraz dokonujac jego rozktadu na sktadowe osiowe
otrzymuje sie nastepujace réwnanie macierzowe

d [>my? LDmx (Im *Ym) j I'Dmxy(Im *Ym) d Imx (12)

dt  my 1JDmyx (Im >Ym) 1 "Dmy(Im *Ym) dt |my

w ktéorym w macierzy kwadratowej wystepujg indukcyjnosci magnesujgce dynamiczne

maszyny okre$lone przez relacje

LDmx(Im’rm) =I'Dm(Im)c°S2(rm) + Lm(Im)sin2(ym),

| Dym = LDm(Im)sin2(ym) + L J 1 m)cos2(ym), (13)
IDxym (Im ’Ym) ~ ~ i*Dm (*m) ~ I'm(*m ))sin(lym)
gdzie:
“Dm (1 m) 1 (14)
dlim

Nawigzujac do teorii liniowych obwodow elektrycznych fazor przestrzenny sprzezenia

magnetycznego dla pola gtdwnego mozna przedstawi¢ w postaci

(15)

w ktérej nieliniowy wspotczynnik Lm(l,,) nosi nazwe indukcyjnos$ci magnesujacej statycznej
maszyny. Uwzgledniajac rozktad fazoréw przestrzennych na wielkosci osiowe otrzymuje sie:

i>

i I
mx Lm(Im){ 0 mx (16)
T jij_ 1my

Postepujagc w podobny sposob z relacjami matematycznymi okres$lajacymi sprzezenia
magnetyczne zwiazane z polami rozproszen otrzymuje sie wyrazenia na dynamiczne i
statyczne indukcyjnosci rozproszen stojana i wirnika:

- indukcyjnosci dynamiczne stojana zwigzane z polem rozproszenia

| ‘Dsxa (Is >ys) I1JlDsa(ls )»OS (Ys) =mlsa(ls) (Ys)>

LDsycr(1s.Ys) =LDso(Is)sin2{ys)+ Lsa(ls)cos2(ys), 17)

1'Dsxya(ls ’Ys) ~ ~ if*\Dsa(ls ) ~ ~scr(1ls ))sin(lys)
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- indukcyjnosci dynamiczne wirnika zwigzane z polem rozproszenia

L'DrXxa(l'r Jr) =LDra(i; ) COS2(Vr) + Lo (i; )sSir?(rr),

LDrya(k <r) =LDrack )sin r) + L'rg(x )'cos2(Yr)e (18)

L'DrxyJ I'r,Yr) =\{LDra(K )~LTJ K ))»(2/r),

gdzie:
d*F (1)
IDsjis)= ry : d9)
dls
d*2' (1%)
Lordi;)- g}y" L] (2°)

indukcyjnosci statyczne stojana i wirnika zwigzane z polem rozproszenia

(21)
*s o

3. ROWNANIA NAPIECIOWO - PRADOWE MASZYNY. SCHEMAT
ZASTEPCZY DLA STANOW USTALONYCH INIEUSTALONYCH

Uwzgledniajac powyzej zestawione zaleznosci mozna uktad réwnan rézniczkowych

(1)-(3) doprowadzi¢ do uktadu réwnan napieciowo - pradowych

-US _Rs Rs  , Rbs RDw dV o2
0 Rs Rrr.Jr. _Ds RDr_dtjr.

drt =Me-Mm ’ Me=PLm(ImMmx 1sy ~ 1ny 1sy)- (23)
p
Wektory i macierze wystepujace w powyzszym uktadzie rownan przyjmuja postac:
wektory
) -
usAusxi,\ r = o of, (24)
- IT
L5 5, Isy\ . M a J/J .

macierze zawierajace rezystancje i nieliniowe indukcyjnosci statyczne
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il'3 (LsJ I's)+Lm(In

(25)

cox[Ls<d(Is) + Lm(ImJ! Rs
K ‘_L‘_' HI‘_'cu(vra(rr)+Lm(im)
Rrr =
(ﬁ>x_®){L-rjr r)+Lm(im}! K
(26)
0
(27)
(Im) \ 0
’ 0_ - K zZv)L_JIm
Rrs ~ 2 (28)
(a>x-a>)Lm(Im) \ 0]

emacierze zawierajace nieliniowe indukcyjnosci dynamiczne

LDsxa(ls‘Vs) ~ADxm("m’Ym) J ~Dsxycr("s'Ys) ~Dxym("m>Ym)

LDss .
ADsxya”"s'Ys) ~Dxym(*m>Ym) | ~Dsya(”s’Ys) * ADym(*m’Ym)
(29)
LDrxa(lr’Yr) + LDxm(I m>Ym) }LDrxya(lr <Yr)_* L Dxym(lm<Ym)
LDrr ~ :
LDrxya(irJr) +LDxym(Im’Ym) \ LDrya(lr>Yr) + LDym(1Im’Ym)
(30)
DmMx("m>Ym) 1 mmxy (=¥ m )
LDsr ~ (1)

“Dmxy( m’l' m
Przedstawione réwnania mozna wykorzysta¢ w badaniach stanéw nieustalonych maszyny
indukcyjnej. Przy rozpatrywaniu stanéw ustalonych symetrycznych (przyjmujac GXx =cos)
uktad réwnan rézniczkowych doprowadza sie do uktadu réwnan algebraicznych nieliniowych
0 nastepujgcej postaci:
re.1 _ Rs3'jrsifscrf ) 3’Rm("mf) J®s m("m) Ls

jscosLm(1m) Rr + jscos\L\a(1*) + Lm(Im)\ ¢

(32)
Przedstawione powyzej nieliniowe modele matematyczne maszyny indukcyjnej réznig sie od
modeli matematycznych maszyny, w ktérych nie uwzglednia sie zjawiska nasycenia. Réznice
pomiedzy tymi modelami wynikaja:
z wystepowania w réwnaniach stanu nieustalonego rdéznigcych sie miedzy soba
nieliniowych indukcyjno$ci statycznych i dynamicznych,
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z wystepowania sprzezenia magnetycznego pomiedzy obwodami elektrycznymi maszyny
w osiach x iy,
-z wystepowania w réwnaniach stanu ustalonego nieliniowych indukcyjnosci statycznych.
Wymienione wyzej réznice zostaty zaznaczone na schematach zastepczych maszyny
przedstawionych narys. 1, 2.

4. PRZYKLADOWE WYNIKI BADAN SYMULACYJNYCH

Opierajac sie na opracowanym modelu matematycznym maszyny asynchronicznej
przeprowadzono badania symulacyjne dla stanu nieustalonego (rozruch silnika), oraz stanu
ustalonego. Przedmiotem badan byt silnik asynchroniczny o nastepujacych danych
znamionowych:

PN =3 kW , UsN=220/380 W,IsN=11,5/6,7A,
cos(<frN) =0,82 ,nn = 1430 obr/min.
Jako parametry elektromagnetyczne przyjeto:
Rs=2,0 Q, Rt =1650Q,
Lso =0,01 H, L'e, = 0,01 H, Lm- 0,128 H- wartoSci nienasycone.
Syntetyczne charakterystyki sprzezeh magnetycznych przedstawiono za pomocg funkcji

analitycznych:
Pso(Js) =Asoar GS (Bs3s) + CsoJs/

Pro(!’) =Aroar GS (Brolr) +CroKm

Pm(Im) =AmarctS(Bmim) +Cmlm
gdzie

Asa=Ara=0,097, Am= 1,30,

Bsa = Bra = 0,07, Bm= 0,226,

C% = Cra = 0,0045.

Badania symulacyjne przeprowadzono przy uwzglednieniu i pominieciu zjawiska
nasycenia w modelu matematycznym maszyny. W tym drugim przypadku jako indukcyjnosci
magnesujace oraz rozproszenia przyjeto indukcyjnosci maszyny obowigzujace dla stanu
nienasyconego. Wybrane wyniki badan symulacyjnych przedstawiono na rys.3-10.
Zamieszczone wyniki badan dotycza zasilania maszyny z sieci sztywnej 0 napieciu

zZnamionowym.
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Rys. L Schemat zastepczy maszyny dla stanéw nieustalonych
Fig. 1 Equivalent circuit of an induction machines in transients states

RS jrshstljs) j(O,L fq14

Rys. 2. Schemat zastepczy maszyny dla stanéw ustalonych
Fig. 2. Equivalent circuit of an induction machines in steady states

29
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Rys.3. Przebieg czasowy modutu fazora przestrzennego pradu stojana podczas rozruchu
silnika obliczony przy uwzglednieniu (— ) i pominigciu (— ) zjawiska nasycenia

Fig. 3. Wave of space phasor magnitude of the stator current while starting the motor,
calculated when taking into account (— ) or neglecting (- saturation effect

czas (s)
Rys.4. Przebieg czasowy mocy chwilowej czynnej podczas rozruchu silnika obliczony przy
uwzglednieniu (—) i pominieciu (— ) zjawiska nasycenia
Fig. 4. Wave of the instantaneous active power while starting the motor, calculated when
taking into account (—) or neglecting (— ) saturation effect

czas (s
Rys.5. Przebieg czasowy mocy chwilowej bier(nej) podczas rozruchu obliczony przy
uwzglednieniu (—) i pominieciu (-----) zjawiska nasycenia
Fig. 5. Wave of the instantaneous reactive power while starting the motor, calculated when
taking into account (—mor neglecting (—-) saturation effect
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Rys.6. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego podczas rozruchu obliczony przy
uwzglednieniu (—mi pominieciu (--—--) zjawiska nasycenia

Fig. 6. Wave of the electromagnetic torque while starting the motor, calculated when taking
into account (—) or neglecting (— ) saturation effect

(s)
Rys.7. Przebieg czasowy predkosci katowej elektrycznej wirnika podczas rozruchu silnika
obliczone przy uwzglednieniu (—¢) i pominieciu (--—--) zjawiska nasycenia
Fig. 7. Wave of the rotor electrical angular speed while starting the motor, calculated when
taking into account (—mor neglecting (— ) saturation effect

0.0 50.0 100.0 150.0 2000 250.0 300.0 350
oregp (rad/s)
Rys.8. Trajektoria zmian momentu elektromagnetycznego silnika w funkcji predkosci
katowej elektrycznej wirnika podczas rozruchu silnika
Fig. 8. Trajectory of the motor electromagnetic torque in function of the rotor electrical
angular speed while starting the motor
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poslizg s (-) poslizg s (-)
Rys.9. Charakterystyki statyczne modutu fazora przestrzennego pradu stojana oraz mocy
czynnej stojana w funkcji poslizgu obliczone przy uwzglednieniu (—m i pominieciu
(-----) zjawiska nasycenia
Fig. 9. Static characteristics of the space phasor magnitude of the stator current and stator
active power in function of the slip calculated when taking into account (—) or
neglecting (—) saturation effect

poslizg s (-) poslizg s (-)
Rys.10. Charakterystyki statyczne momentu elektromagnetycznego silnika oraz mocy biernej
stojana w funkcji pos$lizgu obliczone przy uwzglednieniu (—) i pominieciu (------- )

zjawiska nasycenia
Fig. 10. Static characteristics of the motor electromagnetic torque and stator reactive power in

function of the slip calculated when taking into account (—) or neglecting (- - -)
saturation effect
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5. UWAGI KONCOWE

Przeprowadzone badania symulacyjne oraz przedstawione wybrane wyniki badan
wykazaly potrzebe uwzglednienia zjawiska nasycenia w modelu matematycznym maszyny
asynchronicznej. Uzyskane wyniki badarn oraz dokonane poréwnania przebiegéw czasowych,
obliczonych przy uwzglednieniu i pominieciu zjawiska nasycenia w modelu matematycznym
maszyny, wskazaty na istnienie dosy¢é znacznych rozbieznosci miedzy tymi przebiegami.
Przyktadowo, réznice miedzy wartosciami maksymalnymi modutu fazora przestrzennego
pradu stojana wynosza okoto 15-18%, a maksymalne roznice miedzy warto$ciami
maksymalnymi momentu elektromagnetycznego wynoszg 30%. Gtéwng przyczyng
obserwowanych rozhieznosci jest zjawisko nasycenia rdzeni ferromagnetycznych przez pole
rozproszenia. Uwzglednienie zjawiska nasycenia dla pola magnetycznego gtdwnego nie ma
zasadniczego wptywu na warto$ci maksymalne pragdéw w poczatkowym stadium procesu
rozruchu. Wptyw tego zjawiska zaznacza sie przy poslizgach wirnika maszyny zblizonych do
zera. Uwzglednienie zjawiska nasycenia w obwodowym modelu matematycznym maszyny
przyczynia sie do poprawy dokladnosci obliczen stanéw dynamicznych maszyny
asynchronicznej.
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Abstract

Equations of an induction machine taking into account saturation of the stator and rotor
ferromagnetic cores by the main magnetic field and leakage fields are presented in the paper.
The saturation effect has been taken into consideration in the machine equations expressed in
two-axis reference frame by the nonlinear characteristics have been determined by means of
the synthetic characteristics of flux linkages of the main magnetic field and leakage
fields(4,7,8). The nonlinear static and dynamic inductances of a machine related to the
mentioned above fields have been defined (12,16) and the relationships describing then have
been derived. The machine equivalent circuits for steady and transient states have been
presented and the parameters dependent on saturation have been shown on them (Figs. 1,2)
The chosen simulation results given in the paper ( Fig.3-10 ) have proved the necessity of
taking into consideration saturation effect in the machine mathematical model.



