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MODEL NIEPEWNOSCI UNCERTAINTY MODEL

JAKO PODSTAWA OCENY AS A BASE OF ACCURACY
DOK+ADNOSCI ALGORYTMOW EVALUATION OF MEASURING
PRZETWARZANIA POMIAROWEGO PROCESSING ALGORITHMS

Streszczenie. W artykule rozpatry- Summary. The paper deals with me-
wane sg algorytmy przetwarzania pomia- asuring data processing algorithms
rowego, ktére daja sie przedstawic¢ w po- which can be presented as a linear com-
staci kombinacji liniowej ciagu danych bination of an input data sequence and
wejsciowych i statych wspblczynnikéw. constant coefficients. The method of al-
Opisano metode budowy modelu nie- gorithm uncertainty model construction
pewnosci algorytmu, ktdra pozwala na which allows to obtain analytical equ-
uzyskiwanie analitycznych rownan wig- ations expressing relationship between
zacych niepewno$¢ jego wyniku korco- the algorithm final result and the input
wego z niepewnosciami danych wej- data uncertainty as well as the algorithm
Sciowych i niepewno$ciami wprowadza- uncertainty itself has been described.
nymi przez sam algorytm, ktére nazywa- The base of this method is defining an
ne sg wiasnymi. Podstawg metody jest uncertainty as a parameter of the error
zdefiniowanie niepewnosci jako para- value set. It makes possible to create the
metru zbioru wartosci bledu. Wyodreb- uncertainty models independent from
niono trzy rodzaje bledéw przetwarzania: the number of the algorithm coefficients.
statyczne, dynamiczne i losowe, opisano There have been distinguished three
sposéb przenoszenia tych btedow z wej- kinds of processing errors, namely: sta-
scia na wyjscie algorytmu oraz zdefi- tic, dynamic and random ones. The un-
niowano odpowiadajace im niepewnosci. certainties corresponding to them have
Przedstawiono ogolne postacie réwnan been defined, too. The general equations
taczacych wymienione rodzaje niepew- linking the algorithm input and output
nosci na wyjsciu i wejsciu modelu algo- uncertainties as well as the way of cal-
rytmu, opisano takze ogdlnie sposéb wy- culation of the algorithm specific un-
znaczania jego niepewnosci wiasnych. certainties have been presented. There
Zaproponowano regute skiadania nie- has been proposed the rule of uncerta-
pewnosci, ktéra pozwala na obliczenie inty composition which enables to de-
niepewnosci  wypadkowej dla znanych termine the resultant uncertainty for the
niepewnosci czastkowych. Sposob reali- given partial uncertainties. The way of
zacji obliczen zilustrowano przyktadem calculation has been illustrated by the
wyznaczania niepewnosci koricowej al- example of determining the final uncer-
gorytmu wygladzania danych pomiaro- tainty of the data smoothing algorithm.
wych. W koficowej czesci artykutu Application of the described method to
przedstawiono  zastosowanie —opisanej construction of the algorithm chain un-
metody do budowy modelu niepewnosci certainty model has been presented at

faiicucha algorytmow. the end ofthe paper.



1 WSTEP

Obiektem rozwazan w niniejszym arty-
kule sg algorytmy przetwarzania pomiaro-
wego. Tego rodzaju algorytm speinia takg
samg funkcje, jak przetwornik pomiarowy,
a zatem niezbedna jest ocena jego dokiad-
nosci przetwarzania Czesto algorytm jest
ostatnim ogniwem w procesie przetwarza-
nia i wowczas rezultaty jego realizacji sa
wynikami pomiaru, a zatem jego dokiad-
nos$¢ powinna byé wyrazona za pomocg
niepewnosci.

Doktadnos$¢ algorytmu zalezy zaréwno
od doktadnosci danych wejsciowych, jak i
od rodzaju operacji obliczeniowych wyko-
nywanych przez algorytm. Wynika stad
whniosek, ze punktem wyjscia do budowy
procedury wyznaczania niepewnosci wyni-
kow wyjsciowych algorytmu jest analiza
jego struktury numerycznej.

Przetwarzania realizowane przez algo-
rytm mozna przedstawi¢ graficznie w spo-
sob pokazany na rys.l. Ogélnie algorytm
przeksztatca cigg danych wejsciowych

na cigg wyjsciowy
{X(ri),...,.X(n +N - 1}. Zaklada sie, ze
ciag wejsciowy reprezentuje wielko$¢ wej-
Sciowg x zmieniajaca sie w spos6b ciagly
w dziedzinie 1 Dane wejsciowe sg skwan-
towanymi prébkami wielkosci x w pewnym
ograniczonym obszarze dziedziny t nazy-
wanym oknem wejsciowym algorytmu.
Symbolem k oznaczono biezacy wskaznik
poczatku okna wejsciowego lokalizujacy
potozenie okna w dowolnie licznym ciagu
prébek wielkosci wejsciowej, k =0,1,....
Zatem dane wejsciowe algorytmu skladaja
sie z probek x(k),...,x(k +K - 1), gdzie &
jest liczbg prébek objetych oknem wej-
Sciowym.

Przyjeto uproszczony zapis, zgodnie z
ktorym  x(k) =x(tk),tk =k-TI, Tt jest
okresem prébkowania w dziedzinie t

Jerzy Jakubiec

1 INTRODUCTION

In this paper there are considered the
measuring data processing algorithms.
They perform the same functions as me-
asuring transducers so it is necessary to
evaluate the uncertainty of results delive-
red by these algorithms. The algorithm is
often the last element of the processing
and then its output data are the results of
measurements. Hence, the algorithm accu-
racy should be expressed by the uncerta-
inty.

This uncertainty depends both on the
input data uncertainty and the kind of ari-
thmetic operations made by the algorithm.
Hence, it follows that the base of procedu-
re construction of the algorithm output
uncertainty calculation is its numerical
structure analysis.

The processing performed by the algo-
rithm is illustrated in Fig.l. In general,
the algorithm transforms the input data
sequence {x(i),....x(» +K - 1} into the
output data sequence
{X(n),...X(n+ N - 1} It is assumed
that the input sequence represents the in-
put quantity x varying continuously in ti-
me domain t. The input data are the quan-
tified samples of x in a limited field of the
domain t called the algorithm input win-
dow. The symbol k denotes a current in-
dex of the input window beginning, indi-
cating the window position in an optio-
nally numerous sequence of the input qu-
antity samples, k =0,1,__ So, the algo-
rithm input data consist of the samples
X(k),...,x(k +K - 1), where K is the
number of the samples included by the in-
put window. To simplify the notation it
has been assumed that x(k)= x(tk),

tk =k-Tk, where 1\ is the sampling pe-
riod in t domain.
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Rys. 1 Graficzna interpretacja przetwarza-
nia realizowanego przez algorytm

Ciag danych wyjsciowych moze by¢
réwniez interpretowany jako dyskretna re-
prezentacja wielkosci wyjsciowej algoryt-
mu zmieniajgcej sie w dziedzinie 4 . Bieza-
cy wskaznik okna wyjsciowego nosi sym-
bol n, n =0,1,.... Ciag ten skfada sie z pré-
bek X (w),..., X(n +N -1), gdzie
X(n) =X(4),4 =«+©,0 jest okresem
prébkowania w dziedzinie 4.

Wielkos¢ wejsciowa zmienia sie na ogét
w dziedzinie czasu, moze sie réwniez
zmienia¢ przestrzennie [8], Dziedzina wyj-
Sciowa jest czesto tozsama z dziedzing wej-
Sciowa, wystepuje to zwykle dla wielkosci

Fig 1 Graphical interpretation ofthe algo-

rithm operation

The output data sequence can be also
interpreted as discrete representation of
the algorithm output quantity varying in 4
domain. The output window current index
is denoted by«, « =0,1,.... This sequence
consists ofthe samples
X(n),...,X(n +N -V), where
X(n) =X(4,,), 4 =nmO, © isthe sam-
pling period in 4 domain.

Generally, the input quantity varies in
time domain but it can also vary in space
[8], The output domain is often identical
to the input one, which usually occurs for
time varying quantities. In such a case, a
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zmiennych w czasie. W takim przypadku
og6lnie zachodzi przesuniecie miedzy po-
czatkiem okna wejsciowego i wyjsciowego
oznaczone jako m. Przesuniecie to z reguty
ma warto$¢ stakg i zachodzi wéwczas

Jerzy Jakubiec

phase shift between the beginnings of the
input and output windows can appear. It is
denoted by m. As a rule, this shift is con-
stant. Then one can write

i=k +m (1)

W sytuacji, gdy obie dziedziny sg rézne,
algorytm realizuje operacje transformacji,
przyktadowo z dziedziny czasu do dziedzi-
ny pulsacji, jak to wystepuje w przypadku
algorytmu dyskretnej transformaty Fouriera
DFT. Ogolny podziat algorytméw przetwa-
rzania ze wzgledu na realizowane zadania
przedstawiono w pracy [7],

Zaktada sie, ze ciagi danych wejscio-
wych i wyjsciowych zawierajg skoriczone
liczby elementéw. Algorytmy nierekuren-
cyjne z zatozenia operujg na ograniczonej
liczbie danych. Natomiast algorytmy reku-
rencyjne dajg sie przedstawia¢ w opisany
powyzej sposob, jak wykazano to w pracy
[31

Operacje arytmetyczne wykonywane
przez algorytm przetwarzania dogodnie jest
przedstawi¢ w zapisie macierzowym. Ma
on wdwczas forme réwnania

X(n) a0,0 ao,l
X(n+1) ao,l al,l
X(n+N-1)  aN-1,0 aN

ktore w skrdécie mozna zapisac jako

X =A .

Réwnanie to przedstawia zwigzek mie-
dzy wektorem wejsciowym x, ktérego ele-
menty stanowig cigg danych wejsciowych,
a wektorem wyjsciowym X zawierajagcym
wyniki realizacji algorytmu tworzace ciag
danych wyjsciowych. Zwiazek ten opisuje
tablica A o rozmiarze N.K, gdzie K okresla
liczbe danych wejsciowych, N jest liczbg
danych wyjsciowych algorytmu.

Dla algorytméw o statej strukturze za-

If the both domains are different the al-
gorithm performs transformation, for in-
stance from time domain to frequency
domain as it takes place for the discrete
Fourier transform (DFT) algorithm. The
general division of the processing algori-
thms as far as the performed tasks are
concerned, has been given in [7],

It is assumed that the input and output
data sequences contain finite numbers of
elements. Nonrecursive algorithms, as a
rule, operate on the limited number of da-
ta, whereas recursive algorithms can be
described in the mentioned above way as
it is shown in the paper [3]

It is convenient to present the arithme-
tical operations performed by the pro-
cessing algorithms in matrix notation.
Then, the algorithm is expressed as

aQ,K-\ x(k)
al K -1 x(k +1)
(2)
. [ N - '_\>< + 2 =

which can be written in short

(3)

The above equation presents the rela-
tion between the input vector x whose
elements are the input data sequence and
the output vector X containing the algori-
thm realization results being the output
data sequence. This relation is described
by the matrix A of N.K dimension, where
K is the number of input data, and N is the
number of output data.

For the algorithms with constant
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rowno rozmiary, jak i wartosci wspotczyn-
nikow tablicy A sg state. Algorytmy takie
mozna nazwa¢ liniowymi, poniewaz sta-
nowig zesp6t rownan bedacych kombina-
cjami liniowymi danych wejsciowych i
statych wspdtczynnikdw. Dla algorytmow
nieliniowych lub adaptacyjnych mogg za-
chodzi¢ zmiany liczby wspétczynnikéw i
ich wartosci w zaleznosci od aktualnego
zbioru danych wejsciowych. W przypadku
algorytméw odtwarzania budowanych na
zasadzie aproksymacji odcinkowo-
liniowych  nieliniowej  charakterystyki
przetwornika pomiarowego [4, 6] struktura
algorytmu nie zmienia sie w pewnych za-
kresach zmian zbioru danych wejsciowych.
Tego rodzaju algorytm mozna traktowac
jako zbior algorytméw liniowych, z ktérego
w danym momencie realizowany jest jeden
algorytm wybierany w zaleznosci od
»punktu pracy” na charakterystyce przetwa-
rzania [6],

Algorytm w postaci og6lnej (2) moze
by¢ przedstawiony jako réwnoleglty zespdl
algorytméw ,jednopunktowych” [7], ope-
rujgcych na takim samym ciggu danych
wejsciowych. Realizacja kazdego algoryt-
mu  jednopunktowego dostarcza poje-
dynczego wyniku. Zapis matematyczny te-
go rodzaju algorytmu stanowi réwnanie

u

structure both the dimensions and values
of the matrix » coefficients are constant.
Such algorithms can be called linear, be-
cause they are a set of equations being the
linear combinations of the input data and
constant coefficients. For nonlinear or ad-
aptative algorithms changes of the coeffi-
cient number and the coefficient values
can occur as a function of the current in-
put data set. In case of the reconstruction
algorithms built when using the method of
the linear-segment approximation of the
measuring transducer nonlinear characte-
ristic [4, 6] the algorithm structure does
not change within some ranges of the in-
put data set variation. Such a kind of algo-
rithm can be treated as a set of linear algo-
rithms, from which one algorithm chosen
according to the ,,working point” of the
transducer characteristic is performed at
the given moment [6],

The general form of the algorithm (2)
can be presented as a parallel set of ,,one-
point” algorithms [7] operating on the sa-
me sequence of the input data. The per-
formance of each one-point algorithm de-
livers the single result. The mathematical
notation of such a kind of algorithm is the
equation

X(n) = aO(A)+alx(® +1) +..+al X +K -1) )

Mozna wskaza¢ wiele algorytméw, kto6-
re z zasady dzialajg jako jednopunktowe.
Takim algorytmem jest min. filtr wygta-
dzajacy opisany w przykladzie w punkcie
5

Przedstawianie  algorytméw ,wielo-
punktowych” w powyzszy sposob uprasz-
cza znacznie ich analize bez uszczerbku dla
ogolnosci rozwazan. W dalszym ciagu ar-
tykutu rozpatrywane sg wiaSciwosci me-
trologiczne algorytméw jednopunktowych
liniowych. Jak wynika to z postaci réwna-
nia (4), tego rodzaju algorytmy mozna
okresli¢ jako kombinacje liniowg ciggu da-
nych wejsciowych i statych wspotczynni-
kow.

Algorytm realizuje pomiar posredni, a
zatem mozna probowaé ocenic¢ niepewnosé

One can point many algorithms which
operate as one-point ones, as a rule. Such
an algorithm is among others a smoothing
filter described in Section 5.

The above way of presentation of
»multi-point” algorithms simplifies consi-
derably their analysis without loss of ge-
nerality. Therefore, the further considera-
tions deal with metrological properties of
the linear one-point algorithm only. As it
follows from the equation (4) such kind of
algorithms can be determined as a linear
combination of the input data sequence
and constant coefficients.

The algorithm performs an indirect
measurement, that is why its resultant un-
certainty can be evaluated according to the
rules proposed in [11], Such a method is
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jego wyniku zgodnie z regutami propono-
wanymi w [11], Pojawiajg sie publikacje, w
ktorych stosuje sie tego rodzaju podejscie.
Przykfadem jest praca [1] dotyczaca algo-
rytmu FFT. Przedstawione w niej wyniki
wskazujg jednak, ze taki sposob postepo-
wania nie moze by¢ w petni zaakceptowa-
ny. Jego podstawg jest przyjecie, ze
wszystkie bledy czastkowe danych wej-
Sciowych i bledy wiasne algorytmu moga
by¢ traktowane jako losowe i niezalezne od
siebie. Jest to réwnowazne zatozeniu, ze
kazda liczba wprowadzana na wejscie algo-
rytmu jest wynikiem pomiaru innej wielko-
4ci, niezaleznej od wszystkich pozostatych.
W rzeczywistosci tak nie jest, bowiem dane
wejéciowe stanowig wyniki pomiaru tej
samej wielkosci Zatem mozna wskazaé
takie rodzaje btedéw, dla ktorych wyste-
puja deterministyczne zwiazki miedzy
wartosciami na wejsciu i wyjsciu algoryt-
mu. Potraktowanie ich tak, jak btedy loso-
we moze spowodowaé duzg niedoktadnosé
oszacowania niepewnosci w sytuacji, gdy
ich udziat w bledzie wypadkowym jest
istotny. Pokazujg to rezultaty eksperymen-
tow opisanych w pracy [1], W sytuacjach,
w ktérych dominujg btedy losowe (bledy
kwantowania, btedy zaokragler operacji
arytmetycznych, itp.) zgodno$¢ wynikéw
analitycznego wyznaczania niepewnosci z
wynikami uzyskanymi na drodze symula-
cyjnej i eksperymentalnej jest dobra. Gdy
tak nie jest, pojawiajg sie znaczne réznice.

Przedstawiona w artykule metoda wy-
znaczania niepewnosci wynikéw konco-
wych algorytmu wykorzystuje podejscie
innego rodzaju. Mianowicie, algorytmy sg
traktowane jako przetworniki bledéw za-
chowujace sie réznie dla réznych rodzajow
btedu i wprowadzajace btedy wiasne specy-
ficzne dla rodzaju wykonywanych dziatan
numerycznych. Przetwarzanie bledéw opi-
sywane jest w spos6b deterministyczny lub
probabilistyczny w zalezno$ci od rodzaju
btedu. Natomiast w sytuacji, gdy wystepuje
sktadanie btedéw na wyjsciu algorytmu,
zaklada sie, ze wszystkie rodzaje bledow
opisywane sg w kategoriach probabili-
stycznych.

Jeny Jakubiec

used by many authors, for example in [1]
in which the FFT algorithm is considered.
However, the results presented there show
that this method cannot be entirely accep-
ted. It assumes that all the input data par-
tial uncertainties and the algorithm speci-
fic uncertainties can be treated as random
ones and independent from each other. It
is equivalent to the assumption that each
number delivered to the algorithm input is
the measurement result of the other inde-
pendent quantity. However, the above
condition is not satisfied because the input
data are the measurement result of the
same quantity. So, one can point such
kinds of errors for which deterministic
relations between the values at the algori-
thm input and output occur. Considering
them as random errors can cause great in-
accuracy of the uncertainty evaluation in
case of their essential contribution to the
resultant error, which was proved by the
experimental results described in the paper
[1], If the random errors (quantization er-
rors, arithmetical operations rounding er-
rors and so on) are dominant the results of
analytical calculation of the uncertainties
are close to the simulation and experi-
mental ones. If this kind of domination
does not exist considerable differences
appear.

The method of the algorithm final re-
sult uncertainty determination presented in
the paper applies the other kind of appro-
ach. Namely, the algorithms are treated as
error transducers processing different
kinds of errorrs in a different way and in-
troducing the errors typical for the per-
formed numerical operations. The error
processing is described in a deterministic
or probabilistic way dependently on the
type of the error. However, in case of
composition of the errors at the algorith
output one assumes that all kinds of the
errors are described in probabilistic cate-
gories.

Such an approach causes that the basic
concept necessary to describe the algori-
thm properties is a processing error tre-
ated as a difference between the pro-
cessing result and the output quantity true
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Tego rodzaju podejscie powoduje, ze
podstawowym pojeciem niezbednym do
opisu wihasciwosci algorytméw jest biad
przetwarzania traktowany jak réznica
miedzy wynikiem przetwarzania a praw-
dziwg wartoscig wielkoSci przetworzone;.
Wartosci rzeczywistych btedéw nie sg zna-
ne, tym niemniej mozna bada¢ wiasciwosci
algorytméw dla r6znych rodzajéow biedu w
sposéb symulacyjny, a wyniki tych badan
przenosi¢ odpowiednio na sytuacje poja-
wiajace sie w praktyce pomiarowej. Poste-
powanie takie jest szczeg6lnie uzasadnione
w przypadku algorytméw przetwarzania,
bowiem procesor, ktdry realizuje algorytm
jest tego samego rodzaju urzadzeniem, co
procesor komputera, na ktérym przeprowa-
dzana jest symulacja.

Powyzsze rozwazania pozwalajg na
przedstawienie zarysu koncepcji opisywa-
nej metody wyznaczania niepewnosci algo-
rytmu przetwarzania. Ma on strukture li-
niowg, a zatem mozliwe jest stosowanie
zasady superpozycji w odniesieniu do
dziatan algorytmu na danych wejsciowych i
ich btedach. Wynika stad wniosek, ze moz-
na rozpatrywa¢ dziatanie algorytmu w
dwoch plaszczyznach. Jedna to wykony-
wanie operacji na danych wejsciowych,
czego efektem jest wynik wyjsciowy. Ope-
racje te odbywajg sie réwnoczesnie na
wartosciach wielkosci mierzonej i warto-
Sciach jej btedéw, przy czym w trakcie tych
dziatan algorytm wprowadza réwniez btedy
wihasne. W drugiej ptaszczyznie rozpatry-
wane sg dziatania algorytmu wytgcznie na
btedach, w wyniku czego uzyskuje sie
zbior wartosci btedu wyjsciowego algoryt-
mu. Warto$¢ niepewnosci wyznacza sie ja-
ko parametr zbioru wartosci bledu wyj-
Sciowego. Tak uzyskana warto$¢ jest prze-
noszona na plaszczyzne pierwszg jako nie-
pewno$¢ wyniku wyjsciowego algorytmu.
Oznacza to, ze niepewno$¢ wielkosci wyj-
Sciowej algorytmu jest parametrem zbioru
wartosci btedu tej wielkosci w okreslonych
warunkach przetwarzania.
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value. The true values of the errors are not
known, nevertheless one can investigate
the algorithm properties for different
kinds of the error in a simulation way and
the obtained results carry onto practical
measuremet situations. Such a procedure
is especially good for the processing algo-
rithms because the processor both realizes
and simulates the algorithm.

The above considerations allow to pre-
sent the idea of the described method of
the processing algorithm uncertaity cal-
culation. The algorithm is of a linear
structure, so it is possible to use the prin-
ciple of superposition for the algorithm
operations on the input data and their er-
rors. Hence, one can draw a conclusion
that the algorithm performance can be
considered in two fields. One of them is
performing the operations on the input
data which results in delivering the output
data. These operations are made simulta-
neously on the measured quantity values
and its errors during which the algorithm
introduces its own errors. The other field
deals with the algorithm operations on er-
rors only which results in obtaining the
algorithm output error value set. The un-
certainty value is determined as a para-
meter of the output error value set. The
value obtained in such a way is carried
into the first field as the algorithm output
result unceratinty. It means that the algo-
rithm output quantity uncertainty is a
parameter of the error value set of this qu-
antity in the determined working condi-
tions.
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2. RODZAJE BLEDOW
PRZETWARZANIA
PROGRAMOWEGO

Wiasciwosci algorytmu dla okreslonego
rodzaju btedu mozna wyznaczy¢ podajac
zaleznosci miedzy zbiorami wartosci tego
btedu na wejsciu i wyjsciu algorytmu. Wy-
niki badan algorytméw [2, 6] wskazuja, ze
celowe jest wyodrebnienie trzech rodzajow
btedéw wystepujacych w procesie przetwa-
rzania. Sg to:

* bledy statyczne,

» btedy dynamiczne,

« bledy losowe.

Kryterium powyzszego podziatu bleddw
oparte jest na sposobie zmian ich wartosci
w kolejnych momentach dyskretyzacji
wielkosci wejSciowej wewnatrz okna po-
miarowego. Zakres zmian tych bledéw jest
ograniczony przez ich dopuszczalne warto-
ci. Oznacza to w przypadku bledéw sta-
tycznych i dynamicznych, ze bledy te sg
odpowiednio mate lub stanowig resztki
nieusunietych btedéw systematycznych

Przyjmuje sie, ze wartosci bledu nazy-
wanego statycznym sg praktycznie state
wewnatrz okna. Oznacza to, ze jezeli za-
chodzg zmiany warto$ci bledu statycznego
w kolejnych chwilach dyskretyzacji, to
zmiany te nie maja istotnego wptywu na
warto$¢ bledu wyjsciowego algorytmu.
Natomiast nie ogranicza si¢ zmian tego
btedu miedzy kolejnymi oknami w przy-
padku wielokrotnej realizacji algorytmu,
oczywiscie, w zakresie wartosci dopusz-
czalnych. W praktyce bledy te na ogot
zZmieniajg swoje wartosci miedzy oknami
stosunkowo wolno, jak przyktadowo biedy
temperaturowe.

W przypadku gdy biad statyczny jest
wprowadzany przez uktad pomiarowy do-
starczajacy dane na wejscie algorytmu, za-
leznos¢ miedzy btedem Sd wielkosci wyj-
Sciowej algorytmu a bledem statycznym
SMK zawartym w kazdym wyniku wejscio-

wym jest zgodnie z (4) nastepujaca:

Jerzy Jakubiec

2. TYPES OF PROCESSING
ERRORS

The results of investigations of the al-
gorithm properties show (see [2][6]) that it
is necessary to define three types of errors
occurring during the processing. They are:
« static errors,

e dynamic errors,

* random errors.

The criterion of the above error definitions
is based on the way of their value changes
at the succeeding discretization instants of
the input quantity inside the measuring
window. The range of these errors chan-
ges is limited by their permissible values.
It means that in case of the static and dy-
namic errors these errors are appropriately
small or they are the remains of uncorrec-
ted systematic errors.

Therefore, one assumes that the source
of static errors generates the error values
which are practically constant inside the
window. It means that if the static error
values change at the succeeding discreti-
zation instants the changes do not essen-
tially influence the algorithm output error
value. Hovever, these changes can be of
any value but must be within a permissi-
ble range. In practice these errors vary re-
latively slowly between the windows as it
takes place for the temperature errors.

In case when the static error is genera-
ted by the measuring system delivering
data to the algorithm input the relationship
between the algorithm output quantity er-
ror Sa and the static error Ssx included in

each input result is, according to (4),
given by
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Af(») =K +
gdzie przyjeto
A,(*) =<U* +0=-

Z zaleznosci tej wynika, ze dla dowolnej
realizacji algorytmu w chwili w; stosunek
statycznego btedu wyjsciowego do bledu
generowanego przez statyczne zrddio bie-
déw wejsciowych jest staty. Wartos¢ tego
stosunku réwna jest sumie wszystkich
wspbtczynnikéw algorytmu  oznaczonej
symbolem S.

Zrédlo bledéw nazywane jest dyna-
micznym, gdy generowany przez nie blad
zmienia wartosci w kolejnych punktach
okna w taki sposéb, ze mozna okresli¢ de-
terministyczne zwigzki miedzy tymi warto-
Sciami, a warto$¢ btedu wyjsciowego zale-
zy od przyrostow bledéw. W celu wyzna-
czenia zwigzku miedzy bledem dynamicz-
nym na wyjsciu i wejsciu algorytmu nie-
zbedne jest przyjecie opisu przebiegu war-
tosci btedu w poszczegélnych prébkach
podawanych na jego wejscie. Najdogodniej
jest przyja¢ przebieg sinusoidalnie zmien-
ny. Zat6zmy, ze przebieg btedu wielkosci
wejsciowej algorytmu ma postac:

e(t) =EMnhaat +<)

gdzie Emjest amplituda, a&- pulsacja prze-
biegu, a e jest przesunieciem fazowym
wzgledem poczatku okna. Zbior wartosci
btedu wejsciowego sktada sie wdwczas z
wartosci chwilowych przebiegu (7)

470 = £«sin@Tsi+<q), i=k,...k+K-1

gdzie Ts jest okresem prébkowania prze-
biegu wielkosci wejsciowej algorytmu. W
takim przypadku btad wyjsciowy opisuje
wyrazenie

5d (0 =Enisin(@>Tsi +p+a),

mema*:-) KW =5

()
where it is assumed
(6)

From the above equation it follows that
for any realization of the algorithm at in-
stant n the ratio of the static output error
to the error generated by the static source
of the input errors is constant. This ratio
value equals the sum of all the algorithm
coefficients denoted by S.

An error source is called a dynamic one
when the error generated by it changes its
values at the succeeding points of the
window in such a way that it is possible to
show deterministic relations between the-
se values, and the output value is depen-
dent on the error increments. To determine
the relation between the dynamic errors at
the algorithm output and input it is neces-
sary to describe the error values for the
successive samples at the algorithm input.
A sinusoidal waveform is the best for it.
Let us assume that the algorithm input qu-
antity error is given by

=<U* +*~1)

U]

where Emis a waveform amplitude, & -
its frequency, (p - a phase shift related to
the window beginning. Then the set of the
input error values consists of instantaneo-
us values of the waveform (7)

®

where Tt is the sampling period of the al-
gorithm input quantity waveform. In this
case the output error is described by the
expression

©)
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gdzie where
E..,=Em]SUco)\, (10)
oraz and
nn
Re|S(»r(

S(jco) jesttransmitancjgzespolong algo-

rytmu, ktéra na podstawie wyrazenia (4)

ma postac:

S(jco) is thealgorithmcomplex  trans-
mittancedetermined from (4) and given
by

S(jco)= X (ja>) =[a0 +a, ®i"Tl+.+aK,.eW  ’j-e-"7", (12)
x{joj)

gdzie m przyjmuje wartosci zgodnie z wy-
razeniem (1).

Przedstawione powyzej zaleznosci po-
zwalajg na analityczne wyznaczanie warto-
$ci zbioru btedu dynamicznego na wyjsciu
algorytmu dla okreslonych wiasciwosci
Zrédta bedu wejsciowego charakteryzowa-
nych przez takie parametry, jak amplituda
przebiegu bledu i jego pulsacja. Najprosciej
mozna to osiggna¢ przez symulacje powta-
rzajac wielokrotnie obliczanie bledu wyj-
Sciowego dla losowo wybieranych warto$ci
przesuniecia fazowego <.

Wihasciwosci  losowych zrodet bledow
opisywane sg w Kkategoriach probabili-
stycznych. Oznacza to w rozpatrywanej
sytuacji, ze wartosci btedéw pojawiajacych
sie w kolejnych punktach okna wej$ciowe-
go sg realizacjami tego samego procesu lo-
sowego 0 parametrach okreslonych przez
zjawiska zachodzace w ukladzie dostar-
czajacym dane na wejscie algorytmu. Z za-
sady takim Zrodiem bledéw jest proces
kwantowania probek wielkosci bezposred-
nio przetwarzanej przez algorytm. Innym
czynnikiem losowym moga by¢ szumy ge-
nerowane w uktadach przetwarzania A/C
lub btedy losowe poprzedzajacych algo-
rytmow.

Bfad losowy Srt(n) pojawiajacy sie na
wyjsciu algorytmu w n kroku jego realiza-
cji moze by¢ zatem przedstawiony, zgodnie
z wyrazeniem (4), jako kombinacja liniowa

where values of m are taken according to
the expression (1).

The presented above relationships al-
low to calculate analytically the dynamic
error value set at the algorithm output for
the known properties of the input error
source characterized by such parameters
as the error waveform amplitude and its
frequency. It can be performed by simula-
tion when repeating many times calcula-
tions of the error values for the random
phase shift values cp. It is the simplest
way of doing it.

Properties of the random error sources
are described in probabilistic categories.
In the considered situation it means that
the error values in the successive points of
the input window are realizations of the
same random process with parameters
determined by phenomena occurring in
the circuit delivering data to the algorithm
input. As a rule, quantization of the sam-
ples processed directly by the algorithm is
such an error source. Noises generated in
the chain delivering data or random errors
of the previous algorithms can be the
another random source.

The random error 8n(n) occurring at n
step of the algorithm output realization
can be given, according to (4), as a linear
combination of the random error and the
algorithm coefficients values
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realizacji losowego btedu wejsciowego i
wspdtczynnikdw algorytmu

17

8rx(«) ZaiAX(K) +axs rx (A+L) +...+aKrSrx (k +K-V). (13)

Wykonujac algorytm wielokrotnie uzy-
skuje sie zbidr btedoéw wyjsciowych, ktore-
go wariancja ax2 zwigzana jest z warian-
cjg a 2 zbioru btedéw wejsciowych zalez-
noscig

uzyskang przy zatozeniu, ze wartosci biedu
wejsciowego nie sa ze soba skorelowane.
Oznaczajac sume kwadratéw wspotczynni-
kéw algorytmu jako

zwigzek miedzy wariancja bledu losowego
nawyjsciu i wejsciu algorytmu przyjmuje
posta¢

Wspdtczynnik A2 stanowi istotng wiel-
kos¢ charakterystyczng algorytmu, ponie-
waz jest podstawa okre$lania zwigzkéw
miedzy zbiorem wartosci btedu losowego
na wejsciu algorytmu i odpowiadajacym
mu zbiorem warto$ci losowego biedu wyj-
Sciowego. Biorac pod uwage ogolnie duza
liczbe wspdétczynnikéw algorytmu mozna
przyja¢, ze btad na wyjsciu ma rozktad
normalny o wariancji opisanej wyrazeniem
(16) niezaleznym od rozktadu bledu wej-
sciowego. Wynika to z centralnego twier-
dzenia granicznego, a dobrg ilustracje tej
tezy stanowig wyniki badan algorytmu FFT
przedstawione w pracy [10], Uwzglednia-
jac ponadto fakt, ze z reguty dysponuje sie
wiedzg o rozkladzie bledu wejsciowego
(najczesciej jest to rozklad jednostajny, po-
niewaz bledy losowe zdominowane sg
przez bfad kwantowania), w rozwazanej
sytuacji mozna okresli¢ jednoznacznie

Performing the algorithm many times
one obtains the set of the output errors

whose variance crx2 is connected with the

variance a 2 of the input error set by the
relationship

(14)

under assumption of the lack of correla-
tion between the input error values. De-
noting the square sum of the algorithm
coefficients as follows

(15)

the relation between the random error va-
riances at the algorithm output and input
is given by

(16)

The coefficient A2 is the essential pa-
rameter of the algorithm because it is the
base for determining relationships betwe-
en the random error value set at the algo-
rithm input and the corresponding set of
the output random error values. Taking
into account, in general, a great number of
the algorithm coefficients one can assume
that the output error distribution is gaus-
sian with the variance described by the
equation (16) independent from the input
error distribution. It results from the cen-
tral limit theorem which is illustrated by
the results of FFT algorithm investigation
presented in [10], Moreover, taking into
consideration the fact that the input error
distribution is known as a rule (mostly it is
uniform because the random errors are
dominated by the quantization error) it is
possible to determine the exact quantita-
tive relationships between these sets of the
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zwigzki ilosciowe miedzy zbiorami warto-
Sci btedu losowego na wejsciu i wyjsciu al-
gorytmu.

Procz przenoszenia btedéw z wejscia na
wyjscie kazdy algorytm wprowadza btedy
wiasne. Mozna wskaza¢ wiele réznych me-
chanizméw powstawania tych bledéw, ich
specyfika zalezy gtéwnie od rodzaju algo-
rytmu. Niezaleznie od liczby i sposobu po-
wstawania btedéw wiasnych, celowe jest
pogrupowanie ich w trzy rozpatrywane kla-
sy btedow: statyczne, dynamiczne i losowe.
Grupowanie takie jest niezbedne, gdy roz-
patruje sie tancuch algorytmdw, jak to ilu-
struje przyktad przedstawiony w pracy [6],

Rozpatrujac losowe biedy wiasne, algo-
rytm mozna traktowac jako generator liczb
losowych powstajgcych podczas realizacji
kazdej operacji arytmetycznej na skutek
zaokraglania jej wyniku. Wartosci tych
liczb zalezg od rodzaju stosowanej aryt-
metyki (stato- lub zmiennoprzecinkowej)
oraz dtugosci stowa danych. Liczby te ku-
muluja sie dajac na wyjsciu algorytmu btad
losowy. Przykiad analizy tego rodzaju bte-
du dla algorytmu FFT mozna znalezé w
pracy [1],

Analiza btedéw wiasnych algorytmu o
charakterze deterministycznym, tj. bledow
statycznych i dynamicznych, wymaga
przyjecia jego modelu idealnego. Struktura
numeryczna algorytmu, okre$lona przez
warto$¢ i liczbe wspdtczynnikéw réwnania
(4), stanowi z reguty dyskretne odwzoro-
wanie operacji analogowych, jak to poka-
zano ogolnie w punkcie 1 Oznacza to, ze
algorytm spehnia swoje zadania w sposéb
przyblizony. Jednak dla kazdego algorytmu
mozna wskaza¢ takie dziatania, ktérych
wykonanie moze by¢ traktowane jako re-
alizacja algorytmu idealnego. Dziatania te
wynikaja z definicji zadania, dla ktérego
wykonania algorytm zostat zbudowany
Algorytm idealny jest algorytmem doktad-
nym, a zatem nie wprowadza wiasnych
btedéw do procesu przetwarzania. Tego ro-
dzaju algorytmy na ogét nie dajg sie budo-
wac, dostepny jest natomiast ich opis ma-
tematyczny. Opis ten nazywany jest tutaj
modelem algorytmu idealnego i jest wyko-
rzystywany jako zrédto doktadnych wyni-

Jerzy Jakubiec

random error values at the algorithm input
and output.

Besides transforming the errors from
the input to the output each algorithm in-
troduces its specific errors. One can point
many different mechanisms of arising the-
se errors. Their specificity depends mainly
on the kind of the algorithm. Independen-
tly of the number and manner of specific
error arising, it is useful to group them
into three mentioned above categories:
static, dynamic and random. Such gro-
uping is necessary when considering the
algorithm chain as it is illustrated by the
example presented in [6],

When considering the random specific
errors the algorithm can be treated as a
generator of random numbers caused by
rounding the results of each arithmetical
operation. The values of these numbers
depend on the kind of the used arithmetic
(constant or floating point arithmetic) and
the data word length. These numbers cu-
mulate giving the random error at the al-
gorithm output. The example of such a
kind of the error analysis for FFT algori-
thm can be found in the paper [1]

The analysis of the algorithm specific
errors of deterministic character, i.e. static
and dynamic errors, requires assumption
of its ideal model. The algorithm numeri-
cal structure determined by the value and
number of the coefficients in the equation
(4) is, as a rule, discrete mapping of the
analog operations, as it is generally shown
in Section 1 It means that the algorithm
performs its tasks in an approximate way.
However, for each algorithm it is possible
to point such operations which can be tre-
ated as ideal ones. They result from the
task definition for which the algorithm has
been constructed. An ideal algorithm is an
exact one, so it does not introduce any er-
rors to the processing. Such algorithms are
impossible to build but their mathematical
description is available. In this paper this
description is called an ideal algorithm
model and it is used as a source of the
exact output data of the considered real
algorithm. For instance, the appropriate
functional in the integral form is the ideal
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kéw wyjsciowych rozpatrywanego algo-
rytmu rzeczywistego. Przykfadowo mode-
lem idealnym algorytmu wyznaczania
wartosci $redniej przebiegu jest odpowiedni
funkcjonat w postaci catkowej. Warto$¢ te-
go funkcjonatu dla konkretnego przebiegu
moze by¢ traktowana jako wynik realizacji
algorytmu idealnego wykonujacego swoje
zadanie bezbtednie

Model idealny dla r6znych rodzajéw al-
gorytmow przybiera na ogo6t rézne postacie.
Dla przyktadu idealny model wiasciwosci
dynamicznych filtru wygtadzajacego opi-
sanego w punkcie 5 ma postac:

Celem stosowania algorytmu wygtadza-
niajest zmniejszenie btedéw losowych da-
nych do wartosci akceptowalnych, co jed-
nak nie powinno mieé¢ wplywu na sam
przebieg wielkosci wejsciowej. Sytuacja
taka wystepowataby, gdyby transmitancja
filtru miata posta¢ (17). W rzeczywistosci
transmitancja ta ma og6lng posta¢ (12), a
zatem uzycie filtru spowoduje wprowadza-
nie przez niego btedu dynamicznego zalez-
nego m in. od roznicy transmitancji rze-
czywistej (12) i idealnej (17).

3. MODEL BLEDOW
ALGORYTMU

Biorgc pod uwage liniowe wihasciwosci
algorytmu, jego biad wyjsciowy Sx(n)
moze by¢ przedstawiony jako suma wyod-
rebnionych btedéw czastkowych. Zaktada-
jac ogdlnie, ze bledy przetwarzania po-
dzielono na trzy opisane rodzaje, a ponadto
w kazdej klasie mozna wyrozni¢ biedy wia-
sne i przeniesione, blad wyjsciowy moze
by¢ zapisany w postaci sumy

&(") =5« +
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model of the algorithm of computing the
waveform mean value. This functional
value for a given waveform can be treated
as a result of realization of the ideal algo-
rithm performing its task without any er-
rors.

The ideal model for different kinds of
algorithms has, in general, different forms.
For example, the ideal model of the smo-
othing filter dynamic properties described
in Section 5 is given by

The purpose of using the smoothing al-
gorithm is to reduce the data random er-
rors to the accepted level which, however,
should not influence the input quantity
waveform itself. Such a situation could
occur if the filter transmittance was given
by (17). But the general form of the
transmittance is expressed by (12) so use
of the filter causes introducing the dyna-
mic error dependent, among others, on the
difference between the real (12) and ideal
(17) transmittances.

3. MODEL OF ALGORITHM
ERRORS

According to the considerations pre-
sented in Section 2 the algorithm output
error 8x (ri) can be presented as a sum of
the separated partial errors. Assuming ge-
nerally that the processing errors have be-
en divided into three categories and, what
is more, in each category one can distin-
guish the specific and transformed errors
the output error can be written as the fol-
lowing sum

(«) +Sd (i) + SM(ri) +<.. (ri) +SA(n), (18)
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Uwzgledniajac sposdb powstawania po-
szczegblnych btedéw czastkowych, na pod-
stawie réwnania (18) mozna uzyska¢ model
btedéw algorytmu przetwarzania pokazany
na rys.2. A”at,ADm, oznaczajg od-
powiednio wi#asciwosci statyczne, dyna-
miczne i losowe algorytmu. Majac do dys-
pozycji réwnania opisujace te wiasciwosci
oraz opis zrédet bledéw wejsciowych,
mozna wyznacza¢ zbiory poszczegdlnych
rodzajéw btedéw na wyjsciu algorytmu, a
takze zbiér wypadkowy dla tych btedéw.

Model btedéw dostarcza petnej informa-
cji o btedach zaréwno na wejsciu, jak i na
wyjsciu algorytmu, a zatem pozwala na
uzyskanie rozktadéw wartosci bledéw w
okreslonych warunkach realizacji algoryt-
mu. Jest zatem bardzo przydatny w  anali-
zie metrologicznej algorytmu polegajacej
na wyznaczaniu poszczegdlnych zrddet
bteddw, rozpatrywaniu ich wptywu na biad
wypadkowy, a nastepnie na ewentualnym
poszukiwaniu sposobu zmniejszania bie-
déw dominujacych. Drugie, réwnie istotne
zastosowanie modelu btedéw, polega na
wykorzystaniu go w procesie syntezy nie-
pewnosci wyniku korcowego algorytmu.

*-1(* +1)
Ssy{k-K-1J
Shik +1)
SNik-K-1J
<?,(* +1)
8(k-K-1J

Rys.2. Model btedéw algorytmu

Jerzy Jakubiec

Taking into account the way of arising
particular partial errors and basing on the
equation (18) one can obtain the model of
the processing algorithm errors shown in
Fig-2- astar, Adyn, AlUV denote the static,
dynamic and random properties of the al-
gorithm, respectively. Knowing the equ-
ations modelling these properties and the
description of the input error sources it is
possible to calculate the sets of particular
kinds of the errors at the algorithm output
as well as the resultant set.

The model of the errors gives full in-
formation on the errors both at the input
and output of the algorithm, therefore it
enables to obtain distributions of the error
values in the determined conditions of the
algorithm performance. So, it is very
useful for the algorithm metrological
analysis consisting in: determining the
particular error sources, considering its in-
fluence on the resultant error and, next,
searching for the way of reducing the do-
minant errors. The other application of the
error model, as essential as the previous
one, consists in using it for synthesis of
the algorithm resultant uncertainty.

£*(»). s.M

SM{n)

8 rA(n)

Fig.2. Model of the algorithm errors
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4, NIEPEWNOSC JAKO
PARAMETR ZBIORU
WARTOSCI BLEDU

Zgodnie z modelem przedstawionym na
rys.2 btad na wyjsciu algorytmu, dla kaz-
dego z opisanych rodzajéw btedu, jest su-
ma bledu przeniesionego z wejscia i bledu
wihasnego algorytmu. Zgodnie z przyjetym
zalozeniem, ze w tego rodzaju operacjach
wszystkie zbiory czastkowe sg traktowane
jako przypadkowe, dodawane wartosci bte-
déw pobierane sg losowo z tych zhioréw
zgodnie z odpowiednig funkcjg gestosci
prawdopodobienstwa. Takie postepowanie
nazywane jest sktadaniem zbioréw wartosci
bledu. Zatem zbiér bledu na wyjsciu algo-
rytmu {Sx } powstaje jako wynik ztozenia
zbioru bledu przeniesionego z wejscia {St}
i zbioru btedu wihasnego {SA} algorytmu,
co symbolizuje zapis
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4. UNCERTAINTY AS
PARAMETER OF ERROR
VALUE SET

According to the model shown in Fig.2
the error at the algorithm output, for each
of the described kinds of the errors, is a
sum of the error transmitted from the in-
put and the algorithm specific error. The
error values being summed are taken from
the partial sets in a random way according
to the appropriate probability density
function. It follows from the assumption
that all the sets are treated as random ones
when summing the error sets, which is
called the composition of the error value
sets. Hence, the error set at the algorithm
output {5X} is the result of composition
of the error set tramsmitted from the input
{S,} and the algorithm specific error set

{SA}, which is denoted by

[SX}=[SA}+{S,). (19)

Zatézmy, ze niepewno$¢ Ax zbioru
wartosci btedu {Sx} wielkosci X definio-
wana jest jako parametr otrzymywany w
rezultacie wykonania operacji Af na tym
zbiorze, co ogblnie mozna zapisac¢ jako

Let us assume that the uncertainty Ax
of the error value set {Sx} of the quantity

X is defined as a result of an operation M
performed on this set, which can be gene-
rally written as

AX = M[{8X}\. (20)

Uwzgledniajac zaleznos¢ (19) wyrazenie
(20) mozna zapisa¢ w postaci

Taking into account (19) the expression
(20) can be written in the form

Ax =M[{Sa}+{8}], (21)

ktéra oznacza, ze wyznaczenie niepewnosci
koricowej algorytmu polega najpierw na
skfadaniu zbioréw czastkowych, a nastep-
nie na okreSleniu niepewnosci zbioru wy-
padkowego zgodnie z przyjeta definicjg re-
prezentowang ogolnie przez wyrazenie
(20). Sato w ogolnym przypadku dziatania
zlozone i dlatego dla celéw praktyki pomia-
rowej dazy sie do zastgpienia ich operacja-
mi przyblizonymi, ale za to prostymi alge-

which means that calculation of the algo-
rithm resultant uncertainty consists in ad-
ding the partial error value sets and next
determining the uncertainty of the sum of
the sets in accordance with the assumed
definition given by the equation (20).
They are complex operation So, in case of
practical applications one attempts to re-
place them by approximate operations
which are algebraically simple. Such ope-
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braicznie. Operacje takie nazywa sie skia-
daniem niepewnosci. Zakladajac, ze zostata
przyjeta reguta sktadania niepewnosci, wy-
razenie (21) moze by¢ zastgpione uprosz-
czong formutg

Jerzy Jakubiec

rations are called the uncertainty compo-
sition. Using the assumed rule of uncer-
tainty composition the expression (21) can
be replaced by the simplified formula

A, =ad{,u 1®ad{<?}]=A,®A,, (22)

ktéra oznacza, ze niepewnos$¢ koricowa al-
gorytmu jest w takim przypadku wyzna-
czona przez ztozenie niepewnosci czastko-
wych opisujgcych zgodnie z definicjg skta-
dowe zbiory wartosci btedu. W wyrazeniu
tym uzyto symbolu ® do oznaczenia ope-
racji skfadania niepewnosci.

Zatézmy, ze zbidr wartosci bledu skiada
sie z liczb rzeczywistych, ktére w ogolnym
przypadku moga przyjmowaé wartosci do-
wolne. Dla kazdego zbioru wskazywane sg
dwie wartosci graniczne in i <5”, takie
ze prawdopodobienstwo pojawienia sie
wartoéci btedu 8 <8m lub 8 >8”" jest
tak mate, ze w praktyce moze by¢ przyjete
jako réwne zeru. Zbiér obejmujacy warto-
§* Aun - &- A nazywany jest zbiorem
zredukowanym wartosci  btedu. Niepew-
nos¢ jest definiowana jako potowa szero-
kosci zbioru zredukowanego

Niepewno$¢ charakteryzujaca zbiory
wartosci btedu statycznego, dynamicznego
i losowego nazywana jest odpowiednio
niepewnoscia statyczng, dynamiczng i lo-
SOW3.

Do dalszych rozwazan przyjmuje sie, ze
rozpatrywane zbiory zredukowane sg sy-
metryczne, tzn. zachodzi - ¢U, =<5 co
oznacza zarazem, ze warto$¢ S$rednia w
zbiorze wartosci btedu réwna jest zeru. Za-
ktada sie ponadto, ze warto$¢ graniczna
odpowiada poziomowi ufnosci 99,73%, co
dla rozktadu normalnego daje wartosé
8" =3cr, cr jest odchyleniem standardo-
wym rozkfadu biedu.

Mozliwe jest przyjecie roznych kryte-
riow doboru wartosci granicznych zbioru

which means that in such a case the algo-
rithm resultant uncertainty is determined
by composition of the partial uncertainties
describing the error value sets according
to the assumed definition. The symbol ®
used in this expression denotes composi-
tion of the uncertainties.

Let us assume that the set of the error
values consists of real .lumbers which, in
general case, can take any values for each
set. For each set one determines two bo-
undary values 4, and <§_ for which the
probability of occurrence of the error va-
lues, such that 8 < or 8>8", isso

small that it can be treated as equal to zero
in practice. The set including the values
8-, <8 <<, is called the reduced set of

nun

the error values. The uncertainty is defi-
ned as a half of the reduced set width

(23)

The uncertainty characterizing the sets
of values of the static, dynamic and ran-
dom errors is called the static, dynamic
and random uncertainty, respectively.

For the further considerations it is as-
sumed that the reduced sets are symmetric
*e = Amlx, which means that the

mean value in the error set equals zero.
Moreover, one assumes that the boundary
value corresponds to the confidence level
of 99,73%, which gives the value
<6" =3cr for the gaussian distribution,
where a is the standard deviation of the
error distribution.

It is possible to apply different criteria
of the set boundary value choice to diffe-
rent kinds of the errors. When construe-
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dla réznych rodzajéw btedéw. W przypad-
ku gdy buduje sie modele niepewnosci
tacznie dla bteddw statycznych, dynamicz-
nych i losowych, nalezy tak dobra¢ warto-
&ci graniczne dla zbioréw tych bledéw, aby
odpowiednie zbiory zredukowane mozna
byto uzna¢ za réwnowazne. Dla podanej
powyzej zasady mozna przyja¢ z dobrym
przyblizeniem, ze dla bledéw statycznych i
dynamicznych ich warto$¢ graniczna sta-
nowi maksymalng warto$¢ bledu w przy-
jetych warunkach przetwarzania. Przykia-
dowo, gdy wyznaczamy zbiér btedu dyna-
micznego dla sinusoidalnych zmian wiel-
kosci wejsciowej warto$¢ graniczna zbioru
jest rowna amplitudzie przebiegu btedu dy-
namicznego.

5. MODEL NIEPEWNOSCI
ALGORYTMU
PRZETWARZANIA

Celem budowy modelu niepewnosci jest
zastgpienie nim modelu btedu w zakresie
zZwigzanym z wyznaczaniem niepewnosci
wyniku kofcowego algorytmu. Zamiast
wykonywa¢ ztozone operacje na zbiorach
wartosci bteddw dazy sie do uzyskania pro-
stych zaleznosci analitycznych miedzy nie-
pewnoscig zbioru btedéw wyjsciowych a
niepewno$ciami zbioréw bledéw wejscio-
wych i btedéw wihasnych algorytmu. Uzy-
skanie takich zwigzkéw pozwala na opra-
cowanie procedur syntezy niepewnosci al-
gorytmu na podstawie znajomosci charak-
terystyk zrodet bteddw wejsciowych, ogol-
nego opisu wielkosci mierzonej i wiasci-
wosci samego algorytmu.

Mozna ogo6lnie powiedzie¢, ze model
niepewnosci jest uproszczonym odwzoro-
waniem modelu bfedu, ktore jest tworzone
w celu uzyskania analitycznego zapisu pro-
cedury wyznaczania niepewnosci oceny
wielosci mierzonej. Uproszczenia te wyni-
kajg z faktu, ze zbior bledu o dowolnym
rozktadzie jest charakteryzowany przez
jedng liczbe Prowadzi to do powstawania
réznic miedzy niepewno$cig wyznaczang z
definicji na zbiorze bledu wyjsciowego a
niepewnoscig uzyskiwang na podstawie
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ting the uncertainty models being compo-
sition of all kinds of the errors, i.e. static,
dynamic and random, one should select
the boundary values for the sets of these
errors so that the appropriate reduced sets
can be considered as the equivalent ones.
Further, it is assumed for the static and
dynamic errors that the boundary value
is the maximum value which can be de-
termined in the real processing conditions.
For example, determining the dynamic er-
ror for sinusoidal changes of the input qu-
antity, the boundary error equals the am-
plitude of the dynamic error waveform.

5 MODEL OF THE ALGORITHM
UNCERTAINTY

The purpose of the uncertainty model
construction is to replace the error model
for computing the algorithm resultant un-
certainty. In spite of performing complex
operations on the sets of the error values
one attempts to get simple analytical rela-
tionships between the uncertainty of the
output error set and the uncertainties of
the sets of the input errors and the algori-
thm specific errors. Obtaining such rela-
tions allows to work out procedures of
synthesis of the algorithm uncertainty ba-
sing on the knowledge of the characteri-
stics of the input error sources, the general
description of the measured quantity and
the algorithm properties.

In general, one can say that the uncer-
tainty model is a simplified mapping of
the error model which is built in order to
obtain the analytical description of the
procedure of computing the measured qu-
antity evaluation uncertainty. These sim-
plifications result from the fact that the set
of the error with any distribution is cha-
racterized by one number. It causes arising
some differences between the uncertainty
determined on the output error set from
the definition and the uncertainty obtained
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modelu. W tym sensie modele niepewnosci
sg modelami  przyblizonymi.  Skutki
uproszczen mozna okreslic porédwnujac
wyniki uzyskane w sposéb symulacyjny na
podstawie modelu  btedéw z wynikami
obliczonymi na podstawie modelu niepew-
nosci.

Biorac pod uwage sposéb budowy mo-
delu niepewnosci jego struktura jest taka
sama jak modelu biedéw. W ogoélnym
przypadku moze by¢ ona przedstawiona w
spos6b pokazany na rys.3. Wiasciwosci al-
gorytmu sg tu reprezentowane przez wspot-
czynniki ks, kd i kr okresSlajace stosunek
miedzy niepewno$ciami na wejsciu i wyj-
Sciu algorytmu odpowiednio dla btedu sta-
tycznego, dynamicznego i losowego. Sym-
bolem ® oznaczono operacje skfadania
niepewnosci.

Rys.3. Ogdlna struktura modelu
niepewnosci algorytmu

Bledy statyczne s przenoszone z wej-
Scia na wyjscie algorytmu ze wspotczynni-
kiem S zgodnie z wyrazeniem (5). Zatem
rowniez dla niepewnosci statycznych za-
chodzi zwigzek

SA

Jerzy Jakubiec

from the model. In this sense, the uncer-
tainty models are inaccurate (approxima-
te). The simplification results can be eva-
luated by comparing the results obtained
from simulation based on the error model
with those calculated using the uncertainty
model.

The uncertainty model structure is the
same as that of the error model as far as
the way of their construction is conside-
red. The general structure of the algorithm
uncertainty model is shown in Fig.3. In
this figure the algorithm properties are re-
presented by the coefficients ks, kd i kr

determining the ratio of the output to input
algorithm uncertainties for the static, dy-
namic and random errors, respectively.
The symbol ® denotes composition of
the uncertainties.

Fig.3. General structure of the algorithm

uncertainty model

The static errors are transmitted from
the algorithm input to its output with the
multiplying coefficient S according to the
formula (5). Hence, the following rela-
tionship is also valid for the static uncer-
tainties

(24)
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Bledy dynamiczne o przebiegu sinuso-
idalnym majg na wyjsciu amplitude okre-
$long wyrazeniem (10). Oznacza to, zgod-
nie z przyjetym sposobem wyznaczania
niepewnosci dynamicznej, ze dla tego ro-
dzaju btedéw wspotczynnik przeniesienia
przyjmuje postac

Wariancje a\ zbioru wyjsciowego po-
wstatego na skutek przeniesienia btedow
losowych z wejscia na wyjscie algorytmu
okresla zalezno$¢ (16). Zaktadajac, ze zbidr
wartosci bledu wyjsciowego ma rozktad
zblizony do normalnego, jego niepewnos¢
okresla zalezno$¢

Dla znanego rozktadu wartosci btedu lo-
sowego na wejsciu algorytmu niepewno$¢
wejsciowa zgodnie z definicja moze by¢
okreslona jako

gdzie kagm jest wspdtczynnikiem charak-

terystycznym dla typu rozktadu tgczacym
wariancje rozktadu btedu z jego niepewno-
Scig wyznaczong dla poziomu ufnosci
agm =99,73% . Stosunek wyrazen (26) i
(27) stanowi wspdtczynnik przenoszenia
niepewnosci losowych. Uwzgledniajac wy-
razenie (16) uzyskuje sie

Dla przyktadu zat6zmy, ze bledy losowe
na wejsciu algorytmu zdominowane sg
przez btad kwantowania, ktérego wartosci
majg rozkiad jednostajny w przedziale od
a do +q—, gdzie q jest wartoscig kwantu.
Niepewnos$¢ zbioru wartosci bledu jest
praktycznie w takim przypadku réwna
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The output amplitude of the sinusoidal
dynamic errors is expressed by (10). It
means that according to the assumed defi-
nition of the dynamic uncertainty the
transformation coefficient for such kind of
the errors is described by

[S<»|m (25)

The variance a\ of the output set ob-

tained as a result of transformation of the
algorithm random errors from the input to
the output is given by (16). Assuming that
the distribution of the output error value
set is approximately normal its uncertainty
is

=2ux m (26)

For the determined distribution of the
random error values at the algorithm input
the input uncertainty can be described by
(according to the definition)

"ctgran'x (27)

where k™” is the coefficient dependent

on the type of distribution connecting the
error variance with its uncertainty calcu-
lated for the  confidence level
agan~ 99,73% . The ratio of the formulae

(26) and (27) is the coefficient of the ran-
dom error transformation. Taking into ac-
count (16) one obtains

Let us assume, for example, that the ran-
dom errors at the algorithm input are do-
minated by the quantization error whose
values are of uniform distribution within
q q .
) to + > where q is the
quantum value. In this case, the uncerta-
inty of the error value set can be assumed

the range from
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Arl= - a wariancja rozktadu btedu wy-

nosi aj :"12 Stad

Po wprowadzeniu tej wartosci do wyra-
zenia (28) otrzymuje sie, ze dla rozktadu
jednostajnego bledu wejsciowego wspot-
czynnik przenoszenia niepewnosci z wej-
$cia na wyjscie algorytmu ma posta¢

Jerzy Jakubiec

to equal Arl = —, whereas the variance

ofthe error distribution is equal to

2 = 11 . Hence,

(29)
Vi2

Having substituted this value to the
expression (28) one obtains the following
relationship describing the uncertainty
transformation coefficient for the input er-
ror uniform distribution

kr=S-A. (30)

Procedura skladania niepewnosci okre-
$la dziatania arytmetyczne, jakie nalezy
wykona¢ na niepewnosciach czastkowych
w celu uzyskania niepewnosci wypadko-
wej. Przyjmijmy, ze uzywana jest reguta w
postaci proponowanej przez [11], Stosujac
przyjete w niniejszym artykule oznaczenia
regute te dla dwoch sktadowych mozna za-
pisac jako

The uncertainty composition procedure
determines arithmetical operations which
should be performed on the partial uncer-
tainties in order to obtain the resultant un-
ceratinty. For further considerations let us
use the formula proposed by [11] which
can be written for two components in the
form

Aai="l+Al+2Aa Pai, (32)

gdzie Aa) jest niepewnoscig wypadkowa,
Aa i Ab niepewnosciami skladowymi, a
Pab ' wspdtczynnikiem korelacji zbioréw
czastkowych. Dla przyjetej definicji nie-
pewnosci zalezno$¢ ta jest Scista jedynie
dla rozktadéw normalnych zbioréw warto-
ci bledéw czastkowych, w innych przy-
padkach daje wyniki przyblizone. Mozna
korygowa¢ wartos¢ niepewnosci wypad-
kowej m. in. poprzez przemnozenie jej
przez wspotczynnik zalezny od rozktadow
btedow czastkowych w podobny sposdb,
jak zrobiono to przyktadowo dla btedu
kwantowania. Celowos$¢ stosowania tego
rodzaju wspétczynnikéw zalezy od wyma-
ganej dokladnosci modelu niepewnosci.
Poréwnania skutecznosci réznych sposo-

where A&k is the resultant uncertainty,

Aa and Ab are the partial uncertainties
and Pab - the correlation coefficient of the
partial sets. For the assumed uncertainty
definitions this relationship is strict only
for the normal distributions of the partial
error sets. In other cases the equation (31)
gives approximate results. The resultant
uncertainty value can be improved by,
among others, multiplying it by the coef-
ficient dependent on the partial error di-
stributions, in a way similar to that used
when determining the random uncertainty
coefficient. The reason of applying this
kind of coefficients depends on the requ-
ired accuracy of the uncertainty model.
Comparison of efficiency of the different
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béw korygowania niepewnosci wypadko-
wej mozna dokonywa¢ w sposéb symula-
cyjny przy uzyciu modelu btedéw algoryt-
mu.

W przypadku gdy nie zachodzi skorelo-
wanie bledéw, wyrazenie (31) przyjmuje
prostsza posta¢

Aai=

Tak realizowane skfadanie niepewnosci
nazywane jest czesto ,,geometrycznym”.
Stosowane jest rowniez w sytuacji, gdy
brak jest mozliwosci wyznaczenia wspot-
czynnika korelacji. Daje ono dobre rezul-
taty w praktyce pomiarowej, gdy wystepuje
wiele Zrédet btedéw zaréwno o charakterze
uktadowym, jak i programowym [9],

Ponizszy przyktad ilustruje sposéb po-
stepowania przy budowie modelu niepew-
nosci algorytmu.

Przyktad
Rozpatrzmy 5-punktowy filtr wygta-
dzajacy opisany nastepujgcym réwnaniem
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kinds of the resultant uncertainty im-
provement can be made by simulation
when using the algorithm error model.

In case of the uncorrelated errors the
expression (31) simplifies to the form

AAN+AN | (32)

Such a way of the uncertainty compo-
sition is often called ,,geometrical”. It is
also used in situation when the correlation
coefficient cannot be determined. It gives
good results in measuring practice when
there occur many error sources both of
hardware and software types[9].

The following example illustrates the
way of building the algorithm uncertainty
model.

Example
Let us consider 5-point smoothing filter
described by the equation

Kn) =£yi.k)+j y(k + D+ ~y{k +2) +*y{k +3) +*y(k +4), (33)

gdzie y(ri) jest oceng w chwili o numerze
n wielkosci y poddawanej wygtadzaniu,
»=0,1,..., y(k),...,y(k +4) sa kolejnymi
wynikami pomiaru tej wielkosci obarczo-
nymi jedynie bledami losowymi. Celem
dziatania filtru jest zmniejszenie wartosci
bledu losowego wynikow wyjsciowych fil-
tru w stosunku do btedu wartosci wejscio-
wych. Na ogot przyjmuje sie, ze n=k +2 i
woéwczas rownanie (33) przyjmuje postac

where y(ri) is the evaluation of the quan-
tity y being smoothed at the instant »,
»=0,1,..., y(k),...,y(k +4) are the suc-
cessive results of measurement of this
value loaded by the random errors only.
The operation aim of the filter is to decre-
ase the random error values of the filter
output results in relation to the error of the
input values. It is generally assumed that
n =k +2. Then the equation (33) can be
written in the form

1 1
y(k) =~y (k-2)+-y(k-\) +-y(k) +-y{k +) +-y (£ +2). (34)

Zatézmy nastepnie, ze wiasciwosci filtru
rozpatrywane sg dla sinusoidalnie zmiennej
wielkoSci przetwarzanej opisanej réwna-

2
niem y(t) = sin(—71 t), gdzie T jest okre-

Next, let us assume that the filter proper-
ties for the sinusoidal input quantity given

2
by the formula y(t) = sin(—n t) are con-

sidered, where T is the period. The value
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sem. Warto$¢ wielkosci y w chwili k
opisuje wyrazenie

y (k) =sin('2-*)-|/-§kJ

przy zatozeniu, ze probkowanie w kolej-
nych chwilach k jest realizowane co okres
czasu Ts. Przyjmijmy nastepnie, ze bledy
losowe sg wynikiem kwantowania prébek
przez przetwornik AJ/C, a zatem kazda
warto$¢ podawang na wejscie algorytmu
mozna ogdlnie przedstawic jako

y(k) =y(k) +8a{k),

gdzie 8Ak) jest bledem kwantowania.

Zaktadajac, ze kwantowanie dokonywane
jest przez 13-bitowy przetwornik A/C do-
starczajacy danych w kodzie BCD, o zakre-
sie przetwarzania od -1 do +1, niepewno$¢

zbioru  wartoéci  wejsciowego  bledu
losowego jest stata i wynosi

q

Ar? 2

Niepewnos$¢ ta jest w modelu przeno-
szona z wejécia na wyjscie zgodnie z za-
leznoscig

Art=

w ktérym zgodnie z réwnaniem (30)

Przyjmujac, ze blad kwantowania jest
jedynym bltedem wprowadzanym przez
ukfady przetwarzania AJ/C, to pozostate
zrodta bledow zwigzane sg z wihasciwo-
Sciami samego algorytmu. Zatézmy, ze w
rozpatrywanej sytuacji algorytm wprowa-
dza jedynie btad dynamiczny zwigzany ze
zmianami wielkosci wejsciowej. Zgodnie z
przyjetymi definicjami btad ten charaktery-
zuje niepewno$¢ opisana wyrazeniem

2-2 w03

Jerzy Jakubiec

ofthe quantityy at the instant k is descri-
bed by

(35)

when assuming that sampling at the suc-
cessive instant k is made with the period
Tt. Next, let us assume that the random
errors are the result of quantization of the
samples by the A/D converter. So, each
value delivered to the algorithm input can
be generally expressed as

(36)

where 8q(k) is the quantization error. As-

suming that the quantization is made by a
13-bit A/D converter delivering data in the
BCD code with the input range from +1 to
-1, the uncertainty of the set of the input
random error values is constant and equals

D 5 q0e (37)

This uncertainty is transformed from
the model input to the output according to
the equation

*TA,, (38)

where, taking into account (30)

=0,81. (39)

Assuming that the quantization error is
the only error introduced by A/D conver-
ters the other error sources are connected
with the properties of the algorithm itself.
Let us assume that in the considered case
the algorithm introduces only the dynamic
error caused by the input quantity chan-
ges. According to the consideration in
Section 3 this error is characterized by the
following uncertainty



Model niepewnosci.

=\S(jco) - S o).

ktéra po uwzglednieniu zaleznosci (12),
an

niach przyjmuje postac:

A,

Model niepewnosci filtru w postaci gra-
ficznej przedstawia rys.4. W modelu tym
ujete sa dwa zrodia bledéw: kwantowania
scharakteryzowane niepewnoscia A? o0
wartosci statej danej wyrazeniem (37) i
bledu dynamicznego opisanego niepewno-
Scig A" interpretowang jako amplituda
bledu wiasnego filtru. Zaktadajac, ze bledy
te nie sa skorelowane, niepewnos$¢ wyj-
Sciowa opisuje zaleznosé

ktora dla rozpatrywanego przyktadu stano-
wi zapis matematyczny modelu niepewno-
4ci. Zapis ten pozwala na analityczne wy-
znaczanie niepewnosci wyjsciowej na pod-
stawie znanych wartosci niepewnosci
czastkowych - wejsciowych i wihasnych -
algorytmu.

Rys.4. Model niepewnosci przyktadowego
filtru wygtadzajacego

i (34) po odpowiednich przeksztatce-

.= "cos(-2ft>7j) + ~ cos(-cu7;) +" +- cos{(oTs) +” cosdcoT,)

<4
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(40)

Having taken into account the formulae
(12), (17) and (34) and having rearranged

the equation this equation can be written

in the form

(41)

The filter uncertainty model is shown
in Fig.4. It contains two error sources: the
quantization one characterized by the un-
certainty A? with the constant value given

by (37) and the dynamic error source de-
scribed by the uncertainty treated as
the amplitude of the filter specific error.
Suppose that these errors are non-
correlated. Then, the output uncertainty is
described by the relation

+A (42)

which for the considered example is the
mathematical notation of the uncertainty
model. This notation enables to determine
analytically the output uncertainty basing
on the known values of the partial uncer-
tainties - input and specific ones - of the
algorithm.

ds > AD

Fig.4 Uncertainty model of the exem-
plary smoothing filter
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W tabeli 1 zestawiono wyniki wyznacza-
nia niepewnosci wyjsciowej algorytmu wy-
gtadzania zgodnie z zaleznoscig (42) oraz
w sposob symulacyjny. Symulacje prze-
prowadzono dla sinusoidalnie zmiennej
wielko$ci wejsciowej algorytmu o amplitu-
dzie réwnej 1, czyli przyjmujacej wartosci
z catego zakresu przetwarzania. Dla okre-
$lonej wzglednej wartosci  czestotliwosci
prébkowania f °, réwnej co do wartosci
liczbie prébek przypadajacych na okres si-
nusoidy, wybierano w sposéb losowy mo-
ment k, dla ktdrego wyznaczano 5 kolej-
nych wartosci y(k -2),...,y(k +2). War-
toci probek poddawano nastepnie kwan-
towaniu przy zatozeniu, ze warto$¢ kwantu
wynosi ¢ = 0,001. Nastepnie wykonywano
dziatania na skwantowanych prdbkach
zgodnie z postacig algorytmu (34). Od uzy-
skanej tym sposobem wartosci oceny wiel-
kosci wyjsciowej y{k) odejmowano war-
tos¢ prawdziwa y{k) Tego rodzaju dziata-
nia powtérzono 100000 razy. Uzyskane
wartosci bledéw zestawiono w histogram,
na podstawie ktérego przy uzyciu definicji
niepewnosci wyznaczano niepewnos$¢ opi-
sang w tabeli 1jako

Tabela 1
Zestawienie niepewnosci A~

wyznaczanej analitycznie z niepewnoscia
Aywyznaczong w sposéb symulacyjny
dla wybranych wartosci wzglednej

T
czestotliwosci prébkowania f° =—

1) 250 300 350

(VAR 6,2 52 47

| A.,,,-10'4 7.4 6.2 53

Jerzy Jakubiec

The results of calculation of the output
uncertainty of the smoothing algorithm
from the relation (42) and by simulation
are presented in Table 1 The simulation
was made for the sinusoidal input quantity
of the amplitude equal to 1, that is taking
values within the whole input range. For
the given relative value of the sampling
frequency f°, equal the number of
the samples during the sinusoid period,
the instant k was chosen in the random
way. The five successive values
y(k - 2),...,y(k +2) were determined for
this instant. The values of the samples we-
re quantized next, assuming the quantum
value to be q =0,001. Further calcula-
tions were made on the quantized samples
according to the algorithm (34) The true
value y(k) was subtracted from the value
of the output evaluation y(k) obtained in
this way. Such calculations were repeated
100000 times. The obtained error values
were presented in the form of histogram
which together with the uncertainty defi-
nition were the base for determining the
uncertainty denoted as Ay in Table 1

Table 1
The uncertainty calculated
analytically Ay and the uncertainty

determined by simulation Sygm
for the chosen values of the relative

sampling frequency f° =—

400 450 500
45 43 42 |
49 48 48
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6. MODEL NIEPEWNOSCI
LANCUCHA ALGORYTMOW

Uproszczenie dziatan prowadzacych do
wyznaczenia niepewnosci, ktdre uzyskuje
sie wykorzystujac model niepewnosci algo-
rytmu, staje sie szczegolnie istotne w przy-
padku realizacji fancucha algorytméw. Wy-
stepuje to czesto w sytuacji, gdy stosuje sie
algorytmy odtwarzania tacznie z algoryt-
mami filtracji, co ma na celu zmniejszenie
warto$ci btedoéw losowych z reguty bardzo
silnie wzmacnianych w trakcie odtwarzania
[2]. Ponadto, gdy odtwarza sie wielkosci
dynamiczne przetwarzane w ukiadach nie-
liniowych, celowe jest stosowanie dekom-
pozycji toru przetwarzania, aby uzyskaé
proste wersje algorytméw odtwarzania.
Przykladem zastosowania modeli niepew-
nosci do wyznaczania niepewnos$ci odtwa-
rzania z ztozonych warunkach opisywa-
nych nieliniowymi, statycznymi i dyna-
micznymi réwnaniami jest praca [9], Poka-
zuje ona m in., ze w warunkach, w ktérych
wystepuje wiele zrédet btedéw o charakte-
rze statycznym, dynamicznym i losowym,
geometryczne  skfadanie  niepewnosci
czastkowych daje rezultaty akceptowalne w
praktyce takze wtedy, gdy nie znane sg
rozktady btedéw czastkowych i nie sa do-
stepne informacje o ich ewentualnym sko-
relowaniu.

Rys.5. Model niepewnosci fancucha al-
grytmoéw
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6. UNCERTAINTY MODEL OF
THE ALGORITM CHAIN

Simplification of calculations which is
obtained when using the uncertainty mo-
del is particularly essential in case of re-
alization of the algorithm chain. It often
takes place if one applies the reconstruc-
tion algorithms together with the smo-
othing algorithms which aims at decre-
asing the random error values amplified
strongly during the reconstruction [2],
Moreover, if one reconstructs dynamic
quantities processed in nonlinear systems
it is useful to decompose the processing
chain in order to obtain the simple ver-
sions of the reconstruction algorithms.
The doctor thesis [9] is an example of ap-
plication of the uncertainty models to de-
termining the reconstruction uncertainties
in complex conditions described by nonli-
near, static and dynamic equations. It
shows, among others, that in the above
situation geometrical composition of the
partial uncertainties gives results accepta-
ble in practice also when the distributions
of the partial errors are unknown and the
information about their correlation is not
available.

Fig.5. Model ofthe algorithm chain un-
certaintes
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Na rys.5 przedstawiono ogolny model
niepewnosci tafcucha J algorytméw. Za-
ktadajac, ze wspotczynniki przenoszenia
poszczeg6lnych algorytméw dla bledéw
statycznych, dynamicznych i losowych sg
oznaczone jako =
niepewnosci czastkowe na wyjsciu algo-
rytmu powstate na skutek przeniesienia od-
powiednich niepewnosci z wejscia na wy-
jécie maja postac

A= ([

A=

Powyzszy zesp6t réwnan stanowi zapis
reguly propagacji niepewnosci z wejscia na
wyjscie tancucha algorytméw. Reguta
ta dla propagacji niepewno$ci wiasnej na

wyjscie dla algorytmu o numerze
j =1..J- 1przyjmuje posta¢

) =

a¢(n =

a,0)=

Powyzsze zaleznosci umozliwiajg wy-
znaczanie niepewnosci czastkowych na
wyjsciu modelu. Przyjmujac regute sklada-
nia niepewnosci mozna uzyska¢ niepewno-
sci wypadkowe. Zakladajac, ze skladanie
wykonywane jest w sposéb geometryczny,

Jerzy Jakubiec

The general model of the ./-algorithm
chain uncertainties is shown in Fig.5. As-
suming that the transformation coeffi-
cients of the particular algorithms for the
static, dynamic and random errors are de-
noted as k kM- k~j =1,...,J, the partial

uncertainties at the algorithm output, ari-
sen as a result of transformation of the
appropriate uncertainties from the input to
the output, are expressed by

The above set of equations represents
the rule of the uncertainty propagation
from the input to the output of the algo-
rithm chain. This rule for the specific un-

n*-jA,,

certainty propagation for the algorithm of
the number j = -1 is given by
a (44)
k

The above relations make possible to
calculate the partial uncertainties at the
model output. Defining the rule of the un-
certainty composition one can get the re-
sultant uncertainties. Assuming geometri-
cal composition, the resultant uncertainty
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niepewnos$¢ wypadkows okreslajg ponizsze
rownania, odpowiednio dla niepewnosci
statycznej, dynamicznej i losowej

Catkowita niepewno$¢ wyjsciowa opi-
sanajest zaleznoscia

AN A

Powyzszy model ma zastosowanie
przede wszystkim do analitycznego wyzna-
czania niepewno$ci na wyjsciu tafncucha
algorytméw. Mozna go réwniez uzywac do
analizy metrologicznej. Odpowiednio mo-
dyfikujac powyzsze réwnania mozna wy-
znacza¢ niepewnosci w dowolnym punkcie
facucha, co pozwala na rozpatrywanie
wphtywu réznych czynnikéw na niepewno$é
wypadkowa. Tym samym model umozliwia
poszukiwanie zrodet btedéw najsilniej
wptywajacych na te niepewno$¢ i w konse-
kwencji srodkéw do ich redukgji.

7. UWAGI KONCOWE

Wiasciwoscig kazdego procesu pomia-
rowego jest uzyskiwanie wynikéw o ogra-
niczonej doktadnosci, czego liczbowym
wyrazem jest niepewno$¢ wyniku pomiaru.
Tradycyjnie przyjmuje sie, ze niepewno$¢
opisuje zbior wynikéw pomiaru charakte-
ryzujac zawarte w nich bledy, ktore trakto-
wane sg jako nie dajace sie¢ oddzieli¢ od
wynikéw. W efekcie podstawg procedury
wyznaczania niepewnosci jest statystyczna
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is described by the following equations for
the static, dynamic and random unceratin-
ties, respectively

2X )+ "

3

(45)

The resultant output uncertainty is
expressed by

T AR +A*, (46)

The above model is, first of all, applied
to the analytical determination of the un-
certainties at the algorithm chain output. It
can also be used for metrological analysis.
Modifying appropriately the above equ-
ations one can calculate the uncertainties
at any point of the chain, which allows to
consider the influence of different factors
on the resultant uncertainty. Thus, the
model enables to search the most essential
error sources for this uncertainty and, as a
consequence, the means for its reduction.

7. FINAL REMARKS

Each measuring process is inaccurate.
Measure of its accuracy is the uncertainty
ofthe final result. It is classically assumed
that the uncertainty describes the set of the
measuring results, thus characterizing the
errors included in them which are treated
as inseparable from the measuring results.
Hence, the base of the procedure for de-
termining the uncertainty is statistical pro-
cessing of the set ofthe measuring data. In
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obroébka zbioru wynikéw pomiaru. W przy-
padku algorytmu przetwarzania zastosowa-
nie takiego podejscia jest z reguly bardzo
trudne, poniewaz pojedyncza realizacja al-
gorytmu dostarcza jednego wyniku pomia-
rowego. Powtorzenie dziatan na tych sa-
mych danych wejsciowych skutkuje powto-
rzeniem wyniku, natomiast realizacja algo-
rytmu na innym zbiorze danych daje inny
wynik wyjsciowy. Zatem w przypadku al-
gorytmu uzyskanie zbioru danych wyj-
Sciowych, ktéry mogtby by¢ poddany ob-
robce statystycznej, jest w ogélnym przy-
padku trudne do zrealizowania.

Z powyzszych wzgledéw w niniejszej
pracy zastosowano inne podejscie. Liniowe
wihasciwosci  algorytmu umozliwiajg od-
dzielne rozpatrywanie przetwarzania da-
nych i ich btedéw, a takze wyodrebnianie
roznych rodzajow bledéw. Dzieki temu
mozliwe jest odrebne tworzenie opisow
Zrédet btedéw dla poszczegdlnych ich ro-
dzajow uwzgledniajac specyfike dziatan re-
alizowanych przez algorytm. Definiujac
niepewnos$¢ jako parametr zbioru wartosci
btedu mozna wyznaczy¢ réwnania taczace
niepewnos$¢ zbioru na wyjsciu algorytmu z
niepewnosciami zbioréw wejsciowych i
zbioréw btedéw wiasnych. Powstaly w ten
spos6b model niepewnosci cechuje prosto-
ta, poniewaz nie zalezy on od liczby wyra-
z6w algorytmu. Istota modelu polega na
analitycznym zapisie zalezno$ci taczacych
niepewnosci rozumiane jako parametry
zbioréw wartosci btedu.

Opisana w artykule metoda pozwala na
uzyskiwanie modeli uproszczonych w sen-
sie matematycznym, co wynika z zastoso-
wanej procedury skladania niepewnosci.
Jednak w praktyce pomiarowej nie ma to
istotnego  znaczenia, bowiem wszystkie
Sciezki wyznaczania niepewnosci cechuje
relatywnie mata doktadno$¢. Wazne jest
natomiast, ze w przypadku stosowania mo-
deli niepewnosci mozliwa jest weryfikacja
skutkéw zastosowanych uproszczen za po-
mocg badan symulacyjnych.

Przedstawiona metoda budowy modeli
niepewnosci nie koliduje zasadniczo z pro-
pozycjami zawartymi w [11], mozna wrecz
stwierdzi¢, ze je w pewnym stopniu uzu-
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case of the algorithm it is very difficult to
do it, as a rule, because the algorithm sin-
gle realization delivers one measuring re-
sult. Repeated performance of the algori-
thm on the same input data causes repeti-
tion of the result, whereas the algorithm
realization on the other data set changes
the processing conditions. So, in general
case, obtaining the output data set on
which statistical calculation could be ma-
de may be difficult to perform.

Because of that, the other approach to this
subject is presented in the paper. Linear
properties of the algorithm make possible
to separate the error processing from the
data processing, as well as to decompose
the different kinds of errors. Owing to it,
the separate creation of descriptions of the
error sources for their particular kinds can
be made when taking into account the
specificity of calculations performed by
the algorithm. Defining the uncertainty as
a quantity characterizing the error value
set it is possible to determine the equ-
ations connecting the uncertainty of the
error set at the algorithm output with the
uncertainties of the input sets and the spe-
cific error sets. The uncertainty model bu-
ilt in this way is simple because it does
not depend on the number of the algori-
thm elements. The model essence consists
in the analytical description of the rela-
tionships connecting the uncertainties tre-
ated as parameters of the error value sets.

The method described in the paper al-
lows to get the simplified mathematical
models. It is possible due to the applied
procedure of the uncertainty composition.
However, these simplifications are not of
great importance in measuring practice
because all the ways of determining the
uncertainty are of relatively low accuracy
Possibility of the verification of the made
simplification effects by simulation is the
essential advantage of the use of the un-
certainty models.

The presented method of the construc-
tion of the uncertainty models is not
contradictory to the propositions described
in [11] so, one may state that it is their
complement to a certain degree. Adding
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petnia. Poszerzenie stownika tam zawarte-
go o odpowiednie pojecia pozwolitoby na
uzyskanie podstaw budowy modeli nie-
pewnosci. Najwieksza przeszkoda jest sa-
ma definicja niepewnosci odnoszaca sie w
przypadku omawianej metody do zbioru
wartosci btedu, a tradycyjnie do zbioru wy-
nikow pomiaru. Sadze, ze pewne kroki w
kierunku wprowadzenia do terminologii
metrologicznej pojecia modelu niepewno-
§ci sg bardzo wskazane. Modele takie majg
bowiem ceche bardzo istotng dla wspotcze-
snej, silnie skomputeryzowanej techniki
pomiarowej - pozwalajg na algorytmizacje
procedur wyznaczania niepewnosci. Tym
samym umozliwiajg samookre$lanie do-
ktadnosci przez programowane przyrzady
pomiarowe realizujgce ztozone programo-
wo-sprzetowe procedury przetwarzania w
zmiennych warunkach pomiarowych.
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new terms to the vocabulary presented in
it would allow to obtain a base for con-
struction of the uncertainty models. The
uncertainty definition in [11] referring to
the measuring result set is the greatest dif-
ficulty in the way of building the uncer-
tainty models by the method proposed in
the paper which consists in calculations
performed on the error value sets. | think,
that it would be advantageous to introduce
the term of the uncertainty model to me-
trological terminology. Such models have
the property which is very important for
modern computerized technique - they
allow algorithmization of the uncertainty
determination procedures. Thus, they ena-
ble self-determining the accuracy by pro-
grammed measuring instruments realizing
complex software and hardware pro-
cessing procedures in variable measuring
conditions.
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