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PRZYBLIZONE ALGORYTMY ROZWIAZYWANIA
JEDNOMASZYNOWEGO PROBLEMU SZEREGOWANIA ZADAN O
ZMIENNYCH WARTOSCIACH

Streszczenie. W niniejszej pracy rozpatrzono jednomaszynowy problem szeregowania
’zadan przy kryterium maksymalizacji sumy wartos$ci zadan. Warto$¢ zadania jest
opisana malejacg funkcja potegowa zalezng od jego czasu zakonczenia wykonywania.
Dla badanego problemu skonstruowano i poréwnano eksperymentalnie szereg
algorytmoéw heurystycznych typu konstrukcyjnego i typu ,,popraw”.

HEURISTIC ALGORITHMS FOR A SINGLE MACHINE SCHEDULING
PROBLEM WITH CHANGEABLE JOB VALUES

Summary. The paper deals with a single machine scheduling problem where the sum
ofjob values should be maximized. A job value is given as a exponentially decreasing
function dependent on its completion time. We experimentally compared some
heuristic algorithms constructed to solve the problem under consideration.

1. Wprowadzenie

Problem rozpatrywany w niniejszej pracy posiada szerokie zastosowania praktyczne
wszedzie tam, gdzie mamy do czynienia ze spadkiem pewnej charakterystycznej wartosci
zadania wraz z uptywem czasu. Przyktadowo, problem ten pojawia sie przy odzysku czesci ze
starych komputeréw, samochod6éw lub innych produktow zaawansowanych technologicznie.
Wspomniane powyzej zastosowanie mozna doktadniej scharakteryzowa¢ nastepujaco.
Zatézmy, ze mamy do dyspozycji pewng partie wystuzonego sprzetu komputerowego.
Komputery te nie nadajg sie do pracy jako cato$¢ ze wzgledu na swoj wiek (zuzycie,
awaryjnos¢, nieefektywno$¢), ale niektére, jeszcze sprawne i w miare nowoczesne ich

podzespoty (np. dyski twarde, karty sieciowe) mogg zosta¢ uzyte w komputerach nowszej
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generacji bezposrednio, po przetworzeniu lub jako cze$ci zamienne. Pojawia sie wiec tutaj
problem odzyskania sprawnych czesci z zestawow komputerowych, tzn. rozmontowanie
komputeréw na czesci. Kazda odzyskana cze$¢ posiada pewng warto$¢ rynkowa, ktérg mozna
okredli¢c w chwili, kiedy jest ona dostepna do dalszego wykorzystania, tj. w momencie
catkowitego jej wymontowania z komputera. Nalezy znalez¢ taka kolejnos¢
rozmontowywania komputeréw, dla ktérej suma warto$ci odzyskanych czesci jest
maksymalna.

Formalna definicja problemu opisanego powyzej jest nastepujgca. Dana jest
pojedyncza maszyna oraz zbiér J = zawierajacy n niezaleznych i niepodzielnych
zadan dostepnych do realizacji w chwili t = 1. Kazde zadanie i jest scharakteryzowane przez

czas jego wykonania p, oraz funkcje zmiany jego wartosci v, =coiC*, gdzie o > 0 oznacza

warto$¢ poczatkowga zadania w chwili t =1, natomiast a, < 0 jest wspo6tczynnikiem spadku
wartosci zadania. Nalezy znalez¢ takie uszeregowanie n, dla ktérego suma wartosci zadan

liczonaw momentach ich zakoriczenia wykonywaniajest maksymalna, tzn.

EN(0C-(0°m->max> 0)
gdzie CK{l) oznacza czas zakonczenia wykonywania zadania umieszczonego na i-tej pozycji
W uszeregowaniu n.

Pozostata cze$¢ pracy zostata zorganizowana nastepujgco. Rozdziat 2 zawiera opis
algorytmoéw, ktore zostaty skonstruowane w celu rozwigzania rozpatrywanego problemu.
W rozdziale 3 przedstawiono wyniki analizy eksperymentalnej rozwigzan dostarczonych

przez zaproponowane algorytmy. Rozdziat 4 zawiera krotkie podsumowanie.

2. Algorytmy heurystyczne

Ztozonos$¢ obliczeniowa problemu sformutowanego w poprzednim rozdziale jest
sprawg otwarta, jednakze przeprowadzone dotychczas badania nad tym problemem pozwalajg
stwierdzi¢ z duzym prawdopodobieAstwem, ze jest on NP-trudny. Zatem znalezienie
optymalnego algorytmu, ktéry rozwigzuje badany problem w wielomianowym czasie, jest
mato prawdopodobne. Wobec tego skonstruowano szereg algorytméw heurystycznych, ktére
znajduja rozwigzanie przyblizone dla badanego problemu. Prezentowane algorytmy zostaty

podzielone na algorytmy typu ,popraw” i algorytmy typu konstrukcyjnego.
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2.1. Algorytmy typu popraw

Prezentowane w tym podrozdziale algorytmy stuzg do poprawy rozwigzania
poczatkowego, ktére mozna uzyskac np. przy pomocy algorytméw opisanych w podrozdziale
2.2. Zastosowanie algorytméw typu ,,popraw” prezentowanych ponizej nigdy nie powoduje
zmniejszenia wartos$ci funkcji celu.

Wiasno$¢ opisana ponizej zostata wykorzystana przy konstrukcji algorytmow

opierajacych sie na wymianie sgsiednich zadan.

W tasnosci. Jezeli dla pewnego zadania /(/ = ) zachodzi

+ <<yjr{/+H)">(-i) + /,i(/H))' <" + > wtedy zamiana
kolejnosci wykonywania zadan z pozycji /-tej oraz /+1-szej poprawia warto$¢ funkcji celu.
Dowdéd. Powyzszy rezultat mozna uzyska¢ poprzez zamiane sasiednich zadan, jednakze ze

wzgledu na ograniczenia objeto$ciowe niniejszej pracy pominieto dowdd tej wtasnosci.

Algorytm ZamianaP. Dziatanie algorytmu polega na sprawdzeniu wartosci funkcji
celu przed i po zamianie dwéch sasiednich zadan. Jezeli warto$¢ funkcji celu zostaje
zwiekszona, wtedy zadania zostajg zamienione miejscami, w przeciwnym przypadku
kolejnos¢ wykonywania zadan pozostaje bez zmian. Zamiane sasiednich zadan wykonuje sie

dla zadan z pozycji /-tej oraz Z+l-szej dla /=1 , —1. Ztozono$¢ algorytmu wynosi 0(n).

Algorytm ZamianaT. Zasada dziatania tego algorytmu jest podobna do dziatania
Algorytmu SwapForward z ta réznicg ze zamiane sasiednich zadan wykonuje si¢ dla zadan z

pozycji/-1-szej oraz/-tej dla / = «,...,2. Ztozonos$¢ algorytmu wynosi 0(n).

Algorytm ZamianaPT. Dziatanie tego algorytmu polega na wykonaniu w pierwszej
kolejnosci algorytmu ZamianaP, a nastepnie algorytmu ZamianaT. Ztozonos$¢ algorytmu

wynosi 0{n).

Algorytm. N-Wstaw. W prezentowanym algorytmie wykorzystano otoczenie typu
»,wstaw”, ktore dla pewnego rozwigzania bazowego jest tworzone przez wstawienie zadania z
pozycji i-tej (/ =1,...,«) na pozycje inng niz /-ta przy zachowaniu kolejnosci wykonywania

pozostatych zadan. W otoczeniu tym znajdowane jest najlepsze rozwigzanie, ktére staje sie
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rozwigzaniem bazowym dla kolejnego kroku algorytmu, jezeli poprawia warto$¢ funkcji celu.
Operacja opisana powyzej jest wykonywana dopdty, dopdki w wygenerowanym otoczeniu
istnieje rozwigzanie lepsze niz rozwigzanie bazowe (pierwszy warunek stopu). Drugim
warunkiem stopu jest wykonanie pewnej liczby iteracji algorytmu. Dzieki wykorzystaniu
Szybkiej metody przegladu otoczenia typu ,,wstaw" ztozono$¢ obliczeniowa opisywanego

algorytmu wynosi o(n2).

Szybka metoda przegladu otoczenia typu ,wstaw”. Podzielmy ruchy generujace
otoczenie typu ,,wstaw” na ruchy przemieszczajgce zadania w przéd oraz w tyt. Rozwazmy
ruchy w przéd (dla ruchéw w tyt postepowanie jest analogiczne). Otoczenie generowane
przez te ruchy powstaje przez wstawienie zadania z pozycji /-tej (z permutacji bazowej) na
kolejne pozycje w permutacji, tj. przez wykonanie n-i zamian sgsiednich zadan. Zamiana
miejscami dwaéch sasiednich zadan (z pozycji i-tej oraz /+l-szej) nie zmienia czasu
zakonczenia wykonywania zadania na pozycji /-1-szej oraz czasu rozpoczecia wykonywania
zadania na pozycji ;+2-giej. W zwigzku z tym, jezeli w permutacji bazowej znamy wartos¢
funkcji celu Vpz({ dla zadan z pozycji [1; /-1], warto$¢ funkcji celu V0 dla zadan z pozycji
[/+2; n] oraz czas zakonczenia wykonywania To zadania z pozycji /-1-szej, to mozemy w

czasie 0(1) obliczy¢ warto$¢ funkcji celu dla permutacji po zamianie zadan wedtug wzoru
~ = Mprztd + (To + Px{M)) = » + (To + 12,(,~1) + Pirp li =+ "pom

Powyzszg metode wykorzystano w algorytmie N-Wstaw oraz w algorytmie NEH,

ktoérego opis znajduje sie w podrozdziale 2.2.

2.2. Algorytmy konstrukcyjne

Podstawowg technikg zastosowang w algorytmach prezentowanych w tym

podrozdziale jest sortowanie zadarn wedtug wartosci pewnego wyrazenia.

Algorytm Sort f(p)/p. Dziatanie algorytmu polega na uszeregowaniu zadan wediug

nierosngcych wartosci wyrazenia [a> mp j')/p ,. Ztozono$¢ algorytmu wynosi 0(n logu).

W kolejnych dwoch algorytmach wykorzystywana jest procedura SORT_V/T(b,e),

ktéra sortuje zadania znajdujace sie na pozycjach [b,...e] wedtug nierosngcych wartosci

wyrazenia (@, *{c -u+p.Y l/p,-
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Algorytm Sort2 f(p)/p
Krok 1. Wykonaj SORT_V/T(l,n), a nastepnie ZamianaPT.
Krok 2. Podstaw k:=2.
Krok 3. Podstaw i:=1I.
Krok 4. Wykonaj SORT_V/T([(/*«)/ ,f(z+1) e« /*"j). Podstaw i:=i+2.
Krok 5. Jezeli i<k, to idZ do Kroku 4. W przeciwnym wypadku wykonaj ZamianaPT.
Krok 6. Podstaw k:=k ®. Jezeli k<n/2, to idZ do Kroku 3.
Krok 7. Koniec.

Ztozono$c¢ obliczeniowa powyzszego algorytmu wynosi o(n log2n).

Ponizszy algorytm stanowi modyfikacje poprzedniego algorytmu.
Algorytm Sort3 f(p)/p

Krok 1. Wykonaj SORT_V/T(l,n). a nastepnie ZamianaPT.

Krok 2. Podstaw k:=2.

Krok 3. Podstaw i:=1.

Krok 4. Wykonaj SORT_V/T([(/m«)/A")f(/' +1) »«/Jcl). Podstaw i:=i+2.

Krok 5. Jezeli i<k, to idz do Kroku 4. W przeciwnym wypadku wykonaj ZamianaPT.
Krok 6. Podstaw i:=1.

Krok 7. Wykonaj SORT_V/T(["(im)/k - n1(2w€)"],["(/-n)/k +n/(2 m)]). Podstaw i:=i+2.
Krok 8. Jezeli i<k-I, to idZ do Kroku 7. W przeciwnym wypadku wykonaj ZamianaPT.

Krok 9. Podstaw k:=& m2. Jezeli k<n/2, to idZ do Kroku 3.
Krok 10. Koniec.

Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu opisanego powyzej wynosi o{n log2n).

Algorytm MinStrata. Ze zbioru zadan nie uszeregowanych wybierz zadanie, dla
ktérego wyrazenie (a, -wj -i0"")/ps osigga najmniejsza warto$¢ i wstaw je na pierwsza
wolng pozycje w permutacji. Powtarzaj powyzsza czynno$¢, dopdki wszystkie zadania nie
zostang uszeregowane. Ztozono$¢ algorytmu wynosi 0(n2).

Algorytm 1SWAP opisany ponizej konstruuje rozwigzanie w oparciu o witasnosc

niewymienialnosci zadania.
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Definicja. Zadanie i nazywamy niewymienialnym, jezeli zachodzi

Kl +a* PN + PRU)FY > ran)ie) + POY), @

tzn. wymiana zadania i z dowolnym innym zadaniem j uszeregowanym w permutacji za

zadaniem i (i <j) jest nieoptacalna.

Istnieje co najwyzej jedno zadanie niewymienialne, a to oznacza, ze jezeli dla zadania
n zachodzi (2) (zadanie n jest niewymienialne), to dla dowolnego innego zadania k<n

nierownos$¢ (2) nie jest spetniona.

Algorytm 1SWAP (Zamiana)

Krok 1. Sposrod nie uszeregowanych zadan wybierz zadanie niewymienialne. Jezeli takie
zadanie nie istnieje, to wybierz dowolne zadanie (np. za pomocg algorytmu
MinStrata).

Krok 2. Wybrane zadanie wstaw na koniec permutacji.

Krok 3. Jezeli istniejg nie uszeregowane zadania, to idz do Kroku 1

Ztozonos$¢ algorytmu wynosi 0 («J).

Algorytm NEH (Nawaz, Enscore, Ham [3]). Utwérz liste zadan oczekujgcych na
uszeregowanie. Kolejno$¢ tych zadan na liscie moze by¢ dowolna, np. uzyskana przez
dowolny algorytm konstrukcyjny. W prezentowanej tutaj implementacji kolejno$¢ zadan na
liscie jest opisana przez naturalng permutacje zadan lub przez rozwigzania uzyskane przy
pomocy algorytmoéw Sort f(p)/p oraz MinStrata. Dla zadan kolejno pobieranych z listy nalezy,
w tworzonej permutacji, znalez¢ taka pozycje, dla ktérej warto$¢ funkcji celu dla tej
permutacji jest maksymalna. Wykorzystujac Szybka metodg przeglagdu otoczenia typu

»wstaw", wybor takiej pozycji mozna zrealizowa¢ w O(n) krokach. Ztozonos$¢ algorytmu

wynosi 0{n2).

3. Eksperyment obliczeniowy

Celem przeprowadzonego eksperymentu obliczeniowego byto poréwnanie jakosci
rozwigzan generowanych przez prezentowane algorytmy. Jako miare jako$ci (MJ) przyjeto

$rednie odchylenie wartosci funkcji celu rozwigzania otrzymanego przez badany algorytm od
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najlepszej z wartosci funkcji celu uzyskanej przez wszystkie algorytmy dla danej instancji

problemu, czyli:

i np'_m
W=y 3 " e 3
gdzie N - liczba przebadanych instancji problemu, Fj - warto$¢ najlepszego uzyskanego
rozwigzania dla instancji j, natomiast Fj - warto$¢ rozwigzania danego algorytmu.

Eksperyment przeprowadzono dla trzech rozmiaréw problemu « = {30,250,500}.

Tablica 1
Porownanie algorytmow dla parametrow a, e [-1;0)
P, e (0] Pi e [I;l o]
«=30 «=250 «=500 «=30 «=250 = ©O
NEH 0.213% 0.815% 1.026% 0.329% 0.759% 0.812%
Sort f(p)/p + NEH 0.004% 0.044% 0.066% 0.007% 0.049% 0.077%
MinStrata + NEH 0.004% 0.003% 0.004% 0.016% 0.028% 0.028%

Sort f(p)/p + ZamianaPT 0.097% 2.259% 4.177% 0.155% 1.727% 2.789%

Sort2 f(p)/p 0.007% 0.569% 1.577% 0.023% 0.303%  0.809%
sort3 f(p)/p 0.005% 0.294% 0.871% 0.028% 0.087%  0.317%
Grecki 13.340% 18.360% 18.580% 8.923% 14.520% 16.190%
1SWAP 0.002% 0.003% 0.004% 0.022% 0.029%  0.031%
1SWAP + N-Wstaw 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%  0.000%
MinStrata 0.288% 0.139% 0.063% 0.161% 0.069%  0.083%

MinStrata + ZamianaPT 0.007% 0.006% 0.007% 0.020% 0.039%  0.038%

Dlan = 30jako Fj przyjeto warto$¢ rozwigzania optymalnego, uzyskanego metodapodziatu i
ograniczen. Wartosci parametréw a,, tu, oraz p, byty generowane z rozktadem normalnym.
Dla wszystkich wygenerowanych instancji parametr co, byt generowany z przedziatu (0;6].
Parametry a, byly generowane z trzech nastepujacych przedziatdéw [1;0), [5;—] oraz
[-5;0), natomiast parametry p, byly generowane z przedziatéw (0;1], [I;10] oraz (0;10].

Uzyskane rezultaty zostaty przedstawione w tablicach 1 — 3. Dodatkowego omowienia

wymagaja zastosowane nazwy algorytmoéw. Nazwy typu algi + alg2 oznaczajg ze
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rozwigzanie uzyskane przez algorytm algi staje sie rozwigzaniem poczatkowym algorytmu
alg2. W algorytmie NEH lista zadan jest okreslona przez permutacje naturalng. Algorytm

Grecki zostat opisany w pracy [4].

Tablica 2
Poréwnanie algorytmow dla parametrow a, e [- 5;-1]
Pi e (0;1] Pi e[l;10]
©w=30 « =250 = Oo «=30 «=250 « =500
NEH 0.119% 0.066% 0.050% 1.491% 0.136% 3.973%
Sort f(p)/p + NEH 0.010% 0.003% 0.004% 0.053% 0.387% 0.565%
MinStrata + NEH 0.006% 0.000% 0.001% 0.050% 0.453% 1.491%

Sort f(p)/p + ZamianaPT  0.076%  0.039% 0.051%  0.936%  9.615% 13.360%

Sort2 f(p)/p 0.011% 0.012% 0.014% 0.074% 0.771%  1.999%
Sort3 f(p)/p 0.010% 0.004% 0.006% 0.053% 0.293% 0.368%
Grecki 43.170% 80.100% 74.380% 27.840% 45.770% 56.910%
ISWAP 0.062% 0.001% 0.001% 0.050% 0.247%  0.809%
ISWAP + N-Wstaw 0.000% 0.000% 0.000% 0.004% 0.000% 0.095%
MinStrata 0.534% 0.934% 1.223% 2.794% 5.385%  5.140%

MinStrata + ZamianaPT 0.009% 0.002% 0.008% 0.072% 0.519%  1.655%

Eksperymenty wykazaly szczeg6lng wrazliwo$¢ jakoSci rozwigzan na generowane

warto$ci parametréw zadan. W szczegdlnosSci zaobserwowano duze ro6znice jakosci
otrzymanych rozwigzan dla parametru e, generowanego z przedziatéw [1;0) oraz

(tabela 1 oraz 2). W og6lnosci, wyniki uzyskane dla a, 6 [-1;0) sg duzo lepsze od wynikéw
uzyskanych dla a,e[-5;-1]. Na jako$¢ rozwigzan mial takze wptyw zakres wartosci
parametru p,, tzn. dla wiekszosci badanych algorytméw wyniki uzyskane dla p, e (0;I] sa

lepsze od wynikéw uzyskanych dla p, e [l;10).
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Tablica 3

Poréwnanie algorytmow dla parametréw a, e [- 5;0), p, e (0;10]
=30 « =250 « =500
NEH 0.404% 0.233% 0.120%
Sort f(p)/p + NEH 0.045% 0.031% 0.015%
MinStrata + NEH 0.031% 0.011% 0.008%
Sort f(p)/p + ZamianaPT 0.282% 0.387% 0.305%
Sort2 f(p)/p 0.058% 0.054% 0.057%
Sort3 f(p)/p 0.035% 0.016% 0.011%
Grecki 16.290% 45.090% 61.250%
1SWAP 0.031% 0.016% 0.007%
1SWAP +N-Wstaw 0.000% 0.000% 0.000%
MinStrata 0.857% 0.679% 1.851%
MinStrata + ZamianaPT 0.114% 0.027% 0.016%

Sredni btad rozwigzarn otrzymanych przez opisane w rozdziale 2 algorytmy wynosi
utamek procenta, co potwierdza ich przydatno$é i dobra jako$¢, tzn. pozwalajg one na
znalezienie rozwigzania bardzo bliskiego optymalnemu w bardzo krétkim czasie. Szczegélnie
efektywny jest algorytm 1SWAP + N-Wstaw, ktéry w prawie wszystkich przeprowadzonych
testach znajdowat rozwigzanie optymalne kosztem niewielkiego wzrostu naktadow
obliczeniowych w stosunku do pozostatych algorytméw. Algorytm Grecki [4] daje wyniki
znaczaco gorsze od wynikéw uzyskanych przez pozostate algorytmy (btad rzedu kilkunastu -

kilkudziesieciu procent).

4, Podsumowanie

W pracy rozpatrzono jednomaszynowy problem szeregowania zadan o zmiennych'
warto$ciach. Wartosci zadan byly opisane malejacg funkcja potegowa zalezng od czasu
zakonczenia jego wykonywania. Opierajac sie na przypuszczeniu, ze badany problem jest NP-
trudny, skonstruowano i eksperymentalnie przebadano 6 algorytmoéw typu konstrukcyjnego
oraz 4 algorytmy typu ,popraw”. Odniesieniem dla skonstruowanych algorytméw byt

Algorytm Grecki zaprezentowany w pracy [4], ktéry byt pierwszym algorytmem rozwigzania
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badanego problemu. Algorytmy zaprezentowane w niniejszej pracy potwierdzity swoja

wyzszos$¢ w stosunku do Algorytmu Greckiego.
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Abstract

A single machine problem of scheduling jobs with changeable values was considered
in this paper. A job value was given by an exponential function dependent on job completion
time. The objective function was the maximization of the total job values calculated at their
completion times. Based on the assumption that the considered problem is NP-hard, we
constructed and experimentally compared several heuristic algorithms. An extensive
experimental analysis showed that in general the algorithms generated solutions just a few
percent worse than the optimal one found by a Branch & Bound method. An exception from
this statement is the Greek algorithm, which generated solutions more than 10% worse than
the optimal one. In general, the solutions obtained by Greek algorithm are even 80% worse

than the best solutions found by the algorithms constructed in this paper.



