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JEDNOMASZYNOWY PROBLEM SZEREGOWANIA ZADAN
O ZMIENNYCH WARTOSCIACH

Streszczenie. W pracy rozpatrzono jednomaszynowy problem szeregowania,
w ktérym wartosci zadan sg opisane potegowa funkcja zalezng od czaséw zakonczenia
ich wykonywania. Rozpatrzono kryterium maksymalizacji sumy warto$ci zadan.
Analizowany problem zostat przeformutowany w taki sposob, Zze zamiast
maksymalizacji sumy wartosci zadan, optymalizowanym kryterium jest minimalizacja
sumy strat ich wartosci. Okre$lono ztozonos$¢ obliczeniowa og6lnej wersji problemu
wykorzystujgc transformacje z Problemu Podziatu. Dla szczeg6lnych przypadkéw
badanego problemu wykazano szereg wasnosci okre$lajgcych optymalne rozwigzanie.

SINGLE MACHINE SCHEDULING PROBLEM WITH JOB VALUES
DEPENDENT ON THEIR COMPLETION TIMES

Summary. The paper deals with a single machine scheduling problem where job
values are characterized by an exponential function dependent on the completion time
of job execution. Maximization of the total values is considered as an optimization
criterion. However, to simplify the considerations, we reformulate the problem so that
the total lost ofjob values should be minimized. We prove that the general version of
the problem stated above is NP-hard. The proofis done from the well known Partition
Problem. We construct some optimal algorithms which solve special cases of the
general problem in polynomial time.

1. Wprowadzenie

W teorii szeregowania zadan, prawie wszystkie kryteria optymalizacji sg opisane jako
funkcje zalezne od czas6w zakonczenia wykonywania zadan. Oznacza to, ze czas
zakonczenia wykonywania zadania jest jednym z podstawowych parametréw okre$lajacych
wkiad danego zadania do funkcji kiyterialnej. Czesto w praktyce wktad danego zadania do

funkcji kryterialnej nalezy traktowac jako jego warto$¢. Dotychczas w literaturze naukowej
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rozwazano gtdwnie modele z liniowg funkcjg opisujaca zalezno$¢ wartosci zadania od czasu
zakoriczenia jego wykonywania, tzn. 1| |* wfi,. Wspomniany problem jest wielomianowo

rozwigzywalny w czasie O(nlogn) [4] poprzez uszeregowanie zadan w niematejgcym

porzadku wedtug wspotczynnikéw pt/wt. W pracy [7] zaproponowano zupetnie inne

kryterium opisujace jako$¢ optymalizowanego procesu. Wprowadzono tam bowiem
potegowy model opisujacy zmiane wartoSci zadania w zalezno$ci od momentu zakorczenia
jego wykonywania. Praktyczne uzasadnienie takiego modelu mozna znalez¢é opisujac proces
odzyskiwania czes$ci zamiennych z produktéw zaawansowanych technologicznie (np.
wystuzonego sprzetu komputerowego lub samochodéw), ktére ze wzgledu na swoj wiek,
badz przepracowany czas, nie nadaja sie do dalszej eksploatacji jako catos¢ lub ich dalsza
eksploatacja jest zwigzana z wysokim ryzykiem powstania awarii. Rozpatrywane wystuzone
produkty nie nadaja sie do pracy jako cato$¢, ale niektdre ich podzespoty sgjeszcze sprawne,
w miare nowoczesne i moga zostaé wykorzystane jako czesci zamienne w produktach
nowszej generacji. Wobec powyzszego, pojawia si¢ tutaj problem odzyskania sprawnych
podzespotéw (czesci) z wystuzonych produktéw. Gtownym kryterium branym pod uwage w
tego typu dziatalnosci jest zapotrzebowanie na podzespoly (czeSci), ktédre wplywa
bezposrednio na ich warto$¢ rynkowa. Warto$¢ rynkowa natomiast jest zwigzana z
momentem, kiedy te podzespoty beda dostepne do dalszego wykorzystania. Okazuje sie
bowiem, ze wspomniana warto$¢ rynkowa poszczegélnych podzespotow (czesci) maleje
potegowo w czasie. Co wiecej, tempo spadku wartosci jest inne dla kazdego podzespotu.
Celem optymalizacji procesu demontazu jest znalezienie takiej kolejnosci rozmontowywania
produktéw, dla ktérej suma wartosci uzyskanych podzespotow jest jak najwieksza. Liniowe i
kwadratowe funkcje opisujace zmiane wartosci zadania (badane m.in. w [1], [5] oraz [6]) nie
nadajg sie do modelowania powyzej opisanego procesu. Zmiany warto$ci zadan w tym
procesie najlepiej charakteryzuje funkcja potegowa.

W ogdlnosci, omawiane powyzej rdézne przypadki funkcji opisujacej zalezno$é
warto$ci zadania od czasu zakonczenia jego wykonywania mozna opisa¢ jako v((C,).
W modelu tym mieszczg sie zar6wno rozwazane juz przypadki funkcji liniowej, czy
kwadratowej, jak i nowe modele (np. funkcje potegowe, czy tez funkcje dyskretne).
W niniejszej pracy rozwazany bedzie model opisany przez funkcje potegowa za pomoca
ktérej mozna dobrze scharakteryzowa¢ proces demontazu produktow zaawansowanych

technologicznie. W celu uproszczenia analizy model warto$ci zadania Vf(C,) zostat
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przedstawiony jako rdznica pomiedzy jego wartoscig poczatkowg a funkcjg straty. Dzieki
temu przeformutowaniu kryterium maksymalizacji sumy warto$ci zadan zostato zastgpione
kryterium minimalizacji sumy strat ich wartosci.

Dalsza cze$¢ pracy jest zorganizowana nastepujaco. Rozdziat 2 zawiera doktadne
sformutowanie rozpatrywanego problemu. W rozdziale 3 wykazano NP-trudno$¢ ogolnej
wersji badanego problemu, natomiast w rozdziale 4 wykazano szereg wtasnosci okreslajgcych
optymalne rozwigzania dla jego szczeg6lnych przypadkéw. W rozdziale 5 zawarto krétkie

podsumowanie uzyskanych wynikéw oraz przedstawiono dalsze kierunki badan.

2. Sformutowanie problemu

Dany jest zbior n niezaleznych i niepodzielnych zadan dostepnych w chwili /=0,
ktére majg by¢ wykonywane na pojedynczej maszynie. Dla kazdego zadania dany jest czas

jego wykonywania p,, jego warto$¢ poczatkowa z,(0) oraz funkcja straty w,(/) okreslajaca

wielko$¢ straty wartosci zadania w momencie t. Zaktadamy, ze

a) warto$¢ poczatkowa zadania wynosi z,(0)=Z,D, gdzie Z/ oznacza rzeczywistg wartos¢

rynkowg zadania (Z/jest dodatnig liczbg catkowita), natomiast D oznacza pewien dodatni
wspotczynnik korekcyjny zapewniajacy dodatnig warto$¢ zadania w czasie catego procesu

realizacji zadan,

b) funkcja straty w,(t) jest zdefiniowana jako w,(f)=v,t°', gdzie \j oraz a, oznaczajg
odpowiednio strate warto$ci zadania na jednostke czasu oraz wspdtczynnik straty;
parametry v( oraz a- sg dodatnimi liczbami wymiernymi; tatwo zauwazy¢, ze strata
wartosci zadania liczonaw momencie t =0 jestréwna 0.

Bioragc pod uwage zatozenia podane powyzej, mozemy zdefiniowa¢ og6lne wyrazenie

charakteryzujace wartos¢ zadania w chwili t

2,(2)=2,(0) - w,(i) = Zfi - v /*. (1)
Zaktadamy, ze warto$¢ zadania z,(i) jest dodatnia w kazdej chwili t procesu realizacji

zadan, wobec tego nastepujace ograniczenie powinno by¢ spetnione zt(i)=Z(D -v/i® >0

= max a, oraz
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vmx = maxM ,v,, otrzymujemy dodatnia warto$¢ zadania w kazdej chwili t procesu
realizacji zadan.

Problem rozpatrywany w niniejszej pracy polega na znalezieniu takiego
uszeregowania zadan n (tj. kolejnosci wykonywania zadan na pojedynczej maszynie), dla
ktérego suma wartosci zadan w momencie zakonczenia ich wykonywania jest maksymalna,
tzn.:

(X0 ZkE*(N) =S 1-i z*()(0)~ S,-.i w*(/)(**(0)) max >
gdzie Cj.() oznacza czas zakonczenia wykonania zadania zajmujacego pozycje i-tg w

uszeregowaniu n. Powyzsze kryterium jest rownowazne minimalizacji sumy strat wartosci

zadan wyznaczonych w momentach zakoriczenia ich wykonywania
E > . w(C*o>=Z mW 33? -»min. 3)

Model wartosci zadania zdefiniowany jako (1) rézni sie znaczgco od definicji modelu
wartosci zadania, ktéry zostat podany w [7]. R6znica polega na tym, ze w pracy [7] model
warto$ci zadania zostat opisany jako malejgca funkcja potegowa, natomiast w niniejszej pracy

model wartosci zadania jest opisany jako réznica pomiedzy stalg wartoscig poczatkowg

zadania a rosnagcg funkcjg straty jego wartoSci. Zgodnie z tréjpolowa notacjg a\(Ay

wprowadzong w pracy [3], rozpatrywany tutaj problem jest oznaczony jako i|

3. Ztozono$¢ obliczeniowa

W niniejszym rozdziale wykazemy, ze NP-zupeilny Problem Podziatu [2] jest
wielomianowo transformowalny do decyzyjnej wersji (DV) problemu sformutowanego w

rozdziale 2. Problem Podziatu (PP) jest zdefiniowany nastepujaco:

PP: Dany jest zbiéor X = {x,,x2,....X,,,} zawierajagcy m dodatnich liczb catkowitych, dla
ktorych zachodzi = 2B . Czy istnieje podziat zbioru X na dwa roztgczne podzbiory Xi

oraz26, taki, ze X, =
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Twierdzenie 1. Problem I| |~ v fC* jest NP-trudny nawet dla przypadku z dwoma réznymi
wspotczynnikami straty a,.
Dowdd. Dla zadanej instancji PP skonstruujemy instancje problemu I |~ VC""

W problemie DV jest n-m +1 zadan, ws$réd ktorych jest m zadan podziatu oraz jedno
zadanie dodatkowe. Parametry zadan sg dane nastepujgco:

Pi =xi> V,=X,; a,=1 i=

pc=B; =1/4; ae=2.
Pokazemy, ze PP posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwigzanie dla

skonstruowanej powyzej instancji problemu I| |2 VC® z nastepujacg warto$cig kryterium

(PP => DV) Zatézmy, ze istnieje podziat zbioru X na dwa roztgczne podzbiory Xi oraz X2
taki, ze zachodzi Z,«.* x, ='£JxeX x, =B. Niech J; oraz J2 oznaczaja zbiory zawierajace
zadania utworzone odpowiednio na podstawie elementéw z podzbioréw Xi oraz X2. Zatézmy,
bez straty ogdlnoSci, ze zbiory Ji oraz J2 zawierajg odpowiednio k oraz m-k zadan
(0<k <m). Rozwigzanie dla problemu 1| vIC** jest dane przez uszeregowanie, w ktérym
w pierwszej kolejnosci maszyna wykonuje (w dowolnej kolejnosci) zadania ze zbioru Ji,

nastepnie zadanie dodatkowe, a nastepnie zadania ze zbioru J2 (réwniez w dowolnej

kolejnosci). Warto$¢ kryterium dla takiego uszeregowania, obliczona na podstawie wzoru (3),

WYnosi:

u k k 1 n i k \ a= / k \ n

ZW "o =ZAWIX</>+ ZN«>Zvus+v<p.+Y,Pm  +\P.+ Z v*(m
-1 I»l jmi 1-*+2 j-i \ i” i J\M 11-*+2

Ze wzgledu na to, ze p, =xsoraz v, = xt, warto$¢ powyzszego wyrazenia jest rowna

Evucare(X + ZHXMA+ZY +PcTy @

1$i<jini

Z przyjetego zatozenia Z x” x'=Z ,e0 =B wynika, ze wyrazenie (4) jest rowne

wymaganej wartosci y = 2+ Zuac;*»*™*; + 2B |
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CPP => 'DV) Zatdzmy teraz, ze dowolny podziat zbioru X na dwa roztgczne podzbiory X/

oraz X2 daje X—szxx 1 Yo ° Wobec tego zachodzi (;Y-chX’lezB'X oraz
"NixtX x, =B + A, gdzie X jest pewng dodatnig liczbg catkowitg. Wyrazenie (4) okre$la

warto$¢ kryterium dla dowolnego uszeregowania zadan, utworzonego na podstawie podziatu
X na dwa roztgczne podzbiory X2 oraz X2. Zatem, przy zatozeniu braku rozwigzania dla PP
otrzymujemy
( \4
I;-v«wc*w :‘|7V|* 2+B]%irﬁ(‘xj +v§/ p.+ 2>/ +p.1*,

=) *2+ AXixJ+i(S+5-Z2)2+5(5+2)

1-1 \Si<js*1 *
=ZE*?+ Z N +2p2+7;i2=32+7">32
I-i Ifl<ys»i 4 4
Z powyzszego wynika, ze brak rozwiazania dla PP sprawia, ze problem DV réwniez nie
posiada rozwigzania. Zatem, problem DV posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy PP

posiadaje réwniez.

4. Wielomianowo rozwigzywalne przypadki

W niniejszym rozdziale wykazemy, ze pewne szczegblne przypadki problemu
sformutowanego w rozdziale 2 mozna rozwigza¢ optymalnie za pomocg algorytméw o
ztozonosci wielomianowej. Algorytmy, ktére mozna skonstruowaé na podstawie wykazanych
ponizej wiasnosci, opierajg sie na prostych procedurach sortowania i wybierania. Ztozonos$é

obliczeniowa kazdego z tych algorytmow jest rowna O(nlogn).

Wiasnos$é 1. Uszeregowanie zadahn wedtug niemalejacych wartosci ich czasow wykonywania
Pj (reguta SPT) daje optymalne rozwigzanie dla problemu 1| [JT ¢ »

Dowdd. Zatézmy, ze dane sg dwie permutacje n oraz it\ Permutacja n’ powstata z permutacji
T poprzez zamiane zadan na pozycjachy-tej orazy+l-szej. Zat6zmy nie wprost, ze permutacja

t, w ktérej zachodzi p,,u) >p*Uti), jest optymalna. Latwo zauwazy¢, ze w obu permutacjach
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tylko czasy zakonczenia zadan z pozycji y-tej sg rozne. Roéznica funkcji kryterialnych
otrzymanych dla obu permutacji wynosi
fj-\ y fj-i A
- = kZ_,#u o+P*) “ 2 Pad+P*u*o
Z Natozenia prU) >p,Ut]) wynika, ze powyzszy rezultat jest dodatni. Zatem, w rozwazanym
przypadku uszeregowanie zadan wedtug niemalejgcych wartosci ich czasow wykonywania Pj

jest optymalne.

Wtasno$¢ 2. Optymalne rozwigzanie dla problemu 1| p.=y?|Z ¢* mozna wyznaczy¢
poprzez uszeregowanie zadan wedtug nierosngcych wartosci a-.

Dowod. Zatézmy, podobnie jak w dowodzie Wtasnosci 1, ze dane sg dwie permutacje n oraz
Tt', ktore réznig sie miedzy sobg tylko zadaniami uszeregowanymi na pozycjachy-tej orazy+1-
szej. Zatdzmy nie wprost, ze permutacja n jest optymalna i ze nie wszystkie zadania sg
uszeregowanie wedtug nierosnacych wartosci ait tzn. nastepujgca nieréwnos$¢ jest spetniona
a,0) <a,U) +X =a,utl), gdzie X jest pewng dodatnig liczbg. R6znica pomiedzy funkcjami

kryterialnymi otrzymanymi dla obu permutacji jest rowna

/Z|Q ;> - a/lc s 1= G+ )P\ - [jp]-t« - [(y+\)p\'Y

=[GHp>p\" ([U/+i)pr - 1)-\jp\'wlip\ - i)
Powyzszy rezultat jest dodatni, poniewaz zachodzi [(y+1)p]“li’>\jp\'u) oraz
[y +\)p\ >\jp f. Zatem, permutacja n nie moze by¢ optymalna, a to oznacza, ze

dowodzona witasnosc¢ jest prawdziwa.

1, /e {l,...n}\{e},
Witasnosé 3. Dla problemu 1p, >\,a, = ) , W optymalnym
aeeZ +, i=e,

uszeregowaniu, zadanie e poprzedza wszystkie pozostate zadania, ktére sg uszeregowane
wedtug niemalejgcych wartosci ich czaséw wykonywaniapj (reguta SPT).

Dowod. Jezeli ac=1, wtedy powyzsza witasnos¢ wynika z Wiasnosci 1. Wobec tego,
wystarczy pokazaé, ze Wtasnos$¢ 3 jest rowniez spetniona dla dowolnej wartosci ats Zt

wiekszej od 1. Zatézmy, ze dane sg dwie permutacje n oraz n\ W permutacji n zadanie e
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zajmuje pozycje /-ta, natomiast w permutacji n’ pozycje pierwszg. Kolejno$¢ wykonywania
pozostatych zadan w obu permutacjach jest taka sama. Zat6zmy nie wprost, ze permutacja 7t
jest optymalna. Réznica pomiedzy wartosciami funkcji kryterialnych otrzymanymi dla obu
permutacji wyraza sie nastepujaco:

j-1

Id

Korzystajgc ze wzoru na dwumian Newtona, powyzsze wyrazenie mozemy zapisac jako:

Zrcm Vv ta. v Ui

*<Q  Z4 *) =L p. -P°*~U~XPc
i fj-1
) + 4
2 &
at-1n\/ Z} o
~Yp*v
km2 \i.l )
Otrzymany rezultat jest dodatni, poniewaz zachodzi 'p*V)j'" P<>0~1)/V Zatem, w

optymalnym uszeregowaniu dla rozpatrywanego problemu zadanie e zajmuje pierwsza
pozycje. Wobec tego permutacja n nie moze by¢ optymalna. Kolejnos¢ wykonywania

pozostatych zadan opisuje reguta SPT, co wynika z Witasnosci 1.

5. Podsumowanie

W niniejszej pracy rozpatrywano jednomaszynowe problemy szeregowania zadan o
zmiennych wartosciach. Warto$¢ zadania w chwili t jest okreslona jako réznica pomiedzy
wartoscig poczatkowgq zadania a funkcjg straty obliczong w tej chwili t. W niniejszej pracy
przyjeto potegowa funkcje straty warto$ci zadania. Rozwigzanie problemu polegato na
wyznaczeniu kolejnosci wykonywania zadan na pojedynczej maszynie, dla ktérego suma strat
wartosci wszystkich zadan jest minimalna. Wykazano, ze ogélny przypadek rozpatrywanego
problemu jest NP-trudny. W dowodzie NP-trudno$ci wykorzystano Problem Podziatu. Dla
szczeg6lnych  przypadkdéw rozpatrywanego problemu wykazano szereg whasnosci

charakteryzujacych rozwigzanie optymalne.
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Abstract

The paper deals with a single machine scheduling problem where job values are
characterized by an exponential function dependent on the completion time ofjob execution.
Maximization of the total values is considered as an optimization criterion. However, to
simplify the considerations, we reformulate the problem so that the total lost of job values
should be minimized. We prove that the general version of the problem stated above is NP-
hard. The proofis done from the well known Partition Problem. We construct some optimal
algorithms which solve special cases of the general problem in polynomial time. The
application example of the problem investigated in the paper describes the utilization process
of some used up products. These products cannot be used any more because of the one of the
following reasons: the risk of their utilization is relatively big, they do not satisfy some
requirements (e.g. computers are too slow) or simply some of their component parts are
already broken. It means that these products cannot be used as a whole device, however some

of their components can be utilized as spare parts in some new products (e.g. computers of a
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new generation). Thus, in this situation, the problem of disassembling products into the
components appears. The order in which the products are disassembled depends on the
demand for some particular components. However, demand for the components is directly
connected with their values. Finally, the component values depend on the moment when they
are available for utilization. Our objective is to find an order of disassembling the products so
that the sum of the values ofthe obtained components is maximized. In the problem described
above, an exponential function characterizes the change of the component value with respect

to the moment when it is available for utilization.



