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SZEREGOWANIE ZADAN ELASTYCZNYCH

Streszczenie. Przedstawiono tutaj problem szeregowania n niezaleznych zadan w
systemie procesorow rownolegtych. Zadania sg elastyczne, tj. zadanie moze by¢
wykonywane przez kilka procesoréw jednocze$nie oraz predko$¢ wykonywania
zadania jest nieliniowa funkcjg od ilosci procesordw przydzielonych do niego.
Catkowita liczba procesordw w systemie wynosi m i jest to gorna granica liczby
procesorow, ktdre moga by¢ uzywane przez wszystkie zadania w tym samym czasie.
Dodatkowym zatozeniem jest podzielno$¢ zadan oraz mozliwo$¢ zmiany liczby
procesoréw przydzielonych do zadania w trakcie jego wykonywania. Celem jest
znalezienie uszeregowania, dla ktdrego czas zakoriczenia wszystkich zadan jest
najkrotszy z mozliwych.

Prezentowany jest prosty algorytm o ztozonosci 0(n), rozwigzujacy ten problem w
przypadku, kiedy wszystkie funkcje predkos$ci wykonywania sg wypukte. Jezeli
funkcje te sg wszystkie wkleste, przedstawiono algorytm pakowania prostokatow
(PACK), ktoéry rozwiazuje ten problem w czasie wielomianowym.

SCHEDULING MALLEABLE TASKS

Summary. The problem of optimal scheduling n independent tasks on a parallel
processor system is studied. The tasks are malleable, i.e. a task may be executed by
several processors simultaneously and the processing speed of a task is a non-linear
function of the number of processors allotted to it. The total number of processors is m
and it is an upper bound on the number of processors that can be used by all the tasks
simultaneously. It is assumed that the tasks are preemptable and the number of
processors allotted to one task may change during its execution. The objective is to
find a schedule for which the makespan, is minimized.

An 0(n) algorithm is presented to solve this problem when all the processing speed
functions are convex. Ifthese functions are all concave the rectangles packing (PACK)
algorithm is presented, which solves the problem in polynomial time.
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1. Wprowadzenie

Szeregowanie zadan elastycznych (malleable) okazato sie obiecujgcym narzedziem
przy efektywnej implementacji pewnych praktycznych problemdw pojawiajacych sie w
rownolegtych systemach komputerowych. Problem szeregowania takiego rodzaju zadan na
procesorach réwnolegtych mozemy sformutowaé nastepujaco [9, 10, 11,12, 14].

Mamy n niezaleznych zadan dostepnych w czasie poczagtkowym t = 0. Nalezy je
uszeregowa¢ do wykonania w systemie skiadajacym sie z m identycznych, réwnolegtych
procesorow. W kazdej chwili t pewna liczba procesorow moze zosta¢ uzyta do wykonania
danego zadania. Jednakze procesor nie moze wykonywac¢ wiecej niz jedno zadanie w danej
jednostce czasu, a catkowita liczba uzywanych jednocze$nie procesordw nie moze by¢
wieksza od m.

Z kazdym zadaniem 2} zwigzana jest pewna ilos¢pj > 0 pracy do wykonania. Jezeli do
wykonania zadania 2} uzyjemy, w przedziale czasowym o ditugosci t, r procesorow, to ilos¢
pracy do wykonania zadania wewnatrz tego przedziatu jest rowna gj(r) t, gdzie g/r) >0 jest
niemalejaca funkcjg predkosci wykonywania zadania, zdefiniowangdla r e{0, 1,.., m), oraz
gj(0) = 0igj(l) = 1. Catkowita ilo$¢ pracy dla zadania 2} musi by¢ réwnapj, dla kazdegoj.

Dla kazdego zadania uszeregowanie specyfikuje przedzialy czasowe, wewnatrz
ktorych dane zadanie powinno by¢ wykonywane, oraz liczbe procesoréow potrzebnych do
wykonania zadania wewnatrz tych przedziatow. Celem jest znalezienie takiego
uszeregowania, ktore spetnia powyzsze ograniczenia oraz minimalizuje najwiekszy moment
zakonczenia wszystkich zadan (makespan).

Podobny problem, w ktérym procesory reprezentuja ciggty, podzielny i odnawialny
zasOb, rozpatrywany byt przez Weglarza [16]. Natomiast catg game problemdéw z zadaniami
wieloprocesorowymi znajdziemy w [1, 2], W dalszych rozwazaniach bedziemy rozrézniac¢
oryginalny problem z dyskretnym (catkowitym) przydziatem zasobu (procesoréw) jako P-
DSCR oraz problem, w ktérym przydziat procesorow nie musi by¢ catkowity jako P-CNTN.

We wcze$niejszych badaniach duzo uwagi poSwiecono problemowi P-FIX, w ktorym
liczba procesorow przydzielonych do zadania jest niezmienna podczas jego wykonywania.
Poczawszy od Du i Leunga [7], ktérzy udowodnili NP-trudno$¢ tego problemu, wiele
ciekawych rezultatéw z tej dziedziny mozemy znalez¢ w [4, 5, 8,9,13,14].

W naszych rozwazaniach zajeliSmy sie dwoma specjalnymi przypadkami: a) wszystkie

funkcje predkosci wykonywania, od liczby przydzielonych procesoréw sg wypukte (convex)



Szeregowanie zadan elastycznych 69

oraz b) wszystkie funkcje sg wkleste (concave). Dla pierwszego przypadku prezentujemy
algorytm rozwigzujacy ten problem w czasie 0(n). Dla przypadku drugiego prezentujemy
algorytm rozwigzujacy problem P-CNTN (przydziat procesorow do zadan nie musi by¢ liczba
catkowitg) w czasie 0(n max{m, n loglm}). Co wiecej, zostato udowodnione, ze minimalny
moment zakoriczenia wszystkich zadan dla obu probleméw, P-DSCR i P-CNTN, jest
taki sam.

Ostatecznie zaleznos$¢ ta postuzyta do konstrukcji algorytmu pakowania prostokatow,
ktory korzystajac z rozwigzania problemu P-CNTN, konstruuje uszeregowanie dla

oryginalnego problemu w czasie 0(n3.

2. Motywacja

Ponizej przedstawiamy Kkilka rzeczywistych aplikacji z zadaniami réwnolegtymi, w

ktorych znalazt zastosowanie rozpatrywany przez nas model.

2.1. Symulacja dynamiki molekut

Symulacja dynamiki molekut jest jedng z bardzo dynamicznie zmieniajacych sie
dziedzin nauki. Do sprawnego przeprowadzenia obliczen ruchéw atomoéw potrzeba
zaawansowanych technik pozwalajagcych na wyeliminowanie opdzniet komunikacyjnych,
takich jak chocby asynchroniczne buforowanie opdéznien. Tylko w przypadku badania
zachowania sie biatka potrzeba przeprowadzi¢ obliczenia wzajemnych oddziatywan
pomiedzy setkami a nawet tysigcami atoméw [6]. Rzecz jasna, takie procesy potrzebujg
duzych zasobéw pamieciowych. Na wielu najlepszych komputerach réwnolegtych, takich jak
Cray T3E, ze wzgledu na uproszczenia sprzetowe i optymalizacje komunikacji, nie ma
wirtualnego zarzadzania pamiecig z tego wzgledu dostepna pamiec jest $cisle ograniczona.
W zwiazku z tym, kiedy instancja problemu nie mie$ci sie w pamieci procesora, proces nie
moze by¢ wykonany bezposrednio. Do zakonczenia procesu potrzeba ,,recznego” zarzadzania
pamiecig wirtualng wykonujac obliczenia poza jadrem (out of core), tj. obcigzajac dysk
wykonaniem posrednich obliczen. Oczywiscie, prowadzi to do zwiekszenia czasu obliczen.
Dlatego tez, kiedy liczba procesorow jest wystarczajgca do przechowywania danych w
pamieci podrecznej, mozemy zaobserwowaé nadliniowy wzrost predkosci wykonywania,

(patrz rys. 1).
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Rys. 1. Funkcje predkosci wykonywania

Fig. 1. Processing speed functions

2.2. Rozklady macierzowe

Jednym z takich przyktadow zastosowan réwnolegtych obliczen bazujgcych na modelu
zadan elastycznych jest rozktad duzych macierzy rzadkich Choleskiego (LR). Jezeli
zatozymy, ze macierz nie miesci sie w pamieci Cache, nastgpi spowolnienie obliczeA na
jednym procesorze. W przeciwnym przypadku zaobserwowano, ze zysk ze wzrostu predkosci
wykonywania jest wiekszy niz opdznienia komunikacyjne spowodowane dodatkowymi
procesorami. Prowadzi to do nadliniowej zalezno$ci miedzy predkosciag wykonywania a
liczbg przydzielonych procesoréw.

Z podobnymi problemami mamy do czynienia przy badaniu ptywoéw oceanicznych,
gdzie ruch mas wody zamodelowano za pomocg tysiecy potgczonych ze sobg punktéw
tworzacych przestrzenng krate.

Model zadan elastycznych jest znakomitym i sprawnym narzedziem do rozwigzywania
podobnych problemoéw, szczeg6lnie w przypadku gdy, ze wzgledu na rozmiar instancji,

mamy kilka zadan i wiecej procesorow.

3. Przydziat zasobu ciggtego

Przytoczymy teraz podstawowe wyniki z dziedziny optymalnego przydziatu zasobu
ciggtego, ktdre okazaty sie pomocne przy konstrukcji rozwigzania naszego problemu [16].

Podczas transformacji modelu ciggtego do naszych potrzeb wystapit problem
definiowania funkcji predkosci, wykonywania dla warto$ci niecatkowitych. Naturalnym

podejéciem byto dazenie do zachowania takich wilasnosci funkcji, jak monotoniczno$é,
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wklestos¢ lub wypuktosc. Wihasnosci te zostang zachowane, kiedy rozszerzymy naszg funkcje

gj za pomocag nastepujacej, odcinkami liniowej funkcjiJJ:

fi{r) =argj{[r\) +{\-ar)gj{\r\) gdzie g =[Y]-r, 0 <r$m,j=I,....n lub
fj(r)y=bjfrf +duri dla0 <r<m,j=lI,...,n.
Wspbétczynniki i djj* funkcjif mozna wyliczy¢ w czasie 0(mn). Zauwazmy
jednoczes$nie, ze dlar = f(r) = g/r). W dalszych rozwazaniach problem P-DSCR z

tak zdefiniowang funkcjg f(r) bedziemy nazywac problemem P-CNTN.

Zajmijmy sie blizej problemem P-CNTN, w ktérym niecatkowita liczba procesorow
moze by¢ uzyta do wykonania zadania oraz procesory reprezentujg odnawialny, podzielny i
ciggly zaséb, ktérego ilos¢jest w danym czasie ograniczona przez m.

Niech oznacza minimalng warto$¢ Cnex dla problemu P-CNTN. Korzystajac z
rozwazan prowadzonych przez Weglarza [16] wprowadZzmy nastepujace zbiory:

n
R={r=(r, rn\rd>0, £>, <m}
7-1

zbidr mozliwych (ze wzgledu na problem P-CNTN) przydziatow zasobu oraz
U={u =(u,..,uj |Uj=fj(rj),j=1 , reR}

zbidr mozliwych, przeksztatconych przydziatéw zasobu. Dodatkowo wprowadzmy
P = (pi.-.Pn)-

Twierdzenie 1 (Weglarz [15, 16]). Niech n <m, convU oznacza powioke wypukia
zbioru U oraz u = p / Cjest linig prosta w przestrzeni przeksztatconych przydziatéw zasobu,
dang w postaci parametrycznej Y =pj/ C,j = Wtedy minimalng warto$¢

(makespan) dla problemu P-CNTN mozna znalez¢ jako:

C°K=min{C|C>0, p/C e comU} 1)
Przedstawiajagc geometryczng interpretacje Twierdzenia 1 mozemy stwierdzi¢, ze

minimalna warto$¢ C“a jest wyznaczona poprzez punkt przeciecia linii prostej u = p/ C z

powtokazbioru comtJ w n-wymiarowej przestrzeni przeksztatconych przydziatéw zasobu.

Oznaczmy taki punkt przeciecia przez u®, jednoczes$nie C°a&=pj/ u®j,j =/,... ,n.



72 J. Btazewicz, M. Y. Kovalyov, M. Machowiak, D. Trystram, J. Weglarz

4. Wypukte funkcje predkosci wykonywania

W przypadku kiedy wszystkie funkcje fi predkosci wykonywania sg dla kazdego
zadania wypukte, zbior t/jest podzbiorem zbioru comU (patrz rys.2).

ffri)

m
Rys. 2. Zbiér U, convU i linia u = p/C dla wypuktych funkcji predkoséci wykonywania

Fig. 2. Set U, convU and line u **p/C for convex processing speed functions

Rozwazmy punkty v®, takie ze v® =fi(m) i v® =0,+*j, j =1,..,n, I =1 n.
Punkty v® reprezentujg wszystkie wierzchotki ptaszczyzny (powierzchni) zbioru comU oraz
punkt przeciecia u0 nalezy do tej ptaszczyzny. Stad u® moze by¢ wyrazony jako liniowa
kombinacja punktéw v(\ ...,v(® Totez dlaj = mamy:

A-t* ,*?2-»/<?- lubP j-t~C D v, gdzie;,e0 i ¢Ai=1

1-1 I-1 /-1
n
Mozemy teraz wyliczy¢ Aj = Aj C°’mai= pj t v® =pj /fi(m). Poniewaz » A/ = Cmix oraz
i-1
Pj = Ajfi(m), optymalne uszeregowanie uzyskujemy poprzez wyznaczenie jednego przedziatu
czasowego dtugosci Aj dla zadania 7} wraz z przydzieleniem do tego zadania wszystkich

procesoréw.

Optymalne uszeregowanie dla tego przypadku mozemy znalez¢ w czasie 0(rt).

5. Whkleste funkcje predkosci wykonywania

Przedstawimy teraz rozwigzanie problemu P-CNTN dla wklestych funkcji predkosci

wykonywania, ktore nastepnie wykorzystamy do konstrukcji rozwigzania problemu P-DSCR.
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5.1. Rozwigzanie problemu P-CNTN

Dla tego przypadku zbiér U jest brylg wypukta w n-wymiarowej przestrzeni

przeksztatconych przydziatdw zasobu, co wiecej zbior cornU = U (patrz rys. 3).

Rys. 3. Punkt przecigcia u®, linii u = p/C oraz powtoki wypuktej zbioru V

Fig. 3. Intersection point u°of line u = p/C and the boundary of convex polytope U

Do znalezienia rozwigzania problemu P-CNTN nalezy wykona¢ nastepujgce

czynnosci:
I Rozwaz zbiér | wszystkich punktow przeciecia ptaszczyzn Uj =fj (rj), j = ;=
z linigu = p/C, C > 0, w rozwazanej «-wymiarowej przestrzeni.
n
1. Stosujgc procedure bisekcji znajdz taki punkt u' e I,f'l(al) =r’, ze » r} >m oraz
7-1

nie ma innych punktéw pomiedzy u' i U°. Wynika stad, ze funkcjatj nie posiada
punktéw nieciagtosci w przedziale (r°j, r'j), j = Zatem, dla kazdegoj =

mamy:

ue=fj (r°j) = bj frjJrej + djtfrji =p j/ Comax

rj~ Pj/(bjfrjlcemax) ~dj, frijify, fr'j7
n n n
1. Z warunku X 0°=m madlz C°max= 1b [ (m+Y jdAr)}>bArj\ >

a nastepnie wylicz u® oraz r°.

Poniewaz pj = u°j C’max, j = oraz =m, istnieje optymalne rozwigzanie
7-1

problemu P-CNTN, w ktérym wszystkie zadania sg wykonywane w przedziale czasowym

[0. C°mex] i do zadania 7} przydzielono r°j procesoréw,/ = (patrz rys. 4).
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Rys. 4. Rozwigzanie problemu P-CNTN

Fig. 4. Solution of P-CNTN problem

Postepujac w ten sposdb, zapewniamy znalezienie przydziatu zasobu r'j w czasie
0(n2log2m). Poniewaz do znalezienia wszystkich wspotczynnikéw funkcji fj potrzeba czasu
rzedu O0(mn), dochodzimy do konkluzji, ze problem P-CNTN mozna rozwigza¢ w czasie

0(n max{m, n log2m}).

5.2. Rozwigzanie problemu P-DSCR

W optymalnym rozwigzaniu problemu P-CNTN kazde zadanie jest wykonywane w
przedziale czasowym [ ] i niecatkowita liczba r°, procesoréw jest przydzielona do
zadania Tt. Rozwigzanie problemu P-DSCR mozna przedstawi¢ jako zbidér roziacznych

prostokatow w dwuwymiarowej przestrzeni (x, y) (patrz rys. 5).

Rys. 5. Rozwigzanie problemu P-DSCR

Fig. 5. Solution of P-DSCR problem

Tutaj o$ (0, y) odpowiada liczbie procesoréw przydzielonych do zadania, natomiast o$
(0, x) jest osig czasu.
Kazdy prostokat jest powigzany z jakim$ zadaniem, przy czym jedno zadanie moze

by¢ reprezentowane przez kilka prostokatow.
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Przedstawimy teraz zasade dziatania algorytmu (PACK) pakowania prostokgtow
pozwalajgcego na optymalne rozwigzanie naszego problemu; w tym celu poczynimy kilka
dodatkowych zatozen i sformutujemy potrzebne lematy.

Instancja dla algorytmu PACK jest zbiér zadan podzielony na trzy podzbiory tzw.
zadanperowych, pojedynczych ipodwdjnych. Zadanie T jest zerowe, jesli r°i (w rozwigzaniu
problemu P-CNTN) jest liczba catkowitg. Jezeli O<r°i<l, méwimy, ze Ti jest zadaniem
pojedynczym, natomiast gdy r°i >1 oraz jest liczbg niecatkowitg, zadanie 7)jest podwdjne.

Dla zadania zerowego konstruujemy jeden prostokat o wysokosci r0, i szerokosci C°miU.
Jesli pojawi sie takie zadanie, wtedy mozemy zredukowaé problem P-DSCR poprzez
wykluczenie go ze zbioru zadan i dalszych rozwazan.

Dla zadania pojedynczego konstruujemy réwniez jeden prostokat, ale o wysokosci
[ra]=1 i szerokosci Api/ /i(fr°(\), natomiast dla zadania podwo6jnego dwa prostokaty o
wysokosciach odpowiednio Lr°J |7 /1 oraz szerokosciach ¢ ip,//(L/J) i (I-Ajpi/ffrrei]),
gdzie Ai Z(fV Y] - roi)fi.rair/f(re), i=1... n.

Nastepnie, bez przytaczania dowoddw, wprowadzimy kilka pomocniczych lematow
zwigzanych z wiasnosciami tak skonstruowanych prostokatow:

Lemat 1. Catkowite pole powierzchni wszystkich prostokatow jest rowne m C°max.

Lemat 2. Szeroko$¢ prostokata zwigzanego z zadaniem pojedynczym nie przekracza C°mca.
Lemat 3. £aczna szeroko$¢ obu prostokatéw reprezentujgcych zadanie podwdjne jest rGwna
Al

Aby dziata¢ poprawnie algorytm PACK powinien spetnia¢ nastepujgce warunki:

a) Wszystkie prostokaty powinny sie doktadnie miesci¢ w prostokacie, zwanym BIG
(patrz rys. 6), o wysokosci m i szerokosci C°nmex Ten warunek zachodzi, kiedy
wszystkie zadania uzywajag w kazdym przedziale czasowym nie wiecej niz m
procesordw oraz czas zakonczenia wszystkich zadan jest minimalny.

b) Wykonywanie na osi (0, x) prostokatow zwigzanych z tym samym zadaniem moze
zosta¢ przerwane tylko na koncu (prawy bok prostokgta BIG). Ten warunek
zachodzi, gdy w kazdym momencie wysokoscig prostokata jest catkowita liczba
procesoréw przydzielonych w tym czasie do danego zadania.

¢) Cata praca zwigzana z zadaniem Ti zostanie wykonana.

Teraz zajmiemy sie opisem kolejnych krokéw algorytmu pakowania prostokatow.

Algorytm ten sktada sie z n iteracji; w tym przypadku n oznacza liczbe wszystkich zadan
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pojedynczych i podwdéjnych. Poniewaz zadania zerowe maja catkowity przydziat procesorow,
w ostatecznym rozwigzaniu beda wykonywane najpierw w kazdym przedziale czasowym na
statej liczbie procesoréw.

W kazdej iteracji prostokaty odpowiadajgce zadaniom pojedynczym lub podwoéjnym sg
przydzielane (pakowane) w wolng przestrzen prostokagta BIG, przy czym dla zadan
podwojnych wyzszy z prostokatow jest pakowany w pierwszej kolejnosci. Sposéb, w jakim
pakujemy kolejne prostokaty, nazwaliSmy regutg potudniowo-zachodniego naroznika i brzmi
ona nastepujaco: przydziel prostokgt najnizszemu i potozonemu najbardziej na lewo

naroznikowi wolnejprzestrzeniprostokata BIG.

processors BIG

Tasks already scheduled
tin

0 P9

Rys. 6. Przydziat zadania podwdéjnego

Fig. 6. Assigning a 2-task

Algorytm PACK zatrzymuje sie, kiedy wszystkie prostokaty zostaty zapakowane.
Mozna tatwo wykaza¢, ze tak skonstruowany zbiér prostokatow spetnia warunki a) - c¢) oraz
wyznacza optymalne rozwigzanie problemu P-DSCR. Zauwazmy, ze w rozwigzaniu
optymalnym liczba przydzielonych do zadania 7) procesoréw zmienia sie co najwyzej dwa
razy pomiedzy dwoma warto$ciami iir®l (patrz rys. 5).

Do konstrukcji rozwigzania algorytm PACK potrzebuje czasu rzedu 0(n), co oznacza,
ze catkowita ztozono$¢ czasowg problemu P-DSCR szeregowania zadan elastycznych

determinuje ztozono$¢ czasowa problemu P-CNTN, ktéra wynosi 0(n max{m, n log2m}).

6. Podsumowanie

RozwazaliSmy tutaj problem szeregowania zadan elastycznych z predkoSciami
wykonywania zaleznymi nieliniowo od liczby przydzielonych procesoréw. PokazaliSmy, ze

ciagly przypadek problemu z przydziatem zasobu (procesoréw), mozna rozwigzaé w
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wielomianowym czasie. Z drugiej strony, bardziej realistyczny problem dyskretny,
rozwigzaliSmy w czasie 0(n) uzywajagc algorytmu pakowania prostokatow. Dalsze
poszukiwania w tej dziedzinie koncentrujg sie na znalezieniu bardziej efektywnych rozwigzan

dla problemu dyskretnego z dowolnymi funkcjami predkosci wykonywania.
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Abstract

Scheduling malleable tasks has been proved to be a promising way for efficient
implementation of some practical problems on parallel and distributed computers. The
problem of scheduling malleable tasks on parallel processors can be formulated as follows. [9,
10, 11, 12, 14]

There are n independent tasks that are available at time zero. They are to be scheduled
for processing in a system consisting of m, identical parallel processors. We will use natural
numbers to denote tasks and processors. At each time instant, any number of processors can
be used to execute a task. However, no processor can handle more than one task at a time and
the total number ofprocessors executing the tasks should not exceed m at any time.

An amount g > 0 of work is associated with each task Tj If r processors are used to
execute task Tj in a time interval of length t, then the amount of work for computing this task
within this interval is equal to gj(r) t, where gj(r) > 0 is a non-decreasing processing speed
function defined forr s {0, 1, ..., m),gj(0) = 0, gj(l)-I. The total amount of work done on
task Tj must be equal topj,j = 1,... ,n

For each task, a schedule specifies the time intervals within which this task is executed
and the numbers of processors allocated to the task within these intervals. The objective is to
find a schedule which satisfies the above constraints and such that the maximum task
completion time, i.e. the makespan Cmex, is minimized.

Denote the minimum Cmexvalue by C’mex
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A motivation for this problem comes from the optimal scheduling of multiprocessor
systems enabling for an execution of large scale parallel computations. A similar problem in
which the processors represent a continuously divisible renewable resource bounded from
above, has been studied by Weglarz [16] (cf. also 3).

In the sequel, we refer to our original problem with a discrete (integer) resource as
problem P-DSCR and to the problem where the processor (resource) allocation is not required
to be integer (i.e. with a continuously divisible resource) as problem P-CNTN. In problem P-
CNTN, functions g/r) are interpolated by piecewise linear functions between integer points.

Observe that in problem P-DSCR the number of processors allocated to a task may
change during the task execution. A malleable task my be interrupted and the processors
allocated to it can be redistributed during the execution. It means that the parts of one task can
be executed in adjoining time intervals on the different number of processors. The cost of
preemption will be included into the speed functions.

The following results are available for problem P-FIX in which the (integer) number of
processors allocated to a task cannot change [4, 5, 8, 9, 13, 14], Du and Leung [7] proved that
this problem is NP-hard. Drozdowski [8] provided a survey of the complexity and algorithms
for multiprocessor task scheduling problems (see also [2]).

In this paper, we distinguish two special cases of the problem: a) the dependence of all
processing speed functions on a number of processors allotted is convex and b) this
dependence is concave. For case a), an 0(n) algorithm is presented to solve both problems P-
CNTN and P-DSCR. For case b), problem P-CNTN is shown to be solvable in 0(n max{m, n
log2m}) time. Moreover, it is proved that the minimum makespan values for problems P-
DSCR and P-CNTN coincide. The rectangles packing algorithm is presented, which using a

solution for P-CNTN problem constructs the solution for original problem in O(n) time.



