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WSADOWE SZEREGOWANIE ZADAN JEDNOSTKOWYCH
NAPOJEDYNCZYM PROCESORZE

Streszczenie. Problem wsadowego szeregowania zadan jednostkowych na jednej
maszynie polega na przydzieleniu zadan kompatybilnych do wsadéw, ktére bedg wy-
konywane w oddzielnych chwilach czasu. W pracy zajmiemy sie przypadkiem, w kté-
rym graf modelujagcy problem jest grafem poréwnywalnym, split grafem albo
kografem, a wielko$¢ wsadu jest ograniczona przez statgp. Naszym celem jest takie
uszeregowanie zadan, aby faczny czas ich wykonywania byt jak najmniejszy. Na
koniec omoéwimy zastosowanie heurystyki wyzarzania symulowanego dla
rozwazanego problemu w przypadku og6lnym.

SCHEDULING UNIT TIME JOBS ON A SINGLE BATCH PROCESSING
MACHINE

Summary. Problem of scheduling on a single batch processing machine reduces to
attaching compatible jobs to batches. At most one batch can be treated at a time. In
this paper we consider cases which are modeled by a graph which is a comparability
graph, split graph or a cograph and the capacity of a batch is bounded by a constantp.
Our aim is to schedule the jobs in such way that the makespan is as small as possible.
In the last section we attemp to solve this problem in general case with the simulated
annealing algorithm.

1 Wprowadzenie

W pracy bedziemy rozwaza¢ problem wsadowego szeregowania n zadan jednostko-
wych na jednej maszynie B. Model ten jest rozszerzeniem klasycznego modelu szere-
gowania zadan, w ktéorym najednej maszynie w danej chwili czasu moze by¢é wykonywane co
najwyzej jedno zadanie. Tutaj zaktadamy, ze w danej chwili moze by¢ wykonywany co naj-
wyzej jeden wsad zadan. Grupe zadan, ktére moga by¢ wykonywane jednocze$nie, tworzg

zadania kompatybilne, np. podobne towary, ktére mogga by¢ razem transportowane. Relacje te
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przedstawiamy za pomocg grafu kompatybilnosci G(V,E), w ktérym wierzchotki reprezentuja
zadania, a dwa wierzchotki sg potagczone krawedzig wtedy, gdy sga kompatybilne, czyli moga
by¢ wykonywane jednocze$nie. Wielko$¢ wsadu jest ograniczona przez statg/?. Naszym ce-
lem jest takie uszeregowanie zadan, aby taczny czas ich wykonywania byt jak najmniejszy.
Mozemy zatem problem ten opisa¢ nastepujaco: 5| G = graph, p\ Cmex, gdzie G oznacza graf
kompatybilnosci, a graph jest konkretng klasg grafow rozwazanego problemu. W pracy zaj-
miemy sie przypadkiem zadan jednostkowych (5] G = graph, p, pi - 1] Cmm), zatem czas
wykonywania wsadu jest réwniez jednostkowy. Bedziemy rozwaza¢ zagadnienie dla
niektérych graféow doskonatych, mianowicie dla split graféw oraz dla grafow
poréwnywalnych, w tym réwniez dla kograféw. Poniewaz Boudhar i Finke [2] pokazali, ze
problem B\G={V,E),p=7\Cmm moze by¢ rozwigzany w czasie 0 {n's), przyjmiemy, ze p t 3.
Problem wsadowego szeregowania zadan jednostkowych na pojedynczym procesorze
jest réwnowazny problemowi PODZIALU NA OGRANICZONE KLIKI grafu
kompatybilnos$ci. Zagadnienie to definiujemy nastepujaco:
Dane: Nieskierowany graf G(V, E) oraz k,peN.
Pytanie: Czy istnieje podziat V na kliki Kt,K2,..., Kk takie, e\Ki\< p dla !</<£?

W przypadku ogdlnym problem podziatu na ograniczone kliki jest NP-zupetny, gdyz zawiera
problem PODZIALU NA KLIKI [6]. Zatem i problem wsadowego szeregowania zadan w
przypadku og6lnym jest problemem NP-zupelnym. W ostatnim paragrafie oméwimy
zastosowanie heurystyki wyzarzania symulowanego wtasnie dla przypadku ogélnego.
Szeregowanie wsadowe ma zastosowanie wszedzie tam, gdzie istnieje mozliwo$¢
grupowania zadan, miedzy ktérymi jest okreSlona pewna relacja. Na przyktad, wspomniany
juz transport réznych towardw czy malowanie pewnych elementow za pomocg maszyny,
ktéra moze przyjmowac po kilka czesci jednocze$nie oraz daje mozliwo$é uzycia réznych
koloréw farb w kolejnych jednostkach czasu. Wéwczas naszym zadaniem jest taki podziat

towaréw czy elementdw, aby taczny czas wykonywania danej operacji bytjak najkrotszy.

2. Grafy poréwnywalne

Grafy poréwnywalne sg grafami odpowiadajacymi czesciowym porzadkom [10]. Sato
grafy nieskierowane G{V,E) takie, ze mozliwe jest przyporzgdkowanie krawedziom kierun-

kéw w taki sposéb, ze jesli (a,b) oraz (b,c) sg tukami, to réwniez (a,c) jest lukiem. Lonc [8]
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pokazat, ze wsadowe szeregowanie dla tych graféw jest problemem NP-zupetnym. Jezeli jed-
nak ograniczymy sie do wezszej klasy graféw - do kograféw, to problem staje sie wielomia-

nowy.

2.1. Kografy

Zaczniemy od zdefiniowania tej klasy grafow.

Definicja 1 [11]. Kografy stanowig najmniejszg rodzine graféw zawierajgca pojedynczy

wierzchotek, zamknietg na operacje sumy i zespolenia.

Przyktadami kografow moga by¢ grafy puste, peine, czy peine r-dzielne. Kografy
maja strukture rekurencyjna. Mozemy wiec z kazdym kografem G stowarzyszy¢ ukorzenione
drzewo binarne, nazywane kodrzewem grafu G. Wierzchotki kodrzewa bedziemy nazywali
weztami. Kazdy wezet nie bedacy lisciem jest etykietowany albo "u" (jest weztem sumy)
albo "+" (jest weztem zespolenia) i kazdy z nich ma doktadnie dwéch potomkéw. Kazdy we-
zet kodrzewa odpowiada pewnemu kografowi, a wezet-1is¢ odpowiada pojedynczemu wierz-

chotkowi grafu G. Na rysunku 1 przedstawiony jest kograf G z odpowiadajagcym mu kodrze-

wem.

Rys.l. Kograf G oraz odpowiadajgce mu kodrzewo

Fig.l. A cograph Gand its cotree

Istnieje liniowy algorytm {0{n+m)), podany przez Comeila i in. [4], sprawdzajacy, czy
dany grafjest kografem ijesli tak, wyznaczajacy odpowiadajace mu kodrzewo.

Kografy maja wiele ciekawych wiasnosci. O jednej z nich méwi

Fakt 1. Dopetnienie kografu jest rowniez kografem.
Nietrudno zauwazy¢ jak bedzie wygladato kodrzewo dopetnienia kografu G. Strukturalnie

bedzie to takie samo kodrzewo z tym, ze wezty sumy stang sie weztami zespolenia, a wezty
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zespolenia - weztami sumy. Nietrudno zatem przetozy¢ wyniki zagadnienia PODZIALU NA
OGRANICZONE KLIKI na wyniki problemu PODZIALU NA OGRANICZONE ZBIORY
NIEZALEZNE. Przypadek ogdlny pozostaje NP-zupetny dla tej klasy grafow.

Twierdzenie 1 [1].Problem podziatu na ograniczone kliki (i ograniczone zbiory niezalezne)

pozostaje NP-zupetny dla kografow.

Jesli jednak ustalimy ograniczenie p, to ztozonos$¢ tych problemoéw bedzie wielomia-
nowa. Wykorzystujgc rekurencyjng strukture kografii, wygenerujemy zbiér K{G) zawierajacy
ciggi odpowiadajgce wszystkim mozliwym podziatom G na kliki o rozmiarze nieprzekracza-
jacym p. Wektor x = (X|,...,x ) nalezy do zbioru K(G), jezeli G mozna podzieli¢ na kliki w
taki sposob, ze X klik ma rozmiar / dla 1</<p . Woéwczas wektor x bedziemy nazywac

dopuszczalnym dla grafu G.
Jezeli V = {v}, to K(H) sktada sie z jednego wektora (1,0,0,...,0). Dla wigkszych

kograféow zbiér K(H) konstruujemy rekurencyjnie, wykorzystujac ponizszy lemat.

Lemat 1 [1].Niech G = (V,E) bedzie kografem.

Jesli G = Gl u Gz, to K(G) = {x+y :x e K(GX),y e K(G2)}.

Jesli G = G\ + Gz, to zeK{G) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg x e K(G{),y e K(G2) i
funkcja f :{(/,j):i,j >0,18i +js$p}-*NOtaka, ze:

v "Zf(i,j) =x.18isp,
1I*Isp

2) IM(iLj) =y Injnp,
tHip
V. Yjf(iij) =zh, \ <h<p.

Dowdéd. Dla sumy G = Gi u Gi twierdzenie jest oczywiste. Je§li G - G\ + Gz, to niech
x e K(Gt)iy e K(G2) oraz niech KI,K2,...,Ktbedzie podziatem na kliki o rozmiarze co
najwyzej p. Klika o rozmiarzep wystepujaca w grafie G jest dana albo przez klike wielkoScip
w grafie G\ albo Gz, albo tez przez klike wielkosci / (1 <i<p) w jednym z tych graféw i
klike rozmiarup - i w drugim. Dla kliki o rozmiarze mniejszym nizp mamy podobne przed-
stawienie. Uzywajac  dla liczby klik rozmiaru i mozemy opisa¢ podziat na kliki w Gi, &

przez takie odwzorowanief.
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Jako ze ostatni wyraz wektora x jest jednoznacznie wyznaczony przez liczbe
wierzchotkéw oraz pozostate wyrazy tego wektora, to dla kazdego kografu mozliwych jest co
najwyzej 0{rf'") wektoréw, co jest wartoScig wielomianowg dla ustalonego p. Dla kografu
G=G,uG2 . rysunku 1 i p=3 K(G,) ={(4,0,0),(0,2,0),(2,1,0),(1,0,1)}, natomiast
K(G2) = {(0,1,0), (2,0,0)}. zZatem K{G) = {x+":xe "(C?,), e )>={(4,1,0), (6,0,0),
(0,30),(2,2,0), (4,1,0), (1,1,2), (3,0,1)}.

Twierdzenie 2 [1]. Problem B\G = kograf,p,p m= I|Cnex moze by¢ rozwigzany w czasie wie-
lomianowym.

Dowdd. Rozwazmy podziat na ograniczone kliki. Dla kazdego wezta kodrzewa znajdujemy
zbiér K{H), gdzie //jest kografem zwigzanym z tym weziem. Okre$lenie zbioru K(G), gdy G
jest sumg Gi i G2, moze by¢ wykonane w 0(n2(pA)) krokach, przy danych zbiorach K(G\) i
K(G2. Skoro  zbiér {(l,y):i,j S01<i+7<p} ma  jedynie  statg liczbe
{p-p+3p)/2< p-p +1 elementéw (p> 2), to dla kazdej pary wektoréw x, y istnieje co
najwyzej 0(nrP+l) mozliwych odwzorowanf Zatem, je$li graf Gjest zespoleniem G\ i G2, to
K(G) moze byé wyznaczone w czasie wielomianowym - w 0(npip*2~") krokach. W ten
sposéb mozemy znalez¢ K{H) dla kazdego kografu H przypisanego do danego wezta

kodrzewa, a nastepnie wybra¢ wektor xeK (H) z minimalng liczbg Kklik, to znaczy z

najmniejsza dla wszystkich x s K(H).

3. Split grafy

Graf G(V,E) = G(S,K;E) bedziemy nazywac split grafem, jezeli zbior jego wierzchot-
kéw V mozemy podzieli¢ na zbidr niezalezny S oraz klike K takie, ze K=SuZ . Krawedzie
w split grafie pomiedzy wierzchotkami z S i K mogg wystepowac¢ dowolnie. Podobnie jak
kografy, split grafy posiadajg te wtasnosé¢, ze dopetnienie split grafu jest rowniez split grafem.
Zatem problem podziatlu na ograniczone Kliki jest rownowazny problemowi podziatu na
ograniczone zbiory niezalezne. Tym ostatnim problemem zajmowat si¢ Chen i in. w [3]. My

przedstawimy wielomianowy algorytm optymalnie grupujacy zadania w kliki.

Twierdzenie 3. Problem B\G=splitgrafp,pi= I|Cmax moze byé rozwigzany w czasie wielo-

mianowym.
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Dowdd. Prawdziwos$é twierdzenia dlap = 2 pokazali Boudhar i Finke w [2]. Mozemy zatem
przyja¢, ze p>3 . Wowczas dla split grafu G(K,S;E), gdzie K = {k\, ki, ..., k,} indukuje klik? i
S = {si, 52, e, 5r} jest niezaleznym zbiorem wierzchotkéw, konstruujemy graf dwudzielny
BG(p-1), ktdrego zbiorem wierzchotkow jest zbior Ku {s,j :\<i <r il<J<p -1} oraz
{khs,j} jest krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy {£,5,} e E{G).

Dla tak skonstruowanego grafu dwudzielnego szukamy maksymalnego skojarzenia.
Jego moc oznaczymy przez a\B G (p-1)). Wsad Bi beda tworzy¢ zadania: 5/ wraz z
zadaniami ki takimi, ze krawedz {ki, Sig} nalezy do maksymalnego skojarzenia B G {p-1) dla
pewnego g, \<g<p-\. W ten spos6b utworzymy r grup zadan. Pozostate,

nieuszeregowane zadania z kliki K przydzielimy do nastepnych wsadéw, co najwyzej p w

kazdym. Zatem optymalny czas wykonania wszystkich zadan mozemy okresli¢ wzorem:

minC.. =r +~t-a\B G{p-1)
Ztozono$¢ algorytmu szeregowania zadan dla grafu kompatybilnosci bedacego split grafem
zalezy gtéwnie od ztozonosci szukania maksymalnego skojarzenia grafu dwudzielnego. Jezeli
zastosujemy algorytm, ktérego autorami sa Micali i Vazirani [9], to algorytm ten bedzie
wykonywat O(mn0% |9 krokéw, gdzie n oznacza liczbe wierzchotkéw, a m liczbe krawedzi
split grafu.

Na rysunku 2 mamy przyktad split grafu oraz odpowiadajagcego mu grafu
dwudzielnego BG{2), czyli p = 3. Krawedzie nalezagce do maksymalnego skojarzenia zostaty
zaznaczone linig przerywang. Zatem wsady bedg utworzone nastepujaco: Bi = {s\ki,ks}, Bi=

{s2,k2M}, B2= {53}, Ba = {KA}.

si

Si

Rys.2. Graf G(KE\E) oraz odpowiadajacy mu graf BG(2)
Fig.2. A graph G(K&E) and its coresponding graph BG(2)
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4. Symulowane wyzarzanie

W paragrafie tym opiszemy zastosowanie heurystyki symulowanego wyzarzania (ang.
simulated annealing) w problemie znajdowania minimalnego podziatu na ograniczone kliki.

Przypomnijmy, ze w algorytmie symulowanego wyzarzania z otoczenia n(xaq)
biezacego rozwigzania xo wybiera sie dowolne rozwigzanie x i nastepnie, jezeli warto$¢
minimalizowanej (lub maksymalizowanej) funkcji celu F jest mniejsza, tzn. F(x)<F(xo0), to
rozwigzanie x przyjmowane jest jako najlepsze znalezione do tego czasu rozwigzanie (x0:=x);
jezeli natomiast F(x)>F(x0), to rozwigzanie x przyjmowane jest jako najlepsze z
prawdopodobieristwem P zaleznym od tego, o ile rozwigzanie x jest gorsze od xa. W typowym
algorytmie prawdopodobieristwo P okre$lone jest wzorem P = P(x0,x,T) =exp"(F(I> ™)/,
gdzie parametr t (zwany temperaturg) stabilizuje algorytm, tzn. im temperatura jest nizsza,
tym prawdopodobienstwo P jest mniejsze; parametr t jest zmienny w czasie: na poczatku ma
wysoka warto$¢, w miare uptywu czasu dazy do zera.

Tutaj jako rozwigzanie poczatkowe xo przyjmujemy albo podziat na podzbiory ztozony
z pojedynczych wierzchotkdw, albo podziat ztozony z catego zbioru wierzchotkow, w
zaleznosci od tego, jak bardzo grafjest gesty.

Relacja sasiedztwa okreslona jest nastepujaco: niech X|={Ki,...,F*} bedzie podziatem
zbioru V na roztaczne podzbiory. Wéweczas sasiedztwo N{x{) tworzg te wszystkie podziaty x,
ktére moga by¢ otrzymane z podziatu X[ poprzez usuniecie dowolnego wierzchotka v z
dowolnego podzbioru V/ i wstawienie go do innego podzbioru Vjti, badz tez utworzenie
nowego jednoelementowego podzbioru K*i={v}; np. do sasiedztwa N(xi) podziatu
X|={{1,2}{3,4},{5,6}} nalezy  podziat X2={{1}{2,3,4}{5,6}}, jak i podziat
X3={{1,2},{3,4},{5}.{6}}, natomiast x3gjV(x2).

Przy tak okre$lonej relacji sasiedztwa wygenerowanie losowego rozwigzania
sasiedniego polega na wylosowaniu podzbioru Vt (czyli liczby /, gdzie 1<i<k), nastepnie
wylosowaniu elementu veV, (czyli liczbyj, gdzie 1</<|R/|) oraz wylosowaniu podzbioru, do
ktérego bedziemy wstawia¢ element (czyli znowu liczby /, gdzie 1<I$k) przy zatozeniu
jednakze, ze je$li wylosowano ten sam zbi6r, z ktérego usuwamy element, wéwczas
tworzymy nowy jednoelementowy zbiér R*+i={v} ztozony z elementu v. Oczywiscie, moze
sie zdarzy¢, ze bedziemy usuwac element z jednoelementowego podzbioru i tworzy¢ z niego
znowu jednoelementowy zbidr, ale te sytuacje tatwo wyeliminowaé; sg to juz szczegoty

techniczne.
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Niech p bedzie ograniczeniem na rozmiar kliki. Dla dowolnego podziatu xq funkcje
celu okre$lamy nastepujaco:
F(x0=M-+2e(*0)+p(x0)
gdzie:
pog - liczba podzbioréw; tak naprawde pseudoklik, bo przy tak okreslonej funkcji celu
kolejne rozwiazania nie muszg byé do konca dobre w takim sensie, ze podzbiory
wierzchotkéw nie bedgtworzy¢ klik;

e(xQ)=""e(VI), gdzie e(V,) jest liczba brakujacych krawedzi, aby podzbiér V, tworzyt

i
klike;
p{x0) - ma zwigzek z ograniczeniem na rozmiar Kklik, i analogicznie jak wyzej,
p(x0)="jp(Vi), gdzie p{Vi)=\(\V\-p)div/?]; takie okreslenie p(Vi) wynika z tego, ze
i-i
podzbiory o mocach Jp+1, jp+2,..., jp+p (j dowolne naturalne) mozna podzieli¢ na
doktadniej + 1 podzbioréw o mocy nie przekraczajacej p.

Jak tatwo zauwazy¢, zminimalizowanie tej funkcji rownowazne jest znalezieniu
minimalnego podziatu zbioru wierzchotkéw na kliki z ograniczeniem p.

Obliczenie tak okre$lonej funkcji celu dla rozwazanego podziatu wigze sie z
przegladnieciem tablicy sasiedztwa, czyli wymaga czasu rzedu @(n2). Ale funkcja celu musi
by¢ obliczana w jak najkrétszym czasie. Jesli struktura przechowujaca podziat wierzchotk6w
na podzbiory dla kazdego z podzbioréow V-bedzie przechowywac opisang wyzej przy definicji
funkcji celu warto$¢ e(V,), woéwczas wyliczenie funkcji wymagac bedzie czasu rzedu O(n).

Przechowywanie dla kazdego z podzbioréw V- wartosci e(Vi) wymaga modyfikacji
procedury losujacej: oprécz wylosowania ,skad-co-dokad”, po wygenerowaniu nowego
podziatu nalezy uaktualni¢ wartosci funkcji e(-), ale tylko dla podzbioréw ,,skad” i ,,dokad”, a
to, znajgc indeks usuwanego/wstawianego wierzchotka, mozna zrobi¢ w czasie Ofri).
Oczywiscie przez to wzrasta koszt wygenerowania rozwigzania sasiedniego, ale przy takim
modelu czas obiegu najbardziej wewnetrznej petli algorytmu SA bedzie rzedu Om),
anie 0(n2).

W algorytmie SA temperatura to poczatkowa powinna by¢ na tyle wysoka, aby na
poczatku dziatania algorytmu wiekszo$¢ gorszych rozwigzan mogta by¢ akceptowana z dos¢

duzym prawdopodobieristwem. Tutaj, doswiadczalnie, przyjelismy fo=I. Istnieje wiele
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sposobéw aktualizacji temperatury t: przyjelismy model geometryczny, tzn. nowa
temperature i uzyskuje sie ze wzoru t =a * t, gdzie a = 0,9.

Sprawdzanie, czy uktad jest w rébwnowadze, polega na utrzymywaniu temperatury t

przez

JIOn préb

[rt préb udanych (F{x) <F(x0))
gdzie n jest liczbg wierzchotkéw grafu. Kryterium stopu jest osiggniete po obnizeniu
temperatury n razy. Ostatecznie daje to czas dziatania rozwazanego algorytmu SA rzedu
0(«3.

Jednakze jak wiadomo, algorytmy SA nie zawsze dajg optymalne rozwigzanie. Przy
tak okreslonej funkcji celu moze sie zdarzyé, ze w otrzymanym podziale na podzbiory bedg
istniaty podzbiory, ktére nie tworzg klik. W takiej sytuacji nalezy te podzbiory znowu
podzieli¢ na minimalne kliki z ograniczeniemp, uzywajac ponownie algorytmu SA. Prowadzi
to do algorytmu GSA, dla ktdrego otrzymujemy nastepujgce réwnanie rekurencyjne, przy
zatozeniu ze T(n) opisuje czas dziatania dla danych rozmiaru n:

r(rt)=77rti)+7(rt2)+...r(rt*)+0(rt3), gdzie n\+m+...+«*=«

Powyzsze réwnanie prowadzi do oszacowania 7(rt)=0(«4): najgorsza z mozliwych
sytuacji to ta, kiedy kolejne wywotania wykonywane bedgdla podziatéw m -n -1, «2=1.

algorytm GSA(V).;
begin
wygeneruj podziat y algorytmem SA(V);
for all Viey do begin
if e(V,)=0 then przepisz Vido y* dzielagc V|na podzbiory o mocy Sp
else begin
utwdrz podziat x zbioru Mialgorytmem GSA(Vjj;
przepisz podziat x do y* dzielagc go na podzbiory o mocy <p;
end;
end;
y*jest rozwigzaniem kofncowym;
end;

We wstepnych badaniach graféw o liczbie wierzchotkéw «=10, 20, 50, 100 i
ograniczeniup=3 otrzymano, ze np. dla $ciezek P,, na « pr6b maksymalny biad wzgledny byt
odpowiednio réwny (0,4;0,1;0,12;0,06), $redni btad wzgledny: (0,18;0,04;0,04;0,03). Dla kot

odpowiednio: (0,2;0,1;0,04;0,04) i (0,06;0,01;0,1;0,02). Dla niespojnych graféow
skladajacych sie z losowej liczby grafow petnych odpowiednio: (0,25;0;0;0) i (0,08;0;0;0).
Dlapewnej klasy losowych kograféw: (0,25;0,14;0,11;0,07) i (0,13;0,03;0,02;0,01).
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Abstract

In this paper we consider a problem of scheduling unit time jobs on a single batch
processing machine. In this model at most one batch can be treated at a time. A batch consists
of compatible jobs and its capacity is bounded by a constant p. In terms of graph theory it
forms a clique. Our aim is to schedule jobs in such way that the makespan is as small as
possible. The problem is modeled by a comparability graph, in which vertices stand for jobs
and two vertices are adjacent if they correspond to compatible jobs. In general, the problem is
NP-complete. We show some special cases, for which this model of scheduling is
polynomially solvable. These include the following classes of comparability graphs:
comparability, split graph and a cograph. In the last section we attemp to solve the problem in

general case with the simulated annealing algorithm.



